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Capitulo 1

ESPACIOS VECTORIALES
1,1, VECTORES FIJOS

La estructura de espacio vectorial es puramente algebraica, pero se ins-
pira en conceptos geométricos que seflalareéemos muy brevemente y de manera in-

formal.

1.1.1, El lector estd habituado a representar .désplazamientos, fuerzas,
velocidades, etc., mediante vecfores,
Leamaremos VECTOR FIJa AB 6 (AB) a un par ondenado de puntos, A y B, £ta

mados ORIGEN y PUNTA del vector, respestivamente,

1,1.2, Consideremos el conjunto VA de todos los vectores fijos con origen
A, Supondremos conocidas por el lector las operaciones de suma de vectores

(Fig, 1) v de multiplicacidn de un vector por un ndmero real (fig. 2). Lo

E A B ¢c D

Fig, 2, AC = 2u, A0 = 3u, AR = (- %)u
pero BD ¢ i€ = 2u,

Fig, 1

que mis importa para nuestro propdsito es seflalar quee estas operaciones, in
~ dicadas por utv (u,v € VA) y a.,u (d €R, u € VA)’ tienen las propiedadeS'Pl,
P2, P3 que siguen: |

P,. EL conjunto V, @ un grupo commutativo con nespecto a La suma de vec-
Zones (o sea, el par ordenado (VA’+) en un grupo conmutativol),

Por definicidn de grupo conmutativo, esto sipnifica que se cumplen las

propiedades:

1) Asociatividad: cualesquiera que sean u,v,w € V,, es

-1-



-2 1.1.2
(uv) + w = u + (Vi) (1)

2) Conmutatividad: cualesquiera que sean u y v de Vy» es
u+v=v+u | (2)

3) Existe un elemento 0 € V,, llamado elemento nulo, o neutrno aditivo,
tal que

u+0[=0+u] = u; ‘ 3)

- —
(este elemento 0 es el vector nuleo AA, figura 3),

G-

~3» B = D
Fig. 3~

8¢ demuestra que el neutro aditivo 0 es dindlco (ver 1.2.3.b).

4) Para cada u € V, existe un elemento de V,, llamado vecfor opuesto de u,

e indicado por -u, tal que (fig., 4):

u+ (~u)[=(-u)+u] =0

(4)
c A B
-u u
- + -
. by —p —tgy — —_—
Fig, 4. AC = ~AB pero BA' # -AB pues BA ¢ V,,

A

Se demuestra (ver 1.2,3. c) que el vector opuesto de u es (nico, lo que

justifica la notacidén -u.

P,. la multiplicacibn de un vector de vV, bor un nimero real tiene estas
propiedades:

2a. Asociativa combinada:

(a.b).u = a.(b,u), (a,bER, ue VA); ’ (5)



i.1.2
2b, Modular:
l.u = u, (u e VA)' (6)

P,. las operaciones de suma de vectores y de multiplicacibn de un vecton .
por un ndmero real estdn nelacionadas por Las propiedades:
3a. Distnibutiva:
a,(ut+v) = a.u + a.v, (a €ER, u,v € VA); (7)
3b. Distrnibutiva combinada:

{a+b),u = a.u + b.u (a,bER, u€ VA)' (8)

1.1.3, Notas

a. Cuando se habla simplemente de asociatividad suele suponerse que se
trata de una finica operacidn que es asociativa, A la propiedad 2a la hemos
- 1llamado Masociativa combinada" porque intervienen en ella dos operaciones
(en general distiﬁtaé); qﬁe Be indi&ﬁn del mismo'modb,.émbss por un punto o
ambas por simple yuxtaposicidn: la multiplicacidn ordinaria en R, y la multi
 plicacidn de nfimero por vector (ley de composicifn externa). En el segundo
miembro de (5) los dos puntos designan a la ley de composicidn externa.

b. Por razones andlogas se llama 'distributiva combinada" a la propiedad

3b.

1.2. CONCEPTO DE ESPACIO VECTIORIAL

1.2.1. E1 conjunto de los vectores fijos de origen comfn, conilas operacio
nes de adicidén y multiplicacidn por un nfimero real (elemento del cuerpo R),
constituye un ejemplo de la estructura algebraica de espacio vectorial sobre
un cuerpo K (llamado cuenpo de escalares). Nos interesardn especialmente los
casos en que K = R (espacfo vectorial real o sobre los niimeros reales) &

K = C (espacio vectorial complejo o sobre los complejos):



-4~ 1.2.1

DEFINICION

Se Llama ESPACIO VECTORIAL (e.v.) a toda cuaterna ordenada (v, K, +, .)
fal que V es un conjunto, K es un cuerpo, + es una operacidn binarnia en v,
. e5 una operacifn externa en V con operadones en K, y se cumplen estas pro-

pLedades

P, EL pan ondenado (V, +) es un grupo conmutativo:
P,. La fey de composicibn externa Liene Las propiedades:

2a, Asociativa combinada:
(a.b).u = a.(b.u), (a,b e.K, uEVvV); (5")

2b. Propiedad def 1. Indicando con 1 el elemento neutro de la multiplica-

cidén en el cuerpo K, es:

liu = u, (ueV). : (6')

Py La ‘opelzac._wyi‘ dé suma en V y La Ley de composicibn externa estdn vin-
cubadas por £as propiedades:
3a., Distnibutivas

(

a.(utv) = a,u +.a.v, (a €K, u,v EV); ")

3b. D&Wbuz‘;éua combinada:

(atb).,u = a.u + b.u, (a,b €K, uev). (8"
1.2.2. Notas

a. La propiedad 2b se llama también ''modular". Expresa que 1, que es el
elemento neutro (antiguamente llamado "m3dulo') de la multiplicacidn en K, es
tambié&n elemento neutro de la ley de composicidn externa.

b. Si (v, K,.+, .) es un e.v., por Pl’ (V, +) es un grupo conmutativo. Co

mo en todo grupo conmutativo se puede definir la diferencia asi: pondremos

u-vEut ) (9)

i~~~ N T

~

~ o~ e~ S T

PR — —
o~ e~ LS ; —~~

N N Y e N T NV N *

~ e~ N



1.2.2 ‘ : -5

donde el elemento -v es el simétrico u opuesto de v en el ghupo (V,+) es de-
cir, el Unico elemento w € V tal que v + w = 5; indicando con 0 al elemento

neutro de la adicidn en (V,+).
1.2.3. Efercicios
a, Demostrar que en un e.v. vale esta implicacidn (£ey cancelativa de la
adicidn):
u+v=utw=V=uw, (10)

[ Tndicacibn: Sumar -u a izquierda y aplicar (1), (4) y (3).]

b. Demostrar que si ﬁ'ylﬁ' son neutros aditivos, es 0 = 0',

[ Considérese 0 + 0'.]

c. Demostrar que si u' y u" son ambos opuestos de u, es u' = u",
[utu' = 6= wtu" vy (10).]

d. Demostrar que en.un e.v,, para todo escalar.a y todo vector u es:

O.u = a,0 = 0, (11)

e, Demostrar que en todo e.v.

a,u=0=a=0 6 u-=0. (12)

1.3, EJEMPLOS DE ESPACIOS VECTORIALES

1.3.1. Espacios vectoriales R" y ct
a, EL espacio vectornial (Rz, R, +, .) (plano vectorial real).
Sea V el conjunto de todos los pares ordenados de nimeros reales:

2

V=R "=R xR ='{(r1,r2)|r1,r € R}, ¢h)

2

Definiremos en V una operacidn binaria que llamaremos 4uma y designaremos

-

con "+", asi:
(rl,rz) + (sl,sz) = (r1+sl, r2+sz), _ 2)

donde los signos '+" del segundo miembro indican sumas de niimeros.



6 1.3.1

Es fdcil verificar que:
(R2,+) es un ghupo conmutativo. (3)

. . e 2
Por otra parte, definamos una ley de composicidn externa en R™ con opera

dores en R asi:

h.(rl,rz) = (h.rl, h.rz), %)

donde el punto en el primer miembro indica esa ley de composicidn (multipli
cacién de un niimero real por uh elemento de Rz), y los buntos en el segundo
miembro indican productos de ndmeros.,

Con las definiciones (2) y (4) se puede verificar fiacilmente que

>

s Ry +, .) es un espacio vectorial. (5
b. EC espacio vectorial (R", R, +, .)
Todo lo visto en apara,R2 se puede generalizar para el producto cartesia

no R" = R X R ¥ vee x R (n factores), o sea para el conjunto
n i .
R" = {(rl’r2'°"’rn)'ri € R}, (6)
de las n-uplas ordenadas de ndmeros reales.
Definiendo la adicifin en R" asf:
(rl,rz,...,rn) + (31,52,...,sn) = (r1+sl,...,rn+sn) , (7

donde los signos "+" del segundo miembro indican sumas de nmeros, y una ley

de composicidn externa que llamaremos muliiplicacifn de un nlimero real por

.
un elemento de R, asi:

h.(rl,rz,...,rn) = (h.rl,h.rz,..;,h.rn), (8)
se constata que:
®", R, +, .) e un espacio veetorial. (9)

c. EC espacio vectornial (Cn, Cc, +, )

Todo lo dicho en b subsiste si se supone que los ndmeros qﬁe allf figuran

P

R e
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son complefjos cualesquiera. O sea, si se considera el producto cartesiano

" =CcxCx...xC (n factores) o conjunto de las n-uplas ordenadas de ni

meros complejos, y con estas n-uplas se definen la adicién por (7) y la mul-

tiplicacidén por un complejo h por (8). Se constata entonces que:
", ¢, +, .) es un espacio vectorial, (10)

1.3.2, Espacios vectorniales de sucesiones

Consideremos los conjuntos de las sucesiones de nilimeros reales o complejos:
(=] . oo
R = {(al,az,...)lai ER}, C = {(.al,az,...)lai € c}. (11)
Definiendo la adicidn de sucesiones por
(al,az,...) + (bl’bZ"") = (a1+b1,a2+b2,...), (12)
y la multiplicacidn de un niimero real o complejo h por una sucesidn respecti-
vamente real o compleja, por
h' (81,32,..-) = (h'al, h.aZ"'.)’ (13)
se constata, siguiendo las pautas de 1.3.1, que
R, R, +,.) y (C,C, +,.) s0n espacios vectoriales.

1.3.3. Espacios vectorniales de funciones

a. Llamemos CR al conjunto de las funciones de R en C (o sea, funciones
*
)()

complejas de una variable real . Entre estas funciones se define la ad{-

c{0n en la forma habitual; es decir, dadas f:R + C y g:R + C se define la fun
cidn

f+ g:R+C (14)

(*) La notacidn CR obedece a que si A y B son conjuntos finitos de a y b ele-
mentos respectivamente, hay b? funciones de A en B pues para cada elemento de
A hay b posibles valores. Entonces si BA es el conjunto de las funciones de A
en B, y llamamos c¢(H) al cardinal del conjunto H, es

(8 = b = ()W)



1.3.3
por
(f+g) (x) = f(x) + g(x) para todo x ER, (15)

o sea, como la funcidn que en cada x € R vale tanto como la suma de los valo

res de f y de g en x. Asimismo, para cada niimero complejo a € C se define al

producto

a.f:R+C : (16)
por
) (a.f)(x) = a.f(x) para todo x € R (17)

Es fiacil verificar que con la operacidn (f,g) - f+g definida por (IS) y

la ley externa (a,f) =+ a.f definida por (17), CR es un e,v, complejo, o sea
(c®,c, +,.) es un espacio vectorial, (18)
'Por gjemplo, para demostrar que
(CR,+)' 24 un grupo c&nnu/ta,tévo | (19)
hay que probar que
(1) (f+g)+h = £+(g+h), (f,g,h € €O (20)
(ii) Existe un elemento

B'ECR/ta,Cqueﬁ'+f=fpanatodafecR (21)

[Es la funcidn 0 dada por 0(x) = 0, o sea, la funcidén constante de valor 0

para todo x & R]

(iii) Para cada f € CR existe un elemento
£ e c® ot que £ +£=0 | (22)
[£* es 1la funcidn definida por f*(x) = -f(x); se la indica -f.]
(iv) f+g = g+, (f,g € C) (23)

— o~ N S,

— —~ o~
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1.3.3 -9-

b, Sean a y b reales y a < b; se prueba como en a que también el conjunto
C[a’b] de las funciones complejas definidas en el intervalo [a,b] =

= {x|a < x <b} es un e.v. complejo, o sea, que

-(C[a’b], C,+,.) es un e,v. (24)

¢. El conjunto RR de las funciones #eales de una variable real es también
un e,v. Pero ahora hay que restringir la ley externa (a.f) =+ a.f a operadores
en R (o sea, a € R) para que el resultado est& también en RR. Entonces el

e, v, es neal, o sea:

(RR,R,+,.) es wn e.v, (25)

R[a’b] es un e,v., Aeal.

[a,b]

Andlogamente,
R . . .

Notemos que C y C son también espacios vectoriales 4eales, En efec—
1o, 1a vestriceidn de la ley externa al dominio de operadores R no nos hace

salir de las funciones complejas.

1.3.4, Espaclos vectorinles de polinomios
Sea PC el conjunto de todos los polinomios con coeficientes complejos. Ca

da uno se expresari asi:

- Jo 2
P ch X' = cgte X+ e X7 4. (cj € C) (26)

por una suma infinita donde los coeficientes cj son nulos desde un cierto ran
go en adelante, Si fodos los coeficientes Cj son nulos diremos que p es el po

Linomio cero, indicado por O:
T=Joxd =0+ 0x+ 0x% + ...3 (27)
en caso contrario diremos que p tiene grado n ?i <, #0vy cj = 0 para todo
i <n.
Entre los polinomios en X se define la ad{cifn asi: dadus los polinomios

(26) vy
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q=Ja, X = d +dax+dxtF (28)
p+q es por definicidn el polinomio
Z(cj+dj)xj = (cgtdy) + (eHd X + .., , (29)
0O sea |
ch x3 + de x] ='Z(cj+dj)xj (29")

donde en el segundo miembro el signo "+" indica sumas de ndmeros. Asimiswmo,

para cada complejo a € C se define el producto a.p € P, por

C
- i . J
a.p = a.ch X} = Z(a.cj)x s (30)
donde, en el dltimo miembro, el punto indica multiplicacidn de nimenos.

Con estas definiciones (29') y (30) es fi3cil demostrar que Ps es un e.v.
complejo, o sea, que
(BgsCy+i) €8 un e.v. - o (31)
1.3.5. Nota sobre Los "vectores" de Los gLsicos.
‘ *
Por definicidn, un vecfor es un elemento de un e.v.( )

a, Si bien cada vector fijo es un vector (elemento del e.v. de los vecto-

res fijos de origen comiin con &1l) el conjunto de fodos los vectores fijos no

€S un e.v.

Si, por ejemplo, se define la suma uwtv como la resultante de la "poligonal

vectorial" formada por u y un equipclente a v (fig. 5), es vtu # utv si u y v

(*) Los objetos matemdticos se definen por sus relaciones. Entonces se intro
duce primeno £a estrwctura definida por esas relaciones en el conjunto de los
objetos de cierta categoria (en nuestro caso la estructura algebraica de e.v.)

y luego los objetos mismos como elementos de ese conjunto.

—
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tienen origenes diferentes.

-

—

Fig. 5

b. Los '"vectores libres" se definen mediante la equipcolencia de vectores
fijos, que es una 1elacidn de equivalencia. Cada "vector libre" es una clase
de equipolencia de vectores fijos. Se demuestra que el conjunto de estos ob-
jetos es un e.v,, de modo que podemos suprimir las comillas y hablar de vec-
Zones Libres, La dificultad sefialada en a desaparece demostrando que las f;é
chas u+v y v+u de fig. 5 son equipolentes.

¢, lLas fuerzaé'son vectores fijos y los momentos son vectores libres. (Ri

ra pasar de Fl a un equipolente F2 (fig. 6) hay que agregar la cupla

-F

Fig. 6

(—Fl,Fz), de momento m # 0 si F1 # 0 y no alineado con F2).
En sistemas rigidos las fuerzas son ''vectores axiles". Pero estos objetos

no son vectores: no es posible definir en su conjunto A una adicidn + de mo-

do tal que (A,+) sea un grupo conmutativo.

1.3.6. Efencicios

a., Completar la demostracién de (15).
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b. Demostrar (20) y (23) e indicar qué otras igualdades hay que probar pa
rda completar la demostracidn de (18),

c. Demostrar (31)_‘

d. Demostrar que PC es tambi&n un e,v. real.

e. (i) Probar que el conjunto PR de los polinomios con coefiéientes rea-

les es un e.,v. real,
(ii) Decir porqué no es un e.v., complejo.

f. Demostrar que el conjunto Pn,C formadb por‘el polinomio nulo y los po-
linomios de coeficientes comﬁlejos de grado <n es un e.v.;complejo, y
también un e.v. real, R

g. Decir si es un e.v. el conjunto formado por el polinomi6 nulo y los de
grado = n,

h. Independencia de fa £ey modufat. En el conjunto R x R de los pares de
ndmeros reales cbn'ia adicidn definida por (2), dar Qna‘ley éxterna'con ope=
radores en R come multiﬁlicacién de un nlmero teal por un elementQ de R g R,
de modo tal que se cumplan todas las propiedades de la definieién 1.2.1, ex-

cepto la modular l.u = u. (Esto pruecba que la ley modular no puede deducirse

de las demds).

1.4, COMBINACIONES LINEALES

1.4,1. DEFINICION

Se Lami COMBINACTON LINEAL (c.£) de Los vectones Upstyeeesu (elementos

de un e.v, V sobre un cuerpo K) a todo polinomio de La forma

n -
jgl aj.uj = au, +la-2u2 +...t au, {1)

donde a, € K (5= 1,...,n). los a; s Leaman COEFICIENTES de £a c.L. (1),

1.4.2. Recordemos que dos polinomios Xaju:i y ijuj en fas mismas Letras

Ujyeeesu, son diferentes si y sflo si difieren en 1ds coeficientes de una de

P U e

—~— e~

S S N ST
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las letras por lo menos, y notemos que hay que distinguir entre ¢.£. y neéu£

tado de una c.f., pues puede haber dos polinomios diferentes que dan, sin

! embargo, el mismo resultado.

1.4.3. Efemplo

Consideremos los vectores u; Yy u, = -uy (opuesto de uy en V, es decir,

tal que ul + u2 = 0). Entonces las dos combinaciones lineales

l.u, + 1l.u

1 9 y O.u1 + 0.u2 (2)

que son diferentes, pues no tienen los mismos coeficientes, dan, sin embargo,
el mismo resultado: el vector 0 (vector nulo de V), En este caso diremos tam
bién que el vector O admite por lo menos dos representaciones diferentes co-

mo c.£. de los vectores u; ¥ Uy
l.4.4, Efencicios
a. Hallar infinitas ¢.£.. de los vectores
s Uy Uy = 3up =, 3)
de un e.,v. real, con el mismo resultado que

2u1'+ 5u2 - 7u3. 4)

Una respuesta es:
(2-—3a)u1 + (5+a)u2 + (a—7)u3, (a €R). (5)

b. Con referencia al ejercicio a, decir si (5) da fodas las soluciones Po
sibles.
c. Demostrar que en el e,v. R3 (ver 1.3.1 b), cada vector u = (a,b,c) se

puede representar como c.f, de los vectores
(u; = (1,0,0), u, = (0,1,0), ug = (0,0,1), (6)

unfvocamente (prescindiendo del orden en que se estriben los t&rminos). °

d. (i) Decir qué vectores de R3 se pueden representar como c.f. de
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ul = (1,0,0), U.2 = (0,1,0), U.3 = (1,1,0);
(ii).Para cada uno de ellos indicar todas las c.f. posibles.

e. En el e.v. de los polinomios de coeficientes reales, decir qué elemen-

tos se pueden representar como c.f. de

p=x—2’ q=x --4, r"-."]., (7)
e indicar cdmo.

f. Lo mismo que en e con los vectores (7) sustitaidos por
*
p = X~2, q = }{2-4, r = X2—2X+2 (7*)
1.5, SUBESPACIOS

1.5.1, Vimos en 1.3.4 que 21 conjunuto V = PC dz los polinomios con coefi-
" ecientes complejos es un e.v. compiejo, v gue tambidn lo es el subconjunto
g = Pn,C formado por el polinomio nule y los de grado < @ (1.3.5 ej. f? con
24 mismas operacioned definidas en v (restringidss a § C V). Esto nos muestra
gua, en u e.v, V pueds ewistir un subesinjunto propio 8§ que sea a su vez un
€.V., con las operaciones definidas ®n V. Tales subconjuntos, y el mismo V sé

llaman subespacios del e.v. V.

DEFINICION

Se Llama SUBESPACIO de un e.v. ¥ a tudo subconjunto (propio o no) no vacio
S CV que sea un e.v. con Las mismus operaciones definidas en V (en particu-

" Lan, sobre el mismo cuenpo de escalares).

1.5.2, Un subconjunto S de un e.v. V serd un e.,v. si se cumplen las p;opié:
dades de la definicidn de 1,2.1, con V sustituido por S. Pero por ser § EEV

se siguen verificando P2 y P3, asi como las propiedades asociativa y conmuta~

tiva de la adicidn, involucradas en Pl' Por ejemplo, puesto qua para todo par

(u,v) de eiementos de V es

u+t+v=v-+u,
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lo mismo ocurre para todo par (u,v) de elementos de S, pues lo son también
de V por ser S C V.
Entonces, para verificar que S es un subespacio bastard comprobar:

(i) que + es una operacién binaria en S;

(ii) que . es una operacidn externa en S con operadores en K;

(iii) que 0 € S (pues entonces y solo entonces habri un elemento nulo
n €S, a saber, n = 0, tal que n + u = u para todo u € S; ver 1.5.6 b), y

(iv) que para cada u € S es -u € S (pues entbnces y s6lo entonces habri
en S un elemento u*, a saber, u* = -u, tal que u* +u=0; ver 1,5.6 b). O
sea:

EL subconjunto S CV del e.v. V es un subespacio si y 4680 84 se cumplen
estas cuatro condiciones:

(i) UuvES=ut+tveES

(ii) a€EKyu€S=a,u€Ss

(iii) 0 € § (S contiene al vector nulo de V)

(iv) ues=-u€ESs

1.5.3. Ejemplo

sea v = cl 2P

el e.v. de las funciones complejas definidas en el interva
lo [a,b] (1.3.3 b) y S el subconjunto formado por las funciones continuas de

V, que indicaremos
S = Cl a,bl. (1)

Veamos que S es un subespacio de V, y anticipemos que el e.v. S es uno de
los m3s importantes del Andlisis. Se cumplen (i) y (ii) pues la suma de dos
funciones continuas es una funcidén continua, y el producto de una funcién con
tinua por un niimero es una funcidn continua. Se cumple (iii) siendo 0 la fun-
cidn continua definida por 0(x) = 0 (funcidn constante de valor 0). Finalmen-

te, se cumple (iv) pues si f es una funcidn continua, lo es la funcidn -f
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definida por (-f)(x) = -f(x).
1.5.4. De hecho no es necesario verificar todas las condiciones (i) a (iv)
de 1.5.2. En 1.5.6 ¢ se pide la demostracidn de este importante teorema:
‘TEOREMA

Sea V un e.v. y S una parte no vacia de vy ¢ # s C V. Llas condiciones C

1
a Cq que sdguen son equivalentes:
Cl) S contiene el nesultado de toda c. kb, de dos de sus elementos:
a,bEK y wuve€S = au+ bv &S (2)

C,) S contiene fas diferencias de sus elementos y Los mibiiplos de cada uno:
u,v eES =uv E S, AaE€EKyu&ESsS=au€s (3

CB) S es subospacio de v,

1.5.5. Con referencia al ejemplo de 1.5.3, para probar que (1) es xip ‘8ub~
espacio de V, en virtud de la equivalencia Cl'” C3 basta recordar que toda

¢.L, de dos funciones continuas dz como resultado una funcién continua.

1.5.6. Efercicios

a. Sean Uy, Uy, Ug tres vectores de un e.v. V sobre un cuerpo K, Verifi-

car que los siguientes subcenjuntos de V son subespacios:
(i) {0};
(ii) {ku|k € K}, conjunto de los miiltiplos de un vector;
(iii) {'klu1 + k2u2 + k3u3|ki € K}, conjunto de las c.£. de tres vectores;

(iv) V.

b. Sea 0 el vector nulo de un e.v. V, ~u el opuesto de u en Vy S un sug-

conjunto de V. Probar que en S:

(i) Existe un neutro aditivo n si y sflo si 0 E S, y en tal caso es n = 0

.. ) . e s . * . .
(ii) Para cada u € S existe un simétrico u” € § si y s6lo si u €S = ~u € 8§,

*
v en tal caso u = -u,

Ve
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c. Demostrar el teorema de 1.5.4 mediante la cadena de implicaciones
C1=>C2=C3=C1.

[ Indicaciones., Para C, =C,. Tomar en la implicacién (2) a =1, b = -1, ¥y
luego b= 0.
Para C2 =>C3. En la primera (3), tomando v = u probar (iii), tomando u = 0
probar (iv); con (iv) poniendo -v en lugar de v probar (i); finalmente, la
segunda (3) es (ii).

Para C3 =='C1. Si S es subespacio, aplicar (ii) y (i) para probar las implica

ciones:
a,b €K y u,vE€S=au, bvES=autbv € S.]

d. con referencia el e.v. V = Cla,b] de las funciones continuas (1.5.3),
probar que el subconjunto S de las funciones que se anulan en un punto Xq de
[a,b] es un subespacio,

¢. Sea r un nlimero rveal, Decir si el subconjunto del e,v, R3:

. ' ’ 3
| S = {(rl,rz,r3) E€R |r1 + 1yt Ty = r}

2
es un subespacio.
£. Decir cudles de los siguientes subconjuntos del e,v, R2 son subespa~
cios:
() {(c,,r,) €R%|r, = 0}
1°72 1
‘. 2 >
(ii) {(r,,r,) €R |r1 = 0}
ey’ 2
(iii) {(rl,rz) ER |rl + 3r2 = 0}

(iv) '{(rl,rz) € Rzlrl.rz = 0}

2.2 -
V) {(rl,rz) €R Irl + r, = 0}
g. Decir cudles de los siguientes conjuntos de funciones de dominio [0,1])
son subespacios del e.v. C[0,1]: Todas las funciones continuas f tales que:

(1) 2£(0) = £(Q1); (i1) 2 + £(0) = £(1);

(iii) f(x) = 0 para todo x; (iv) £(x) = f(1-x) para todo x



-18-~ 1.6.1
1.6. OPERACIONES CON SUBESPACIOS

1.6.1. TEOREMA

S48, 48, s0n subespacios de un e,v. V, entonces su L{ntersecaibn 8, N 8,

es subespacio de V.

Demostracibn
Sean a y b escalares y u,v € 84 N S,. Entonces u,v € S1 y por ser S, sub-

espacio es en virtud de (2) de 1.5.4: a.u + b.v € Sl. Por aniloga razdn es

au + bv &€ S,3 luego au + bv € 84 N 82. Hemos probado asf la implicacidn

N N
u,vES1 52 = au+vaS1 82

que es la (2) de 1.5.4 con § = S1 N Sz; luego Sl n S2 es un subespacio.

1.6.2, De manera andloga se prueba él siguiente teorema mas general:

TEOREMA o |
Sea I un conjunto no vaclo de Lndices y (8) ;e una familia de subespacios
de un e.v. V. Entonces La .nterseccibn ﬁia S; es un Aubespacio de v,
1.6.3. TEOREMA

Sea M un subconfunto cualquiera de un e.v. V. Exdiste un subespacio vecto-
nial S de v, que es el menon de entrne Los que incluyen a M en el sentido de
que:

1) MCs

(ii) Todo subespacio S' que Lncluye a M incluye a S:

S' subespacio y M Cs' =5 Cs',
Demostracidn
Sea’ {Si} el conjunto de todos los subespacios que incluyen a M. Este con-
junto no es vacio pues V pertenece a 8l. Sea S =(\ Si

(i) Puesto que M es parte de cada S;, es parte de su interseccidn, Es de-

cir: M C s,

v

i
I
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(ii) Si S' es un subespacio tal que M C S', entonces S' es uno de los Si
y la interseccidn S de &stos es parte de &l: S C S’

1.6.4. E1 teorema anterior justifica la definicién siguiente:

DEFINICION

Se LLama SUBESPACIO GENERADO por un subconjunto M de un e.v, V, al menon
subespacio S de V que {ncluye a M, Dinemos que M es un CONJUNTO GENERADOR
de S.

El subespacio generado por M se llama también cdpsufla Lineal de M. Lo in-

) *
dicaremos M .

1.6.5. TEOREMA
Sea M una parte cualquiera de un e.v. V. EL SUBESPACIO M° GENERADO pon M
codineide con el CONJUNTO L DE LAS C.L. ({4nitas) de vectores de M.

Demositrnacion
. % * .
(i) Puesto que M CM y M es subespacio, toda c.£. de elementos de M
- * %
estien M, o seaLCM.

(ii) Si u y v son c.£, de vectores de M, lo es también au + bv, o sea, va

le la implicatidn:
a,b €K y u,vE€L = a,u+b.ve&l,

y entonces, por la equivalencia de C; y C5 de 1.5.4, L es un subespacio de
V. Por otra parte, para cada u € M estd en L la "combinacidn lineal" l.u = u;
luego M C L. Entonces L es un subespacio que incluye a M, y por la definicifn
de M resulta M*.S L.

* % *
(iii) De (i) LEM y (ii) M C L resulta M = L.

1.6.6. Si bien la interseccidn de dos subespacios es un subespacio (1.6.1),
no lo es su unidn, pero es {itil considerar el subespacio generado por este

conjunto.
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DEFINICION

Se LLama SUMA s, + S, de dos subespacios 5, ¢S, de un e.v. vV, al subespa
cio de V generado porn el conjunto M = 8, ) Sy
Entonces S1 + 82 es el menor subespacio de V que incluye a S1 y a SZ‘ Se

pueba que:

1.6.7. S; + 5, es el confjunto de fLas sumas u; +u, con u; €5, Y u€ S

2
S1 + 8, = {u|u = up +uy, Uy € S1s Uy € SZ}' (1)
1.6.8. DEFINICION
Se Leama SUMA S, + S, + ...+ 5 de n dubespacios S; de un e.v. V, el sub
espacio de v generado por el conjunto M = s, Us, V... Us .

Entonces S1 + 82 + e+ Sn es el menor subespacio de V que incluye

a Sl’ a Sz,...,a S, Y andlogamente a (1) se tiene:
R T €s.}., -
Sl + Sz + 44 + Sn {‘..lu ul + e + un, ui Si}c (2)
0 1.6,9. Efercicios
a. (i) Probar que el conjunto de los polinomios de coeficientes complejos
miiltiplos de un polinomio dado q, es un e,v.

(ii) De (i) y 1.6.1 deducir que el conjunto de los polinomios de la sz_

ma aX2 + bX3 es un e.v.

" b, (i) Probar que el conjunto § = CI[a,b] de las funciones continuas en un
iﬁfervaio [a,b] y nulas en los puntos de un conjunto I E?[a,b] es un e.v,
(ii) si 1 _C_J es CI[a,'b] < CJ[a,b] . 8i la primera inclusidn es estricta;
i{lo es tambi&n la segunda?
c. Demostrar el teorema de 1.6.2,
d. Determinar los nfimeros h y k de modo tal que u = (h,3,k,~-4) pertenezca
al subconjunto de R4 generado por uy = (2,1,-1,0), u, = (3,0,2,2).

e, Demostrar la proposicidn 1.6.7.

B N

—_ o~ o~
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(?ndicacidn: Por 1.6.5 y la definicidn de S1 + S, ver que. todo elemento u

de S, + S_. es c.£. de vectores de S, y de 52; agrupando t&rminos deducir que

1 2 1

u se expresa como u; + u, con u; € Si' Reciprocamente, toda suma Uy + u, con

2
aPi S Si estd en S1 + SZJ

r

2

A
-

f. Probar que:

(1) Sl + 82 = 52 + S1

(ii) (s, + sz)+ S, =S

3 + (52 + 53) = Si + 52 + S3

1

S, +S,+58,=8,+8§

+5 T 5, +85,+55=5,+5,

(iii) s4 €84
g. Demostrar que: Si S y T son dos subespacios de un e.v. V, las propieda
des P1 y P2 que siguen, son equivalentes:
P,. SNT = {0}
P,. Todo vector de § + T se expresa de una s0fa manera en ;a forma u + v
conu€s, vET,
[Cuéndo las condiciones equivalentes P1 y Pz'se cumplén, se dice ﬁué la

suma S + T es directa. Si ademds S + T = V se dice que S y T son dubespacios

suplementarnios en V.l

1.7. DEPENDENCIA LINEAL. BASES Y DIMENSION

1.7.1. DEFINICION
Se dice que el vectorn u es LINEALMENTE DEPENDIENTE (£.d.) del conjunto de

vectones {ug,e0e,u } 44 exdisten escalares a,...,a -tales que

1’

u = agu, + a,u, + ... + au . (1)

0 sea, si u admite una representacién como c.£. de Upseaesl s

1.7.2. Ejencicios
a, Demostrar que el vector nulo 0 es £.d. de cualquier conjunto Upseees Uy

de vectores.

b. Demostrar que: AL u es £.d. de'{ul,...,ur} y'{ul,...,gr} Cf{vl,...,vn},
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entonces u es L.d. de'{vl,...,vn}.
c. Demostrar que u; es £.d4. del conjunto'{uz,...,un} si y s8lo si existen

escalares bl""’bn’ con b1 # 0, tales que

b + bu, +...+ bu =0

1%1 7 P2t n'n " o 2)
d. Probar que en R3, u= (1,7,-1) es £.d. del conjunto {(0,0,1), (1,3,0),
(0,2,0)} v representar u como c.£., de los vectores del conjunto.
e. Mostrar sin ninglin cdlculo que el vector de R3 u= (3,1,-2) no es £.d.
del conjunto'{ul, u,, u3} gon u; = (1,0,—i), u, = (-2,0,2), ug = (0,0,3).
1.7.3. DEFINICION
Se dice que ef conjunto finito de uectonea'{ul,...,un} es LINEALMENTE IN-

DEPENDIENTE (£.1.) 44 ninguno de sus elementos es L.d. def confunto formado
pon Los nestantes,

0 sea, si by fo es £.d. Qe {ul,.,.,un} - {ukf (k = 1,2,...,h)‘

1“514. Néta

La independencia lineal es una propiedad de conjuntos de vectores. Sin
embargo se suele llamar £.i. a £os vectores mismos, En este sentido se usa
la locucidn '"conjunto de vectores linealmente independientes™ en lugar de
“"conjunto £.i. de vectores",

Por ejemplo, con esta terminologia, diremos que dos vectores u,v son £.4.,

si ninguno de ellos es miltiplo del otro, és decir, producto de un escalar

por @I,

1.7.5. En virtud de 1.7.2 ejercicio ¢, {u,,...,u_} &8 2.4, 44 y 5680 44 no
1 n

e verifica ninguna relacibn Lineal
blu1 + b2u2 + ... + bnun =0 (3

salvo en el caso trivial

b1 =b,=...=b =0, ~ 4)

—~
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En efecto, por 1.7.2 ¢ es, por ejemplo, u, £.d. de'{u seeesu ) Biy s8lo
si existen escalares bl”"’b con b # 0, que verifican (3).

Lo que hemos probado equivale a-decir que:

{ul,...,un} es Lod. &4 y 8080 84 vale la implicacibn

b1u1+ e e +bnun'0 = bl‘ ooo"bnao- (s)

0 sea, llamando c.£. taivial a la que fiene todos su coeficientes nulos:
{ul,...,u } es L.4. 84 y 8080 uza.a'uwac.l; de ul,....u que da como
resultado el veetor nubo es fa c.£. tnAVLal
sta propiedad, o la implicaci8n {5), pueden. darse como de&cu&cLGh'de £n-

dependencia Lineal de {ul,....u }.

1.7.6. Ejemplos - .

a. En el e.v. R° (1,3,1 a), el conjunts’ {(1,0), (0,1)} es £.i.

En efecto, el cero de R2 es. el par (0 0), y puesto que a.(1,0) + b.(0,}) =~
= (a,0) + (0,b) = (a,b), 28 2.(1,0) + b, (0,1) = (0 0) 3& y 4620 8L a = b = 0,

b. En el-e.v. de las funciones de R en R (1.3.3 ¢) el conjunto {f,g} de
las funciones dadas por

£(x) = x2, g(x) = x, | (6)

es £.i, En éfecto, de ax2 + bx = 0 resulta, haciendo x = 1 y luego x = ~1:
at+tb=0, a~-b=20,

y de aqui réédlta'a ='b =0,

c. En el mismo e.v,, el conjuntb'{F.G} de las funciones dadas por

F(x) = 2%, cli) = 251

no es £.i., En efecto, es a.2* + b.2x+l

= 0 cualquiera que gea x, para todo
par de coeficientes a,b tal que a = -2b.

d. En el mismo e.v., el conjunto {h,k} de las.funciones
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h(x) = C6SZX, . k(x) = senzx,

‘ = 2
cuya suma es 1, es £.i., En efecto, de a.h + b.k = 0, ¢ sea de a cos'x +
+ b senzx =

0 para todo x, resulta, haciendo x = 0 y luego x = w/2:a = 0,

b = 0.
1.7.7. DEFINICION

Se dice que el cOnjuniD'{ul,..;,un} es LINEALMENTE DEPENDIENTE (£.d.) 44
no es L.4. o

Notemos que agqui damos a la locucidn "linealmente dependiente' un signifi
cado distinto al asignado ﬁor la deéinicioﬁ de 1.7.1., donde £.d. se referia

a un vector con respecto a un conjunto de vectores,

1.7.8. En 1.7.1 y 1.7.3 hemos definido locuciones como "u es £.d. del con
junto 6£nii0'{ui,.;.,u#}",."el‘conjunfé‘5{n£to'{ul,...,un} es £.i." Al inten
tar generallzar estos tonceptos para cénjﬁntos c,ualé_équiera '(finitc)s o infi-
niton) se presenta esta'inconvéniente:” soio podemos hablar de dumas con uh
nidmeho finiio de téuminos. Pues bien, nos limitaremos a tales sumas y amplia
remos la definicidn de combinacidn Cineal (1.4.1) asfi:

DEFINICION

Se Llama COMBINACION LINEAL de Los vectores de un confunto |§inito o 4'116_{
nito)

{u]__}r €1 : ' (7)
a Zodo polinomio :

. (8)
3

ry 2 r, nr

dende a; € K {euerpo de escalares) y r1 € 1.

En otras palabras, el conjunto (7) puede ser infinito, pero cada c.f. (85

toma en cuenta solo un nimero finito de sus elementos, a saber:

u u LY B ] u .
r.,” r.? >“r

1 2 n

o
e

o~

o~ o~ —~
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En las definiciones de 1.7.1 y 1.7.3 se hacen los cambios consiguientes
para que resulten admisibles conjuntos cualesquiera y no solo conjuntos fi-

nitos:

1.7.9. DEFINICION {(confr. 1.7.1)
Se dice que el vector u es LINEALMENTE DEPENDIENTE (£.d.) del conjunto de

veetones {ur} A4 existen escalares ayseessa Y elementos de 1:

rel
TisreorTos tales que

u = au + .00 +tau_ (9)

0 sea, si u admite una representacién como c.£. (1.7.8) de los vecxoresAaé
‘{ur}.

1,7.10. DEFINICION (Confr. 1.7.3)

Se dice que e confunto de vectones {u.} ¢ ; es LINEALMENTE INDEPENDIENTE
(£.4.) 84 ninguno de sus élementos es £.d. (1.7.9) del conjunto '{aa'n"udo poA
Los restantes.,

Esta definicién buede reformularse asi:

Se dice que ek conjunto de vectones ful e e L4 44 todo subconjunto

g§inito de ¢£ es £.4. (en el sentido de la definicidn de 1.7,3).

1.7.11. Ejercicios
a, Demostrar que un conjunto'{ul,...,un} es £.i. si y s8lo si vale la im-
plicacidn:
al menos un b, £0 = bju, + ...+ bu 0, (10)

2
b. Probar que en el e.v. R* (1.,3.1 a) cualesquiera que sean los nlimeros rea

les r,s el conjunto {(1,0), (0,1), (r,s)} es £.d.
c. Determinar en los ejemplos siguientes (i) a (iv) si el conjunto {u,v}

2

de vectores de R? & de R> es £.i. 6§ £.d., y en los £.d. dar una c.£, nula no

trivial au + bv = 0:
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(i) u= (1,-2), v = (-3,6)

(ii) u= (1,-2), v=(,6)

(iii) u = (1,-2,3), v = (4,-8,12)

(iv) u-= (1,-2,3), v

(-5,10,7).

d. Decir para qué valores de k son £.d. los siguientes conjuntos
1) {(2,k), (3,2k+)} de R

(i1) {(2,5,6), (3,k+1,8)} de B3

e, Determinar en los ejemplos siguientes si el conjunto'{u,v,w} de vecto-~

‘res de R2 6 de R3 es £.i. 8 £.d., y en. los £.d. expresar uno de los vectores

como c.£. de los otros:

(i) u= (3,0, v=(9,0, w= (-5,0)

(di) u=(3,4), v

(‘5’3)’ w = (9"17)

(iii) u = (0,0,3), v (0,4,0), w = (8,0,0)
(iV) 4‘ u = (2;2»0)’. v = (0’2"'“1)1_. w = (4,2,1)

f. (i) De cada uno de los siguientes subconjuntos de C3:

=
]

; = 1,0,1), (0,2,2), (3,7,1)1,

=
it

) '{(0{0,0), (1,0,0), (0,1,1)},
3 =l{(1’i’1+i)’ (i,*l,Z-i), (0’0:3)}’

decir si es £.i, 8 £.d., dando en este caso una c.£., nula no trivial;

(ii) Para cada M, £.d. dar una parte Ny £.i. que genere el mismo subespa-

’ ) *
cio, o sea (1.6.4) tal que N: = Mk.

g. Demsotrar di{rectamente que el conjunto M ='{(al,a2), (bl,bz)} de vecto

res de R es £.d. si y sblo si

a.b, - a,b, = 0.

1P2 = 3P (11)

h. Probar que en el e.v. de las funciones de R en R (1.3.3. c) el conjun-

to {f,g,h} de las funciones dadas por

f(x) = x, g(x) = sen x, h(x) = cos x,

.
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es £.1.
i. Probar que el conjunto {f,g,h,k} de las funciones dadas en [0,a] (a > 0)

por
f(#) =1, ' g(x) = x, h(x) = sen x, k(x) = ex,

es £.1.
j. Probar que: si el conjunto'{vl,...,vn} es £.i., todo subconjunto de &1
es también £.i.

k. Demostrar que: si'{ul,...,un} es £.i., y
'{ul,...,un,v} es L.d., (12)

entonces v es £.d. de'{ul,...,un}.
£, Demostrar que si'{ul,...,un} es £.1, y si v no es £.d. de'{ul,...,un},
entOnces'{ul,...,un,v} es'ﬁfi.

‘W Damostrar que en al e.v. de las funciones de R en R, el eonjunto
'{fo,fl,fz,...} (13)

de las funciones f_ dadas por fn(x) = x" es £.1i.
n, Verificar que A ='{u1,u2,u3} es £.i, si y s8lo si

B = {ul,u +ouy,uy touy F u3} es £.1,

1

o. Verificar que A = {ul,uz,ua} es £.i. si y s8lo si lo es

B = {u2 + U, g toug, ugp b u2}.

3

p. Verificar que el conjunto {vl, Vo, v3} con v, = a.u; + biu, es £.d.,

2
formando una relacidon de dependencia lineal vdlida cualesquiera que sean ug,
u2l

1.8. BASES

1.8.1. Conjuntos generadores
En 1.6.4 definimos el subespacio generado por un subconjunto M de un e.v.

V como el menor subespacio S que incluye a M. También llamamos a M conjunto
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generador de S. Luego probamos (1.6.5) que el subespacio S = M* generado por
M coincide con el conjunto de las c.f. (finitas) de vectores de M, Por éanto
podemos definir un conjunto generador para fodo el espaclo asi:

DETINICION

Se dice que un conjunto M = {ur}r €7 de vectores de un e.v. V es un CON
JUNTO GENERADOR panra v, AL fodo vector u de V es £.d. de M.

0 sea (1.7.9) si para cada u de V existen escalares PRTRRPLIN elementos

de I: TisesesT tales que

A'rl_ﬂ - anur . ‘ ()

En lugar de cosijunto generadon se dice tambi&n "conjunto de generadores”

(confr, 1.7.4).
1.8.2. Ejemplos

a. Si {ur}r g ©s el conjunto de Zodds los 'vecto'r‘es-:de un €,¥, V, eﬁtoE
ces'{ur} 8y un conjunto generador parva V.,

b. En el e.v. R (1.3.1 a), {(1,0), (0,1)} es un conjunto generador. En
efecto, parsz todo (a,b) € R2 es (a,b) = a.(1,0) + b.(0,1).

1.8.3. DEFINICION

Se Llama BASE de un e.v. V a todv confjunto generador para V, que sea
ademds L.4.

1.8.4. Efemplos

a. Probemos que en el e.v. R" (1,3,1 b) es una base el conjunto

[od
i

1 (1,0,0,...,0)

=
|

5 = (0,1,0,...,0)
B = {ul,uz,...,un} con 4

Un = (0,0,0,..,, 1y}

— A~ e~ T

TN
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donde U consta de un 4 en el lugar k, y n~-1 ceros. 0 sea, con el simbolo

delta de Kronecker:

0 si ji#k,

=
es i = Gy Sopaeenfg)de
(i) B es un conjunio generadon para R", En efecto, todo elemento

(al,az,.,.,an) de-R" se.representa asi:
(al,az,...,an) =au +tau, +...t+au, . (2)

(ii) B es £..4. En efecto, el vector nulo 0 de R" es la n-upla (0,0,...,0)

y por (2)
ajay + ... + a u = 0 equivale a (al,...,an) = (0,.0.,0)
es deciv, a Ay %Ay ee. =, 0. Por tanto se cumple la implica'cisn (5)
de 1.7.4:
aguy + ve. F anun =0 = a4, = o0 =a = 0

La base B se llama base canénica para R°.

“

b. En el e.v. de los polinomios, el conjunto de polinomios

2 n

B=1{1, X, X°,..., X',...} " (3)

es una base. En efecto:

(i) B es un conjunto generador. Pucs todo polinomio a, + a,X + ... + aan

0 1
es una c.£. de los elementos 1, X,...,Xn de B, con coeficientes ags al,...,a .
n
(ii) B e4 @.i. Puesto que el polinomio nulo 0 es el que tiene todos sus

coeficientes nulos, se tiene:

Lyt
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equivatle a

Notemos que la base (3) es nginiia.

1.8.5, Espacios vecloniales finitramente generados

DEFINICION

Se dice que ua e.v. V es FINITAMENTE GENERADO 4 existe un conjunio ge-
Agradon parg V, finilo.

For ejemplo, el e.v. R2 es finitamente generado en virtud de i.8;2‘b. Mis
generalmafite, por . 1.8.4 a, R” es finitamente generado.

Acerca de los e.v, finitawente generados fios limitaremos a enunciar ios |
ceorerag fundamencaless ' :
" THOREMA DE EXISTENCIA DE BASES, Todo e.v. {iniiamente gencrado iene
(ol menod} wnd dede. | o

. TEOREMA DE COMPLETACION A LWA BASE. En un e.v. finitamente generado, un

conflato .4, %[1.11.,-.4,...,111_} 24 una base, o bien existen vectores n s

{ales qua'{ul,.‘,,ur, ur+1’°"’un} es una base.

1,8.6. Ejencicios

a, Demostrar gue si B = {ul,gz,‘,,,un} es una base para V, la represen—

racidn

x = xu, + Xgly + aee + x U - {4)

n.n .

de un vector x de V es trica.

{ Si con la base B se forma una. baze ordenada (ul,uz,;..,gn), cada vector

de V queda univocamente determinado por la n-upla ordenada de coeficientes en

), {21:%,5:00,% ), que llamaremos n-upla de coordenadas.l

b. DemosiTar que en el e.v. P2~C (1.3.5 f), el conjunto B = {1, x,,x?}’
=9 .

NN e e
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es una base.
c. Demostrar que:

(i) El conjunto V de las funciones f: R - C dadas por

f(x) =a+bx+c x2, (a,b,c € C) ' _ (5

es un e,v.;

(ii) El1 conjunto de funciones B = {1, x, x2} es una base de este e.v.

3

d. Considerando el vector (2,0,0) de R”, mostrar que {(1,0,1), (0,1,1),

(1,-1,0)} no es una base de R3.
e, En el e.v. R3:

(i) Verificar que el conjunto {(1,2,3), (2,0,1)} es £.i.

(ii) Hallar una base que lo incluya,

1.9. DIMENSION

1.9.1. LEMA
S¢ [ul,...,ur} es un conjunto generadon de un e.v, V, entonces fodo con

Junto’ {wl,...,wr}, (k >r), de mis de r vectores de Vv es L.d.

Demosthacliin
Puesto que'{ul,...,ur} es conjunto generador, es

+a, u, + ...+ a, u]

Vi T en" 1242 1Y
Wy = agup tagouy e Fay u
( (1)
wk = aklu1 + akzu2 + ... + akrurd
que se puede escribir
r
w, = ) a,.u., (L= 1,.4.,Kk). a"

Bastarid probar que existen escalares ClseeesCy 1O todos nulos y tales

que
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¥y + co%, + ... F C ¥ T 0. (2)

Para ello consideremos el sistema de ecuaciones

1811 T X3 F oo X3

X

Ceeessateteetteteeatetrenaeanaa (3)

xlalr + x2a2r + .0 + xnakr =0

con r ecuaciones y k incdgnitas. Como k > r este sistema Liene soluciones no
nulas. Sea (cl,...,ck) una de ellas: veremos que cumple (2).
En efecto, por ser (cl,...,ck) solucidn de (3) es

¥ c.a.. =0, G = 1,000,1), ' (4)
i=1

y entonces (por (1') y (4)):

0 e~
[¢]
'—l’
~~

i~
®
Nt

"

W e~am
~~
t~
)
®
N’
i

W~
o
=
n
ol

K
151 X

1,9.2, Del lema precedente resulta:
TEOREMA Sea {“1""’ur} un confunto generadon de un e.v. V, y dea

'{vl,...,vs} un conjunto L.4. Entonces es s <r.

1.9.3. TEOREMA SL'{ul,.ﬂ.,ur} y'{vl,...,v;} son bases de un e.v., es

r = s,

0 sea, todas las bases de un e,v. finitamente generado tienen el mismo
niimero de vectores.

Demostracibn

Por ser'{ul,...,ur} conjunto generador y'{vl,...,vs} £.i. es por 1.,9.2,

s <r, De igual modo se prueba que r < s, Luego r = s.

1.9.4., E1 teorema anterisr justifica la definicidn siguiente:

DEFINICION

Se Llama DIMENSION de un e.v. V finitamente generado, y se indica dim (V),
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ak numejw de vec,to/au de una base m&qum

1 9 5. Nota
.con recursos superiores (y el uso del axioma de Zermelo p'préposiciones
equivalentes, por ejemplo el llamado lgma'de Zorn) se puede génefalizar elﬁ
teorema. de 1.9;3"a‘e.v. cualgsguiera:(finitamente generados o no) asi: dos
bases de un e.v. V tienen el mismo ndinero cardinal, Llamand.o din (V) a este
nfimero cardina;_Se tiene la generalizacidn natural dé la defipician de 1.§.4.'
Es V de dimensidn finita, es deéir, el nﬁmero cardinal dim (V) es finito,fgi
'y 8510 si V es finitamente.geperédo,l . R
1.9.6. Efencicins
4. Demostrar tue: si {vlgu,a,\ } es un conjumto £ i, cuyos eiemeﬁtos
vj gon £.d. de un conjunte {ul,“e,u }, es 8 St o -

b, Probar que para log espaciog R® (1 3 1 b) y P (1 3 5 f) es.
dm () = 'n, din (p o 3 s

. €. Probar ques 8i {vlguauyv } es un conjunto Z i, de & vectores de'un

L V tiadtamente generado, es s < dim (V).

X e
~d. Probar que: si V es un e,v, de dimensidn n, todo conjunto £.i,

"{u ,,.:,un} es ung Base,

T B itlantaded

e. Demostrar que: si dos subespacios S y T de un e,v. V tienen la misma

did:ensi&n nyesSCT, entonces § = T

f f. (i) Verificar que los vectores de R4
X = (xl‘xz’XB’xé) taﬂgb que Rt f.x3 + x4.=‘Q (6)
constituyen un subespacio S;
{fi{) Hallar una base de S; . s

if%i)n%gxificar que dim (S) =



Capitulo 2

ESPACIOS METRICOS
2.1. CONCEPTO DE ESPACIO METRICO

2.1.1. El1 espacio ordinario, con la nocién de distancia entre dos pun-
tos cualesquiera, constituye el ejemplo natural de la estructura de e4pacio
métrnico, y las nociones que introduciremos tienen un significado muy intui=

tivo cuando se refieren al ecspacio de la geometria elemental, Por otra par-

~

e 21 concepto general de espacio mé&trico, introducido en 1905 por M. Fréchet,
. - . f] . .

permite dar un alcance mucho m3s amplio a la idea de disfancia y a las no-

ciones conexas de £imite, coniimui{dad, etc. Yna distancia se caracteriza en

3

bstracto por un corto nlimerc de propisdadss muy sencillas, presentes en muy

3

diver:

I}

P
22

73]

itvaciones del Andlizis gue de este modo admiten un tratamiento

uniforme y de mayor smplitud que et ¢! Andlisis elemental clasico.

st
(1S

Jo @ o+

» ULonsidervamos un conjunto ¥, a cuyds elementos X,y,Z,.,. llamaremos

punto.

&n

JAsignarenss a cada par (x,v) de puntos de E (elemento de E x E) un
nimere real d(x,y) que llamaremos disfancia de x a y, de modo que se cumplan
estas propiedades, llamadas, ax{omas de distancia:

d,. d(x,y) =20

[

d2. d(x,y)

dy. d(y,x)

0 Fx=y

d(x,y)

d4- d(X,Z) <d(st) + d(}’,z)-

Asignar a cada par de puntos de E un niimero real significa definir una
aplicacidén d: E x E + R del producto cartesiano E x E en el conjunto R de los
niimeros reales., Esta aplicatifn se llama disfancia en E si tiene las propie

dades dl a d4, vy un conjunto E munido de una distancia se llama espacio hé-

thico.
Formalicemos estas consideraciones en la definicidn siguiente:

~34-
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2.1.3. DEFINICION

Un ESPACI0 METRICO (e.m.) es un par ordenado (E,d) donde E es un conjunto
cuyos elementos se LLaman PUNTOS y d es una aplicacidn de E x E en R Llama-
da DISTANCIA en E , que. cumple £as condiciones d, a d,.

2,1.4. Notas

a. Veremos que en un conjunto E se pueden definir varias distancias
d,8,0,., y por tanto distintos e.m. (E,d), (E,§), (E,8§),... . No obstante,
cuando se sobreentiende la distancia d, en lugar de e.m. (E,d) se dice
e.m,E.

b. La propiedad d, se 1llama

4
desigualdad triangular. En el

. . . o
espacio ordinario se interpre- 5

X
S

ta asf: en fodo Anidngulo (la
longitud de) un £ado es menon
0 fgual que La suma de 208
oinos dos (fig.). 2

2.1.-.5'. Efencicios

a. Demostrar que si d es ﬁna distancia, es

|dlx,2) - d(y,2)| < dx,y). ) (1)
b. Demostrar que en un e.m.

d(xp,x ) S d(x),x,) + d(x,,%5) +...+ dx_ _;>%), (2)

c¢. Demostrar que los axiomas de distancia d1 a d4 equivalen al sistema

d;,d,, d% @ d(x,z) < d(y,x) + d(y,z).

2,2, EJEMPLOS DE ESPACIO METRICOS
2,2,1. Recta neal. Se puede considerar a R como un e.m. con la distancia

d(x,y) = |x=y| . Los axiomas d; a d, son ahora:



2.2.1,
d; (R): ix-y[ = 0
HZ(R): [x-y| = 0 = ==y
dy®R):  |y=x| = [x-y| -
d, (R): |x-z| < |x-y| + lgr;zl
8610 es necesario verificar dé(R). De
X-y = a, y=z = b, resulta -2 = a+ b,
v entonces d4(R) equivale a la conocida desigualdad
2+ 8] < la] + of. | | o

2.2.2. Plano complejo. También se puede considerar a C com un e.m. con

is distancia d(x,y) = |me' » Vale todo lo dicho en 2.2.1. pues (1) subsis-

ke para complejos.

2.2.3. Eépauo mitnico cLustho, En un conjunto cualquxera B o vacio

definamos la aplicacidn d: Ex E = R por

Ak, =1 st oxdy A,y =0 si x‘Yi-' . Co(2y

Entonces d es una distancia, llamada m&tiica discreta. La'validéz de

dl,dz Yy 63 es. obv1a d4 es inmediata si dos de los tres puntos x,y,z, coin-
ciden, en caso contrarlo se tiene d(x,z) = 1 ¥y d(x,y) + d(y,z) - 2, por

tanto d4 se cumple en ‘todos los'casos.

‘2;2a4. Espacios R® ¢y c®. En el espacio tridimensional corriente.

RS = R x R»X'R la distancia euclidea usual estd definida por
oy = Vo )+ yz) ;9" L L&)
' ‘s (xl,xz,x )eys= (¥1275,¥5) - Es sug1ere‘0e5gf1£ar si en los espacips

R? de las n~-uplas de niimeros reales y ¢" de las n-uplas-de:compleJos, la

“apllcac16n d dada por la ralz no negatlva

. .d(x,y) ﬂl-yl + lx -yzl + .. F :I'Xn-ynlz . : (4)
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six = (xl,...,xn) ey = (yl,...,yn), es una distancia, es decir, cumple
las condiciones d1 ad,. Esto podria verificarse directamente pero resultard

en forma mas sencilla en 3.3.1. b.
2.2.5. Espacio A[é,b] de fas funciones reales acotadas.

Sea E = Ala,b] el conjunto de las funciones reales acotadas, de dominio
[a,b] = {t]a<t <b}, Entonces, si f,g €E, f-g €E y estd definido el niime~

ro d(f.g) = sup [£¢t) - g(t)] ; (5)
: asSt<b .

La aplicacidn d: E x E + R definida ﬁor (5) es una dééténcia en E, es de-
cir, cumple las condiciones d1 a d4. Estp es obvio para d1 y d3; vale
d, pues d(f,g) = 0 = f(t) -~ g(t) = 0 para todo t €la,b] , 0 sea f = g,
Finalmente d4, que es d(f,h) < d(f,g) + d(g,h), poniendo

f-g = u, g-h=v de donde f~h=u-+v,
s& expresa mediante la conocida deé‘igUaldad (ver 2'.2.7'. b,):

sup  |u(r) + v(t)| € sup |u(t)| + sup |v(B)] . (6)
ast<b

2.2.6. Subespacio de un e.m.;c [a,b]

a. Sea S un subconjunto no vacio de un e.m. (E,d). L; restriccién de la
aplicaci6n d: ExXx E + R a S x S es obviamente una distancia en S; se llama
distancia inducida en S por la distancia d en E. También se dice éue el e.m.
definido por esta distancia inducida es el subespacio S del e.m.E.

b. El conjunto C = Cla,b] de las funciones continuas en [a,b] es un subcon
junto de E = 4Ala,b] pues toda funcifn continua en un intervalo cerrado es

acotada, Por tanto C[a,b] es un e.m. con distancia dada por (5).
2.2.7. Efercicios
a. Sean f,g dos funciones de un conjunto no vacio A en R, tales que

f(x) = g(x) para todo x € A. Demostrar que:
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(i) 8i g estd acotada superiormente, también lo estd f

(ii) sup f(x) < sup g(x)
x €A x €A

(iii) &Es sup [£(x)|< sup |g(x)]| ?
x €A x €

b, Sean f y g dosAaﬁlicaciones de A en R. Demostrar que:
(i) Si f y g tienen las cotas superiores H y K, entonces H + K es una

cota superior de f + g;

(ii) sup [£f(x) + gx)IsSsup £(x) + sup g(x);
; x €A x €A x €A

(iii) sup |[£(x) + gx)| <sup [£x)| + sup |gx)]|-
x € A x €A x €A

¢, Verificar que la funcion §: R" x R" » R dada por

§(.y) = |xp= vyl + oo+ [x =y | (7)

. . . 1
51w = (xiyena,xﬁ) @y = (yl’““’yn)' es una distancia en R,

d,”Vefifiaar que la  funeidn p;.Rn x RY = R dada por
pG,y) = max Usp= vy lyeens = v ) ®)
-en una distancia en R®.

[Notemos que para m = 1 este e.m. y el de ¢ coinciden con el de 2.2.1.]

e. Para R2 y con referencia a las distancias dadas por (4) , (7) y (8),

describir los conjuntos:
(i) {x| d(x,y) <1}

(11) " {x| 8 (x,y) <1}

(1ii) {x] p(x,y) <1}
f. (i) Demostrar que si a,b € R es

|a + b] |af |b]
g

= + . (9)
1+ |a+ b 1+ |a 1+ |b]

(ii) Deducir de (i) que en el conjunto R de todas las sucesiones de

niimeros reales x = (xl,...,xn,...) la aplicacidn

joey

—~
o~~~ —~ N —~ TN N T s T N oy
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d: R x R -+ R definida por

o 1 Ix =y |
d(x,y) = ) (10)

el 20 1 |x- 7|

siy= (yl"'f’yn"')’ es una distancia.

[Indicacibn. Para (i) éeparar ios casos en que 4 y b tengan el mismo o
diferentes signos y recordar que la funcidn x/(1 + x) es decreciente para
x > 0. ]

g. Verificar que en R la distancia d definidg por (10) es tal que la

distancia entre dos puntos cualesquiera es < 1.

2.3. TOPOLOGIA DE UN ESPACIO METRICO

2,3.1, Bodas y entornos

a, DEFINICION

Sea (E;d) un 2.ilsy & € E y r > 0. Leamaremos BOLA ABIERTA, o Aunpzemen.te
BOLA, de CENTRO a € E y RAD[O r al confunito

B(a,r) = {x € E |d(a,x) <r}. (1)
b. DEFINICION
Dinemos que el con junto U es un ENTORNO del punto a, 44 exdiste un nidmero
> 0 tal que
B(a,r) C U, . (2)
En particular, para todo r > 0, B(a,r) es entorno de a. Lo 1llamaremos

entorno Snéinico de a.
2.3.2. Conjuntos ab.lertos

a. DEFINICION

Un punto a se Elama PUNTO INTERIOR de un confunto H C E s{ H es entorno
de a.

0 sea, si existe r > 0 tal que B(a,r) CH,
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El conjunto de todos los puntos ihteriores de un conj@nto H se llama

Ainterion de H, y se anota H°.
b. DEFINICION

Un confunto A se LLama ABIERTO 5L A = A°,

En otras palabras; A es abierto si y s6lo todo punto de A es punto interior

de A.
c. TEOREMA

Toda bola abieria B(a,r) ¢s un conjunto abiernto:

B(a,r) = B°(a,r). (3)

Demostracidn

8i x € B(a,r) es d(a,x) <r, o sea

h=r-d(a,x) >0. (4)

Se tiene (fig., y 2.3.7. ¢):

B(x,h) < Bla,r), (5)

v esta inclusidn muestra que x es punto interior de B(a,r).

d. El teorema siguiente reune las propiedades basicas de los conjuntos

(que se toman como punto de ‘partida para definir una topologfa mediante el

concepto de conjunto abierto tomado como primitivo).

TEOREMA

(i) EL confunto vacto @ y el espacio L aon conjuntos abiertos;
{ii) 84& A, Y A, son conjuntos abientos, entonces su Linterseccidn A = AIF\A2
es un confunto ablento; _
(iii) La wnibn de una familia cualquiera de conjuntos ablentos es un conjunto
abienin._
Demqéikaciﬁﬁ
(i) Obvio.

(ii) Si A = @ se aplica (i). Supongamos A # @ y sea a € A.

Como a € A 1=1,2)y A; es abierto, existen niimeros r, > 0 tales que

/\/-4/-‘,/\/\/“/“_/\"\

7

—
/\/\/\/\/\,,\,«/\/\ﬁf\/\/\ﬁ —~

N N N Y

P N e e
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B(a,ri) C A;. Sir= min (rl,rz) es > 0 y la bola B(a,r) estd incluida en
A1 y en AZ’ y por tanto en su interseccién A, Por tanto a es punto interior
de A.

(iii) Que a pertene.ce a la uni6n U gignifica que pertenece al menos a
un conjunto Xo de la familia. Puesto que Xo es abierto existe un enforno
de a incluido en Xo, y por tanto incluido en la unibn U, Asf, todo a € U
tiene un entorno incluido en U, es decir, U es abierto.

e. Nota '

La interseccién de un nimero infinito de conjuntos abiertos puede no ser
un conjunto abierto. Por ejemplo en la recta real (2,2.1), los conjuntos
abiertos A = B(0, 1 + 1 ) = £x| [x|<1 + l} tienen como interseccidn el

n

n
conjunto H = {x| |x| < 1} que no es abierto pues 1 € H pero 1 & H°.

2.3.3. Frontera y exterion

Las definicicnes de punto - {nterdior de H y de {nterion H® (2.3.2 a)
pueden completarse con las dos definiciones que siguen, |

DEFINICION 1

Sea H C E. Un punto a de (E,d) se Leama PUNTO FRONTERA de H 44 foda bola
B(A,r) contlene pundos de H y de su complemento RH' = E - H. EL conjunto
de L0s puntos grontera de H se Leama FRONTERA de H y se {ndica Fr(H).

Ejemplos

a. Para los conjuntos del plano complejo (2.2.2) B = B(a,r) =
=(z| |z-a| < r}y B*s {z]|z-a|< T} es

Fr(B) = Fr(B*) = {z| |z-a| = r}. (6)

b. Sea Q el conjunto de los niimeros racionales. Es Fr(Q) = R pues toda

bola contiene puntos de Q y de Q' = R-Q. Por esto mismo es Q°= .

DEFINICION 2
Un punto a de E se LLama PUNTO EXTERIOR a H (H C E) 44 existe una bola

iB= B(a,r) disjunta con H: BN H = g , EL conjunto de Los puntos exteriores a
-
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H 4e LLama EXTERIOR de H, y se indice Ext(H).

Efemplos
¢c. Para los conjuntos B y B*.de ejercivio a es

Ext(B) = Ext(B¥) = {z E-Cf| | z —‘zé| > r} .
d. En la recta real R es Ext{(Q) = 0.

2.3.4. Conjunios cernrados

a. DEFINICION

Un conjunto H se Llama CERRATDO 44 su compfementarnio H' = E-H es abdlento,
Tomando complamentos se pueden deducir a partir de propiedades de los
conjuntos abiertos, propiedades de los conjuntos cerrados. Sin entrar en

detailes sefialemos que mediante las llamadas feyes de De Morgan:

(ANB)' =A"UB', (A UB)' = A' N B',.
mie se excienden a uniones e intersecciones de familias cualesquiera de con-
juntog, a parcir del teorema de 2.3.2 d se obtiene el siguiente, que reune

las propiedades bdsicas de los conjuntos cerrados:
TEOREMA

(i) EL espacio E y el conjunto vacfo @ son conjunitos cerrados;
(ii) SL H, y H, son conjuntos cerrados, entonces su unidn H = H, UH

1 2
es un confjunto cerrado;

(iii) La internseccidn de una familia cualquiena de conjuntos cerrados es un

confjunto cerrado.

b. Un conjunto puede ser a la vez abierto y cerrado, y tambié€n ni abierto

ni cerrado, como muestran estos ejemplos:
(1) E y J son a la vez abiertos y cerrados}
(ii) En el plano complejo (2.2.2) el conjunto H = {z |1 < |z| <2} no es

ni abierto ni cerrado.
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c. Noita

La uni6n de infinitos donjuntOS cerrados puede no ser un conjunto cerrado,
Por ejemplo, en C (2.2.2), los conjuntos cerrados F_ = {z ec| |z| <
< 1 - l-} tieren como unidn la bola abierta B(0,1) = {z |[|z| <1}, que no

n
es un conjunto cerrado.

d. Los conjuntos cerrados pueden definirse de otra manera, equivalente

a la de 2.3.4 a:

DEFINICION

Un puntc a € E se Llama ADHERENTE al conjunto H C E 44 foda bofa B(a,r)
contiene a,C menos un punto de H., EL conjunto de Los puntos adherentes a H
se LLama ADHERENCIA de H [0 CLAUSURA de H) y s¢ anota i.

Se prueba esta propiedad, que puede tomarse tambi&n como definicién de
conjunto cerxrado:

Un conjiotdo B 28 conrado i y s0lo s{ coincide con su adherencia: H = i,
2.3.5. DEFINICION

Un punto a de E se £LLama PUNTO DE ACUMULACION del conjunto H CE &4 es
adherente a u -{a} .

O sea, si toda bola B(a,r) contiene al menos un punto de H diferente de a
(y por tanto infinitos, 2.3.7 ). Conviene expresaf esto de otro modo: llama-

remos bofa reducdda de centro a y radio r al conjunto
B (a,r) = B(a,r) - {a} = {x € E[0 < d(a,x) <r}; )

entonces a es punto de acumulacidén de H si toda bola reducida de centro a con

tiene al menos un punto de H (y por tanto infinitos).

2.3.6. Con respecto a la relacidn de inclusidn &, el interior H° es el ma-
yor o miAs incluyente de los conjuntos abiertos incluidos en H, y la adheren-
cia H es el menor o menos incluyente de los conjuntos cerrados que incluyen

a H. Vale en efecto, este teorema que no demostraremos:
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TEOREMA

(i) H® ez fLa unidn de todos Los abientos .ncluldos en H;
(i) A es La intendeceidn de todos Los cernados que 4incluyen a H.

W
¢

2.3.7. Ejercicios

a. Decir qu# es la bola (1):
(1) en la recta real (2.2.1);
(ii) en el plano complejo (2.2.2);
(iii) en B> (2.2.4);
(iv) en el e.m. discreto (2.2.3), si r <1,

(v) en el e.m. discreto, si r>1

b. Verificar que un conjunto U es un entorno de un punto a de E si y s6lo

si existe r > 0 tal qhe

dla,x) < r %’.‘x € v, -(8)

c. Mediante (4) demostrar en detalle la inclusién (5).

d. Se llama distancia d(A,B) entre dos subconjuntos no

mero

vacfos de E al nil-

d(A,B) = inf d(x,y) (9)
' x€A yEB

Se llama distancia d(x,A) de un punto x al conjunto A, al n@imero

d(x,a) = d({x},A) = inf d(x,y). (10)
yE€B
(i) Demostrar que '

d{x,B(a,r)) = d(a,x) ~ r. (11)

(ii) Dar un ejemplo con x & B(a,r), en el cual (11) valga con -~
e.{1) Verificar que la distancia entre dos conjuntos cumple:
1) d{X,Y) =0

2y dx,Yy) >C = XNty =0

3) d(X,Y) = a(¥,¥)

—~ o~ I~ T
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4) d(X,2) < d(X,Y) + d(Y,Z).

(ii) ;Vale la implicacifn contraria a 2)?

f. Se llama didmetno 6 (A) de un conjunto no vacio A de un e.m. (E,d) al
supremo de las distancias enfre dos puntos del conjunto:

§(a) = sup d(x,y) (12)
X,y €A

Probar que:
(i) El1 didmetro de 1la bola B(a,r) es < 2r;

*

(ii) Puede ser < 2r.

g. Un conjunto A se llama acofado si su didmetro (12) es finito. Demostrar

que la unidn de dos conjuntos acotados A,B, es un conjunto acotado,
h. Demostrar que en un e.m. discreto (2.2.3) todo conjunto es abierto,
i, Demostrar las afirmaciones (i) e (ii) de 2.3.4 b.
j. Demostrar que H® es abierto, o sea, que el‘znfekion de un confunts cual-

quiera H es un conjunty abiento,

[Indic. Probar que si x € H%existe r > 0 tal que B(x,r) C H°.]

k. Demostrar que todv punto a adherente a H y no perteneciente a H es pun-

to de acumlacién de H.

2. Probar que si a es punto de acumulacifn de H, toda bola reducida de

centro a contiene infinitos puntos de H.

m. De los conjuntos A = Bo(a,r), B = {x]|0 < d(a,x)< r};

(i) Decir si son abiertos o cerrados

(ii) Indicar el interior, la frontera y el exterior de cada uno.

2.4. LIMITES

2.4,1. Lfmites de sucesiones
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a. DEFINICION

Se dice que fLa sucesdidn (xn) de puntos de un e.m. (E,d) CONVERGE o TIENDE
HACIA el punto h € E, 0 que h es el LIMITE de X, A4 para cada nimeno posL-

£lvo € > 0 se puede hw&&m un enteno posditive N = N(e) Zal . que
n=N = d(h,xn) <eg. (1)

Se indica: ¥x_+ h para n+e , o bien lim X, = h.
41
n->

b. Puesto que d(h,xn) < e eguivale a xne B(h,e) se tiene:
La sucesifn (x ) converge hacia h 44 y 8680 84 para cada bofa B(h,e)
de centro h existe un entero positivo N = N(e) fal que:
n=N = anB(h,E). (2)
c. Se prueba como en Anflisis elemental para R § C, que:

EL punto x € E es adherente (2.3.4 d) al conjunto H CE &4 y 4080 44

endste unc sucesidn (x.) de H cuyo Limite es x .-
2.4.2, Espacios m&irndevs completos

a., DEFINICION
Una sucesidn (x)) se Llama sucesidn FUNDAMENTAL o de DE CAUCHY &4 para
cada € > 0 existe un entero N = N(e) ftal que:

mp =N = d(xm,xn)< €. A (3)

Se prueba (ver 2.4.4 h) que toda sucesifn convérgente es de Cauchy, pero
la reciproca no vale en un e.m. cualquiera., Por ejemplo, no vale en el e.m,
Q de los nimeros racionales con la distancia d(x,y) = Ix-yl.

b. DEFINICION

ln e.m. se LLama COMPLETO &4 en 6L toda sucesidn fundamental es una suce-

AL{0n convergente.

2.4.3. Espacios métnicos completos

-
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a. DEFINICION

Sean (E,d) y (E*,d*) e.m. S un subconjunto de E, f£:5 - E* una func.ibn
de s en E* y a un punto de acunulacion de S. Se dice que £ ONVERGE o TTENDE
_HACIA' el punto h de E¥ para x Ziendiendo hdcia a, o ‘que h es el Limite de

f(x) para x> a , a4 para cada e 0 exdsie un mimero 8 = &(e) > 0, fal que
xE€ 3y 0 &(a)< 5§ = d% (£(x),h) <e . (4)

Se escribe F(x) > b para x + a, 8 lim £(x) = h.
X+a

Notemos qua para gque exista el iimite para x - a no es necesario que la fun
cibn estd definida en a{pueda vcurrir que a ¢ 8) y que si lo estd no intere-
sa su valor en a.

b. Ejemplo

Fn la vecta real {2.2.1) s=za FiR-{1} 5 R dada por £(x) = (¥x"~1)/(x~1). la
funcibn £ eoctd definida a6lc pawe x ¥ 1 pero existe lim £(x) =

xl
= 1im {(atl) {x~1)/ {x-1) = lim {x+1) = 2, La simplificacifn para pasar del

x-+1 wal
segundo aiembro al tercero es vdlida para todo x del dominio de f.

2.4.4, Efencicdcs

a. Probar que una sucesidn (xn) es un e.m, no puede converger hacia dos
limites h,k diferentes.

b. Demostrar que: condicifn necesaria y sugiciente para que lim x = h
es que para cada entorno voode h exdista un entero N fal que ?:; N=x€&V.

0 sea, cada entomo V da h contiene todos los x, con eventual excepcidn
de un ndmero finito de ellos,

c. Un conjunto es acotado (2.3.7. g) si y s6lo si estd incluido en una bola.
La sucesifén (xn) se llama accfada si lo es el conjunto {xn}.

v

(1) Demostrar que toda sucesidn convergente es acotada.

(ii) (Es verdadera la reciproca?
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d. Se dice que la sucesi6n (yk) es una dubsucesi{fn de la sucesidn (xn) si

existe una sucesifn estrictamente creciente de niimeros naturales (nk) tal

que y, = xnk para todo k & N.En este caso (y,) se escribe también (xnk).
Demostrar que: 44 lim x_ = h, entonces lim x = h para cada subsucesdidn de
. n-ro X->0 k .
(x ). : - : '

e. Sea (xn) una sucesi6n de puntos en un e.m. (E,d). Se dice que un punto

b € E es un valor adherente de (xn) si eriste una subsucesifn (xn ) tal que
k
b = lim x

koo Mk

(i) Demostrar que si existe lim x = h, entonces h es el (nico valor adhe-
n->°°n
rente de (xn).

(ii) iVale la propiedad reciproca?

£, Demostrar que: condicifn necesaria y suficiente para que b € E sea un

valor adherente de (xn) es que, para cada entowno V de b y cada entero N

exista un n 2 N tal que ¥q €V,

5. Sea A un subconjunto de E. Demostrar que para cada punto a € A existe

una sucesidn (xn) de puntos de A, tal que lim X = a.

h. Demostrar que toda wucesidn convergente es una sucesi6én fundamental.

i, Verificar que todo e.m.

discreto es completo.

j. Demostrar que si (E,d) es un e.m. completo y A es un subconjunto cerra-

do de E, entonces el subespacio (A,d) es completo.

k. Demostrar que si: (i) (xn) es una sucesién fundamental, y (ii) b es un

valor adherente de (xn), entonces es b = lim X

L. Demostrar que: condicidn necesaria y suficiente para que lim f(x) = h,es que

Xx-+a
para cada entorno U* de h en E* exista un entorno U de a en E, tal que

£(u N 3) C U™, (5)

m. Demostrar que una aplicacidén f s6lo puede tener un limite para x+ a en S,

o~
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2.5 CONTINUIDAD
2.5.1. Continudidad en un punto

a. DEFINICION

Sean (E,d) y (E*,d*) e.m. Dirnemos que una funcidn d: E -+ E* es CONTINUA

en un punto a de E 44

lim £(x) = £(a), (1
X8
b. Nota
Puesto que obviamente 1lim x = a, (1) puede escribirse asi:
x*a
lim f(x) = £(1lim x). 2)

0 sea, la fuuzidn £ es contima (en a) 34 y 080 84 £ conmuta con el
paso al Lmite (pawa x = a).

c. De las definiciones de & ¥ de 2.4.3 a (limite de una fuﬁcidn) regulta:

TEOREMA

Sean (E,4) v (F*, 8%y e.m., la funcidn £:E ~ E¥ e continua en el punto
a de E 84 y 8680 s{ pana .cada ndmeno positive ¢ >0 exdste un ndmero
§ =68(c) >0, tal que:

d(a,x) < § = d(f(a), £(x))<e . (3)

2.5.2 Continwidad en un conjunto

a, DEFINICION

Sean (E,d) y (E¥,d*) e.m. Una funcidn £: E > E* se LLama CONTINUA EN UN
CONJUNTO A CE 44 es continua en fodo punto de A, y se £Lama CONTINUA 8.4 e
continua en E. |

b. Sea f: A + B una aplicacién de A en B, A' una parte de A y B' una parte

de B, Se llama

imagen (dinecta) de A' por f: £(A'),
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al conjunto de las transformadas de elementos de A':
£A') = {fx) | x€4a"} .
Se 1llama |
Amagen invesa de B' porn f: f'l(B'),
al conjunto de los elementos de A cuyas transformadas pertenecen a B':
£ele) = (x€a | £(x) €EB'Y .
En 2.5.3 c se pide 1la demostracién‘de una parte de este teorema:
Sean (E,d) y (E*,d*) e.m. S¢ f es una aplicacidn de E en E* Las sdgulen-
tes propiedades son equivalentes:
(i) £ es continua

(ii) Para cada conjunto ablento a* en E¥, f'l(A*) es abiento en E

(iii) Para cada conjunto cerrado F* en E*, £71(F*) es cenrado en E.

Notemos que la imagen diaeciﬁ de un conjunto abierto (respectivamente: ce
rrado) por una funcifn continua 10 es, en general, un conjunto abierto (resp.:
cerrado), Por ejemplo en la recta real R(2.2.1) f(x) = x2 es continua, pero
la imagen del intervalo abierto (-1,1), que es un conjunto abierto, es el

intexvalo [0,1) , que no es un conjunto abierto.

2.5.3 Efencicios

a. Demostrar que: Una aplicacidn f de E en E* es continua en un punto a

de E si y s6lo si para cada entomo U* de f(a) en E* existe un entorno U de

a en E, tal que £(U) € v*,

b. Probar Qque: Una aplicacidn f: E » E* es continua en un punto a de E si

y s6lo si para cada entommo U* de f(a) en E*, es f“l(U*) un entorno de a en E

c. Deducir de b que: La funcidén f: E +E* es continua si y s6lo si la ima-

gen inversa f-l(A*) de cada conjunto abierto A* en E* esun conjunto abierto
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en E,

Nota:

Cada una de los propiedades en a,b y c caracteriza las funciones continuas
(en un punto para a y b) y puede darse como definicibén de continuidad que se
extiende a eSpacios'topolégicos no'neCESariamente métricos.

De a y b se obtienen condiciones de contrinuidad (global) suprimiendo las

frases: "un punto a de", '"de f(a)" y "de a".

2.6, COMPACIDAD Y SEPARABILIDAD

2.6.1. Compacidad

a, Se llama cubtimiento o hrecubrimlento de un conjunto M a una familia de

: , 2 ; . U )
conjuntos (Aj}iE I cuya unidon lo incluya: e Ai =M.

DEFINICION )
Un e.m. (E,d) s¢ 2lama TOTALMENTE ACOTADO o PRECOMPACTO 34 para cada e > 0

exisle un cubaim{ento FINITO de E por conjuntos de didmetros (2.3.7 £) <e,

b. Mutn

Una definicifn equivalente es &sta: (E,d) se Llama PRECOMPACTO s.4 para
cada ¢ > 0 existe un subconfunio FINITC F CE tal que d(x,F) <& para cada
Xx € E. En t8&minos intuitivos: el e.m. E es "aproximadamente finito". En la
teoria de los e.m. estas nociones sustituyen a la nocidn de "finitud" de la

teoria de conjuntos.

c. Obviamente Lodo e.m. f{nitv es precompacto, y también fode subespacioc

de w1 e.m, precompacito es precompacto.

d. DEFINICION
Dinemos que un e.m. es COMPACTO s& es precompacte y completo.
e. Efemplos

e Es obvio que todo e.m. finito es completo. Entonces, por c: fode e.m,
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ginito es compacto.

ez.La recta real E (3.2.1) es un e.m. completo, pero no es precompacto,
luego R no es compaci{o. Su subespacio (Q,T) es precompacto pero no completo,
luego - {0,1) no es compacto. En cambio'[O,TJ'eA compaciv pues es totalmente
acotado y cowmpleto.

f. DEFINICION

Sea (E,d) ut e.m. Dinemos que un subconjuntv S de E es un CONJUNTO COMPAC-

TO (respectivamente: PRECOMPACTO ) si el subespacio (S,d) es compacto (resp:

precompacto) .

Por ¢ y puesto gua un subespacio (5,d) de un e.m. completo (E,d) es comple-
to si v s8le si es cerrads, resulta: Un subconjunto de un e.m. compacto es

eompacta s4 ¢ 4080 5L es cerrado,

g. TEOREMA

Pann quie un e.m. (E,d) Aea compacto es necesario y sugfciente que cada
subecnfunic infinito de B fenga al menos un punic de acumibacidn,

Demostracion

Si E finito es compacto por €1, ¥ la condicifn se cumple pues E no tiene
subconjuntos infinitos. Por tantoe podemos limitarnos a espacios con infinitos
puntos.

(i) Sea (E,d) compacto y S un subconjunto infinito de E. Por ser (E,d) pré-
compacto, dado € > 0 éxiste un cubrimiento finito '{Al,Az,...,An} de E, tal
que diam (Ai) < e. Uno al menos de los conjuntos S N A;, digamos S N Ay, es
infinito. Por ser (8§ N Al’ d) precompacto (ver c) hay un cubrimiento finito

'{Bl,...,Bm} de S N A tal que diam (Bi) < ¢/2. Uno al menos de los S N B.s

digamos S N Bl’ es un conjunto infinito. Por seér (S N Bl’d) precompacto hay

un cubrimiento finito '{Cl,...,Ck} de s N Bl’ tal que diam (Ci) < e/3. Uno

al menos de los S N Ci’ digamos S N Cl’ es infinito,... La sucesifn (xl,xz,x3,...)
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formada eligiendo puntos diferentes X, €EsnN Al X, EgnN By,

es una sucesidn. fundamental (pru&bese) y por ser E completo existe a € E

x3€ s N Craens
tal que lim X, = & y aes punto de acumulacién de S.

(ii) Reciprocramente, supongamos que cada subconjunto infinito de E tenga
al menos un punto de acumulacidn. Entonces toda siucesisn fundamentai (xn)
convarge hacia el punto de acumrlacidn de'{xﬁ}, y por tanto E es completo.
Entonres exiscirfa un ndmexe b ¢ 0 tal que E no se podria recubrir por un
rnimeye finito de bolas de radin h., Entonces, dado un punto Xy € E existen
un punto x., = Ewﬁfﬁi,h}, VR BR RO Hg = EuB(xl,h) - B(xz,h), etc. El conjun-

o infinito H = ij,x?,x?,¢;¢} tisne por consiruccidn la propiedad de que

dog rualosquiera de sus pualtos wernificas
d{x ,< 3 & h,
(EITEI h (D)

Adewds, pov hipSlesig, A tisoe (al menos) un‘puntoﬂde‘apumulacish‘a. Ent=
sola B{a,u/2) habria (dafinitos vy por tanto) dos puntos X aXge

o Lo proon-odad oelanselar es

G(x_,x ) =diz_,a) + da,x ) <h + LU h
r’s ra . 5 9 2

en contradiccifn con (1).
h, En virtud del teorema anterior podemos dar esta definicidn equivalente

de compacidad:

DEFINICION
Un e.m. (E,d) se LLama COMPACTO 54 cada subconfunto infinito de E tiene

al menos un punto de acumulacidn,

i. Efemplos (confr. ez).
il. La recta real R no es un e,m. compacto pues el conjunto Z (enteros) no
tiene ningldn punto de acumlacidn. en R.

iz.Tampoco eg compacto el intervalo ébierto (0,1) = {x € R|0 <x < 1}. El con-
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junto infinito {1/n | =
0, pero 0 & (0,1).

i
Por ser un subconjunto acotado de R, por el teorema de Bolzano-Weierstrass

todo subconjunto infinito de &l tiene al menos un punto de acumulacién a € R,

y como [0,1] es un conjunto cerrado, a € [0,1].

2.6.2. Separabilidad
a. DEFINICION

Sean (E,d) un ¢.m., A y B subconjuntos de E . Dinemos que A és DENSO
RESPECTO DE B &4¢ A DB. ln conjunto A denso respecto de E se Leama DENSO
EN TODAS PARTES o simplemente DENSO en E ,

b. Notas

by Deeir que A es denbo nespecto de B gquivale a decir que todo punto

de B es punto adherente de A, o0 que todo entorno de un punto de B contiene

puntos de A.

b2, Decir que A es denAO en E equivale a decir que A= E, o sea que cada

abierto no vacio contiene un punto de A.

c. DEFINICION

Un e.m.” (E,d) se Leama SEPARABLE s{ exisic en E un conjunto denso numena-
ble ¢ ginito.

d. Efemplo

La recta real R es un e,m. separable pues el conjunto Q de los nimeros ra-

cionales es denso en R y numerable.

2.6.3. Compacidad y separabifidad
TEOREMA

Todo e.m. (E.d) precompacilo es separable

1,2,3,...} tiene en R el Gnico punto de acumulacién

3° En cambio el inter-alo cerrado [0,1] = {x € RIO < x <1} es compacto,

e e
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Demostrhacidn

Por hipStesis (ver 2.6.1 b) para cada entero n > 0 existe un subconjunto
finito Fn_S E tal que para todo x de E es d(x,Fn) < 1/n. La unidén A = U Fn
es un conjunto finito o numerable, y para cada x € E es d(x,A) SZd(x,An)<:l/n.
Puesto que la desigualdad d(x,A) < 1/n vale para todo n, es d(x,A) = 0, o sea

x € A. Luego A = E.

2.6.4. Ejencicios

a. Demostrar que en un e.m. discreto E(2.2.3) los conjuntos compactos son
los conjuntos finitos y s6lo ellos.

b. Pmobar que si Kl 2 K2 2 K3 ‘_3_ «+¢ €5 uUna sucesidn decreciente de con~
juntos compactos, la interseccifn K n K, N K, N ... no es vacia. (Lema de
Cantor).

[ Indic. Témese un punto x en cada Kn y considérese el conjunto

M ='{x1,32,...} N

c. Demostrar que en un e.m. compacto E t&da éucesiGn (xn) que tenga un so-
lo valor adherente R converge hacia h.

[ Ind{c.Suponiendo que no fuerg lim x_ = h, probar que:

(i) Una subsucesién (xn ) tendrfa un valor adherente ¥ h;

k
(ii)-(xn) tendria m3s de un valor adherente.]

d. Demostrar que si en un e.m. E es A denso respecto de B y B denso respec-~
to de C, entonces A es denso respecto de C..

e, Mostrar que el e.m. R" (2.2.4) es separable,

[ Indic, Ver 2.6.2 d.]

f. Probar que el e.m. Ala,b] de las funciones reales acotadas de dominio

[a,b] (2.2.5) no es separable.

3.7, CONTINUIDAD Y COMPACIDAD

3.7.1. Toda funcidén continua de un e.m. en otro conserva los conjuntos
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compactos:

TEOREMA

Sea f: E = E' una {uncifn continua de un e.m. en otho y K un confunto
compacto de E, Entonces

£(K) = {y € E|ly = £(x) para algin x €K} 1)

es un confunto compacto.

Demostrhacidn

Sea (yn) una sucesifn en f(K)., Para cada n tomemos un xne K tal que

f(xn) = Y. Como K es compacto, (xn) tiene una subsucesifn (xn ) convergente

k |
hacia un elemento de K:

limx. = h € K. (2)
Dy

Por ser f continua, (2) implica (ver 2,5.1 b)
lim y_ = 1lim £(x_ ) = £(lim x_ ) = £(h) € £(K), (3)
n n,. . n "
k k k .
Por tanto, toda sucesifn (yn) en f(K) tiene una subsucesién (yn ) conver-

k
gente hacia un elemento de f£(K), y por tanto f(K) es compacto.

Nota
Se puede demostrar que si £:S — T es una aplicacifn biyectiva continua
de un conjunto compacto en otro, entonces la aplicacidn inversa es tambié&n

continua,

Una aplicacibn £:E - E'biyectiva y continua juntamente con su inversa £t
se llama homeomonfismo o Zransgormaci6n topoldgica.
El nombre proviene de que f' conserva las propiedades topolSgicas por ejem-

plo, un conjunto A CE es abierto en E si y s6lo si £(A) es abierto en E',
2.7.2. DEFINICION

Sean (E,d) y (E',d') e.m. Una aplicacion £:E +~ E' se LLama UNTFORMEMENTE

CONTINUA &£ para cada € > 0 existe un 8= 8(c) > 0 tal que

a(x,y) <8 = d'(E() L EGN < e, (4)

2.7.7.
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Toda funcién uniformemente continua es continua, pero la reciproca no es
cierta en general (ver 2.7.4 a y b). El teorema siguiente establece que ambos
conceptos son equivalentes para funciones de dominio compacto:

2.7.3. TEOREMA

Toda aplicacibn continua £:E + E' de dominio g compacto, es uniformemen-
te continua,

Demostracion

Supongamos que f no sea uniformemente continua. Entonces existird un nime-

ro r> 0 y dos sucesiones (xn) R (yﬁ) en E, tales que:
d(x,y,) <1l/n Y d'(£(x),E(y,)) > r. 5)

Por la compacidad de E, existe una subsucesidn (xn ) convergente hacia un
K .

un punto h € E, y puesto que d(xn s¥p ) <21/nk, por la desipgualdad triangu-
‘ k

k

lar la sucesifn (yn ) también converge hacia h. Por ser f continua resulta
: .k ‘

. entonces o

lim f(xnk) = lim f(ynk) = f(h)

y esto contradice la segunda (5).

2,7.4. Ejerciclos

a. Sea (0,1) el intervalo abierto {x € R|0'<'x< 1} . Demostrar que la fun-
cién £: (0,1) > R dada por £(x) = 1/x :

(i) Es continua

(ii) No es uniformemente continua

b. Probar que la funcifén f(x) = xz, continua en R, no es uniformemente con-
tinta,

¢y Para la funcién f(x) =/x , continua en [0,1] , mostrar que un niimero

8 >9 correspondiente a £ = 0,001 en (4) es & = 1076,

d. Probar que si £(x) es continua en el intervalo cerrado [a,b] , para ca-

da € > 0 existe una Funcidén g(x) cuya grdfica es una quebrada inscrita en

la grifica de f£(x), y tal que rf(x) -'g(x)[< € para todo x de [a,b] .



Capitulo 3

ESPACIOS NORMADOS

3.1. CONCEPTO DE ESPACIO NORMADO
3.1.0. Introducceidn

a. Recordemos que en algunos cuenpos K, tales como C (complejos), R (rea~
les), Q (racionales), a cada elemento x se puede asignar un niimero real |[x|
(valor absoluto de x) y la funcién valor absoluto verifica:

i) |x] =0

(ii) |x| =0 = x=0

(iii) |nh.x| = |n].

x|
Gv) eyl < Jx| + Iy].
b. Ahora estudiaresmos una categoria de e.m. c¢on estas propiedades:

Pl) Son a £a vez é,v. sobre un cusrpo K de escalares en el cual existe una
" funciBa valor absoluto con las propiedadea (i) a (iv).
Salvo indicacidn expresa entenderemos que K = R (e.v. real) 6§ K = C (e.v.

complejo),

P2) La. distancia d estd relacionada con la estructura vectorial por estas

propiedades

d(x,y) = d(xtz, y+z), d(hx,hy) = |h| d(x,y), (1)

Estas propiedades (1) tienen un claro significado intuitivo: la primera
indica que la distancia entre dos puntos X,y no cambia si a ambos se aplica
una thaslacibn z; la segunda indica que si a dos puntos x,y, se aplica una
hamatécia de razdén h: x - h.x, su distancia queda multiplicada por |nl.

c. Veremos que todo esto se logra en un e,v. real o complejo si en &1 se

puede definir una aplicacidn en R, llamada noama, con propiedades anilogas a

las (i) a (iv).
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3.1.1. DEFINICION
Sea E un e.v. neal o complejo. Una NORMA sobre E es una aplicacitn ! U
E + R que cumpla fas condiciones:

n,. lxll = 0 para todo x de E;

1
n,. Izl =0 = . x=70;
ng. Mh.xl = |n|.ixl para todo x de E y todo escalar h;
n,. lxtyll < Ix| + Iyl para cada par de elementos de E.

Se usan estas denominaciones: la aplicacién Il |: E + R es positiva (nl)

definida (n,), positivamente homogénea (ng) y subaditiva (ny),

3.1.2. DEFINICION
Un e.v. E munido de una nonma | | se L8ama ESPACIO NORMADO (e.n.). Se

indica (E, | I) o simplemente E si se sobreentiende la norma.
3.1.3. TEOREMA _
SL | ‘u: E +1§ es L.Lha. norma en ek e.v. E, entonces
d(x,y) = lIx-yl (2)
es una distancia en E, que cumple Las condiciones (1).

Demostracdbn
La verificacifn de los axiomas de distancia d1 a d4 en 1.2.1 es trivial.
Por ejemplo la desigualdad triangular d4, o sea d(x,z) <d(x,y) + d(y,z),

equivale a
Ix-zll < lx=yll + ly-zl 3)

y (3) resulta de x~z = (x-y) + (y-z) aplicando n, (que también se llama desl
gualdad triangular).
Las condiciones (1) son

lx=yll = l(xtz)=(y+2)1, Hhx-hyﬂ = |n|, Ix-yl. %)

la primera (4) es una identidad pues x-y = (ﬁ%z) - (y+zy; la segunda resulta
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de n, asi:
Ihx-hyl = Ih. (x=y) Il = |h]. ix=yl.
3.1.4. Por 3.1.3 un e.n. es un e.m;; la distancia d definida por (2) se

llama distancia {inducida por la norma I I,

En un e.n., conceptos topolSgicos como abierto, cerrado, Limite, etc., y
calificativos como completo, compacto, separable, etc., son los que corres—
ponden al e.m. con la distancia inducida por la norma.

3.1.5. DEFINICION

Un e.n. completo se Llama ESPACIO DE BANACH.

3.1,6. En 3.1.7 ¢ se pide la demostracidn de este teorema (continuidad de
las operaciones vectoriales y de la norma):

Si{ E es un e.n. heal o complejo, y F_(u) = a.u., G (a) = a.u {a escalan),

_F+(u,v) = ytv ¢y F(u) = lul, »Entohcu F G, 'F+ y F Json func.iones UNITFORME-
MENTE CONTINUAS en todos sus argumentos,

3 . 1 . 7 . Ejme’(:cféo‘é

a. Un elemento o vector u de un e.n. se llama unitanio o normal si lull = 1,

Mostrar que si v # 0 existe un Gnico vector v, tal que

Ilv I =1 y v_ = h.v con h >0, (5)

o
o

IH

s s . v
y es v, = oy ¢ Vs que se indica también v_ =

[ o T

[v0 se llama elemento o vector normal de v.]

bf De ng yn, deducir

lu=vil < llull + lvl (6)

y de aqui

[ul = Ivll] < futvi. (7)

NS S

ReaaN
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c.'Demostrar el teorema de 3.1.6 usando las siguientes identidades:
a.uj-a.u, = a.(ul—uz), a .u~-a,.u = (al-az).u, (u1+v1) - (u2+v2) =
= (ul-uz) + (vl—vz), y (7).
d. Sea E un e.n. real. Probar que la funcidén F: R x E =+ E dada por
F(a,u) = a.u es continua,
[ Indicacién. Usar la identidad
a.u-a_.u_ = ao.(u—uo) + (a—ao).uo + (a-ao).(u-uo) . (8)

para probar la continuidad en el punto (ao,uo) de R x E.]

3.2. DESIGUALDADES DE CAUCHY-SCHWARZ Y DE MINKOWSKI

3.2.1. n-uplas reales

a, Sean x = (xl,...,xn) ey=y-= (yl,...,yn) dos n-uplas de ntimeros rea~-

les. Probemos que se cumple la llamada desigualdad de Cauchy-Schwarz:

B IR | |
xy< X, . Yy 0 (1)
k=1 k 7k k=1 k k=1 k

Para ello observemos que la ecuacién de segundo grado en h € R:

2 %2
)

b e 1o
(x, .ty )" = h x, + 2h y, + Z y,, =0 {o)
k=1 Kk k=1 K e KTk Tk

no puede tener dos raices reales diferentes pues el primer miembro de (o),
por ser una suma de cuadrados, muestra que el trinomio en h es siempre = 0,
Por tanto el discriminante de la ecuacidn (para Ah2 + Bh+ C=0es

B2 - 4AC) es < 0, es decir

2 2 2
- <
N [Z’Z K yk] 42 xk‘Z s o
y esta desigualdad equivale a (1).

b. De la desigualdad(l) se deduce esta otra, llamada desigualdad de Min-

il

kows ki : = S

"[y% ) 1/2 E A1/2 E 12
(x+y)] <[ X} +[ 1y] (2)
= k “k £k oy kK



-62= 3.2.1

En éfecto, se ticre (aplicando (1) para pasar del 2° miembro al 3°):
H

N

2 2 2

. g ~N1/2
S pieeld by -

1/2 1/2 1/2 1/242
= ZXi + Zyﬁ + Z[Zx§]< .[Zyi] = [(sz) + (Zyﬁ)

y la desigualdad entre los miembros extremos equivale a (2).

3.2.2, n-uplas complejas

a. Si (xl,...,xn), (yl,...,yn) son n-uplas de niimeros complejos, podemos
aplicar las desigualdades (1) y (2) a las n-uplas xreales (lel,...,IXﬁl),

(Iyll,...,|yn|). Obtenemos:

n 2 n 2 n 2
LI 1w ] <Disl®. Il @

= =

n . 9 1/2 n 9 1/2 n 9 1/2
L2+ < (0 [ ) @

k=1 k=1

b. Puesto que |xk+ykl §§|xk| + lyk] se obtiene de (4) esta otra desigual-

n 2 1/2 rn ") 1/2 n 2 1/2
R S A N R

dad:

=1 =
c. Las desigualdades (3) a (5) subsisten obviamente si las n-uplas son
neales., Mas alin, en este caso, (3) implica (1) y (4) implica (2) pero mo re-

ciprocamente; ademds (2) y (5) son equivalentes.

3.2.3. Sucesdones de cuadrado sumable
a. Una sucesd{fn de niimeros se llama de cuadrado sumable si converge abso-

lutamente la serie formada con los cuadrados de sus términos. Sean

(xl""’xn"'f); (yl,...,yn,...) _ (6)

o~ e S

—_~
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sucesiones de niimeros reales o complejos, de cuadrado sumable. Eantonces coa~
vergen las series Z|xk|2, Zlyk|2, lo que escribiremos como es habitual para

series de té&rminos positivos:

© ©

I, |2 <=, ly |2 <w . n
k§1 *x k£1 k

b. En este caso tambi&n converge absolutamente la serie Z X, Yy» O sea:

w

% .y, | <e. - (8)
kgl K

Esto es consecuencia de la desigualdad

_‘:/:' 4 ; . :
. | 2 2

- . ‘ ~ i,

que a sé vez resulta de |:tk|2 + |yk|2

2
= zlxk'ykl = (lxkl - |ykl) =0,

De (75 y (8) resul ta:

I by l®<e, Il tinDi<e a0

k=1 , =
2 2 2 2
pues lxk+yk| < (kal + I}’kl) = lxkl + l}’k| + 2|xkyk|'
c. Entonces, en la hipStesis (7) convergen fodas las series que se obtie
. n . © ‘
nen reemplazando Z por Z en las desigualdades (1) a (5). (Por ejemplo,
k=1 k=1
Z X, ¥, converge absolutamenite en virtud de (8)).

Peto esta sustitucidn de sumas por 4eiies significa tomar los limites de

aquéllas para n + , pues para una serie convergente es por definicidn

® . n
I ui=1lim [ u. .
k=1 K| poe kel x ‘ "

Entonces podemos considerar las desigualdades (1) a (5) que corresponden

a las ducesdones parciales de (6):
(X150 005%), ' (7 seeesyy)s | (es))

y la convergencia de las series nos permite.tomar limites para n + «, con lo

cual subsisten las desigualdades en sentido amplio (con < o bien =). Asi se
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obtidnen para sucesiones REALES de cuadrado sumable las desigualdades de
Cauchy~Schwarz :

s 2 < 2 2 .
[kgl X, yk} X o ) Vi (12)

y de Minkowski:

(3w <1 ) [ )"
(%, + )] [ ] [ y'] s (13)
oy kK Kl Tk k=1 &

y para sucesiones (reales o complejas) de cuadrado sumabfe, las desigualda-

des de Cauchy-Schwarz:

A PR A o w
[kgl &k kzl Bl
y de Minkowski: |
P ql/2 = Jl/2 (= q1/2
L el S [T ) e (1wl s
y
@ 2 1/2 o 9 1/2 ® 9 1/2
R R AR e A 16)
k=1 k=1 =

3.2.4. Integratles

a. Para mayor sencillez nos limitamos aqui a integrales de gunciones con-
tinuas en un intervalo cernado [a,b] y en 3.5 daremos noticia sobre situacio

nes mis generales.,.

Si f(x) y g(x) son funciones reafes vale la desigualdad de Cauchy-Schwarz

siguiente (confr. (1)):
b 2 b 2 b 2
[I £(x) g(x)dx] 5§J’ fo(x)dx . J g (x)dx, (17)
a a

que se demuestra con el método de 3.2.1 a, notando que la ecuacidn de segundo

grado en h € R:
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b 2
J [h £ (x)+g (x)] “dx

2 [P 2 b b,
h [ £2axt2h J fg dx + J gZdx=0" (18
a a

a a
no puede tener dos raices reales diferentes.

b. De la desigualdad (17), con el m&todo seguido en 3.2.1 b, se deduce

esta otra llamada desigualdad de Minkowskdc:

b 2 1/2 b, 1/2 b, 1/2
U (f+g) de < U f dx] + U g dx] . (19)
a : a

c. Para funciones cualfesquiera (reales o complejas) aplicando (17) y (19)
a las funciones reales [f(x)| y |g(x)| se obtienen estas desigualdades, de
Cauchy-Schwanrz:

b 2 b b,
. U ,f.g]dx] <I' [£]°dx . J |g]“ax (20)

a a a

y de Minkowski:
b 9 1/2 b 5 172 - b , w172
U (f]+]g)) dx] < U |£ ] dx] + ” lg| dx] (21)
a . a 'a

y puesto que |f+g| < [f|+|g| se obtiene de (21):

b 1/2 b n1/2 b 1/2
U |f+g|2dx]' <U |f|2de ¥ H Iglzdx] : (22)
a ‘a ‘a

3.2.5. Ejercicios
a. Demostrar las afirmaciones de 3.2.2 c.

b. Completar la demostracidn de (17)

c. De (17) deducir la desigualdad (19)

d. Verificar la validez de la identidad de Légrange:
n

L

[ 3] T ey
y -[ y] =3 (x;y,~%,y.)". (23)
R -

1
k=1 k
e. Deducir de (23) la desigualdad de Cauchy-Schwarz (1) para n-uplas rea-

..les, y que vale con = si y s6lo si los niimeros X, son proporcionales a los
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Y» § sea si y s6lo si el conjunto de vectores'{(xl,...,xn), (yl,...,yn)}

es L.4d.

3.3. EJEMPLOS DE ESPACIOS NORMADOS

3.3.1. Espacios de n-uplas

a. Veremos que todos los e.m. introducidos en 2.2, con excepcidn del e.m,
discreto (2.2,3) y el espacio R de 2.2.6 ejercicio f (ii), son normados, y
ademds completos, es decir son espacios de Banach. En la recta real R (2.2.1)

y en el plano complejo C (2.2.2) la distancia
d(x,y) = |x-y| proviene de la norma Izl = x|} - (1)

las propiedades n,an, (3,1,1) son las (i) a (iv) de 3.1.0,
b. Los e.m. R" y c" (2.2.4) son tambi&n normados. La distancia, que en

ambos puede expresarse asi:

rn 2 1/2 : : : A
d(x,y) = -[kzl vyl ] | 2

proviene de la norma

tat = [ ] kalz]”2 &)

Que (3) define una noima se prueba viendo que cumple las propiedades n a

1

n, de 3,1.1. Esto es obvio para las tres primeras, y n, es la desigualdad de

Minkowski en la forma (5) de 3.2.2.

3.3.2. Espacios de sucesiones

En el conjunto de las sucesiones de cuadrado sumable (3.2.3 a), la funcién

- N1/2 A
Ixll = [ ) |xk1 ] 8L X = (xl,...,xn,...) 4)
: k=1

define una norma. En efecto, de las propiedades n, an, de 3.1.1 es obvio que

valen las tres primeras, y n, es la desigualdad de Minkowski en la forma (16).

R P S e N S N RN

S
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Se denota con 32 el correspondiente e.n. (%)

3.3.3. Espacios de funciones
a. 1los e.m. introducidos en 2.2.5, a saber: el e.m. Ala,bl de las funcio
nes acotadas en el intervalo [a,bl y su subespacio Cla,b]l de las funciones

continuas en [a,b] son e.n., pues la distancia

d(f,g) =  sup | £(t)~g(e) | (5)
as<t<b

proviene de la norma:

Il = sup £¢t)|. _ (6)
a tShb

A

Para ver que (6) es una norma hay que verificar que cumple n, an, de

3.1.1. Esto es obvio para nyang, yn, resulta de 2.2,7 b (iii).

b, En el conjunto de las funciones continuas en [a,b] , tambi&n

172
] (7)

b 2
£l = U HOIR
a

es una norma, y se indica con sza,b] el correspondiente e.n. (%%)

1 4

amng, yn, es la desigualdad de Minkowski para

Para ver que (7) es una norma hay que verificar que cumple n, a n, de

3.1.1. Esto es obvio para n,

integrales (22) de 3.2.4.

(*) La notacidn proviene de que este e.n, forma parte de una clase Zp de e.n.
de sucesiones, uno para cada p & 1. De ellos daremos noticia en 3.5,
Si las sucesiones que se comnsideran son 1eafes o bien complejas, se indi

ca mids especificamente: e.n. £Z(R) 8 e.n. 22(C).

(**%) Las notaciones Hfﬂ2 y Cys Hle y C1 provienen de que consideraremos cier
tas normas Hﬁ"p, una para cada p > 1, y e.n. Lp (ver 3.5), Cy ¥y C, son sub-

espacios de L, y de L1 respectivamente,

2
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En; el mismo conjunto, también

b
el = J | £ (x) |dx (8)
a

‘es una norma (ver 3.3.5 p) y se indica con Cl[a,b] el e.n. correspondiente

((#*) pie de pag. anterior).

3.3.4, En 3.3.5 ejercicios.d, @, f, h y m se establece respectivamente
que los e.n. R", C°, 82, Cla,b] y Ala,b] son espacios de Banach, es decir,
e.n. completos. En cambio ni C,[a,b] ni Cl[a,b] es completo (para C, ver

3.3.5 o).

a. Vimos en 3.1 que un e.n. es un e.m. con distancia d(x,y) = "x-y", y

que esta distancia verifica
d(xtz, y+z) = d(x,y) - y¢.  d(hx, hy) = [h].d(x,y). (9
Deméstrar que si eﬁ un e.m. la distancia verifica (9), entonces
Ixll = d(x,0) es wna norma., (10)
[ NGtese que la distancia inducida (3.1.4) por la norma (10) es nuevamen-
te dJ.

b. Mostrar que en un e.v., real o complejo no hay ninguna norma cuya distan

cia inducida (3.1.4) sea la métrica discreta (2.2.3) (salvo el caso trivial

del e,v. {0}).

c. Mostrar que el e.m. R de 2.2.7 ejercicio £ (ii) no es un e.n.

d. Por la definicidn de niimero real, el e.n. R (3.3.1 a) es compfefo. Dedu
cir de aqui que el e.n. R (4.3.1 b) es completo,

e. De C EoTpleto, deducir que C" es completo.

£. DemOStrafﬁque el e.n. 22 (3.3.2) es completo.

Indicacibn: Sea'{x(n)} una sucesidn fundamental en 22, con

N\
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x(n) = (an),xgn)’---’x{n)!"');

entonces dado € > 0 existe un entero N tal que

>N = @ ™2 = F oM™ <, (1)
=1
(i) Deducir de (l1) que para cada k existe lim xén). Pongamos:
n-e
lim (n) _ X
*x k*

n»

(ii) Probar que x = (xl,xz,...,xk,...) € 22, y
(n)

x -+ X -en norma, o sea lim Hx(n)-xﬂ =0, (12)
n->o

g. Demostrar que ﬂz(R) es separable utilizando puntos (sucesiones), con un
4

niimero finito de componentes no nulas racionales.
[ NStese que las sucesiones de (infinitas) componentes racionales no forman -
un conjuntd numerable].

h. Probar que el e.n, C[a,bl es completo.

[ Indicacifn: Recordar que el 1lfmite de una sucesidn uniformemente conver-
gente de funciones continuas es una funcidn continua. |
i. El teorema de aproximacifn de Weierstrass (ver 6,3) establece que toda

funcidn continua en [a,b] es 1imite uniforme en [a,b] de una sucesidn de¢ po-

linomios. Deducir de &l que:

El e.n, Cla,b] es separable.

j. Calcular g I = sup |f.(t)| para las funciones:
1 < X < 1
fl(x) = cos nTX, fz(x) = sen nmx,
(13)
f3(x) = a cos nnx + b sen nrx.
k., Sea f(x) continua en [a,b] y M = max [Ex) |, m = min [£(x)].
as<k<s< a<x <
Probar que
- >M—n
I (x)~c] = sup | £ (x)-c| >==
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*y que gstc vale con = s6lo para ¢ = (Mim)/2.

L. Decir para qué valor de c es minima la norma

L L
lcos x-c.xl = sup [cos x-c.x|, -~ -E<x <5 .

m. Probar que el e.n. Ara,b] (3.3.3 a) es completo,

1 172
n. Calcular "fi"7 = [J lfi(x)lzdx] / para las funciones (13),
0

0o, Mostrar que el e.n. sza,b] (3.3.3 b) no es completo, considerando en

[-1,1] 1a sucesi6n de funciones fn(t) = arc tg n t.
p. (i) Demostrar que (8) es una norma;

(ii) Expresar la distancia inducida por ella.

3.4. REPASO SOBRE INTEGRACION

3.4.,0. En esta seccifn reunimos los resultados sobre la integral de Rie=
manﬁ'necesariosﬂpara el resto del curso.
3.4,1. Integral de Riemann de una funcibn acotada

a. Sea f(x) una funcidn real acotada en el intervalo cerrado [a,b]. Para

cada particidén de [a,b]:-

1r:a=xo<x1<...<xk_1<xk<...<xn=b (1)
pongamos:
m = <fup< f(x), Mk = <§uq< £(x) . (2)
-1 X T % -1 ¥ 5%

y consideremos las sumas (llamadas 4swnas {nferdion y superiorn de £ en w):
n n

s(n) = kzl m (5% ), S(r) = kzl M (x-x ;). (3)

Llamemos norma N(v) de la particién (1) al mdximo de las longitudes de sus

intervalos;

—_— o~
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N(w) = max (%, ~ ). (%)
I <han K k-l

Una sucesidn (ni) de particiones se llama especial si N(ni) -+ 0, Vale el
teorema.siguiente:

b. TEOREMA

Sea f(x) neal acotada en [a,bl. Para Zoda sucesidn especial (v,) de par
ticiones de [a,b] existen Los Limites de Las sumas fnfeniones y superiores

de f:

lim s('ni) =1, lim S(ni) =1, Yy es I <7, (5)

ir i
Ademds, estos Limites son independientes de La sucesibn upeu"al (v;) ele
gdida, «
c. DEFINICION
Los Limites I e T se Llaman respectivamente INTEGRAL INFERIOR e INTEGRAL
SUPERTOR DE DARBOUX de £(x) en [a,bl, Se {ndican:

1= r’ f (x)dx, 1= J £ (x)dx. (6)
_a a

d. DEFINICION

Una guncion real f(x) se LLama R-INTEGRABLE PROPIAMENTE en [a,b] 44 es
acotada en [a,b] y son Lguales
sus Lntegrales de Darboux \ /
EL valor comin de LLama R-IN-
TEGRAL PROPIA o aimplemente

INTEGRAL y se 4nd{ca:

b
J'f(x) dx, S X

a aa' b'b
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3.4.2. Integrales {mpropias
a. Sea f(x) integrable propiamente en cada intervalo [a',b'] tal que
.a<a'<b' <b pero no en [a,bl. (Fig. pdg. anterior).Si ademis existe el
1imite
bl
lim J f(x)dx, (7)
a'»a, b'»b '
a
£(x) se llama {mpropiamente {ntegrable en [a,bl, el limite (7) se llama inte
b ol
ghal [{mpropia) y se indica J f (x)dx.
a
b. Mis generalmente, supongamos que [a,b] se pueda descomponer -en un con
junto finito o numerable de intervalos Ik sin puntos interiores comunes y

tales que en cada uno exista la integral J f(x) dx en el sentido de a. Si

- . 1
ademids converge absolutamente la serie k

[~

! chx)dx. T )
k=1 1
k

o bien se reduce a una suma finita, f(x) se llama {mproplamente .ntegrable
) b
en [a,b]l} la suma de (8) se llama {ntegral (impropia) y se indica J £ (x)dx.

: a
c. Un punto s de [a,b] se llama punto singular de la integral impropia

b
I ' f(x)dx si £(x) no es acotada en ninglin entorno de &l. Dado ¢ > 0, el con
a
junto S de los puntos singulares se puede cubrir con un niimero g{nifo de in-

tervalos'Ik de longitudes lIkl de modo que Z |Ik|'< €. [Todo conjunto con
esta propiedad se 1lama de medida de Peano-Jorndan nulal.
Adem3s, dado 7 > 0 se puede hallar un cubrimiento de S, C = L{Ik, tal que

sif; es la funcién propiamente {ntegrable nula en C e = f£(x) en todo punto

.de [a,b]-C, se tenga:

b (b
H f(x)dx - fo(x)dx <n.

J

a a
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3.4.3. Integral de Riemann

a. DEFINICION

£(x) e Leama R-INTEGRABLE en [a,b] 44 es R-integrable propiamente o im-
propiamente en [a,bl. -

b. Una funcidn compleja se llama R-.integrable en [a,b] si lo son sus par-
tes real e imaginaria Re(f(x)) e Im(f(x)).
Se define ademis:

b b , b
J f(x)dx = J Re(£{x))dx + i I Im(f(x))dx. : (9)

a . a a

c. Diremos que f(x) es4 integrable en [a,~) si lo es en cada intervale

[a,b] (£t >a) y existe el limite

o : .
lim J f (x)dx, que e Lndica: Im f(x)dx. (10)

teroo
a

Andlogamente se definen

a a o v
J f(x)dx = lim J £ (x)dx, J f(x)dx = lim I £ (x)dx, (11)

U= Uraacoypy00
-ta u o u

3.4.4. Propledades dg_ La integral de Riemann
a. S{ £f(x) es propiamente {ntegrable en [a,b] (3.4.1 d), Lo es también
If(x)l.

La recfproca no es cierta, He aqui un ejemplo:

1 si x es racional,
Definamos en [0,1] la funcidn £(t) =

~1 si es irracional,
1 .
Entonces no existe la integral I f(t)dt pues las integrales de Darboux

superior e inferior son diferentes:

-

1 1
J' f(t)de = 1, J f(t)dt = -1
0 o

En cambio, puesto que |£(t)]| = 1 para todo t €[0,1], existe la integral
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y vale Jl |£(t) |at = Jl l.dt = 1,
b. DEFINICION 0 0

f(x) se LLama ABSOLUTAMENTE INTEGRABLE en [a,b] (8 en [a,®), (~-=,a],
(-=,)) 84 es integrable juntamente con |f(x)].

c. En virtud de a, toda funcibn propiamente integrable en un intervalo
finito [a,b], es absolutamente integrable.

d. Para toda funcién absolutamente integrable es

i (b b
” f(x)dx <J | £ (x) |dx (12)

a a

v andlogamente para [a,=), (~w,a] y (~=,),
e. £(x) se llama de pofencia p Lnteghable (p > 0) si es £(x) integrable
y |:f(x)]P absolutamente integrable. Si p = 2, £(x) se llama de cuadrado <ite
'QILabﬂe. 8i f es real es de cuadrado integrable si existen
b S (b 5
J' F(x)dx, e J £4(x)dx,
a , a
f. Toda funcidn proplamente integrable en [a,b] es de potencia p integra-
ble para todo p > 0.
g. Toda funcidn continua, o bien de variacidn acotada (ver 6.2.6), en un
intérvalo. finito [a,b], es p;fopiamente integrable.
h., Para toda funcifn propiamente integrable en [a,b] valen los siguientes

teohemas del valon medio:

1°) Si m < £f(x) <M en [a,b], es Jb f(x)dx = u(b-a), siendo u un niimero
tal que m <p <M. a
. 2°) Sean f y g propiamente integrables en [a,b] y ademds g(x) positiva y

no crecienté; entonces existe un nfimero ¢ en (a,b), tal que

b £
J f(x)g(x)dx = g(a) J f (x) dx. (13)

a a

.~ —~ TN SN - P
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3.4.5. Clases de equivalencia de funciones. CLases I fa,b]

a. Un conjunto se llama nufo o de medida (de Peanv-Jordan} nula si para
cada € > 0 se puede cubrir por un niimero §Ln{f{v de intervalos con suma de
longitudes = €. Si una funcidn f(x) es integrable en [a,b]llo es toda funcién

g(x) due-difiera de ella en un conjunto nulo, y es ademls

b b
[ g(x)dx = I f(x)dx , (14)

a a
b. Es fécil verificar que la igualdad de dos funciones salve en un conjun
to nulo es una relacidn de equivalencia. Entonces, por (l4) cabe considerar,
a efectos de la integracidn, no las funciones mismas sino las clases de equi
" valentia, y asf, al hablar de una funcifn f(x) sobreentenderemos la clase de
" equivalencia-de f(x), formada por todas las funciones que difieren de f(x)
éﬁ un conjunto nulo, o
¢, Llamaremos Ip[a,b] al conjunto de las clases de equivalencia de las
.funciones de potencia p integrable en [a,b] (ver 3.4.5 e), Tambi&n nos referi
remos a Ip[a,b] como un conjunto de funciones con el convenio de identificar

dos cualesquiera que difieran s6lo en un conjunto nulo.

3.4.6. Eferncicios
a. Probar las desigualdades

(1) s(m) < S(m)

b _—
(ii) s(m) <J f(x)dx <J f(x)dx < S(w).
a

a

—

b. Sea f(x) R-integrable propiamente en [ a,b|. Probar que si en cada in-

tervalo [xk;l’xk] de una particidn (1) se elige un punto tk y se forma la su

ma

n
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es para toda sucesidén especial (wi) de particiones:

b
lim ) (n.) = J £ (x)dx. (15)

1o
a

3.5. NOTICIA SOBRE ESPACIOS £p EI

3.5.0. En esta seccidn 3.5 introduciremos infinitos e.n, Eb (uno para ca
da niimero real p # 1) cada uno sobre un cierto conjunto de Sucesiones, e in
finitos e.n. Ip, cada uno sobre un cierto conjunto de funciones. Estos espa
cios tienen importancia en el Anilisis funcional, pero su estudio detenido
excede en mucho el alcance de este curso, Omitimos casi todas ias demostra-

ciones. Tampoco podemos considerar los espacios Lp, correlativos de lps Ip y

mds importantes que ellos, pues no tenemos el instrumento matemdtico esencial

para ello, que es la integral de Lebesgue, Damos noticia de resultados en pro

cura de ung visidn de conjunto, sistematizada.

3.5.1. Suces{ones de potencia p sumable (confr. 3.2.3)

a., Una sucesidn de niimeros (xk) = (xl,...,xn,...) se llama de potencia p

[- - [+-]
Aumable si converge absolutamente la serie Z xﬁ, 0 sea, si Z |x lp'< o,
k=1 k=l K

El conjunto de estas. sucesiones se indica con £p. Para p > 1 vale el siguien

te teorema:

Six = (xl,...,xn,...) € Ep, y = (yl,...,yn,...) € Zq Yy es

1.1 =P _ :
St b 0osea q=Ip, (1)
entonces (xlyl,...,xnyn,...) € 21, y
o © l/P w0 1/q
AR R R L @
&y Tk ey e k=1 K

(2) se 1lama desigualdad de Holder, y generaliza la desigualdad de Cauchy.

Schwarz (14) de 3.2.3, que resulta de (2) para p = q = 2,

Dos niimeros, p,q que verifican (1) se llaman conjugados. Si p->1 es q > 1;

S~~~ N
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notemos que si p - 1 entonces q + «,

b. Mediante (2) se puede demostrar que:’

S (x), () € ﬂp (=1, -emf.m"lc% (x +y ) € Kp. Y

I |2y 1P 7 < I |, [P P of |y |9 e, | 3)
1

k=1 k=1

(4) se llama desigualdad de Minkowsk{ y (16) de 3.2.3 cs caso particular

de ella para p = 2.

3.5.2. Espacios normados £p con 1 <p <o
TEOREMA
Sea p > 1. En el conjunto ZP de Las sucesiones de mimenod x = (xl,...,xn...)

takes que | |x |P <=, fa apticacidn | I,:€, + R definida pon

© )1/p )
Ixl, [k§1 =7 | “

24 una nosma,
Demostracidn

La verificacién de n, anges trivial, y n, es 3).

3.5.3. E€ caso p = 1

a, Si p = 1 la desigualdad de Minkowski (3) se reduce a

Plxetyn ] <T Ix |+ 1 Iyl . (5)
valida en virtud de las desigualdades ka+yk| Sflxk| + kal'

En cambio, en este caso p = 1 la desigﬁaldad de Holder (2) carece de sen- .
tido en virtud de la condicidn (1) que deben cumplir los nGmeros p y q. En
efecto, si p = 1 la primera (1) es %-+ %-= 1, o sea %-= 0, y no hay ningin
nfimero q que la verifique.

Notemos estas dos propiedades

(1) si-p + 1, entonces q = T?E-+ w0
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(ii) Es ) ka'ykl < [lekl] .1 sup |yh| (6)

Lh<w
Si convenimos (motivados por (i)) en decir que el conjugado de p = 1 es
qQ = @, y en que
q llq « « .
[Z ly, | parna g =«  signiflca  sup |y, |,

entonces la desigualdad

gados, incluso p = 1, q = =, en cuyo caso es (6).

b. El teorema de 3.5.2 subsiste para p = 1, o sea:

En el conjunto £, de Las sucesiones (x,) tales que J |:g&| <o, | Il1 =7 |xk|

es una noxama,

En efecto, n, an, son inmediatas y n, es (5).

3.5.4, EL caso p = =

a., Con el convenio (7) la desigualdad de Minkowski (3) subsiste para

-p = © pues en este caso se reduce a

sup |x +y, | <sup |x | + sup |y, ], (8)
up Pactyicl = sup ] +ospp vy

b. Extendamos ahora el teorema 3.4.2 al caso p = «;
En el conjunto, que Llamanemos £, de fas sucesiones de mimeros
X = (Xy,.00,%,...) acotadas, o sea tales que sup |xk| <w, La aplicacitn

I B,: £, + R definida por

Ixt = sup lxkl (9)
k
eA una noama.

En efecto, n, a ng son irdmediatas, y n, es (8).

3.5.5. Desdgualdades para integrales

a. Sea [a,b] un intervalo cerrade en R. Indicaremos con Ip = IP[a,b] el

conjunto de las (clases de equivalencia) de funciones f: [a,b] + C de potencia

p integrable (ver 3.4.5 c). Para p > 1 vale el siguiente teorema:

(N

de Holder vale para todo par (p,q) de nimeros conju-
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b. (Confr. 3.5.1 a). S{ f € Ip, g € Iq y Los nimernos p y q verifdican (1),

entonces f.g € I, es decin es absolutamente integhable, y es

1’

b b y1/p ¢¢b 31/q :
J |_f(t).g(t) ldt < H L£(t) Ipdt] . U |g(t)~|th] . (10)
’ a a

a
(10) se 1lama desigualdad de HoLden para {integiales. Mediante ella se pue
de demostrar (confr. 3.5.1 b):

c. S f,g € Ip (p 2 1), entonces f+g EIp, y es

b 1/p . r¢b ‘ 1/p b 1/p
U |f(t)+g(t)lpdt] <U lf(t)lpdt] +U |g(t)|pdt] . (11)

a a a

(11) se llama desdgualdad de MLnkDW&ki para integrales.,

3.5.6 Espacios normados Ip con 1 <p<w
TEOREMA (confr. 3.5.2)
Sea p >'1. En el -confuntt 'Ip = Ip[a,'b] La aplicacion | l!pé Ip + R degind '

da poi

1/p
el = U lf(t>|"] (12)

es una noama.
Demostracion

La verificacidn de n, anges trivial, y n, es (11).

3.5.7. EL caso p = 1 (confr. 3.5.3 a)

Si p =1, (12) se reduce a

b b - b
J [E(t)+g(t)|dt <I |f(t)ldt+f lg(t) |dt, (13)

a a a
que resulta‘de.la.conocida.desigualdad |f(t)+g(t)| <l|f(t)| + Ig(t)!.
En cambio, en este caso p = 1 la desigualdad de H;lder (10) carece de sen
tido en virtud de la condicién (1) que deben cumplir los ndmeros p y q. En

efecto, si p = 1 la primera (1) de 1/q = U, y no hay ninglin niimero q que la
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3.5.7
verifique.
La propiedad (%)
b b A
J |£(e).g(t)|at <U If(c)ldt]- sup . |g()] (14)
as<st<b
a a
justifica el convenio de que
I& 1/q e
IJ Ig(t)|q] , para q = = signigica sup lg(t)]. (15)

astshb
a

Con este convVenio la desigualdad de Holder (10) vale para todo par (p,q)

de niimeros conjugados, incluso p = 1, 4 = =, en cuyo caso es (14)..

3.5-80 Ee caso p £ @ '(confr- 3.5-4)

a. Con el convenio (15) la desigualdad de Minkowski (11) subsiste para

P = ® pués en este caso se reduce a

aup |f(t)+g(t)|'?§ sup If(t)l + sup |aCe)].s  (16)
aStSDb aStS<b aSt<b

b. Extendamos ahora el teorema de 3.5.6 al caso p = «,
En el conjunto, que Leamanemos I = T _[a,b], de £as funciones de [a,b]
en C acotadas, o sea tales que  sup  |£(t)]| <=, La aplicacifn
b

a < t <
Il : I_ >R deginida por

bER_ = sup [£¢e) | (17)
asSt<shb

esd una nouma,
En efecto, n, an, son inmediatas, y n, es (16). -

3.5.9. Efercicios.

a., En R2 = R x R:

(*) En la teorfa con integral de Lebesgue se toma el supremo esencial

sup es [g(t) |que se define como el menor ndmero h tal que {t||g(t)| > h}
asts<b :

sea un conjunto de medida nula.
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(i) Escribir las ecuaciones de las "circunferencias"
||x||p = (|x1|p+|x2|p)l/p =1, x = (x,%,) (18)

para p = 1/2, 1, 2, 10, =,
(ii) Representar el primer cuadrante de cada una.
(iii) Decir en qué casos Hxﬂp es una norma.

b. Con referencia a la norma (19) en cada uno de los casos p =1, p = 2,

p = », hallar la minima didtancia del punto (0,2) de R2 al subespacio
S ='{(x,y)|y = x}, indicar los puntos de S para los cuales se alcanza, y re
presentar.

c. En los mismos casos que en b detemminar la mejor aproximacidn al vec-~
tor (1,1) de R2 en el subesp#cio S = {(x,x/2)|-°° < x < o},

d. Probar que la suma de dos funciones Ip pertenece a Ip.

[ Indicacidn: Acotar |f+g|P.]

e. Demostrar que si p > 2: f,g € Ip = f.g € Ip/z. |

[Indfcacifn: Mostrar que es aplicéble 1a desigualdnd de Schwarz (20) de

2
gp/

3.2.4 a £, = P2y

y acotar "f.gﬂp/z.]

1 g =

3.6. SERIES EN ESPACIOS NORMADOS

3.6.0, El concepto de serie tiene ubicacidn natural em un e.n., por estar
éste munido a la vez dc¢ una estructura de e.,v., que permite formar sumas, y
- de una estructura topoldgica (de e.m.) que permite buscar el 1lTmite de esas

sumas al agregar mds y mas t&rminos.

3.6.1. Sucesdiones en espacios noimados

a. Lo que. hemos visto en 2,4,1 sobre limites de sucesiones en un e.m. sub-
siste para un e.n. pues &ste es un e.m. Lo que allf enunciamos en t&€rminos de
una distancia, puede expresarse con la norma. Por ejemplo, la definicifn de

2.4.1 a es ahora:
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Se dice que £La sucesidn (xn) de puntos de un e.n. (E, Il §) CONVERGE o

TIENDE hacia ef punto h € E, 0 que h es el LIMITE de (x_) 44 para cada ndne
rho positivo € > 0 se puede hallar un entero posditivo N = N(e) fal que:
n>N = kx-bl <c, | (n

b. Pero ahora, la estructura vectorial de (E, | H) permite definir entre

las sucesiones las operaciones de adi{cifn y de mulisiplicaciin por un escalan

mediante las igualdades:
)+ (7)) = (x by, 2)
ho(x) = (hox ). | @)
Por, ejemplo (2) expresa que se llama 4uma de dosAsucesiOnes (xn) e (yn),
y se indica (xn) + (yn), a la sucgéiﬁn (xn+yn) cuyos t&rminos son los puntos
xn+yn. de E. |
3.6.2, Series

a. Las definiciones relativas a series en un e.n. son andlogas a las de
series numéricas. Para la convergencia tenemos:

Una senie

kglfuk up iy F e b+ (4)

cuyos téuminos son puntos o vectores u de un e.n, (E, Il I) se Llama CONVER
GENTE 44 es convergente fa sucesifn (s_) de fas SUMAS PARCIALES
Sn =u; + u, + ... + u . (5)

0 sea, si existe en E el 1fmite S = lim Sn' En tal caso S se llama suma

de la serie (4), y se escribe

"y u =35, oo 6)
. ; k=1 k L . .
b.- 8i la serie (4) es convergente se llama 1esfo Rn de orden n de ella,

a la diferencia S-Sn:

S~~~
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» [~
R =8-S = ] u
k=n+1

Por 3.5.1 a, si (4) es convergente,‘dado € > 0 existe un ‘entero N- tal que

k"’ (7)

an>N = IR Il = ls-s I <e. (8)
n n

c. TEOREMA

Condicidn NECESARIA para que La serie (4) convenfa, es que

lim u = 0, (9)

n->o

Demostrhacibn

De (8) se deduce la implicacién
n >N+l = llunll < IISn—SII + IlSn_l—SII < 2.
Nota
Que la condicidn (9) no es Auﬂiciénte.para 1la convérgencia de (4) es bien
conocido en los casos de R y C.

d. De la continuidad de las operaciones vectoriales (3.1.6) resulta fdcil

mente:
U=-Zun y.V=Zvn=’U+V=Z(un+vn) (10)
y para todo escalar h:
U=Ju = U=} hu. (11)
3.6.3. Convergencia absoluta

a. DEFINICION

Una senie J u, en un e.n. se Llama ABSOLUTAMENTE CONVERGENTE &4 es con-

k=1 o
vergente La senie [ fu I de Las normas de sus téuminos.
k=1 .
b. Puesto que la sucesifn de nimeros reales o, = Z "pk" es creciente,

k=1
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[}

tiene limite finito o infinito segin que la serie } Hukﬂ sea convergente

k=1
o divergente. Usaremos estas notaciones;
} M ll=w  para indicar que "Z' flu, I es divengente,  (12)
k k
k=1 k=1
) lu I <=  para indicar que ) lu, | es convergente, (13)
k=1 k=1

y andlogamente para toda serie de X&uniinos positivos.
c. TEOREMA

En un espacio de Banach E, una sernde } u, absofutamente convergente, es

convergente, Ademds

. Sy el s lu, 1. (14)
k=1 © kzl k

Demostnacidn
"Por hipStesis converge ) HukH. Luego, para cada ¢ > 0 existé un entero N

=
tal que paran >Ny p 0 es llu 1" + ...+ lu | < e. Por tanto
-+ -+ -8 <
"U'I e u y "<E 0 4dea "S } S" [ S

Entonces (Sn) es una sucesifn fundamental y como por hipdtesis el espacio
[+
" E es completo, (Sn) es convergente, o sea ) u, es convergente.
=1

Ademis es, para cada n: "ul + ..+ un" <§"u1" + ...+ "un" y para n + «

se obtiene la desigualdad (14).

3.6.4. Reondenacibn de series

a. DEFINICION

Dadas Las senies

Pu, oy Iv, | (15)
84 exdste una biyeccibn £f: N » N tal que Vi T Ug gy Para todo k €N, 4é dice

que fa segunda sernie se obtiene de La primera pon La REORDENACION de ténminos
£,
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P. DEFINICION

Una serdie [ u se Lama INCONDICIONALMENTE CONVERGENTE 44 converge funta-
mente con toda otra v que resultn de efla. por neordenacin, y con £a mis-
ma suma,

c. Es conocido del Andlisis elemental que las series numéiicas incondicio

nalmente convergentes son las absolutamente convergentes y sblo ellas.

3.6.5. Noticia sobre 5anu,&uu sumables

a. En espacios normados es @itil esta generalizacidn del concepto de con-
vergencia incondicional, que abarca tambi&n conjuntos no numergbles de t&r-
minos (al menos en principio, ver bz).

DEFINICION

Una familia {u;}; o o de vectores de un e.n. se Llama SUMABLE con SUMA- U
&4 para c’ada“ndme)w positivo e > 0 existe un carzjuﬁta FINI?’O' F§ E I tal que
84 F es un conjunto FINITO que verdifique F_ CF C I, es

w- [ uwi<e,. (16)
i€F

b. Sefialemos sin demostracidn las propiedades mds importantes.

b, Condicibn de sumabilidad en espacios de Banach.

Condicidn necesaria y suficiente para que una familia {u;}; g  de vecto-
nes de un espacio de Banach sea sumable, es que para cada e > 0 exdiste un con
junto ginito F C I taf que

) ull <e
iR

para Zodo conjunto finite R C T disfjunto con ¥, (RN F_=@).

bz.i SL '{ui}i e & sumable, el confunto {i € Ilui # 0} es finito o nume
hable,

3.6.6, Eferncicios

a. (i) Indicar el significado de lim en cada miembro de la equivalencia
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lim x_ = 0 ® lim |x_| = 03
(ii) Demostrar esta equivalencia.
b. Demostrar la propiedad 1lim (xn+yn) Tim X + lim Y, suponiento que
existen los 1imites del segundo miembro.
¢. Demostrar que lim x = h < lim (xn-h) = 0, lim (a,xn) = a.lim X s
aclarando el significado de la equivalencia y de la igualdad con respecto a
la - existencia de los limites, Distinguir lds casos a # G y a = 0,
d. (i) Demostrar que lim x = h = l1lim "xnﬂ = jnl;
(ii) ¢Vale la implicacién contraria?
e. ¢En qué casos es la conveérgencia de la sucesidn (xn) de puntos de E,
equivalente a la convergencia de la sucesion (Hxnﬂ) de nimeros reales?
f. Diremos que una serie ) u, en un e.n. (E, I Iy tiene por mayorante
la serie numérica | v, de t&minos positivos, si Hunﬂ SSvn.“DemOStrar que:
8¢ wna sende [ u tlene una ma_yuﬁc‘;&-ztg ) vI.1 convergente, es absolutamente con
“ue)z'.gen;te.
g. Verificar que ung familia finita de ve.tores es siempre sumable y que

su 4uma en el sentido de 3.6.5 coincide con el concepto elemental de suma de

vectores,

&

3.7. SUBESPACIOS Y PARTES TOTALES

3.7.1. En un e.m. (E, d) cualquier subconjunto no vacio S CE define un

subespacio (ver 2.2.5. b); En cambio, para definir un subespacio de un e.n.

(E, I I ) admitiremos s8lo los subespacios vectorniales de E. Si S es un sub-
espacio vectorial de E, la restriccidn de la norma l'I: E+R as es una nox
ma en S; la llamaremos nouma .nduci{da en S por la norma | | en E. También se

dice que el e.n., definido por esta norma inducida es el subespacic S del e.n.

E.
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3.7.2. TEOREMA

S{ S es un subespacio vectornial de un e.n. E, su adhenencia S en E es tam
bién un subespacio vectonial de E.
Demo s thacibn

En virtud de la equivalencia C2 ® C, de 1,5.4, basta demostrar las im-

3
plicaciones:
(i) XES e y€S = x-y €S;
(ii) x €S = h x €S para todo escalar h.

Demostrnacidn de (i). En virtud del antecedente existen en S sucesiones

(=), (y,) tales que
x = lim X y = lim Vo e

Pgro de ® €5 e Y € S sigue X -y, € S; entonces x-yv = lim (xn—yn) es
un punto de S.

Demostnacddn de (i1). Por el antecedente existe en § uyna sucesidn (xn)
tal que x = lim xn. Pero de X € S sigue h L & S8; entonces hx = 1lim (h xn)

es un punto de S.

3.7.3. Sea E un e.n. v M un subconjunto de E. Recordemos (l.6.4) que el
. . * . -
subespacio generado por M es el menor subespacio M que incluye a M, y estd
formado porlas c.£. de vectores de M. Puesto que toda interseccién de subespa
cios cerrados en un subespacio cerrado se.puede definir anilogamente el sub
espacio CERRADO generado por M como el menor subespacio cerrado MS que inclu

*
ye a M. Es M® = M (ver 3.7.7 a).

3.7.4. DEFINICION
Sea (E, I I ) un e.n. Diremos que un subconjunto T de E es TOTAL 54 el
subespacio T generado por T (1.6.4) es denso en E. O sea si el subespacio

*
cerrado generado por T es todo E: T = E.

En virtud de 1.6.5 esto equivale a decir que T es total si el confunto de
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Las c.f. (finitas) de Los vectores de T es densv en E. A su vez esto dltimo

se expresa asi:

Dados € > 0 y x € E, existe una c.£. de elementos de T:
1 6 + ...+ hr t. tal que lx-cll <g. (1)

3.7.5. Cabe preguntarse si un conjunto total T es conjunto generador de
. R . .
Zodo el espacio E, o sea si T = E, Esto es en genetal falso para espacios
de dimensién infinita. He aquif un ejemplo: Por un c&lebre teorema de Weiers~
trass (ver 6.3), toda funcidn continua en un intervalo cerrado [a,b] es uni

formemente aproximable por polinomios. O sea, en el e.n. Cla,b] con la nor-

ma NNl = sup If(t)l (3.3.3 a), si g € ¢[a,b] existe una sucesién (pn)
a<t'<b ) 2
de polinomios tal que Hgnpnﬂ + 0, Entonces el conjumto T = {1,x,x°, n }

..l,x pe e

% . .
es total pues 21 subespacio generado T , formado por los polinomios, es den-

. . L 2 P s »
80 en Cla,b]. Pero T es parte ptopid de C[ a,b} pues hay funciones continuag .

que 1o son polinomios,

3,7.6., Una aucesion (xn) se llama fotal si lo es el conjunto'{xn} de sus

puntos. La existencia de una sucesidn total se vincula estrechamente con la

separabilidad (3.6.2):'

TEOREMA

En.un e.n. (E, | I ) existe una sucesidn total 54 y s6Lo 54 E es separa-
ble.

Demostracion

Si E es separable, es decir existe un conjunto {xn} denso y numerable,
basta tomar sus elementos en un orden cualquiera para tener una sucesidn to

tal.

Reciprocamente, sea (xn) una sucesifn total. Sea LQ el conjunto de todas

las c.£. (finitas)

e N e

— o~ I
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r, X

1 *1 + ...+ LI (rk € Q). (2)

Entonces LQ es un conjunto numerable y puesto que, por ser (xn) total, el

conjunto L de fodas las ¢.£. es denso en E basta probar que LQ es denso en

L. Asf es, en efecto, pues dado (2), en virtud de la densidad de los raciona
les en R (reales) o C (complejos), el niimero

- <
thxl + ...+ hmxm (rlx1 + ... + rﬁxm)ﬂ \~k

It r~38

1

puede hacerse tan pequefio como se quiera eligiendo convenientemente los .
3.7.7. Ejercicios

o c _
a., Demostrar que M~ = M .

b. Probar que toda base B de E (1.8.3) es un conjunto total.



Capitulo 4
ESPACIOS PREHILBERTIANOS Y DE HILBERT

4.0. INTRODUCCION |

4.0.1. En el marco de los e.n. se estudian las propiedades ligadas a la
vez con la diétancia y con la estructura de e.v. (Podrdn estudiarse, también
en nelacidn con La estructura de e.v., otras nociones fales como La de dngulo,
onivgana&idad;‘eic.? La pkégunia es perfinente pu;s'eétas nociones se presen-
tan en forma natural en el gspacio VA dé los vectores fijos de origen comin
A. La nespuesta se obtendrd viendo c6mo en VA la ortogonalidad entre vecto-
res, y mis generalmente la determinacidn del Angulo de dos vectores, se rela-
cionan estrechamente con una operacién llamada producto escafar o producto
Antenno, 5i bien en Vﬁ'el produ:té escaiar de dos vectores se define tomando
an copsideracifn el Angnle gue formun, se observa que las propiedades de esa
operacibn se obrienen 2 partir de oat de ellss (la conmutatividad y tres vin
culadas con la estrmictura wazeterial). Come estas propiedades admiten una
formilacifn similer en un 2.v, abstracto, cabe considerav los e.v. provistos
de un producto escalar, o sea de una operacifn que tenga esas propiedades. En

tales e.v. hay una métrica no so0lo para las distancias, gino también para los

dngulos.
4.0.2, Producto escalan de veciores gijos.

a. Consideremos el conjunto VA y definamos entre sus elementos (vectores

fijos de origen A) una nueva operacidn (u,v) llamada producto escaflar, que es

una aplicacidn del producto cartesiano VA X VA en el conjunto R de los escala

res (ndmeros reales). Se define asfi:
(w,v) = |u| . |v] . cos@¥) (1)
siendo u el médulo del vector u y (3.v) el dngulo de los vectores u y v,

=90~
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(u,v) (u,v)
A > A
u — u

v, =V cos(u,v)

En otras palabras:

DEFINICION

Se £Lama PRODUCTO ESCALAR (u,v) de dos vectores u yv de V Aa.E producto
de sus modulos porn el coseno del dngulo que gorman.

b. 8i u y v son perpendiculares, u L v, es cos(u’,\v) =0y por (1) (u,v)=
= 0, Recfprocamente, si u # 0, v # 0 y (u,v) = 0, es cos (i;,\v) = 0, Entonces;
dos vectores no nulos son perpendiculares si y s6lo si su producto e.scalat
es O:

Si uf0 y v#0: ulv ® uw=20, (2)

4,0,3, De 1a défin{cidn anterior se_deduce‘(ver seguﬁda figura), que:
EC producto escalar de dos vectores es {gual al mddulo de uno cualquiera
de ellos por La proyecedidn ontogonal del otno sobre éR:

(u,v) = [u] . v, = lv] . u, . 3)

4.0.4. De la definici6n 4.0.2., la propiedad (3),y conocidas propiedades
de las proyecciones, se deduce que el producto escalar tiene las siguientes

propiedades, que son precisamente las que interesan para nuestro propdsito

El' Conmutativa:

(u,v) = (v,u) 4)

E.. Distrnibutiva combinada:

9t

. (U’V + W) = (U’V) + (UQW); V":"‘- (5)

'}

E3 . Asociativa combinada:

(a,u, v) = a.(u,v); ' (6)
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E,- Cardcter deﬁinida POSLELVO 3

(u,u) =0 y (u,u) =0 &Ly 8080 44 u = 0. (7)

Por ejemplo la igualdad (5) se demuestra asi, recordando que la proyeccidn

de la suma de dos vectores es igual a la suma de sus proyeccilones:

(u,v + w) [u| « v+ W), = [u] . v, + wh) =

lul -V, + |u| . W, T (u?v) + (ﬁ,w).
4 1, ESPACIOS PREHILBERTIANOQ
| 4 1.0. Al consideérar vectores abstractos elementos de un e.,v, real o com-
pﬂejo'v cualqu1erd seguiremos un camino inverso al de 4.0.; definiremos un
producto .escalar (u,v) como aplicacifn de V x V en R con propiedades que en

el caso de un e,v. #2eal coinciden con las (4) a (7) de 4.0.4.,y sobre la ba-

ge de este producto definiremos y mediremos longitudes y afigulos.
4 1 1. DEFINICiON

UH e.v. neal (resp.: campﬂeja) V 4e LLama ESPACIO PREHILBERTIANO 44
entre sus elementos u,v,... estd definida una operacidn binaria (u,v)
con nesubtado en R (resp.:en C), Llamada PRODUCTO ESCALAR o PRODUCTO INTERNO,
que tiene con respecto a Las operaciones de e.v. Las propledades siguientes,

que LLamaremos AXIOMAS DEL PRODUCTO ESCALAR:
*

E1- - (V,U.) = (U,Vj . . . (1)
. Distrnibutiva combinada:
u,v + w) = @u,v) + (u,w) (2)

E3. Asociativa combinada:

(a.u,v) = a, (u,v) 3)
E,. Carndeten definido positivo:

(uu) 20 y (u,u) =0 *u-=0. | )

o~ e~ T~

N e N e R T
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4.1.2,

4,1.2. En 4.1.10 a se dan indicaciones ﬂara demostrar:

TEOREMA
De E’;,__E_-2 y Ey 8¢ dedu_cg
(U + v, W) = (U,W) + (V,W) (2')
(u,a.v) = a .(u,v) 3"
m n m n — .
(151 R j-_z-l bvy) igl jgl 21 P30V )y )
(u,0) = (O,u) =0 para todo  u €V, (6)
4.1.3. Notas

a, Si V es un e.v,neal , por ser real el producto escalar la propiedad

E¥ se reduce a la E1 (conmutatividad) de 4.0.4:
“(v,u) = (u,v). . (lR)
Tambi&n en este caso la propiedad (5) se reduce a

( Z aiui’-zijj) = g § aibj(ui’vj)° (SR)

En virtud de (SR), siu= Z a;u;, es

(w,v) = (F agu;,v) = § agtuy,v)
y siv =] b.v, es

J 3]
@,v) = (u,Z ijj) =Z bj(u,vj):

es decir el producto escalar es £ineal en cada uno de sus 6ac1bﬁeb; se dice
que es una forma bilineal.

(SR) y (lR) se expresan diciendo que en un espaclo prehilbertiano neal, el
producto escalarn es una gorma bilineal simétnica.

b. En el caso mis general considerado en este capftulo si V es un espacio
prehilbertiano rneal o complejo, las propiedades (5) y (1) se expresan dicien-

do que el producto escalar es una foiuma hermitiana.
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c. Hasta aqui hemos prascindido del axioma E4. La forma hemitiana (u,v)
se llama positiva si (u,v) = 0 para todo u €V, y sea llama definida posi-
Liva si ademis (u)u) # 0 si u # 0. Entonces las axiomas de 4.1.1. caracterni-

zan un producto escalar como una foama hermitiana definida positiva,
4,1.4, TEOREMA
En todo espacio prehilbertiano se verifica La siguiente DESIGUALDAD DE
CALCHY-SCHWARZ :
2
[tu,v)] < (u,u). (v,v), (M
Demostrhacion

Basta (ver 4.1.10 b) demostrar (7) en el caso em que (v,v) = 1, o sea,

demostrar que:
wo) =1 = [@w]? < @uw. | | (8)
Pot ser v,v) = 1 es |
0 < (ue(u,v)v, u-(u,v)v) = (u,u) + .| W) % @)= @) w,v)= (u,v)(v,u)=
= ) + @) 2 - @ ]? -] @,w)]? = @)= | @) (9)
o sea [(u,v)]% < (,u).
4.1,5. TEOREMA

En todo espacio prehilbertianao se verifica £a siguiente DESIGUALDAD DE
MINKOWSKT :

[ (utv-, _u-l‘v)]]'/2 < (u,u)]'./~2 + (v,v)ll2 . (10)
Demositracion
Es (iJ-l'v; utv) = (u,u) + w,v) + (u,v) + (@,v), vy puesto que la suma de un

complejo y su c;onjugado es el dobie de la parte real, que a su vez no supera al

mSdulo, se tiene, aplicando luego (7):

(utv, utv) S (u,u) + (V.’V.), +~-2;,|§u"..7) |

< (uyu) + (v,v) + 2(u,u)1/2 .(v,v)]'/2

P s U e e T e T e N e S N e U
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Co=le,wt? v w22 - (11) -

y esta desigualdad equivale a (10),

Al

4,1.6. TEOREMA

En un espacio prehilbertiano E, La funcidn | §: E » R definida por

lall = (u,u)!’? (12)
és una nonma.
Demostnacidn

Hay que verificar que se cumplen n, an, de 3.1.1:

n: lul > 0 para todo u de &,

n,t Iyl = 0=u = 0,

ng: Ihoul = |n|. Hul ,

n4: "u-l-v" <"u" -+ Ilvﬂ,

Ahora b:i.e.n,.n1 y n, son consecuencias de EA; n, resulta de "hunz = (hu,hu)=

= hh (u,u) = |h|2 . lluﬂz, y finalmente n, equivale a la desiguéldad de Minkows-

ki (10).

4,1.7. Nota
En un espacio prehilbertiano #eaf hay una m€trica no s6lo para las distan-
cias sino también para los dngulos. En efecto, siu # 0 y v # 0 1la desigual-

dad de Cauchy-Schwarz (7) equivale a

(u,v)
lall , Huf
y en consecuencia se tiene: Si u # 0 y v # 0 existe un dngulo ¢ .y sdlo
uno, tal que
(u,v)
cos ¢ = ' y -nS ¢ <w, (14)
lull , Tl

Esta proposicién permite dar la definicidén siguiente, que obviamente se
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inspira en (1) de 4.0.2.:

DEFINICION

En un espacio prehilbertiano neal se Llama ANGULO de dos vectores u y v iw

nulos, al dngubo ¢ unfvocamente detenminado pon. Las condiciones (14).
4,1.8 DEFINICION (confr. 4.0.2 b)
En un espacio prehilbertiano (rneal o complefo)E , se dice que £os vectores

u y v Aon ORTOGONALES, o que el conjunto’ {u,v}es un CONJUNTO ORTOGONAL, y
se esendlbe u L v si

(U,V) = 0. (15)

Notemos que, por (6)’ el vector nulo 0 es ontogonal a todo vector de E.
4.1,9.DEFINCION

Se Leama SUBESPACIO de un espacic prehilbertianc E a todo Aubw,spac,éo vee~
ibkial sAde E , en el cual el producto egcazaa'ea 2a14241hicc£dn a Sx8§
del: producto esealar en E,

Noxta

Es inmediato ver que esta restriccidn es un producto escalar en S, o sea,

verifica E;, E2,E3 Y Eg- 0 sea, si E es un espacio prehilbertiano eal

[ resp.: complejo | esa restriccidn es (ver 4.1.3) una forma bilineal simétri-

ca [resp.: hermitianal definida positiva.

4.1.10. Efercicios

a, Demostrar el teorema 4.1.2.

T

s
"~ F
4

[anic.: Para (2') se aplica sucesivamente E¥ | E2 y EX ; 1 E3

1°? para (3'), E
y E?; (6) resulta de (2) y (2').1
b. Deducir (7) a partir de la implicacidn (8), con estos pasos:

(i) Si v = 0 vale (7) con = N

(ii) Siv # 0 (7) equivale a la desigualdad que resulta reemplazand v por

a.v con a ¥ 0;

— o~ N

N

7
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(iii) siv # 0, eligiendo a se puede lograr que w = a.v verifique (wyw)= 1,
c. Den;ostrar que la desigualdad de Cauchy-Schwarz (7) vale con = si y s6lo
si {u,v} es 1l.d.
d. En un espacio prehilbertiano #eal la desigualdad de Cauchy-S;:hﬁarz ‘( 7N

es.

(w2 < 0. v, (7)

Demostrarla con razonamiento andlogo al de 3.2.1 a.

e. En un espacio prehilbertiano xreaf demostrar (11) y con ello la desigual-
dad de Minkowski (10) aplicando la desigualdad de Cauchy-Schwarz en el desarro-
11lo del primer miembro. |

f. Probar que f(u,v) = (u,v) es una funcién continua de sus argumentos, o

y vy, existe un ndmero positivo §= s(e,uo,vo) >0 tal

sea que, dados ¢ >0, ug

que | N |
ha- u0"<6 y uv—v‘ou <8 = |(,v) - (uo,vo)|<}.e . (10)
g. Demostrar que en un espacio prehilbertiano real de dimensifn n no existen
n + 2 vectores que formen &dngulos obtusos dos a dos (o sea que tengan produce-
tos escalares todos negativos).
h. (i) Verificar que si' lull = gyl , entonces u~v es ortogonal a utv;

(ii) Interpretar (i) geomé€tricamente en R2.

4,2, ORTOGONALIDAD. ESPACIOS DE HILBERT
4.2.1, En un espacio prehilberntiano  se dice que y € E ¢4 ORTOGONAL a
un CONJUNTO M CE 44 y es cntogonal a todos £Los vectores de M.Se anota

y L M

4.2,.2.TEOREMA

Sea M un subconjunto cualquiera de un espacio prehilbertiano E. EL conjunto

M = (yEEly Ly} §))
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de Los vectores ontogonales a y es un subespacio vectornial de E.
" Demostracidn

Por 1.5.4. basta demostrar que si hl y h2 son escalares, yi 1l Me Yo 1 M=
'=>(h1y1 + h2y2) 1M,

Pero el antecedente significa que

(y1:%) = (y,,%) = 0 para todo % &M,

y entonces es también para todo x €M:

(hyyy + hyy,,%) = h (y1,%) + hyly,,x) = 0,
o sea (hly1 + h2y2) L M. |
DEFINICION
" B subespacio W-dado por (1) se Leama SUBESPACIO ORTOGONAL def conjunto M.
4.2.3. DEFINICION | ‘ o
Un ESPACTO DE HILBERT of un espacio prehilbertiano completo,

4.2.4. ProyecedSn ortogonal sobre un espacio de Hilbert

" Dados en un espacio prehilbertiano E un punto a y un subespacio de H{flbert S,
veremos que se cumplen estés cuatro propiedades que intuitivamente parecen
obvias pero no valen si el subespacio S no es completo:

(i) La minima distancia de a a S, d(a,S8) =

—_—

= inf d(a,x) = inf la~xl 4e afeanza para
pl= x€8

un segmento ab con b € S;

(ii) Este segmento ab es inico;

1
L]
i
[
X

(iii) b es pie de una perpendicular a § por a;

(iv) Ninglin otro punto x de S tiene esta \—/’/

propiedad.
Estas propiedades son objeto de cuatro teoremas

con hipdtesis comlin., En un primer estudio pueden omitirse las demostraciones,

— e~
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HIPOTESIS DE LOS TEOREMAS 1 A 4.
E ¢4 un espacio prehilbertiano, a un punto de E y S un subespacio comple-
to, pon tanto un espacio de Hilbenrt. |

TEOREMA 1

Existe un punto b € S tal que

la = bl = d(a,s). (2)
Demostrhacibn
Sea d(a,S) = inf la-x!l = 6, Existe una sucesién (xn) de puntos de S tal
que lim ||a-xn|| = 6, . Demostremos que (xn) es una sucesién fundamental. Si
N->x

en la identidad (ver 4.2.5 c):
ot 12 + Tuav 2 = 200002 + Bvl?) 3)
se pone u. = awx ,v = a-X, se obtiene

4 ) - ) )
2 (xm‘i- xn)“ + "}.n-xm" = 2("3-xm" + "a-xn“ )

0 sea:
2 2 2 1 2
"xn-xm" = 2(||a-xm|| + ||a~xn|| ) - 4 Ha - —2— (xn + xm)H' . (4)
Para m,n - = cada una de las normas del segundo miembro tiende a § , luego
2

el primer miembro tiende a 2(62 + 52) ~ 4% = 0, o sea, (xn) es una sucesidn
fundamental. Puesto que, por hipdtesis, S es completo, (xn) converge hacia un

vector b € S para el cual es la-bl = d(a,s).

TEOREMA 2

EL punto b que vernifdica (2) es dnico,

Demostracidn -

Sea b' otro vector de S para el cual ﬂa—b'".=_ d(a,s). Aplicando (3) ahora
con u = a-b y v = a-b' se obtiene

l2a= (b + b")I% Ib'=blIZ = 2(la=bl? + la-b'l?)
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4.2.4,
de donde
Ib'bl? = 482 - 4 la- L + b7)12, (5)
2 .
Puesto que l(b—i-b')E S es lla- l(b-(*-b")u'2 >52 y entonces (5) da Ipr-ph2 <o,
2 2 ‘ :

de donde b' = b,

TEOREMA 3

EL punto b de S que verifica (2) es tal que

a-bdSs. (6)

Demostrhaeldn

Si x # 0 pertenece a S y h es un escalar no nulo, es lla-(b + hx)'ﬂ2 > 52

O sea

(a -b-hx,a-b-hx) =520, %)

y puesto que (a-b, a=b) = 52 y la suma de dos complejos conjugados es igual

al dble de la parte real [z+z = 2Re(z)], (7) equivale a:
' 2 2
-2 +Re[h(a=b,x)] + |h]|° Ixl°> 0. (8)

Pero (8) no puede valer para £0d0 h # 0 sino cuando Re(a-b,x) = 0. Andloga-
mente, o sustituyendo x pof ix, resulta Im(a-b,x) = 0. Por tanto (a-b,x)= 0,

y como esto vale para todo x de S, es (a-b) 1 S.

B asdmiPlh i

TEOREMA 4

b es el dnico punto x de S tal que a-b 1l s,
Demo s thacibn

Sea b' € S tal que a-b' 1 S. Entonces, para todo x de S es, por el teorema

de Pitdgoras (4.2.5 a):

lac(b'+ )12 = la-b'l 2 4 Uxl2, (9)

Finalmente, (9) muestra que b' es un punto de S de minima distancia a a :

como por el teorema 2 el {nico es b, es b' = b, -
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DEFINICION
EL punto b de S unlvocamente deteuminado porn (2) o pon (6) se Llama

PROYECCION ORTOGONAL DE a SUBRE S y 4e anota b = Pg(a). La aplicacidn

S

P:E - S 4¢ Llama PROYECCION ORTOGONAL SUBRE S.

4,2.5. Eferncicios
a. Teonema de Pitdgoras. Demostrar que en un espacio prehilbertiano E:

alv = luwd? = 112+ Wul?, (10)

b. Verificar que el producto escalar se expresa mediante la norma asi:
(i) en un espacio prehilbertiano real,
4(u,v) = "u-l-v"z - “u—\,r"2 . (1)

(ii) en un espacio prehilbertiano complejo,
4Qu,v) = Iyt “"u»v"2+ i"u+iv"2 - i"u—iv"2 (12)

¢, {i) Demostrar la igualdad (3)..
(ii)‘IntErﬁfetafla geométricamente en Rz,

d. Mostrar que, con las notaciones de 4.2.4, el conjunto P-l(ﬁ)de los
vectores cuya proyeccifn ortogonal sobre S en 0 (llamado ntcfeo de PS) es
el subespacio ortogonal SL de S,

e. Hallar un polinomio de grado 2 ortogonal en [0,1] a 1 y a x.

f. Sean u y v ¥ 0 vectores de un espacio prehilbertiano V. Hallar el
vector de mddulo minimo de la forma w = ut+xu (Es este vector ortogonal a v?
Repregentar.

g. En R?, hallar la proyeccifn ortogonal w de v = (2,1,3) sobre el subespa-
cio generado por {u} ={(1,0,1)} .

h. Probar que si S es un subespacio de un espacio prehilbertiano V, enton-
ces el conjunto de vectores x € V tales que (x,u) = 0 para u € § es un subes-

pacio S 1 tal que
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4.2.5.

s Nst= G y SU s =V

Sl se llama complemento ortogonal de S en V.

i. en R3,hallar el complemento ortogonal del subespacio generado por -

‘ {(2313‘1) }.

4.3. EJEMPLOS DE ESPACIOS PREHILBERTIANOS Y DE HILBERT

4.3.0. De entre los e.n. considerados en 3.3 y 3.4, veamos culles son
prehilbertianos, y de entre &stos cufles son de Hilbert.

4.3,1. La recta real R y 1 plano complejo C, que son e.n. con la norma
fxh = |x|, son espacins prehilbertianos. En efecto, la norma deriva del

producto escalar (4.3.7 (1))

'

{x,y) = z.y (1)

=3

. 2
pues para y = x resulta (x,x) = X% |

Ix|* = Ixt?,

Ambos son espacios ds Hilbert, pues son dompletos (ver 3.3.5d y e).
4,3.2. Los e.n. R" y c? , con la norma (ver 3.3.1)

12t
2.1/2
b= ¢ F 0 fx DY (2)
lk=1
son espacios prehilbertiands. En efecto, la norma deriva del producto escalar

(4.3.7 (i1)):

(x,y) = kg]_ xk';k' [x = (xlx"'sxn)v y= (yl""yn) I, 3)

pues para y = x resulta (x,x) = J |xk|2 = "xﬂz.

Ambos son espacios de Hilbert pues son completos (3.3.5 dy e).

4.3.3. Los e.n. KZ(R) y KZ(C) de sucesiones reales o complejas de cuadra-

do sumable (3.3.2), ambos con la norma

Il = ( kzl|xk|2)1/2 B PRI (4)

son espacios pfehilbertianos. En efecto, la norma deriva del producto escalar

(4.3.2. (iii)).

-

S

N N



4,3.3. -103~

x,y) = } Xk;k’ [x=(x1,...,xn,=..) €L,; y=(y1,...,yn,...) € £2] (5)
k=1 - '

pues para y=x resulta (x,x) = ) lxklz = lIxl?,
Anibos son fambién espacios de Hilbert pues son completos (ver 3.3.5 f).

4.,3.4. Los e.n. Ala,b] vy Cla;b]l de las funciones respectivamente acotadas

y continuas en el intervalo cerrado [a,b], ambos con la norma (ver 3.3.3)

gl = sup |£(t)| , (6)
as<t<hb

no son espacios prehilbertianos: se puede demostrar que la norma (6) no pue-
de obtenerse a partir de un producto escalar.

4,3.5. E1 é.n. sza,b] de las funciones continuas en [a,b] con no rma

(3.3.3 b):
b
Il = ¢ J

1£¢e)|? ae)l/? )
a .

es un espacio prehilBérfiano.'En efecto, la norma (7) deriva del prodicto
éscalar (4.3.7 (div)):

b
(£,8) = J £(t) g(t) dt

a

: b
pues para g = f resulta (f,f) = J lf(t)lz dt = Hfﬂg.
a

Puésto que Cz[a,b] no es completo (3.3.5 ¢), da un ejemplo de espacio pre-

hilbertiano que no es espacio de Hilbert.

4.3.6. Nota

En cambio I2(3;4.6 y 3.4.7) es un espacio de Hilbert, De los e.n.iﬂp e Ip
considerados en 3.4 s6lo son prehilbertianos 22 e IZ’ y ambos son espacios
de Hilbert.

4.3.7. Efercicdo

Verificar que:

(i) (1) es un producto escalar en R y en C,

(ii) (3) es un producto escalar en R" y en Cn,
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(iii),

(iv)

(5) es un producto escalar en 22

(8) es un producto escalar en C2[a,b].

4.3.7.

P e e e Y

TN N
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Capitulo 5

SERIES DE FOURIER EN ESPACIOS DE HILEERT
5.0, INTRODUCCION

5.0.0. Los tenrs de este capitulo 5 se refieren a espacios prehil>2rtiapes,
a veces necesalriamente completos o de Hilbert, Pero si se los refiere al e.v.

de lo

v

vectoes fijos de arigen comin

[44]

I . o - . H

en el @spacio ordinario tienen un ca- J¥~
rdcter tan elemental e intuitivo que
resulta muy orientadora su presenta-

cin previa e informal en ese caso.

(65 4

0.1, 81 los vectores ¢1, ¢2, ¢3
de ovigen 0 son dos a dos perpendicu

lares diremos que el conjunto’

19,3 = {3,,0,,6,) es ortogonal, Si a
demis tisnen mddulo o norma 1 dire-

o8 que {¢i} es un conjunto ortogonal

y normal, o confunto orftonormal,
Un conjunto ortonormal'{¢i} estd caracterizado por la siguiente fubfa de

vioductos escatlares:

(4.,9.) =8.. = {1)
] H =0 si i#%]

mes por ejemplo (¢1,¢2) = 0 equivale a ¢1 i ¢2; y (¢1,¢l) = 1 equivale a
e, 1= 1.

5.0.2. Llamzremes sd{atema orfonoimal a un conjunto otrdenado (6;) = (67495,93)
vz cemple (1); (4;) define un sdstema de coorndenadas para los vectores de

oo ), mes ef el vector £ se expresa por la-c.f.

~105~
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f = ety + cyuby + gy (2)

esti determinado univocamente por la tema ordenada de niimeros (cl’CZ’C3)'
5.0.3. Multipliquemos escalarmente ambos miembros de (2) por cada uno de

los vectores ¢i; se obtiene

(f’¢1) = cl((pl’d)l) + C2(¢2»¢1) + C3(¢33¢1) = cis (3
vy reemplazand® en (2) resulta:

Los coeficientes c, = (f,¢i) de la c.f. (2) 6 (4), o coordenadas de f, se

llaman tambidn coéficientes de Fourier de £ en el sistema ortonormal b:)s Y

el segundo miembro de (4) se llama suma de Fourien de f en el sistema (¢i).

5.0.4., Para indicar que j c;¢; es la suma de Fourier de f se anota

f A Z'ci¢i, que se lee "f tiene potr suma de Fourier a X ci¢i"' Entonces

£afed, ® o= (£,9)). (5)

5.0.5. Con referencia a (2) tenemos a la vez

f = Z ci¢i Y f Z ci¢i. {6)

Esto pareceria indicar que el simbolo n es superfluo pues puede sustituir

se por =, Pero en el sistema ortonormal (¢1,¢2) = (¢

i = 1,2,* 5%

cy = (f,¢l) y e, = (f;¢2); es

f c1¢1 + c2¢2, peso f # c1¢ + c

1+ % (73

si £ no pertenece al plano de ¢1 y ¢2: subespacio S generado por {¢1,¢2} En
cambio, es

cidy + ey, = PS(f),

(8)

donde Ps(f) es la proyeccidn ortogonal (4.2.4) de f sobre el subespacio cerra
do S.
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5.0.6. Formemos el 'cuadrado escalar' de (2), o sea, multipliquemos cada

miembro escalarmente por €l mismo. Resulta por la bilinealidad:
(£,6) = (Q esoy, o) = D1 ego (85.6).
; i k ik °
Pero, por (1), en la suma doble para cada i sSlo subsiste el t&rmino con
k = i, para el cual es (¢i,¢k) = (¢i,¢i) = 1, Resulta asi

c2 + c2 + c2 = |f|2

1t ey te )

que expresa el llamado feorema de Pitdgoras-Parseval.

5.0.7. Consideremos otro vector g, tambi@n expresado por su suma de Fou-

rier en el sistema ortonommal (¢l,¢2,¢3):
g = dj¢) + dyby + dyo, (10)
con di = (g,¢i) (coeficien;es de Fourier de g) y formemos el producto. esca

lar de (2) y (10). Resulta.

(£,8) = (F c;0;, ] do) = § { cid (,,0) = [ c d.

i

Esta igualdad:

Z cidi (f,8) (11)
con ¢, = (f,¢i), di = (g,¢i) coeficientes de Fourier de f y de g, se llama

Lgualdad de Panseval y generaliza el teorema de Pitdgoras-Parseval pues to-

mando g = £ en (11) resulta (9).

)

5.0.8. Volvamos al sistema ortonormal (¢1,¢2) = (¢ De la igual-

i

i=1,2
dad (8), formando su cuadrado escalar, resulta el teorema de Pitdgoras~Par-
seval para Ps(f):

) .
2+ e = p(6)|?. (o")

Pero |PS(f)|2 <§|fl2; cutonces (9') da para f la llamada desd{gualdad de

Bessel:



-108~

5.0.8

2 2 2
c1+c2<[f| . (12)

o sea, en un sistema ortonornmal cualguiera (aqui (605 - 1,2 ) La suma de

Zos cuadnados de £os coeficientes de Fourier de un vectorn £ no:supera al
cuadnado de su médulo,

5.0.9. Si £ = 0&, la distancia de A al plano S es

y puesto que &sta es la menor de las distancias de A a un punto cualquiera

a1¢1 + a2¢2 de S, tendremos:

|f-(c1¢1 + c2¢2)] s:[f-(a1¢1 +a,0,) | (13)

(13) expresa una importante PROPIEDAD DE MINIMO de los coeficientes de
*Fdhrigr eyt de entre todas fLas c.2. } asb., La. que mejor aproxima. a £ por
hacer mtnimb'ez méduto de fa diferencia f- : asb., o4 La. qde tiene ponr coe-

ficientes Los coeficientes de Fourlen cye
5.1, SISTEMAS ORTONORMALES

5.1.1. En un espacio prehilbertiano, un conjunto {g,h,r,...} se llama o1
togonal si sus elementos son dos a dos ortogonales: (g,h) = 0, (g,r) = 0,.

El conjunto se llama noamal si sus elementos tienmen norma 1: lgl = Inll = ...

~ess = 1, Para decir que un conjunto es ortogonal y nomal se usa el monstruo

i'_d_iomét ico "ortonormal'.
DEFINICION

 Un conjunto s de elementos de un espacio prehilbertiano se LLama CONJUNTO
ORTONORMAL 54

1 si f =g
f,e €s = (f,g) =
0 si f # g.
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5.1.2. Ejemplo
En el espacio prehilbertiano C2{0,1] de las funciones continuas en el in

tervale [O,}l]:, con el producto escalar (ver 4.3.5)

' 1
(f,g) = [ £(x).g(x) dx )
o
el conjunte
ol ep ton 4 (m) = 27X ~ 1

donda el c¢onjunto Z de indices es el de los enteros 2 = {0,%1,%2,...} es

crtonormal, En efecto, si r # s es

1 1 92ﬂi(r-s)x .

; |7 Zwirx -2misx _ ri(r-s)x -, |e————]
(¢r’¢'s)‘ i J ¢ -® dx = J © dx = 27i{r-s) 0 =9

0 g : .

(¢r.¢ri = j Qrive ~2mirz o I dx = 1.

El conjunto ortonormal (2) se 1lama Prigonométrico debido a la relacidn
antre las exponenciales imaginarias y las funciones circulares:

élt' = ¢os t + 1 sen t.

5,1.3, TEOREMA .
En un espacio pneho&butcano seprable £, iodo conjunto ortononmal S ¢4
ginito o numerable ,

" Demostracidn
Por hipftesis existe .un‘ conjuntn {fn}n €N numerable y denso en E. Por
tanto, a cada £ € 8§ se";{eﬁe asignar ur Indice k = I(f) de modo tal qué
: ﬂf—-fkll < VZ/4. .2.robexms- que estz aplicacidn I: S + N es inyectiva, o sea que
. si g es otno eleménto de S(g # £), el Indice j = I(g) que se le asigna debe

,.ser diferente de k. En efecto, es
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le-gh = (E-g, £-01/% = (1410012 = T < hem, b+ bt Ig gl

y, puesto que Hf-fkll + |lfj-g|| < (/5/4) + (V2/4) = ¥2/2, debe ser "fk-fj" =

= /E/Z y entonces fk # fj' Esta inyeccidn de S en un conjunto numerable N

prueba que S es finito o numerable.

5.1.4. a. En lo que sigue hemos de considerar espacios prehilbertianos o
de Hilbert Aeparables. En virtud del teorema precedente, con todo conjunto
ortonormal puede formarse una Auces{6n finita o infinita (q:i) = (¢1,¢2, ve),
que llamaremos Afstema ontononmal, y es

0 si 1i#k

(¢i’¢k) = aik =

, 1 si i=k.

b, Si el sistema ortonormal (q)i) tiene n elementos convendremos en que en

N ® L
una suma como [ c;6; con N>n, o en una serie como . T c;¢;» se reemplazan
L i=1 ‘ oo ‘ - =l e
por 0 los t&€rminos con i > n. '

5.1.5. Ejencicios

a. Verificar que el conjunto (2) es ortonormal en el espacio Cz[a,a+1]
(se dice tambi&n que el conjunto es ortonormal en el intervalo [a,a+l}).
. ip . - oinx
b. (i) Verificar que el conjunto {e }n €y ©s ortogonal en [-m,n];
(i1i) Multiplicando cada funcidn por una constante conveniente, obtener
que un sistema ortonormal en el mismo intervalo es {e'™*/v2r }n € g°.

c. Probar que todo conjunto ortonormal {d)i} es £.1.

d. Verificar que los conjuntos

. [+ . ' o
{cos n t}n =0 Yy {s¢n n t}n -1 3)
son ortogonales en fOox] y hallar los siguientes sistemas ortonormales en el
mismo intervalo:

[~-]

-]'—U@connt Y (ﬂz.sennt . (%)
3

n=1 n=1 '
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[ Indicacidn, Usar
cos p t.cos g t = %n[cos(p+q)t + cos(p-q)t] {5)
sen p t.sén qt-= %-[cos(p—q)t - cos(p+q)t].] . ‘ (6)
e. (i) Verificar que el sistema (s{stema trigonométrnico)
1, cos t, sen t,..., cos n t, sen n t,... {7

es ortogonal en [0,27] pero no en [0,7];

(ii) Probar que el correspondiente sistema ortonomal en [ 0,27] es

1 cOos X sen x cos n1 X senn X (8)

3 4o ’ ’ 9 LI

aw A N v

[Indicacidn. Usar
cos p t.sén-d't'= %ﬁ[seﬁ(p+q)t—sen(b—q)t].] ' {9)

5.2. CONSTANTES DE FOURIER. APROXIMACION OPTIMA

'5.2.1, DEFINICION

Dados en un espacio prehifbertiano cﬁaﬁquie}m E un conjunto ortonormal
S = {¢i}i€[ y un vector £ € E, se LLama CONSTANTE DE FOURIER o COEFICIENTE
DE FOURIER (c.F.) de £ respecto del elemento o de s, al mimeno

e, = c,(E) = (£,¢). (1)

5:2.2. Elijamos un ndmero finito de elementos ¢1,...,¢n del conjunto S y
propongidmosnds el prdbleﬁa’siéu{éhﬁé:
PROBLEMA

Determinan £os coegicientes ay de £a c.&.

g = a1¢1 + a2¢2 + ... + an¢n (2Y

de modo fal que el resultado g d¢ La mefor aproximacifn en noama a £. 0 Aea,

deteuminan £os a, de modo que sea minima La norma lf-gll,
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5.2.
SOLUCION
Es |
9 n n
lE-gl® = (fF-g, £-g) = (£= ] a;é., £= [ a.0.) =
- i=1 j=1 1
n n n n .
= - . (£,0.)- (e.,f . a.(d.,9.).
(£,£) j£1 a; (£,99) igl a; (¢.,£) + igl jgl a; a:(4;:45)

Por ser'{¢i} ortonormal, en la suma doble, para cada i s6lo queda el t&r-

mino con j = i, para el cual (¢i,¢j) = (¢i,¢i) = 1, y teniendo en cuenta (1)

queda:
le-gl? = lgl2.y ac,-la, T +la 1"

ien2 _— —
= lIfl” + Z(ai-ci)(ai c;) - ’ c; ey

0 sea;
D w2 a2 2 2 -
If-gl® = HEN° - ] |cil + ] |ai-ci| . (3)
Esta igualdad nos da la solucidn del problema. En efecto, losz coeficien=~

. 2
tes a; a determinar s8lo aparecen en la suma Z |ai—ci| que toma su valor

minimo (cere) si a; = c;. Entonces la c.£. (2) de aproximacidn 6ptima a f

en norma es la que tiene por coeficientes los c.F. de f:

n n

g, = 1 c;0.= [ (£,099,.

i=1 i=1

(4)
Notemos que £a solucidn es dnica, y que el valor que hay que dar a cada
coeficiente a; en (2) depende 46L0 de ¢; y no de o4 otros elementos del con

junto ontononmal. Esto dltimo tiene importancia en los cdlculos pues si se

busca una aproximacidn mejor mediante una c.£. como

al¢l + ... + an¢n + an+1¢n+l + ... + am¢m,

subsisten Los valores ya caleulados para Los n prnimeros coeglcientes.

5.2.3, Tomando en (3) a; =c; = (f,¢i) se obtiene la siguiente §dwmula de

Bessel que expresa el cuadrado de la norma If-gl mfnima:

2

—_
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n

{20 S YN A - L S PO L (3)
; ivi . i :
i=1 i=1
De aquf resdita,-ppr ser =0 el primer miembro, la llamada desd{gualdad de
Bessedl:

n .
Iolegl? < nen?, (6)
i=1

5.2.4., Ejencicios

a. Demostrar que para cada elemento f de un espacio prehilbertiano E con

un nj o ortono ' I
conjunt normal {¢1}1€I

(i) Los c.F, no nulos constituyen un conjunto finito o numerable

'{cl,c };

2,.!0

(ii) La serie Z ,cilz es convergente, y
i=1

[}

Z :lcilz 5; "f"z; | : (D

i=1

(iii) lim |cn| = 0.
n-o
b. Probar que dado en un espacio prehilbertiano E un conjunto ortonormal

S ='{¢i}i€i, cada vector f de E es ortogonal a todos los ¢i con excepcidn de

un conjunto finito o numerable.
c. En las hip6tesis de a, probar que para cada par f,g de funciones de E

converge absolutamente la serie

néi c,d -~ con c = (£,0) y dy = (256). (8)

5.3. SERIES DE FOURIER
5.3.1. Con las hipbtesis y notaciones de 5.2.1, se dice que la serie
X c ¢ esla sendie de Fourndien (s.F.) de f € E, y se anota
£l ety (1)
si los coeficientes c  son los c.F. de f en el sistema ortonormal'{¢n}; Q

sea, (1) equivale a



~114~

5.3.1

c, = (f,¢n). (GRS

5.3.2. Nos limitaremos a un ejemplo muy importante. Vimos en 5.1.2 que cn
C2f0,11 un conjunto ortonormal es
. _ 2T inx

{¢n}n€2 = {e }nGZ (2)

donde 2 = {0, *1, *¥2,...} es el conjunto de los enteros. Si f(x) es una fun-

cién continua en [0,1],

m -
F(x) ~ Z c e27r1nx

. (3)
n

@

significa por definicién que los c, son los c.F. de £, o sea que

1 1 . :
c = (£,0) = f £(x).¢_(x)dx = j £(x) e 2"iM¥gy G
0

Destaquemos que (3) indica 40famente que vale (3'). En particular (3) no
‘indica nada sobre el cardcter de la serié, ni si en el caso de converger pa-

ra un valor de x, su suma es o no es f(x).

5.3.3. Procuremos justificar la eleccidén de los c.F. c¢_ como coeficien-

tes de una senie (la s.F. de f) y la decisidn de destacar el vinculo de esta

serie con f.

%
a, Indiquemos con Z, una suma finita. Por lo visto en 5.2.2, toda suma fi
. * i - . . . .
nita Z c e2ﬂ1nx de t&rminos de la s.F. (3) aproxima a la- funcidén f en noama
. . , : * 2rinx
(en nuestro ejemplo en media.cuadrdtica) MEJOR que toda otra c.f. [ a_ e

de las mismas funciones. O sea:

1 ; 1 .
J lf(x)_z* cn e27r1nxl2dx <;J If(x)‘X* a_ e2n1nx|2dxo

(4)
0 0
Sd8o en el caso en que la norma minima
1 . 1/2
%
le-3* c o Il = {j HO N cn.e2"1“x|2dx} 5)
0

pueda hacerse tan pequefla como se quiera tomando c.£. con mds y mids términos

e~ o~

S~
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(veremos en 5.6 cuindo ocurre esto) la s.F, | c ¢, converge en nouma hacia

f, 1o que se anota
Legd =t (6)
%
y significa que para cada € > 0 existe una suma finita Z cn¢n tal que
e~ 3* I < .
£-1" c_o I <e. (6"
En cambio, en general,
no e ) cn¢n(x) = f(x) (7N

pues esta igualdad indicaria que para cada x la serie numénLca Z c ¢ (x) con-
verge, y que su suma es ef nimero f(x), y ni una cosa ni otra resulta de (6),
donde las funciones ¢n v £ son elementos de un e.n.

b. Consideremos la siguiente funcién-definida por una serie:

2w1kx

f(x) = Z b, (8)

sus c¢.F, se calculan asf por (3'), duponiendo que se pueda Lnteghar Zé&unino
. a téumino:
1 e onikx, -2minx 2 1 omi(k-n)x
c_ = (J] b e e dx =} b e dx = b
0 0.
pues la dltima integral vale 1 si k = n y 0 si k # n (ver 5.1.2). Entonces

fx) v [ b eTX, (9)

-0

c. Senalemos un caso importante en el cual el cidlculo formal hecho en b
se puede legitimar, y entonces, en virtud de (8) y (9) puede sustituirse =

por " o0 viceversa.

TEOREMA
8¢ £(x) es La suma de una serie (8) uniformemente convergente, é€sta es La

4.F, de f(x).



~116~ 5.3.3

DeJnOé,i“)Lac,Mn

Al multiplicar por e que es una funcidn acotada, no se destruye la

convergencia uniforme de (8), y puesto que una serie uniformemente convergen
te se puede integrar t€rmino a témino queda legitimado el cdlculo formal he
cho en b.

Noxta

Este es un teorema especial, referido al conjunto ortonormal (2) y a una

serie thigonométrnica (8). Puede enunciarse asi: 44 una serie trnigonoméinica
converge unlformemente, es La 4.F. de su suma. Por ejemplo, un "polinomio

. TR v 2rin
trigonom&trico™ [ b e ¥ es la s.F, de su suma.

5.3.4. Efercicios

a, De (3) [o sea, de (3')] deducir que:

(i) A : a.f(x).~ ] a cn.ezﬂinx; . ' - (10)
(ii) Si k es entero (k € 2), entonces:

e2n1kx'f(x) n Z - e2ﬂ1nx; (11)

(iii) Si r es real (r € R) y f es periGdica con perfodo 1, entonces

. £ (x+1) n Z-(Cn eZﬂlnr).e2w1nx

(12)
[fomalmente ] c_o2"in(#D));
(iv) S 1 ) R A e2Minx (13)
W) 0 f n [ & (14)
[formalmente, con -n = m: £(-x) & J c 2min(=x)y
b. De (3) [ sea, (3")] ¥y
g:('x) v d 2 inx o sea: (g(x), 2inXy _ a (15)

drducir

£(x)+g(x) v ) (cn+dn)e2”inx. (16)
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c. Llamemos convofucidn de £(x) y g(x) a la funcidn £ * g tal que
' 1
(f * g)(x) = I f(t)g(x-t)dt. (17)
' 0
Deducir de (3) [o sea, (3")] y (15), que

(F*g)) v ]ed g2 inx (18)

d. Sea.g la funcidn definida por g(x) =g(-x). Pongamos £ # g = £ * E, o

sea
1
(£ #8)(x) = J f(t).g(t-x)dt. (19)
0

Deducir de (18) y a (v), que
€ # )0~ [ e d ™, (20)

e. Deducir-de (13) y (20) que

- 1 —— 2 2minx
(f #£)(x) = J E()ECe=x)dt ~ [ |c |“.e ) (21)
0

f. Verificar que si v es c.£., de un conjunto onzogonal'{ur}rei, es decir,

exigten escalares Cys Cosevesc @ indices Tis ToseeesTp tales que v = cu_ +
. 2
+ ... + c.r , entonces:
n v,ur_)
i
c, = 7 "
T
It |
1

5.4, CONVERGENCIA DE LA s.F. EN UN ESPACIO DE HILBERT

5.4.0, En esta seccidn supondremos siempre que E es un espacio de H{lbernt

separable, Entonces (5.1.3) un conjunto ortonormal de E es finito o numera-

ble,

5.4.1. TEOREMA

Sea (cpn) = (¢1,¢2,...) un sistema ontonormal en E. la sernie [ ak¢_

k=1 k
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5.4.1
es convengente en E, es decin converge en norma La Auc@é&dn (€)= ( Z a9,),
54 y 8620 84 converge La sernie de téaminos positivos Z |ak|2. !

Ademds a4 f_n + £, enfonces a = (f,¢k), es decin, Kaléenie kzl a, by, eal
5.F. de su suma f.
Demostracidn
Si m > n se tiene
2 m m m 2
it - [k=§+1 1w k=g+1 ak¢k] i k=§1+1 2] (1)

Entonces, para que(fn) sea una sucesidn fundamental en E es necesario y

suficiente que para m,n + = el Gltimo miembro de (1) tienda a 0, pero esto
©o

. - . 2

ocurre si y sdlo si Z Iakl es convergente, Por otra parte, puesto : e E
k=1

es completo la sucesidn (fn) es convergente si y s6lo si es una sucesidn fun

damental, y esto completa la demostracifn de la priemra parte.

si fn + f en E (o gea, an-fu + 0), por la continuidad del pfbducto esca-

lar (4.1.10 £) tenemos para n > k:

a, = (fn,¢k) > (f,¢k) para n > «,
y como a, no depende de n debe ser a, = (f ¢k)

5.4.2. TEOREMA

Sea (¢ ) un sistema orntononmal en E. Para toda f € E, su 4.F.

[-<]

kgl Cper by con e = (£,8,) ‘ - (2)

converge en E (0 sea, segin La norma). SL su suma es s, entonces f-s es on-

Zogonal a todas Las 9,

Dem04inaciqn

De la desigualdad de Bessel (5.2.3) sigue que Z ,cnlz es convergente

(5.2.4 a (ii)). Entonces, por 5.4.1 converge la s.F. (2). Finalmente

(£-s,6_) = (£, )-(s,9 ) = c —c_=0

n

I~
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pues (s,9¢ ) = c_ en virtud de la dltima parte del teorema de 5.4.1.
>"n n

5.4.3, TEOREMA (Condicidn de representabilidad)
Sea (¢_) un sistema ontononmal en E. Pana que un elemento f de E sea La

suma de su 4,F., 0 sea parna que
f = § Cyr b con ¢, = (E.9) 3)
| k=1
es necesarnio y sugiciente que £ pértenezea al subespacio cermrado s€ generado

por el confunto S = {o }.

Demo stnacidn

La condicifn es necesaria pues si f estd dada por (3) es f € sC. Su| nga-
mos ahora que £ € s¢ y sea s la suma de la serie Z ak'¢k (que converge por
5.4,2)., La diferencia g = f~s pertenece a Sc'y es ortogonal a ;odas las ¢n.
Ve/LeméA ‘queg=6,o»32af=§. | | |

En efecto, por ser g ortogonal a todas las ¢n es ortogonal al subespacio
generado por ellas, y por la continuidad del producto escalar (4.1.10 £)
tambi&n a su adherencia S que, por 3.6.3 es s®. Puesto que también g € SC,

es g ortogonal a si misma: (g,g) = 0, y entonces, g = 0.

5.4.4. Efencicios

a. Interpretar la Gltima parte del teorema de 5.4.2 en la figura de 5.0.1
y con referencia al conjunto'{¢l,¢2}.

b. Interpretar el teorema de 5.4.3 en el ejemplo de 5.0 y con referencia

al conjunto'{¢l,¢2}.

5.5. CONSTRUCCION DE SISTEMAS ORTONORMALES., EQUIVALENCIA

5.5.1, La demostraci6én del teorema siguiente muestra c6mo se puede cons-
truir una base ortonormal para el subespacio generado por los elementos de

una sucesidn.
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TEOREMA

Dada una sucesion (£.) de elfementos de E con £ 7 0 para adgin n, existe
un sdstema ontonormal (¢_) que genera el mismo subespacio cerrado que el con
junto {f }°

n

Demo s thacibn

Determinemcs por recurrencia: (i) Una subsucesidn (f;) de (fn) tal que
{€1} sea £.i. y genere el mismo subespacio y el mismo subespacio cerrado
que {fn}; (ii) Un sistema ortonormal (¢n) tal que para todo r{¢1, . ,¢r} y

{fi,...,f;} generen el mismo subespacio.

(1) Sea fi el primer elemento no nulo de la sucesidn (fn), sea fé el pri

mer elemento de (fn) que no sea £.d. de {fi} (es decir, que no sea miltiplo

de fi),... Supuestos determinados los elementos fi,...,fé de la subsucesidn,
Af£+l es el primer elemento de (fn) que no seu E.d.,de'{fi,.,.,fi}.

(ii) Aplicaremos a la sucesion (£}, £5,.4.) el siguiente procedimiento

recursivo, llamado proceso de ortonormalizacidn de Gram-Schmidt (J.P. Gram,

1883, E, Schmidt, 1907), que consiste en definir paso a paso dos sucesiones

(&) v (¢) asi:

g, = £ ¢ = g,/ Mgyl
By = £3 = (Fps0)0y, by = 8yl gyl
gy = £3 - (F3:900) = (E3,0909y, 03 = g3/lgyl;
L TP PP PP RRPE e ereenn
= f' ' = v .
Bery ™ Flnm L Flapt)og b1 = Birr/ Moy I3

Es inmediato vetrificar 4ucesivamente que
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5.5.1
(¢1,¢1) =1
(8,,9;) = 0 .{¢1,¢2} es ortonormal
(83,¢1) = (g3,¢2) =0 '{¢1,¢2,¢3} es ortonormal
(gk+1’¢l) =,..= (gk+1,¢k)~= 0 '{¢1’¢2""’¢k+1} es ortonormal

El proceso para definir (gn) y (¢n) se corta si y s6lo si el conjunto
: ' - 3 - - - - - -
{fn} es finito: definidos BysersBy ¥ $1re0endy s se define g4 Salvo en el

caso de que la sucesidn (f;) termine en fé.

Definido g, , no podria definirse ¢4 Si fuera |igk+1|| =0, o sea g, = 0.
1]
Pero en tal caso seria fk+1 £.d. de {¢1,..,,¢k} y por tanto £.d. de

{£],...,£!} 1o que mo es posible en virtud de (i).

5.5.2 DEFINICION
Dos sistemas ontonormales en un espacio prehilbertianc & se LLaman EQUI-

VALENTES &4 generan el mismo subespacio cerrado.

5.5.3. Se puede demostrar (ver 5.5.4 b) que para que dos sistemas ortonor

males (¢n) y (wn) sean equivalentes es necesario y suficiente que

=]

j£1 N T (1)

b =
J

nr~18

. (s 9509, Y. %

o sea, con ki = (wk’¢j); Y = L ckj¢j’ 9 = ! ¢ik wj'

5.5.4. Efercicios

a. Ilustrar geom@tricamente el proceso de Gram-Schmidt si {f!, fé} es £.1.

en R2.

b. Demostraf la afirmacidn de 5:5.3 utilizando el teorema de representabi-
lidad (5.4.3).
POLINOMIOS DE LEGENDRE (ejercicios c a £).

c. Por ortogonalizacidn del conjunto de funciones {l,x,xz,x3,x4} con el
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5.5.4
producto- escalar
1
(f,g) = J f(x)g(x)dx, (2)
-1 ‘
cbtener el conjunto
g, =1 =X, g, = x2 -1 g, = x3 - éx g, = x4 -52, Q—J
0" 8 7% & 3> &3 5% & 70 T35

d. Demostrar que los polinomios pn(x) que se obtienen ortogonalizando el

sistema
(l,x,xz,...,xn,...) (3
respecto del producto escalar
b
(f,g) = I £(x).g(x)ax (4)
a
son
1 X x2 e X
mo ml m2 ¢ 00 L] mn
pn(x) = Cn ml m2 m3 EERE] mn+1 » (5)
n-1 ™-2 "n-3 *°* M2n-1
giendo cn constantes
b . br+1_ar+1
m ='( x & = (r=0,1,2,...). {6)
r r+1
a
[ Indicacibn. Si pk(x)/ck = aO =+ alx + e F ak X es otro de estos dete -

#inantes, con k <n, es

e
b k b .
(p (2),py(x)) = J p, (x)p (x)dx = ¢ é a. J p, (x) x)
* a a

Por otra parte, multiplicando por ) 1a primera fila del determinante en

{5} = integrando, resultan determinantes nulos para j = 0,1,...,k.]

2, Con referencia a d, hallar los factores c, en funcién de los momentos
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m de modo que:

(i) Los polinomios pn(x) queden normalizados;
(ii) Sea pn(l) = 1.
f. Con referencia a d:
(i) Probar que los polinomios pn(x) pueden expresarse (salvo un factor
kn) por
at n n
p_(x) = k_ —1[ (x-a) .(x-b) ]. (7)
n D0
(ii) Hallar el factor kn de modo tal que:
1°) Los polinomios pn(x) queden normalizados;
2°) Sea pn(b) =1,

g. Se llaman pofinomios de Legendre los polinomios

Po(x), Pl(x),...,Pn(x),...,[Pn(x) de grado nl,

obtenidos 'por'ortogonaliza'cis'n de las funciones (3)1-<respé¢t'o del producto es -

calar (2), y tales que Pn(l) 1, Probar que se .expresan por la 6dfr.mulia de

Rodnigues
n
Po(x). = ——— 9 2.Hm, (8)
n 200! dx

h. Partiendo de la f6rmila de Rodriguez (8) hallar la siguiente f6rmula

general de los polinomios de Legeridre

P '
Pn(x) = Z’ (—1) . (2n—2p). Xn—2p (9)

2% pl(n-p)!(n-2p)!
dnde la suma se extiende a todos los enteros p tales que 0 <n-2p <n, 0
sea 0 Sp Sn/2,

i. Probar que el polinomio de Legendre Pn(x) es una funcién par o una fun
cidén impar segﬁ'r.l. sea el indice n par o impat.

j. Comparando los coeficientes de tres polinomios consecutivos resulta la

siguiente §0mumula de recurrencia :
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5.5.4
nPn(x) = (2n—l)xPn_1(x)—(n—l)Pn_Z(x), (10)
vdlida para todo valor de x, y desde n = 2,
De (10)-y PO(x)'= 1, Pl(x) = x, deducir las expresiones de Pz; P3 y P4.

k. Con el mismo método de j, de comparacidn de coeficientes, resulta esta
g6rmula de recwwrencia para fa derdvada Pé(x):
2 ' — 2
(x —l)Pn(x) n xPn(x)—nPn_l(x). (1)
Obtener de (11) las igualdades

P (1) =P (1), P(-1)=-p (-1, o a

y de aqui:

= P = -— n
Pn(l) =1, Pn( 1) (-1, (13)
£, Probar que el polinomio de Legendre.Pn(x) tiene n ceros reales, opues-
tos dos a4 dos, y todos ellos en el intervalo (-1,1).

{ Indieacidn, Considerar los ceros de (x2-1)" y aplicar reiteradamente el
teorema de Rolle.]

5.6. SISTEMAS ORTONORMALES COMPLETOS

5.6.1. DEFINICION

Un conjunto aninnoamal‘{¢n} se Rlama COMPLETO &4 no existe ningtn oino
confunto ontononmal del cual sea parnte propia.

Se dice también:'{¢n} es un conjunto ontonornmal maximal.
5.6.2.
En el espacio de Hilber £2 (4.3.3) de las sucesiones (xi) tales que

. ) . .
) |xi| < =, el conjunto de las sucesiones

1  si i=k
k (k) .. (k)
= =8 =
X (xi ) definidas por x5 ik

8 sea, el conjunto
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== a,00,..0, P =w1,0..0, x®-,0,1,0..0,..3 0

es un conjunto ortonormal completo.

576.3. En,todo espéciovde Hilbert E, a cada conjunto ortonormala{¢n} se
asocian univocamente otros objetos matemdticos: el subespacio cerrado gune-
rado por {¢n}, la asignacidn de ¢.F. y de una s.F. a cada elemento f ce E,
etc. El teorema siguiente establece condiciones equivalentes a la completi-

tud de {¢n}, expresadas mediante esos objetos.

TEOREMA

Condicibn necesaria y sugiciente para que un confunto ortonorumal o} ve-
nigique Las seis condiciones siguientes, es que cumpla una cualgquiera de
bt .

(1) {9} es completo;

(ii) Unieddad, S¢ f téene nulos.todos sus c.F., entonces £ = 0. 0 4ea
c = (£,0) =0 para todo n =£ = 0; (2)

(iii) EL subespactio cerrado S generado pon {9 ) es Ej
[0 sea, {¢n} es un conjunto total (3,6,4)];

(iv) Toda f € Ees La suma de su 4.F,:

n (==}
f = lim -2 cob, = .Z c..b. con c, = (£,6,)3 3)
neo =1 i=1

(v) TIgualdad de Parnseval. Para ftodo par £,g de elementos de E e

(f,g) = iél c;.d; (4)

sdendo c. ¥ d Los ¢ F. de £ y de g:

c; = (f,¢i), d, = (g,¢i); (5)

(vi) Teonema de Pitdgohas~Parseval. Para todo f de E es
2
|

161 = § e, con e, = (£,6), (6)
i=1
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Demosthacln

Probaremos que cada una de estas condiciones implica la siguiente, y que
(vi) = (i). Con esto quedari probada la equivalencia de las seis.

(1) = (i1). Supongémds que {¢n} es completo. Si existiera un f # 6'ortogg
nal a todos los ¢ poniendo ¢O = f/If Il vemos que {¢O} Lj{¢n} es un conjunto
ortonormal que incluye a {¢n} como parte propia, contra lo supuesto,

(ii) = (iii). Supongamos vilida (ii). Para demostrar que S = E probaremos

que no hay ningdn f ¢ S. Si existiera un f & S, por 5.4.2 y 5.4.3 el elemen-

to s = Z (f,¢i)¢i = Z Ci¢i existe, y s € S. Ademds g = f-s es ortogonal a to

dos los ¢n; entonces, por (ii), es g = 0, o sea f

= g; entonces f € S contra
lo supuesto.

(iii) = (iv). Si el subespacio cerrado generado por {¢n} es E, entonces

por 5.4.3, toda f € E se expresa en la forma (3).

(iv) = (v). 8i vale (iv), entonces para f,g € Ees, con c_ y di dadas por

(5):

n

) c; b, = £ > £,

Il
L L d;0; =8 > 8 (7)

i=1
(+ indica convergencia en E, segin la norma).
Por otra parte

n

n
(o) = (2 ejetys T dje0p) = gg ¢;d;(65,95)

jep 3773

pero en el dltimo miembro para cada i sdlo subsiste el t€rmino con j = i y

vale cidi; por tanto
n
(f ) = c. d.,
n’gn izl i i

Entonces resulta de (7) por la continuidad del producto escalar (4.1.10 f):

n o]
(f,g) = lim (f_,g ) = lim [} c.d. = [ c.d..
S S 5 S £

{(v) ® (vi). Basta tomar f = g en (v).
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(vi) = (1). Si {¢n} no fuera completo existiria un elemento ¢O tal que
(0g,95) = 0 Yy ool = 1. (8)
Pero reemplazando f por ¢O en (6) resulta por las primeras (8):
|2

lo|“ =0

oS8

||q>0n2 -

i=1

en contradiccidn con la d4ltima (8).
5.6.4, E1 enunciado del teorema precedente requiere algunos comentarios.
a. Hemos titulado unicidad a la condicién (ii),
Veamos que da respuesta afiumativa a la pregunta ;estd un elemento de E uni-
vocamente determinado por su s.F.?

Si fl y f2 tienen la misma s.F.:

fl v Z Cn'¢n y f2 v Z Cn'¢n (9
es para todo n, si fl-f2 # f
(£,9) = (E=Fp9 ) = (Eh3 )=(E,,6 ) = ¢ ~c =0, (10)
y entonces por (ii) resulta f = 0, o sea fl =£,.

La equivalencia (i) = (ii) se enuncia entonces asi: la completitud del
conjunto ortonormal {¢n} equivale a que una serie z an.¢n no puede ser s.F.
de m&s de una funcidn (aunque puede no serlo de ninguna, o sea, no ser s.F.,

ver 5.6.5 b.)

Ejemplo
En el espacio R3 de las ternas ordenadas de nimeros reales x = (Xl,Xz,XB),
y = (yl,yz,yB) con el producto escalar (x,y) = X,y + X, + X,

fz-encia al ecnjunto ortonormal S = {¢l = (1,0,0), ¢2 = (0,1,0)}, los elemen

Y3, ¥y con re-

tos diferentes (32,2,1) y (3,2,5) tienen la misma s.F., a saber: 3¢1 + 2¢2
[cuya suma (3,2,0) no es igual a ninguno de los elementos dados]. Pero el
zonjunto ortonormal S no es completo pues es parte propia del conjunto ortonor

M1l T o= {¢1,¢2,¢3 = (0,0,1)}.
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5.6.4

Con respecto a T los elementos dados tienen s.F. diferentes:

(3,2,1) 3¢1+2¢2+¢3, (3,2,5) ~ 3¢1+2¢2+5¢3.

b. La primera igualdad en (3) se refiere a un lfmite segin la norma de E,

o sea, es

n
lim If = J c..¢. 0l =0 (11)
. it
n->e i=1
Tambi&n hemos escrito la igualdad (3) en la forma
f = _2 c; b, (12)
i=1
que en los espacios de Hilbert de funciones, como Cz[a,b], debemos DISTIN-
GUIR de
£(x) = 1'-2-1 e 9, (%), (13)

(13) agrupa infinitas igualdadésAnumériqas, una para cada x, (12) signifi-

-ea (11), y ninguna es equivalente a

fn Z ci.¢i d f(x) ~ Z ci.¢i(x) (14)

que no son Lgualdades y significan que los c, son los c.F. de f: ¢, = (f,¢i)

c. Sea S ='{¢1,¢2,¢3,...} un conjunto ortonormal infinito en E, f un ele-

mento de E'y ci = (f,¢i) sus ¢.F, en S. Comparemos las relaciones
o]

iEIZ< 7 e

12 7
i=1

2 2 ,
i Y EN = F eyl (15)
- _ i=1
La primera es la desigualdad de Bessel (ver (6) y (7) de 5.2);1a segunda

expresa el teorema de Pitdgoras-Parseval y vale para toda f si y sdlo si S

es completo.

Formemos la diferencia

2 [

L 11 =o0
1=

(16)

y distingamos los casos D, = 0y D > 0.

—

—~—

S~ N S S T

—~ S T

—
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5

*
(i) si D = 0, para cada ¢ >0 existe una suma finita ) |Ci|2 de términos

de la seriéiz'lcilz, tal que
12 * 2 - e 2 .
- 7 < -, 10 <
£l y |c1| € d g -} ¢ ¢l"- e (17)
pues por la férmila de Bessel (5) de 5.2.3 es

AT N L (I C A P (18)

La segunda F'(‘17) expresa que f§ 4¢ apwxima tanto como se quiera en norma
por e b, {finitas) de Las ¢,
(ii) si ﬁf >0, para una c.f£. (finita) cuafquiera de las ¢i tendremds por

la propiedad de aproximacifn 6ptima de las c.F., (18) y (16):

I£~F*a, 007 > 1E=f"c o 0% = 1E02]" e, |% > 0E0%- ] fe,|® = b, >0,
g i=1

O sea, siD; >0, f ﬁo'puede aproximarse gn_ﬁorma tanto como se quiera
por c.ﬂ,ig*éhf¢n; en efecto, el error es giempre >!Df. |
5.6.5. Eferaicios
a, Demostrar que en todo espacio de Hilbert separable E existe un sistema
ortonormal completo
b. Mostrar qﬁe en un sistema ortonormal infinito numerable (¢1,¢2,...),
Zl (1/#53.¢n no es s.F.
~¢. Con referencia al ejemplo de 5.6.4 a, decir cudles de las siguientes
férmilas son verdaderas:
(i) En el conjunto ortonormal S:(3,2,1) ~ 3¢,%2¢,, (3,2,1) =‘3¢1+2¢2 ;
(ii) En T: (3,2,1) v 3¢;%2¢,, (3,2,1) ~ 3¢,+2¢, 194, (3,2,1) = 3¢,+2¢,%95.

d. (i) Demostrar que si S es el subespacio cerrado de E generado por el con-

junto ortonormali{¢i} ye; = (f,¢i), es

2 2
I le,l® = Ipg(e)1%, (19)
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donde Ps(f) indica la proyeccion ortogonal de f sobre S (ver 4.2.4)

(ii) Deducir de aqui que HPS(f)" < |f .

e, Deducir de 5.6.4 ¢ que el teorema.de PitZ@goras-Parseval equivale a
que toda £ € E s~ puede aproximar en norma tanto como se quiera por una c.f.
de las &. (equivalencia (vi) ¢ (iv) del teorema de 5.6.3).

£f. Probar que el sistema de H.Rademachen

¢n(x) = sg sen(2n Tx),

3
]

1,2,.
es en CZ[O,l]:

(i) ortonommal;

{ii) no completo.

.5



Capituio 6

i~

CIRIES DE FCURIER TRIGONOMETRICAS
&.1. FORMA COVPLEJA Y FORMA REAL
6.1.1. En 5.1.: introdujimos en el espacio de Hilbert C2[O,1] el sistema

Zminx

suvvonormal (2 )nE , con Zz ={0,£ 1, * 2,...} (enteros), y lo consideramos
dztenidamence en 5.3.2 y 5.3.4. Aquf nos referiremos al espacio de Hilbert
R sz—n,w} de las funciones de cuadrado integrable en el intervalo [-m,r]

won el producto escalar

T
(£,8) = J f(x) g(x)dx. (1)
-T
einx
En H, el sistema ¢ (x) = ——— con n €Z (enteros) es ortonormal (5.1.5.b).
n
Vor
.81 £(x) € E, su s.F es
EG) v ) g, (x), eon e = (£,9), (2)
k=wx
i seal
- . ékx m e,ikx ‘
f(x) ~ Z ¢, —— con ¢, = [ fF(x) = dx. (3
k=—co k T . ’ . k Van
-7
Suele escribirse (3) también asf, poniendo
° - N
' < ikx 1. ~ikx
:; = -?%E , f(x) m._z ci e con ci = N J f(x) e dx. (4)
(=m0 2n
-

£.1.2, En la serie de (4) agrupemos los términos en k y -k. Puesto que élt=

rt
+

i sen £ se tiene:

—ikx

o, +cle = CL (cos kx + i sen kx) + cik(cos kx - i sen kx) =

]
(Ck

+c!) cos kx + i(ey ~ c!,) sen kx.

-131-
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Por tanto podemos escribir también:

. a ®
f(x) v _o +..Z (ak cos kx + bk sen kx) A A (5)
2 k=1
con
= = t ? = ifal _ t
ag = 2¢), a =¢ *tecl, b, 1(ck ely) (6)

o sea, teniendo presente la Gltima (4) y que cos t = (elt + e_lt)/2 y

sen t = (eit - e-it) /@21i):

ag = L J £ (x) dx, T
w
-7
y para k = 1,2,...:
T . n
a, = .L_A [ £ (x%) (e-1kx + elkx)dx =1 J £(x) cos kx dx (7')
) 2n . ) 4 ’
~T7 ’ =T
n T
b, = L £(x) (e-lkx - elkx) dx -1 J f(x) sen kx dx. (7
k 27 T
g1

-7
0 sea, notando que (7) y (7') admiten una expresifén dnica vidlida para

k = 0,1,2,,.. [por ello se 1lamd a0/2 al término constante en (5) ]:

T n

a, = 1 f f(x) cos kx dx; bk =1 J f(x) sen kx dx. (8)
T T . '
- . -7
(k = 0,1,2,...) k=1,2,...)

6.1.3. La s.F en (3) se llama 4.F. trnigonométrica en foma exponencial
complefja. Esta denominacifn se extiende a la serie en (4). La serie (5) se
llama s.F. Iaigonométﬂiéa en forma #eal, y 1llamaremos c.F, a los coefi-
ak’bk’ dados por (8).

cientes

' Notemos que un sistema ortonommal en [-7,7] es (5.1.5. e):
r

- ~ o~
,\/\,/-\/\;—\/\/—\\/\/\r\/\/\/\r\/\/\.’\./\./‘“\/"\,"‘;.
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1 cos X cos nx  sen nx

7z

sen X

» g e vy ’ y s

v r VT v
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(9)

de suerte que la denominacidn s.F. corresponde estrictamente a:

A =]
£ (x)" - + z (4 cos nx , p sen nx )
m n=1 n \/TT n /7?
con los c.F.:
T
- 1 =T
A0 = f(x) —— dx = — ag»
=TT 2m 2
yparan = 1,2,.0448
' T T
A = [f(x) SOS X o o /i g Bn=J
m
=TT ~T

(10)

(8"

f(x) _SELBE dx =v/7-r—'bn (8”)

'z

6.1.4, Convendremos en extender f(x) por periodicidad definiéndola en to-

da la recta real mediante

£(x + 2kr) = £(x),

i

(11)

'Hecho'eétg,“puesto que cos kx y sen kx tienen el periodo 27 , en las expre

siones (8) de los c.F. se puede tomar como intervalo de integracidn uno cual-

quiera de longitud 2w,

6:1.5. Ejemplo

Hallar las s.F. de la funcién f(x) definida en [0,2r] por

T~ X

f(x) = (12)

v

Se tiene .
’ T

v para k > 0, integrando por partes:
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6.1
2n 2n
a = L J X_ cos kx dx = —1— f sen kx dx = 0
ko g 2w g
2m : 2m
-1 T-x -1 1 x dx = &
bk = ;-J —5~ sen kx dx = y o= J cos kx *
0 0
Por tanto:
T-X Z sen kx _ sen x + sen 2x + Sen 3x el . (13)
2 k=1 k 2 3
6.1.6. PoLinomios trnigonométrnicos
a. Se llama polinomio inigonométrico a toda suma finita de la forma
. n -
pe) = T et - (16)
k=-n

que también se puede escribir, agrupando los t&rminos en k y -k, en la forma

‘real:

P(x) = A, + kzl (A, cos kx + By sen kx). (15)

Se dice que p(x) es de grado n si c, 70 8 c_n# 0, o lo que es lo mismo,

si An# 0 o bien Bn # 0.
b. Mediante la conocida gdumula de Moivre

. k .
(cos x + 1 sen %) = cos kx + 1 sen kx

de la cual se deduce sucesivamente

(cos x -~ 1 sen x)k = cos kx -~ 1 sen.kx,
_ . k . k
2 cos kx = (cos x+ i sen x) + (cos x - 1 sen x) ,

2 i sen kx = (cos x + i sen x)k - (cos x - i sen x)k,

la forma real (15) muestra que un polinomio trigonométrico de grado n es un

polinomio de grado n en sen x y cos X.

c. La forma exponencial (14) (y también la conclusidn precedente) muestra

que si p(x) es un polinomio trigonom&trico de grado n, [p(x)]r (r

it

1,2,...0)

(W3]

~

—~ o~

,
N W o Y Wi e Wi M WG S A

~ e~ N
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es un polinomio trigonomé€trico de grado r.n.
6.1, 7. Efercicios
a. Escribir la s.F.(5) en la forma ) ¢, ¢, con '{¢n}'ortonormal? con ex-
presi6n explfcita de los c.F c .
b. Escribir la desigualdacde Bessel (5.2.3 y 5.2.4 a (ii)) para la s.F.(5).
c. Verificar que para 1la funcién f(x) = x en [-r, 7], la s.F. en forma

exponencial compléja es

© k .
- 16
i 7 (-1) elkx, (16)
k=ax k

donde el acento indica que se omite el término correspondiente a k = 0, y

que la s,F. en la forma real (5) es

x v2] (- sl (17)
k=1

d, Mostrar que un polinomic trigonométrico de grado n es producto, de e inX:
por un polinomio de grado < 2n en e,

e, Expresar cos 3x y sen 3x como polinomios en cos x y sen x.

—

f. Probar que en (11) p(x) es real si y s6lo si Cp = S (k = 0,1,2,...).

g. Verificar que los coeficientes a, b de (5) son reales si y s6lo si

los e de (3) verifican C_i = ¢
h, Verificar que
i
J Qlmx o -inx Lo 0 si m#n (18)

2 si m=n
-

(ver 5.1.5. b) equivale a

0 si m# n
f et B (19)
-Y 2ri si m=n

siendo 7y la circunferencia unidad del plano complejo, dada por y(t) = l.e't

N

i. Deducir de (18) las igualdades
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6.1.7
T 0 si m#n
J cos mx.cos nx dx = (20)
T si m=n40
-7
T ) 0 si m#n
J sen mx.sen nx dx = (21)
T sim=n¥0
-
Jﬂ cos mx.sen nx dx = 0, (22)

-1

j. Si la funcidn de variable compleja f(z) es analitica en la corona

{zlr1 <:lz| <:r2}, es desarrollable allil en serie de Laurent

£(z) = zw hn,zn, (23)
absolutamente convergente, de coeficientes
_ 1 ([ fem)
h, = — I a9 (24)
2mi

Y 4

siendo y un cirecuito y(t)

r elt, (~r €t <7m) con r <r< T, Demostrar

que en tal caso es

ju, _ 20
f({r.e7) = — +
2

o~y 8

(a_ cosnu + b sen nu) A
n n

(25)

n=1

a, = l—r £(r et%ar, (26)
2 C
1T

y para n entero positivo:

1

n .
a =g Jﬂ f(r,elt)cos nt dt; bn = %—J f(r.elt)sen nt dt; @n
-~

-
(es decir, los-c.F. de g(u) = f(r.elu)).

k. Sean XgaXqseeesXy nimeros complejos cualesquiera, con X #0# x . La

expresidn

p() = [xy+ % z+ %, 2" + .o + x_ 2" (28)
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con

z = e (29)

es un polinomio nc negativo de grado n en ¢. Hallar sus coeficientes.

‘£, Sea

n
p(¢) = } (A cos vp + u_ sen vé)
v=0 v v

un polinomic trigonomé&trico no negativo de grado n y tE€rmino constante 1;

T
1
A0=—{ p(¢) d¢ = 1.
2m
~T
Probar que
Az +u° <]
n

con = sdlo para p(¢) = 1 + cos n(¢—¢0). (Fejer)

m. Sea x = cos ¢. Probar que
In(x) = cos n$ = cos n (arc ¢os x) @)
es-un polinomio de grado n en x (pofinomio de Chebychev).

Entonces también lo es

=1 ' - sen(ntl)¢ _
Un(x) = o T&fl(x) sen § (n=0,1,2,...). (€RD)

Indicacién: Se usa
(cos $ + i sen ¢)n = cos np + i sen n¢. ‘ (32)

n. Con referencia a p determinar los ceros de Tn y Un’ y constatar que
son reales, diferentes, y estin en (-1,1).

o. Probar que los polinomios de Chebychev (30) verifican las relaciones

de ‘ortogonalidad

1
J 1 Tm(x).Tn(x) dx = 0 , (men = 0,1,2,...; m# n). (33)
-1 /1 '.—Xz
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6.1.7

p. Probar que:
~1<x <1

(i) Es lTn(x)I <1 lu_(xy| <n+l (34)

n=1,2,...

(ii) En las primeras (34) vale el signo = en n+l puntos: los n-l ceros

de Un—l(x)’ x==-1lyx=1;

(iii) En las segundas (34) vale el signo s6lo parax = -lyx =1,

6.2, REPRESENTACION DE UNA FUNCION POR SU S.F,

6.2.1. Una funcidn f(x) e representable por su s.F.

E eikx
f(x) ~ c (1)
k=—=x k Van )

si: (i) la serie es convergente; (ii) Su suma S(x) coincide con f£(x). En tal

caso puede reemplazarse v por = en (1).

A una serie de -» a ®» como (1) la interpretaremos en el sentido siguien-

te: Se dice que La senie J CONVERGE con SUMA 5, y se anota

| -
- « (2)
Loweme
n
54 existe Hm ] ou y es Lgual a s. (3)
n>» k=-n <

6.2.2, He aquf un caso muy importante en que esto ocurre para todo x de

[-ﬂ’ﬂ]. Si es

w ikx o
EE v ] e = y La serie converge UNTFORMEMENTE en.[-m,x),  (4)
k== yom o ‘

entonces (por 5.6.3 c) la serik es la s.I'. de su suma

o ikx

@ ikx
s(x) = ) ¢ = , es decir: S(x) v [} ¢ 2 (5)
) k )/é.n- SemC0 k J-Z? '

y puesto que (por ser completo el sistema trigonom&trico, como veremos en 6.3.3.)

si dos funciones.tienen la misma s.F son iguales, por (4) y la segunda (5) es

f(x) = S(x) y entonces la primera (5) miestra que vale (3) para todo X.

o~~~
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Yol
~no

6.2.3. Efemplos

a. Hallemos la s.F. en forma real (6.1.2):

a e :
£(x) v -2 + J (a, cos kx + b, sen kx) R (6)

de la funcién f definida asi:

f(x) = |x| para =T Sx <71 (7) A £ (x)
o sea _,’T /I\\\
0 S
-x para ~-T Sx <0 ’ ; ! N
f(x) = (8) ; t N
X para OSx S - 0 n
Los c.F. (8) de 6.1.2 son
T 0 T [y
a =1 |x|d:*<=l (-x)dx + xdx=g x dx =«
0 T I T >
- ~T 0 0
T ‘ m i
1 2 2 sen kx\’ 2 san Kx
&k=FJ ,XlCOSkXdX:ﬁ—'rX cos kx dx=n—’_‘x~—E—-——'o—;{-—c’—k——dx=
- 0 0
. . /@y sl ko es dmpan
- 2 |cos kx _ 2 _
=0+ R =7 (cos kr=1) =
k 0 7k 0 A4  k  es par
y andlogamente se halla
b =1 lxl sen kx dx =@
k =« . .
-7
Reemplazando en (6) se tiene:
|x|'\:l-i[cos x+—1—-c053x+l—cos 5 +...], -t <x< 7, (n
2 7 32 52

Puesto que la serie convenge widformemente [por tener la mayorante conver-

gente ; (1 + —1—2— + 1—2 + ...)] se puede sustituir ~ por =, Yy se tiene
3 5



L

6.2.3.
|x| = T % lcos x+1 cos3x+...] SI -7 < x<xm, (8)
i :

Para x =

una serie:

2 ' /
e Tt R e h " (9)
8 32 57 ‘ i\
b. Hallar la s.F. de /’ : \
T=-X,2 7/ l \\
£(x) = (5D enlo2r]  0) v :
P : x
>
Es 0 L i
2
=1 Te-x,2 ., _ =2 M=2,32m_ _7_,_2_
% 7 J e ==L g
0
y para k > 0 se obtiené, integrando por partes:
1 o
a = — ,- b =0,
k %2 k
Por consiguiente:
@2 om0 [ cos kx . (11)
2 12 k=1 2

Puesto que la serie converge uniformemente (por tener la mayorante conver-

gente Z 1/k2) se puede sustituir n por = ,y se tiene:

. e (1r—x)2 - 1?_ + Z cos kx
2

12 k=1 k2. - (12)

Para x = 0 se ob_tiene la f6rmula debida a Euler:

I S

. ' - (13)
k=l k 6

6.2.4. En 6.1.5. vimos que

T - k
X sen kx

2 k=1 k

O0sxs<2r . (14)

Probaremos que la serie es convergente, y representa la funcifn en el in-

0 se obtiene de (8) la c&lebre relacidén para el cdlculo de 7. por

e N T e U

-~

~ e~ L N

N

o~
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tervalo abierto (0,27,

) 1kx

a. Puesto que la serie (1l0) es la parte imaginaria de Z ——fﬁz—- pro-
k=1
bemos la convergencia de &sta. Con los polinomios
k.. :
‘ _ ijx
P ix) = | e
se tiene: i=1
n cikx n n p_(x) p__(x)
] E—e T - 0] 2= ] poli-t+ 2o
“ Kk k-1 k
k =m k k=m k kt+1 n+l m
k=m
y como (ver 6.2.10 b) lpk(x)l <1l/sen (x/2), se tiene:
n ikx
B |<__¢_[1-¢+_1_+1]= 2
Ik =m k sen(x/2) L m n+l n+tl maJ m. sen(x/2)

Y, puesto que para m * ® el Gltimo miembro tiende a cexo uniformemente en
cada intervalo [6,27 ~8]con 6 tal que 0 <38 <w, la serie (l0) converge
en [0,2n] (pues-obviamenteAconverge en x = 0y en X=2r )y la conver=
gencia es uniforme en cada intervalo [6,278] (0 <& <),

b., Pero notemos que (14 se obtiene, salvo el signo, por derivacién t&rmi-
no a t8rmino en (12). La convergencia uniforme probada en a muestra que es-
ta derivacién témmino a t&rmino es legftima en cada intexvalo [6,2r - 6] ¥y
por)tanto en el intervalo abierto (0,27). O sea:

=X E sen kx

AL 0<x<2rm, (15)
2 k=1 k

(15) da un ejemplo de serie trigonométrica convergente para todo X, que

no representa una funcifn continua.

6.2.5, Si f es una funcifn absolufamente irnvegrable sus c.F. verifican

1im a = lim bﬂ =0 (16)

11> '1—)00
debido a la convergencia de la serie (coufr.5.2,4. a):

2

|2 + b |7 ).

n

¢t ag
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Veremos en 6.2.7. y 6.2.8. que si la funcifn £ (x) cumple ciertas condicio-

nes sé puede dar mds precisifn a la propiedad (16) asegurando una determina-
da velocidad de la convergencia a cero de 19s c.F. Si &sta asegura la conver=
genc{a uniforme de la s.F., tendremos como corolario qﬁe la s.F. representa
a la funcidn.

5.2.6. Recordemos que una funcién f(x) se llama de variacifn acofada en
[a,b]l si para toda particién de [a,b]:

<

o\xl<|no<xk_1 <x1c<... <xn=b,

la correspondiente 'variaci6n de £ en w'":

n
V(fin) = Zl £(x,) - £0q )]

Qan
k=

cumple V(f;7) <M donde M es una constante independiente de la particién =,
. Toda funcidn de variacibn acata_ﬁa es acotada. |
Vale el‘siguiente TEOREMA DE jORDAN:
La funeion real £(x) es de ua/uéaaéé’n acotada en [a,b] 44 y 4600 84 se j&ue—
de expresar como diferencin de dos funciones no decrecientes.

De aquf sigue que en todo punto c € [a,b] existen los limites laterales

f(ct+0) = 1linm £ (ct+x) , f(c-0) =

lim f(ctx)
x+0,x>0

x+0,x<0
y ademds existen f (at0) y £(b-0).
Por tanto f(x) sdlo puede tener discontinuidades de ﬁrimera especie,

6.2.7. TEOREMA
S{ £(x) es de varlacifn acotada en Fr,n], Las sucesiones (k.ak) Y (k.bk)
don acotadas.

Demostrhacion

En virtud del teorema de Jordan (6.2.6.) basta demostrar el teorema para
f(x) no creciente, y tambi&n podemos suponer f(x)> 0 pues de lo contrario con

siderarfamos la funcién f£(x) + c con una constante ¢ conveniente.

P

-

P e N e NS T

~—



6.2.7. ~143-

Entonces, por el segundo teorema del valor medio (3.4.4 h) para cada k

existe un nimero £k en (-m,m), tal que

',
. sk
=f—(i)—J cos kx dx .°. k[ak|<

T

f (-m)

T

(k >0)

-
y andlogamente para los by .
6.2.8. TEOREMA
Sea f (x)continua en el intervalo abierto (-m,m),derivable "a trhozos" (es
deein,: salvo en un ndmero ﬁuu,to de puntos) y con derivada absolutamente n-

/tegflabte. Entonces Los c.F. verigican

':'vsn..\ﬂ 11m k.ak =‘ 0’ 1im k'bk = f(‘” +0) + f(ﬂ'o) » (18)
koo R g
Demo s tracidn

De (8) de 6.1.2 resulta por integracifm por partes

‘ o a, = - L r f'(x) sen kx dx ,
km

-

b, = f£(r +0) + £( -0) + L J £'(x) cos kx dx,
kw kn
-
y las integrales tienden a cero para k -+~ en virtud de (16) aplicada a la

funcidn absolutamente integrable f'(x).

6.2.9. De los teoremas de6.2.7 y 6.2.8 resultan otras consecuencias de
interds:
COROLARIO..1

SC £ (x)es dernivable y con £'(x) de variacidn acotada , fLas sucesiones

(kzak) Y (kzbk') son acotadas, es decin, existe un nimero H>0  tal que
H
lakl < ;2‘ > |bk (19)

De aquf résul ta:
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COROLARIO 2

Si £(x) tiene derivada £'(x) de variacidn acotada, su &.F, converge uni-

gormemente y La representa,

En efecto, por (19) la s.F. converge uniformemente por tener la mayorante

convergente ) 2H/k2, y entonces su suma es f(x).
COROLARIO 3

8¢ £(x) tlene denifvada segunda £"(x) continua en [-n,al su 4.F, converge
uniformemente y La representa. |

En efecto, en tal caso f'(x), por tener derivada acotada, es de variacidn

acotada, y se aplica el corolario 2.
6.2.10. Ejencicios
a. De (14) obtener la serie de Leibniz«para L

1.1 1,
T 4(1"_+3-—7+000)1_

3 (20)

b. Usando la expresidn de la suma de una progresidn geom@trica verificar

TN N

que para o

e1I® e
1

/)]

[ ce §-d

pk(x) =

_ |py )| < 1/sen (x/2),
J

c. Deducir de 6.2.5 que si f(x) es absolutamente integrable, es

lim r £(x) sen(n + -%-)x dx = 0. (21)

n>e

Nota. (16) y (21) son casos particulares de un teorema de Riemann-Lebes-

gue que establece para toda f(x) absolutamente integrable y para r con valo-
res reales cualesquiera, que:
b b .
lim'I f(x) cos rx d& = lim J f(x) sen rx dx = 0. (22)
r-)ooa r-HDa

d. Probar que si f es de variacidn acotada en [a,b] s6lo puede temer un nd

mero finito o numerable de discontinuidades (de'priméfalespecie, 6.2,6).

e~ o~
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6.3. TEOREMAS DE WEIERSTRASS Y COMPLETITUD

6.3.1. TEOREMA
S{ £(x) es continua en [—ﬂ;n] y £(-n) =-f(ﬂ); pana cada € > 0 existe un
polinomio ihiQOnOmét&Lco
Ab n .
T(x) = — + z (Ak cos kx + Bk sen kx) ()
2 k=1
tal que, para fodo x de [-m,7]:
[£x) - Tx)| <e. _ (2)

Demosthacion
Dividamosuel intervalo T-7,7] en r partes iguales ﬁor los ﬁuntos
X, = =1+ 2%1 s (k= 0,1,2,;..,r), y consideremos la quebrada y = fr(x) de
vértices (xk,f(xk)). Por la coé
tinuidad uniforme de f(k)? daao
e >0 e%iste r, tal que, péra

todo x:

r>r, = If(x)—fr(x)| <e/2. (3)

Inscribiendo en cada vértice de

la quebrada um arco conveniente
puede obtenerse una funcién gr(x)
con dedvada segunda continua y

que cumpla la misma condicién (3) que fr(x), 0 sea, para r >r

0:

If(x)—gr(x)| <e/2. ' (4)

Por 6.2.9 corolario 3, gr(x) es la suma de su s.F. que es uniformemente

corivergente. Si T(x) es una suma parcial de esa serie tal que sea
l ) - T(x) [<eyz,

de aqui y (4) se deduce (2).
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6.3.2, Del teorema anterior, llamado teorema de Weierstrass de aproxima-
cién uniforme por polinomios trigonométricos se deduce el siguiente cé&lebre

teorema de Weierstrass de aproximacidn uniforme por polinomios:

TEOREMA

S4 £(x) es continua en un {ntervalo cerrado [a,b]l, para cada ¢ > 0 existe

un polinomio P(x) tal que, para todo x de [a,b]:

If(x) - P(x)l < e,

(5)

Demostracidn

Por un cambio lineal de varia

bles puede lograrse que

- <a <b <wm, Prolongando la
grifica da f(x) con los segmentos
(wr,0)(a,f(a)) y (b,E(b))(m,0) se

obtiens unz funecidn a la que puede aplicarse el teorema de 6.3.1. Entonces

existe un polinomio trigonomérrico que verifica

[£(x) - T(x)| <e/2 (6)

para todo x de [z,b].

La serie de Taylor de centro O de dicho polinomio trigonom&trico tiene ra
dio de convergencia infinito, por tanto converge -uniform'ement'e en [a,b]l ¥y en

tonces existe uns suma pafcial P(x), que es un boli‘nomio, tal que
'T(x) - P(x)] <e/2,
Finalmente, de aqui y (6) se deduce (5).

6.3.3. la cémp!.&tétud del sdistema ontononmal rigonométrnico.

a, El teorema de 5.6,3 da la equivalencia de la completitud de un conjunto
ortonormal’ {¢n} (i), la unicidad (ii), etc, Es decir establece una equivalen-

el muiua entre varias propiedades de fundamental importancia: basta demostrar

P e Y
P N E
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una de ellas para que quedan probadas todas. Pero hasta ahora no lo hemos he-
cho para ningiin sistema ortogonal infinito. Esto es lo que hacemos aqui para

el sistema trigonométrico.

b. TEOREMA

En of espacio de Hilbert E = 1,l-n,7] de fas duncéones de cuadrado integrable
en [-n,w], el conjunte ortonommal {einx/fz%_}n e 5 con Z = {0, %1, 12;...}
(enteros) es completo.

En virtud del teorema de 5.6.3, este teorema equivale a una cualquiera de
las proposicicnes siguientes:

(ii) 8{f € I?[nz.f;:f:_! y Ziene rulos fodos sus c.F., entonces f = 0, es de-
cir, pertenece 2 la clase 65'5,'( vef 3_4,5); donde 0 es la funcidn dada por
J(x) = 0 para todo ¥,

(iii) E1 subesﬁ&qic ceryads generado Por'{einx/fﬁfﬁn €, s todo
E = Izl -7 7}

(iv) Toda funcida £ £ & cs la suma de su s.F.en la convergencia segin la

noma de E, o seca:

n Eikx 2 - n “ikx 9
lim If- [ e =-— 1% = Lin fﬂ lf)- ] e == " &x =0, (7
nHe k=-n Yo o k=-n vom '

(v) TIgualdad de Parseval. Para todo par f,g de funciones de cuadrado in-

tegrable en [ -7,7] es

(f,g) = Jﬂ £(t) g(t)dt = ._Z_ c; E; (8)

=7

siendo R di los c.F. de f y de g.

(vi) Tgualdad de Pitdgoras-Parseval. Para toda funcibn f de cuadrado inte

grable en [ -7,7] es Hf"2 = |ci|2 con ¢,
i=—w

(fn¢i)’ O sea:

© T -int
Jﬂ [f(t)|2dt = 7 |c.|2 con ec. J £(t) = dt (9)
- 2%

=TT
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c. Demositracibn del teorema

Probaremos la condicidn equivalente (vi), o sea la igualdad de Pitégoras—

Parseval (9).

; n 1kx
La f6érmula de Bessel (5.2.3) da, poniendo Sn(X) = ) Cy s
=-n Vor
m n
lf - s 12 ] fe]2ae - ] e, l? (10)-
n
k==n
-
y entonces (9) equivale a
£ - Snﬂz = [ﬂ |£ (x)- Sn(X)lz dx -0 para n > o’ (11)
-7

o sea (9) equivale a que Los polinomios trnigonométricos Sn(x) DE FOURIER

aproximan a £(x) en media cuadrdticd tanto como se quiena.
Para demostrar esto, en virtud de la bropiedad de abroximaciﬁn 6ptima
15.2.2) basta probar qua: a{ £(x) ¢ una funcidn de cuqdhadq_ .émt.eg/c_abte' en
Camyr] existe una AucesL£én Tn(x) de polinomios trnigonoméinicos que converge
en media svadidtica hacla £(x). l
{i) Ahowra bien; esto vale si f(x) es continua en virtud del teorema de

Weierstrass de 6,3.1 pues una sucesidn wniformemente convergente hacia f(x)

converge en media hacia f(x).

(ii) Sea ahora £(x) #eal y propiamente integrable en [-w,n], y If(x)| <M.

Dividamos [ —r,7] en r intervalos iguales por_loé puntos x, = -7 + 2%?3
(k = 0,1,...,1) vy sea : o
'ﬁk@;miﬁ
(1) . '
= inf f(x). £12)

Por definicidén de integral de Riemann (ver 3.4.1) es

T
in [ @' Ggox ) = Jﬂ £ (x) dx. (13)
o k=1

-t

_ b . '
La sumz bajo el limite es la integral I gr(x)dx de 1a funcidn escalonada
gr(x) definida por a

RN

e
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(x) = (r) si X <x <
&y e k-1 e
A su vez, cada gr(x) se puede reemplazar por una funcidén hr(x) continua,
con hr(-") = hr(ﬂ), que cumpla:tambiéﬁ
h (x) SE(x), |hr(x)| <M
y tal que:
r hr(x)dx -> Jm f(x)dx i:;ara X + ®,
-1 -T
¥ por consiguiente:
Iﬂ [f(X)-hr(X)lzdx < 2M Jﬂ [£(x)-h _(x)]dx ~+0 para 7t + <, (14)
- -7

" Sean Sér)(x) las sumas parciales de la s.F. de ht(x). Entonces para cada
r es en virtud de (i)

| r‘[hrc'x) 5P w12 >0 para  nose (15)
-l :

‘Finalmente, aplicando sucesivamente la propiedad de apfoximaciﬁn fptima

(5.2.2) y la desigualdad de Minkowski (3.2.4 b) se tiene:

o N 172 1/2
{ [ [f(x)-sn<x)12dx} < {r £ (o)-s'™) (x)]zdx} <
- - -1

T

T 1/2 . 1172 .
<{f [f('x)-hr(x)]zdx} +“ﬂ [hr(x)-Sir)(X)lzdx}
-l

-

y de aquf se deduce, por (14) y (15):

T .
J [f(x) - Sn(x)lzdx +0 para n -+ o, (16)

-l
(iii) Sea ahora f(x) una funcidn de cuadrado integrable.
Entonces (ver 3.4.2 c¢) existe una sucgsiap de funciones hr(x) propiamente

integrables, tal que
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w

I [f(x) - hr(x)lzdx +0  para T+ (14')

-t
y la demostracidn pfosigue como en el tramo de (14) a'(16).
6.4, Convergencia puntual

6.4.1. La completitud del sistema trigonométricp (e1nx e )ne g asegura

éver 6.3.3.a (iv)) que la s.F, de una funcién f € 12 [ -7 ,m]convenge hacia f£
segun La nowma de 1

9t
o ikx ® ikx
fe ] o =tim ] e & EN 1, %0
: —  C /E k== JI§
Pero esto equivale a (7) de 6.3.3. o sea:
' u
n ikx n ikx
lim JE- ) o = [% = Lim I £x) - ] ¢ = 2 & =0, (2)
e k=~n Vor n- :

k=-n var

o sea a la convergencia en media de orden 2 en el intervalo [-7,7]. Entonces
1a primera igualdad (1) tienme un sentido gfobaf en el intervalo [-m,7], no
se refiere a ningin valor particular x de &ste y no puede sustituirse sin

mis por la igualdad puntual (o sea referida a cada punto x de [~-w,n]):

1 eikx
f(x) = [ ¢ : 3)
-Co vor

que tiene este otro significado: para el valor x que se considera, converge

la serie numérica del segundo miembro, y su suma es el nimero £(x).

6.4,2, Ahora nos planteamos precisamente este problema (confr. 6.2.1.).

Fifado un x del intervalo [-w,7]:
P,.iEs convergente fa senie numérica | '™ /w2

-00

Y si tal cosa ocurre:
P,.iCoincide su suma con ef valon f£(x) de £ en x?

Si y s6lo si las respuestaé son ambas afimmativas se puede reemplazar—~pa

ra .ese X- la igualdad (1) por (3);



6.4.3, -151-

6.4.3. Ejemplos
a., En los ejemplos a y b de 6.2.3, este reemplazo de v por = puede
hacerse para todo x de [-m,m] y de [0,27] respectivamente.

b, La serie

lﬁ-msxi—m52x+...+cwtm+... (4)
2

no solo no repreéenta ninguna funcifn pues no converge para ningdn x real,
sino que tampoco es s.F. pues los coeficientes son a = ly bn = 0, ¥y no cumple
la condici6n lim a_ = 0 (ver 6.2.5).

No obstante, las sumas parciales de (4) se mantienen uniformemente acota-
das en cada subconjunto de [-ﬂ,ﬂ] que excluya un entorno de x = 0. Ello re-

sulta de la expresidn

sgn(n+ la)x

D_(x) = l-+ cos X +:cos 2Xx + ... +.cOs nxX == % , (5)
o 2. 2 sen 5 X

que puede demostrarse a partir de la siguiente suma de una progresiSn geomé-

trica de razén elx:

| IS N B
n fke oinx e1(n+1),< ,e-l(n+§)x,_ e1(n+3-)x
I e = ) - 5| 1 . (6)
k=-n l-elx e-IE X el E-x

En efecto, agrupando té€rminos en k y -k se ve que el primer miembro de

(6) es Dn(x) y el dltimo es sen(nt %~)x / sen %-x pues e-it - eit = <21 sen t,
6.4.4. Integnal de Dirnichlet
Para ver si la s.F.
. a o
f(x) ~ > + Z (ak cos kx + bk sen kx) (7

k=1

converge para un x dado en [-m,7] , y si lo hace hacia f(x), debemos ver si

existe lim S_(x), y si 1lim S (x) = £(x), (8)
n--< n n--<o n

siendo 5 _(x) la suma pareial de
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[t K

a .
S (%) = 2 + (ak cos kx + bk sen kx). o (9)
n 2 )

k=1
Procuremos expresar esta suma parcial en una forma mis manejable y que
miestre su relacién con f(x)., Para ello reemplacemos en (9) los e.F. 'ak,bk

por sus expresiones (8) de 6.1.2.:

n .
Sn(x) = ..;7 f£(t) dt + ﬂl }  cos: kx r[f(t) cos kt dt + sen erf(t)sen kt dt]
k=1 T am
~T
T n
~—lj £(t) [-1—+ ) (cos kx . cos kt + sen kx senkt)-I dt =
T 2 k=1 J
-1
- n
1 Jvr £ () l_1_+ Z cos k(x-~t) .,dt,
T "2 k=1 -
-1
o sea, en virtud de (5):
T
1 .
s, = L J £(t) D, Ge-t)dt o e
con : n : sen(nt =)t ' '
D_(t) = 4+ J cos kt =- 2. | (11)
n A :
Z k=1

2 sen 1 t
2
El segundo miembro de (10) se llama £ntegral de Ditichlet y la funcibén
(11) ndeleo de Dinichlet, Tanto S como Dn son funeciones perifdicas de perio-
do 2m ; extendiendo f(t) por periodicidad mediante f(t-2km) = f(t)(- 7 St 1)

se obtiene de (10) con el cambio de variables u = x-t

s

Sn(x) = %I £ (x-u) Dn(u)l du =
wil '
. 0 m
- %f £(x-u) D_(u) du+ 7 Jf(x-—u) D (u) & =
oA 0 ’
=1 rf(x'i-t) D_(-t) dt + -1- rf(x-t) D_(t) th (12)
m 0 n T 0 n ’

y de aquf resuita, puesto que Dn(-t) = Dn(t):
R . T
Sn(x) = -:—J[f(xﬂ;) + £ (x-t)]) Dn(t? de. (13)
0

—~
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6.4.5, Condicidn de convergencia

Para la funcifn constante f(x) = 1 es ay = 2, a, = bk =0 (k=1,2,404);

por tanto Sn(x) = 1y resulta de (13)

m
1= 3[ D_(t) dt. (14)
Fijado un x, la s.F. (6) converge con suma S(x) si y s6lo si lim Sn(x) = S(x),o0
n-re
sea, si y s6lo si
lim [S (%) - S(x)} =0, - (15)
nseo -
Pero, en virtud de (13) y (1l4), es
T
Sp(x) - S(x) = }-f [£(xtt) + £(xt)=257x)] Dn(t) dt, . (16)
1 . ,
0 .

Entonces, pand cada % £ 3.F convenge con suma S(x) 84 y 8080 &4

.
iim j[f(m«tj + £(x=t) = 25(x)] D_(£) dt = 0, (17
e o .

6.4,6, EL teonema de fopafizacion de Riemann

LEMA

Sea f(x) absoiutamente integrable en [~w,m] y & un ndmero tal que 0 <& <m,
Enfonces: A

r . '
lim [ [f(x4t) + £(x-t)] Dn(t) dt = 0, : (18)
-0 5

Demostracisn
Fijado x definamos en [~7,m] wuna funcidn g por:

glt) =0 si [t]| <5, gty = 2&=t) oy 8 <le] <n.
sen-}é‘t

Entonces g(t) es absolutamente integrable, es
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T n

I [f(x+t) + £(x-t)] Dn(t) dt = I g(t) sen (n + -i)t dt
8 ~1

y se aplica 6.2.10 c.

TEOREMA DE LOCALIZACION ‘

Sea f (x) absolutamente .integhable en [-m 7]y x € [-m,7n] . La 4.F. de £
converge en X &4 y 5000 54 exdste un ndmero § con 0 <& <w, fal que exista

el Lemite 5

1lim { [£f (ett) + F(x~t)] Dn(t) dt . (19)

n-o 0

Ademds, s4 el Limite existe es fgual a La suma de La serie en x.-
Demo sthacion

En virtud de (13) y (18), existe lim Sn(x) si y solo si existe el limite
Nson

(19}, y en caso afirmativoﬂgs -igual a Este.

Nota

El teorema de localizacifn establece que el comportamiento de la s.F. de
f en x estd determinado por el comportamiento de £ en un entorno arbitraria-
mente pequefio de x. E1 resqltado es sorprendente pues en el valor de la s.F.
en un punto x interxvienen todos los c¢.F., cada uno de los cuales depende de
todos 1los valores de f en [-m,m]. Pero (18) muestra que para n*> el integran-
do se diluye en infinitas oscilaciones que se compensan en el 1imite, y si.no
ocurre otro tanto en la integral (13) es por el denominador de D#(t), nulo

en el origen, siendo &ste y su entomo lo que influye solamente en el lfimite.

6.4.7. Eferncicios

«©
‘e b3 e ix .
a. Utilizando e = Z X /n. y e = cos x+ i senx calcular las
: 0

sumas de las series

clx) = 1 +_c‘:os X 4, <os 2x 4 gcos 3x + ...
1! 2! :

*
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sen X sen 2x sen 3x
S(X)= + + +.~-

1: 2! 3!

[ Tnd{c.: Formar ¢ + is y ¢ - is.]

b. Separando partes reales e imaginarias en

<«

I o(rei®?= o 0<r<1,
n=0 l-re
probar que
1+ J r" cos nx = 1-r cos x 5 ) " sen nx = —--Sen X 5 -
n=1 1-2r cos xtr n=1 1-2r cos x+r

c. Obtener (5) utilizando la identidad

1 1 1
sen(k+ =)x = sen(k —-;)x = 2 sen E-x. cos kx. (20)

2 .

6.5. CRITERIOS DE CONVERGENCIA

6.5,1., Vimos en 6.4.5. que para que en un punto x la g,F. de f(x) conver-

ja hacia S es necesario y suficiente que

T

lim I [f(x+t) + £ (x-t)- 2S] Dﬂ(t) dt = 0 (1)
n-w
0
El teorema de localizaci6n (6.4.6) permite reducir el intervalo de integra
cién a [0,6] cualquiera que sea 8> 0 , pues la integral en [§,7]tiende siem-
pPre a cero para n¥~ . Si ademis se reemplaza en (1) Dn(t) por su expresién

(11) de 6.4.4., se tiene la condicidn equivalente

5 . .

{ £ (x+t)+ f(x=t)- 28
2 sen(t/2)

lim
-

sen(n + %Ot dt =0 (2)

Esta condici6n (2) se cumple,(en virtud de 6.2.10 ¢) si el primer factor
del integrando es una funcidn absolutamente integrable, y entonces resulta

este criterio de convergencia:
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TEOREMA

Condieidn SUFICIENTE para que La 4.F. de f(x) converga con suma S en el
punto x es que £a funcidn de %

F(t) = f(x+t)+f(x-t?—2$
2 sen(t/2)

(3)

sea absolutamente {ntegrable en un intervalo [0,8]) con § > 0.

6.5.2, Puesto que la funcidn

G(t) = 2 sen(t/2) _ 2 sen(t/2)

2(t/2) t

completada por G(0) = 0, es continua y acotada en todo el eje real,-F(q) es
absolutamente integrable si y s6lo si lo es el producto F(t).G(t) y asi resul
ta de 6.5.1 el sencillo y eficaz criterio siguiente:
| - CRITERIO DE DINI ' A
Camiéo;édn SUFfCIE’NTE pana que La s.F, de ff(:;) converaga con suma S en el
punto x es que exista un nimeno & > 0 tal que La funcibn de t

H(E) = t(x+t)+f£x—t)-2s .

sea absolutamente integhable en el intervalo [0,5].

Esto equivale a que La guncidn

R(t) = f(x+t);f(x)

Sea absolutamente Megaabﬂe en [~8,8]. : o (5)

La iltima patrte resulta de la identidad (ver 6.5.7 a.):

r K(t)dt = rH(t)dt. (6)
) 0

Nota, En particular, para S = £(x) se tiene una condicifn suficiente para
que en un punto x la s.F. de £(x) conver a y nepresente a la funcibn. Las fun

ciones H(t) y K(t) son ahora, respectivamente:

Hy(t) = f'(;r*-t)+f(x—t)-2f(x),, 'Ko(t) o ECere)=f(x) |
t t

(7

A~ N S S S T

AN T T

P~~~ N S N

— "~
—~ o~ ~ NN
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6.5.3 a. Diremos que la funcidn f(x) satisface una condicidn de Lipschitz
con constante M y exponente h, o que f(x) pertenece a la clase Lith,-M =0,

0<h<s1, si -
£ (et 1)-E (x) | <. e )P, - (8)

b. Por ejemplo, la clase LipMI consta de las funciones con xazdn {nchemen
2al [ £ (x+e)-f(x)] /¢ acotada,_de médulo <M. En particular. Si £f(x) tiene de-
rivada acotada: |£'(x)| <M, entonces f(x) € Lile.

c. La clase Lip h es por definicidn el conjunto de todas las funciones
f(x) que verifican (8) para algdn M, o sea:

Lip h = y Lip h.
M0 M

$.5.4, Del criterio de Dini se deducen varios importantes criterios que
dan condiciones suficientes sobre la funcidn f(x), para que &sta sea deAanng
Llable en 4,F, (es decir, para que la s.F. de f(x) converja hacia f(x)) en un

punto x o en un intervalo,

COROLARIO 1

SL La funcibn continua f(x) pertenece a Lip h con 0 <h <1, es desavolla
ble en 4.F.

En efecto, en tal caso existe un M = 0 tal que

,f(1€+t1~f(}<)l <‘M th'—l

IKO(r)l = (9N

y esta desigualdad asegura la integrabilidad absoluta de Ko(t) en un interva
lo [ ,8] ® >0).

COROLARIO 2

La funcibn £(x) es desawrnollable en 4.F. en todo punto donde admita deriva
da finita

En efecto, en tal caso es f(x) € Lip I.
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COROLARIO 3

S¢ en un punto x de discontinmuidad de primera espleie ambas ramas admiten
tangentes, la a.F, de § converge en x hacia eb promedio [ £ (x+0)+f (x-0)17/2 de
Los Rimites Latenales,

En efecto, en tal caso, poniendo en (4)

S = [ £ (x+0)+f (x~0)]/2 - ‘ (10)

[T
T g e

resulta

H(E) = f(x+t);f (xt0) . f(x-t_);f (x-0) an)

y ambos t&rminos del segundo miembro son absolutamente integrables en [0,8].

6.5.5. E1 criterio siguiente, que no demostraremos, se refiere a un inter

valo (y no a cada punto x como el de Dini):
CRITERIO ‘DE JORDAN:

Lla &.F. de una funeddn absolutamente .ntegrable f(x) converge en todo in-
Zernvalo donde E(x) tenga variacién acotada (6.2.6). La convejzgengfmwg;é unifor
me haeia £(x) en cada intervalo interion a un Lintervalo de com:(m):dad, Y
en Los puntos de discontinuidad de primera especie fLa 4.F. converge hacia el
promedio’ (10) de Los Limites Latenales.

6.5.6, Los é'jemplos siguientes muestran que los criterios de Dini y de Jox

dan no se incluyen uno al otro.
a, Para £(x) = 1/1n(1/x) en 0 <x <7, f(x) = 0 enm <x < 2r se cumple el
criterio de Jordan con s.F. convergente, pero en x = 0 no se cumple la condi~-

cifn de Dini pues

a e
T o
~
[ S
—_
[
=]
oy
.—l
=]
U
o
L]
+
_8

b. En cambio f(x) = " sen(l/x) en 0 <x <7 (0<h<1), £(x) = 0 en

T < x <21, cumple el criterio de Dini en x =

0 con s,F. convergente, pero

o~~~ S N S T

P N N

B N
AN T T 3
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f(x) no cumple el criterio de Jordan pues no es de variacifn acotada.

6.5.7. Efencicios |

a, Demdstrar la identiaad (6) descomponiendo en dos el iﬁteivalo'de inte~
gracidn del brimer miembra.

b. Verificar que para funciones definidas en un intervalo finito [a,b] es
Liph O Lipksi0< h< k <1,

c. Verificar que si f(x) cumple (8) con h >’1; para todo x, se reduce a una

constante.

6.6. SERIES DE COSENOS Y SEﬁiES DE SENOS

6.6.1. Una funcidn f(x) se llama par si f(-x) = £(x). Por ejemplo cos x,
pues cos(-x) = cos x ; f(x) = 2—x2 + 3x4, y todo polinomio con potencias de x
de exponentes pares. La.funcifn £(x) se llama {mpar si £(<x) = —f(x);ﬁejempios

sen X, pues sen{-x) = -sen x; £(x) = 3x -x3, y todo polinomio con potencias de

X de exponentes impares. Las funciones

f(x) = sen x + ¢os X ; g(x) = x--2x2
no son ni pares ni impares.

6.6.2, Nos serd Gtil el sencillo lema siguiente sobre la integral de una
funcidn par o de una funcién impar en'un intervalo (-L,L) simétrico respecto
del origen: |

LEMA

S{ f£(x) es PAR se tiene (fig.1l):
L L
J f(x) dx = 2 I f(x) dx, (1)

L 0

y 84 £(x) es IMPAR se tiene (fig.2):

J f(x) dx = 0. - (2)
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AL ()
N (%)

— o= ——
ol

Fig. 1 Fig. 2

Este lema es intuitivamente evidente y su demostracidn se hace en arbos ca

A L 1] L . 0
sos descomponiendo [ en J + [ y héciendo un cambio de variables en J (Ver

6.6.5 a). =L =L 0 -L

6.6.3, Para representar una funcién f (x) por su q.F. en un 1ntervalo de:
longltud Zﬂ la prolongaremos por periodicidad a partir de &1. En las figuras
3 vy 4 se representan funciones en [-7,7] y en [0,27] respectivamente, y ambas

se prolongan por periodicidad

7~

~

4

S

<
N — —

Fig. 3 Fig., 4
como indican las lineas de trazos.
Del lema anterior se deduce:
TEOREMA

8¢ f(x) es PAR su 5.F. 248 una senie DE COSENOS:

AN N

SN

S~~~

S N~ T S T

N
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. a 0 © :
f(x) v —+ a_ cos nx, (3)
Yy el
1 (" : é _ - ' .
a = ;-J f(x)cos nx dx = F-Jﬂ;f(x)COs nx dx, (nA= 0,1,2,7..) (4)
- 0

Si £(x) es TMPAR su 4.F. s una senie DE SENOS:

f(x) n X b sen nx, (5)
n=1 o
Yy el
LT ) 2 . .
bn = %-J f(x)sen nx dx = ;-JF f (x)sen nx d&x, (n=1,2,...) (6)
= g 0 ‘
Demositnacifn

Se aplica el lema de 6.6.2 a las integrales en los segundos miembros de (4)

y (6), pues si f(x) es b&X, es

£{%) cos ox Pan,.. y £ (x) sen nx dmpax,
y si £{xy es dmpar, es R
f(x).cos nx Ampar, y f(x) sen nx par.

6.6.4, Una funcidn £(x) se puede desarrollar en un L{ntervalo de Longiiud
7T en una s.F, de cosenos, y tambi&n en una s.F. de senos. Por ejemplo, si

f(x) estd definida en [0,7], si se érolonga al intexvalo [-m,0] poniendo
f(-x) = £(x), ) f(—x) = -£(x) ' (7)

se obtiene, respectivamente, una funcién par o una funcidn impar, cuya s.F.

es, respectivamente, una serie de cosenos o una serie de senos.

6.6.5. Eferncicdos
a. Demostrar el lema de 6.6.2

b. Sea f una funcidn real definida en [-m,7], y

g(x) = £(x)+ (-x), h(x) = £(x)-f (-x); (8)
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(1) Pmbar que g es par y h es impar;
(ii) Deducir de aquf que toda funcidn real en [-7,m] puede expresarse como
suma de una funcién par y una funcién impar.

¢. Demostrar que si

. a ®
f(x) n Y + Z (ak cos kx + bk sen kx)
2 k=1
es
P . a i
ECHE(-x) o 0 + Z a, cos kx
2 2 k=1 k g
y
- o
-f...(-z.(_).:-_f_.s:i{_.),. s Z b 5en kx“
2 k=1 F
. - S inx
d. Mostrar que si f es impar y f(x) v Z c, © , entonces Ch T S
NS

[o-] ..
e K : : inx ,
e, Mostrar que si T es par y £(x) ™ Z y e 5 entonces.cn = ¢
. - . . el

£, Verificar que an [0,r] es

T T

¥ = —=~lcos x + i«-cos 3x +-l— cos 5x +.esl.
2 4 3 5

cps T = '
g. Verificar que la s.F. de £(x) = (—;5)2 en [O,Zn] eés una serie de cosenos,

h., (i) Mostrar que los desarrollos de Fourier de

£(x) =n/4 © en  (0,m) (9
en series de cosenos y de senos son respectivamente:
£ (x) &”—-=%cos 0 (10)
' sen 3x , sen 5x
f(x) ~ sen x + 7t st ... - an

(ii) Interpretar las figuras:

~ o~

o~ e~ IS AN S
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N A
~~~~~ ;xx\‘)g“-""-"'] - Te = e = !— - -I ;..- -y famtmtn | i—-'o .; }-- -~
i ' 1
L I N R T N
- 0 = x -4 »-.'?ir -on -:;'n 0 Ilrr on 3'17 T'lnr i
) i '
.4 e d ,'XAO‘)HJ b =d L.
(iii) Expresar la suma de la serie en (11).
(iv) Decir para qué valores de x puede reemplazarse n por = en (11),
i. Obtener de h la suma de la serie numérica:
1 1 1
1 - —_ e = - - + .o 12
3 5 7 (12)
j.» (i) Mostrar que la s.F. de senos de
_ . en. 0 Sx<n/2
f(z) = T
en nl]2 Lx<n
es
E(x) v 2 [gen x + SSR3X 4 se0 5%, g (13)
om ‘ 3 52

(ii) Interpretar la figura siguiente y mostrar que representa la suma s(x)

de la serie (13).

(iii) Decir para qué valores dc x puede reemplazarse n por = en (13).



Capitulo 7

LA TRANSFORMACION DE FOURIER

7.1, SERIE DE FOURIER EN UN INTERVALO CUALQUIERA

7.1,1. El conjunto de funciones

1, cos P%, sen E—;; (n=1,2,3,...) (1)

es ortogonal en cualquier intervalo [a, a+27A] de longitud 27\, respecto del

producto escalar

at2m
(£,g) = I

£ (x).g(x)dx. A . (2)
a

Con respecto al correspondiente sistema ortonormal (ver 7.13 a) la s.F.

de una funcién f(t) es

N

a, o ® o
£(t) ~ ‘_294, Z ' (an COS'B-E- + bn sen E—%-),

3) -

n=1 A
con los ¢.F. dados por
1 TA nx
a = EX'J f (x) cos S dx, (m = 0,1,2,...)
~TA
(4)
1 ™A nx
bn=ﬁ1 f(x) senT—dx, (n=l,2,...)
i Y - S,
7.1.2. Ejemplo . ’

Representar en s.F. eh el intervalo [a,b] la funcién f(t) dada por

. AECD)

—;- para a <t <9'£—b 1/9 ===~ e— AEEEE

i : :

+b a a+b H —>

) para _a_?:_ <t <hb. : =z :

.. . . .

) =1/2f==-! N

Es A = (

b-a)/(27). Prwlongando f£(t) como funcidn peribdica de periodo

2rA = b-a resulta una funcidn {mpar de x-a. Es'an =0y

~164-
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' 2/(nn) (n impar) - -
" J(aﬂ’)/z 1 2rn(x-a) . _
= e -, sen ————=> dx
n b-a n b-a
0 0 (n par).
Entonces
2 o 1 27 (2k~1) (t-a)]
£f(t) v = I . (5)
e) vz k£1 k-1 [Se“ bma J

7.1.3. Ejencicios

a. Hallar el sistema ortonormal correspondiente a (1) con respecto al pro
ducto escalar (2).

b. Obtener (3) y (4) mediante el cambio de variables x/A = x'.

¢, Reducir el ejemplo de 7.1.2 a 6.,6.5 h mediante un cambio de variables,

7,2, INTEGRAL DE FOURIER

7.2.1, Reemplazando en (3) a 'y b  por sus expresiones (4), la s.F. de

f(x) en el intervalo (-7}, w1) se puede escribir asf:

1 A
f(t) mmr flx)dx +

‘EA
A et I
+ — £(x) oo DX nt 1 £ nx nt
nh ™ ) cos 3= d¥.cos 5= + I3 (x) sen 7~ dx. sen 3
-TA
1[“ S e '
= e f(x)dx + ) o= r £ (x) [o nx nt . x nt
27 A ) iy Py ) f s 3 cos 3 sen 5— sen ¥ dx,
o sea:
ceey v L[ S n (£=x)
(t LT3y f(x)dx + 21 = f(x)cos——jr——— dx, (6)
- n= - A
: +
Pongamos §-= w, Y Awn = wn+1 - W, = %—l - %-= %u Entonces la serie en (6)
puede escribirse asi:
RICRN"R (7
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siendo

A
v{w) = %-[ﬂ f(x) cos w(t-x)dx.

=T A

(8)

Procedamos ahora sin preocuparnos por las condiciones de validez de las

consideraciones puramente formales que siguen:

Queremos representar la funcidn f(t) para todo t real. Para pasar del in

terwalo (-mA, m)A) de la representacidén (6) a toda la recta real R debemos

hacer A + =, Las dendes (7) se asemejan a las sumas (finitas) de Riemann. Ca

oo

be coujeturar que aproximan la integral J v(w)dw, y entonces para A ~ =« la

. . 0
representacién (6) se convicrte en

£(t) ~ %-I dw J f(x) ces wltex)dx.

-

(9)

Esta es la llamada <{ntegral de Fourier que (con ciertas restricciones, co
mo las que veremos en 7.2.3) representa en (-=,=) la funcidn arbitraria f(t)
en la misma forma en que una s.F. representa una funcidn periddica.

Notese que en la integral reiterada (9) no puede invertirse el orden pues

o
la integral J cos w(t-x)dw no es convergente.
0
7.2.2, Puesto que

J

cos w(t-x) = cos wt.cos wx + sen wt,sen wX,

(9) se puede escribir en la siguiente forma, mas parecida a una 4erie de Fou
rier:

f{t) ~ [ [a(m).cos wt + b{w).sen mp]dm, (10)
. 0

siendo (andlogamente a los c.F.):

a(w) = %—J f(x).cos wx,dx
-0 (11)
b(w) = %-J f(x).sen ux.dx

-—CO
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7.2.3. Seria'dificil justificar ldgicamente la linea intuitiva de Rensamigg
to que hemos seguido al final de 7.2.1, Es mas fdcil demostrar directamente co
mo con las s.F., condiciones para que la integral de Fourier (9) converia y a-
demis nepresente £a funcidn £(t). Por ejemplo vale el teorema siguiente, que
no demostraremos (ver Rey Pastor, Pi Calleja y Trejo: Andlisis matémético, III,

§ 99-2):

TEOREMA
S{ £(t) es absofutamente integhable en (~=,=), en todo punto t en el cual
se cumplan condiciones suficientes de convergencia de £La s.F. de £(t) hacia

S, es

%J dw j f(x) cos w(t-x)dx = §, (12)
) .

-~ OO

0 Aea:
S = J [ a(w).cos wt + b(w).sen wt] dw. (13)
0

7.3, TRANSFORMACION DE FOURIER

7.3.1. Sea f(t) una gpuncifn par: f(-t) = £(t). Entonces, en virtud de (11)

es B(w) = 0y (13) da, para S = f(t), la expresidn:

co

f(t) = %-I cos wt.dw J f(x) cos wx.dx, (14C)
0 0 .
llamadd §0rmula del coseno de fLa integrnal de Fourien o también {ntegrak de

Fourien-coseno.
Poniendo
Fc(w) = Vg:[ f (x) cos wx.dx, (15c)

0
la formula (14c) da

£f(t) = ng} Fc(m).cos tw. dw. | (16c)
A .
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Las expresiones (15c) y (l6c) muestran que existe una relacidn recfproca

entre las funciones £(t) y F_ (w): se dice que son thansformadas de Fourien

por el coseno (o de Fournler-coseno, t.F_.) una de otra.
Indicando con ‘}'C la transformacién de Fourier-coseno (15c) y (16c) se ex-
presan respectivamente asi:
= =¥ .
F,o=¥ (6, £ >C(FC) (17))
de donde resulta, reemplazando la primera en la segunda:
£ =T (T, (18)
y de aquf, aplicando a ambos miembros la .transfoiumacidn Lnverva FZI:
P T
o =T, | (19,)
o sea: La inversa de ?ﬁ es La misma T:c'

7.3.2. 8i £(t) es una funcddn Lmpanr: f(-t)" = of (t), por (11) es a(w) = 0

;,:;413) da, para § = £(t):
f(t) = % [ seén it dw j f{x) sen wx,dx, . (148)
o 0
1lamada f6amula del seno de £a Antegral de Fowrier, o bien integral de Fourndier-

Aeno.
Poniendo
F (w) =\!:2-.r° f(x) sen wx.dx,. . (15 )
s - . 3 R s
0
(lés)da:
7 e
f(t) =J§[ Fs(m) sen tw.dw. (163)
0

(155) y (165) expresan una relacidn reciproca entre las funciones f(t) y Fs(m):

se dice que son transformadas de Fourder porn el seno (o de Fourier-seno, t.F g*)

uana de otra.
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Indicando con T"‘S la transformaci6én de Fourier-seno (153) y (16s) se expre
san asi:
F_=T.(n, £=% (F), (17,)
y de aqui resulta sucesivamente, como en 7.3.1:

=530, (18,)

Yl =% o. (19

7.3.3. Forma compleja

Consideremos la f6rmila (12) para S = £(t) (caso en que la integral de

Fourier representa a la funcidn), o sea:

£(t) é_%-f dw J £f(x) cos w(t-x).dx.
0 -

Puesto que la integral interior

[ f(x) cos w(t-x).dx

-0

es funcibn par de w, se tiene

f(t) = %— J dw J f (k) cos w(t-x).dx. (a)
T

Por otra parte es

0= %— J dw J f(x) sen w(t-x).dx, (b)
. .

-CO -0

pues la integral interior es funcidn Ampar de w.

Sumando miembro a miembro (a) y (b) se obtiene la llamada {nfegral de
Fourdien en forma. compleja:

£(t) = %;J dmI £(x) el0(t=X) g (14)

-0 -CO

De aqui resultan las siguientes férmulas, ahora no completamente reciprocas:
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Flw) = 1—-[ F(x)e *¥ax, (15)
=
£(t) = I——J F(w)e ™ da. (16)
/i)
Ld funcién F se llama tnanAéonmadaAde Founien (t.F.) de f. La férmula (16)
también se puede escribir (poniendo T = -t):
1 ® -iuwt
f(-1) = -**-J Flw) e dw 17
V2 '

-0

de suerte que si se indica con f 14 t.F., de £, se tiene:
A
A

f(t) = £(-1). . (18)

Indicando con § 1a rhans formactbn de Fourier, (15) y (16) se escriben res

pectivamente:
reFe,  e=Flm, a9
pero ahora es 'F'"l #'?Fo

7.3.4. Ejercicios

a, Hallar las t,F_y t.F :
c S

T =,[§-f £(t) cos wt.dt, (20)
0
T oy =VZ [ £(t) sen wt.dr, (21)
s T
0

de la fiuncifén (decrecimiento exponencial):

£(t) = e IF, (h>0, 0<t<w). (22)

Indicacifn: Integrando por partés se obtiene

w _1/2 @ g -

1 w
c n¥z n's S h (23)

y de aqui se despejan:

o~~~

"\/\/\"\/‘\'—\f‘\f‘\/\’-\/\/‘\/\/\"\/‘\/‘*ﬁ/‘\/\/'\/'\/'\ ;
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-ht, _./2 h — _'3 w
T (™ -\/; AR § ™ -\/: 7 . (26)

b. Con las notaciones de (15c)”, (153) y (15); verificar que si f(t) es una

funcidn heal:

(i) Las partes real e imaginaria de F(w) son respectivamente:

R(w) = Re[F(w)] = éj cos wt £(t)dt,
V2n

-0
. -]

-1
I(w) = Im[F(w)]= ----J sen wt, f(t)dts (25)
w w

(ii) R(w) es par e I(w) es impar: ‘ A
R(~-w) = R(w), I(~w) = —’I(w); . (26)
(i) Few) = FG@). @n

c. Con las notaciones de b es
S F) = R(w) + 1 T() = |Fa).ei*? @ (28)
éiendo ¥ (w) el argumento de F(w):

¢ (W) = arg F(w) = axrc tg L) .
- Rw)

Se 1llama especino de amplitud de f£(t) al valor absoluto |F(w)| de su t.F.,

(29)

y espectrno de fase de £(t) al arpumento cé(m) de su t.F. Verificar que A{ f(t)

¢4 2eal su espectro de amplitud es par y su espectro de fase es impar:
£(t) real = [|F(-w)| = |F()], ¢(~w) = 0 (w)].

[ Indicacion: (27)].
d. Probar que la t.F. de la funci8n decrecimiento exponencial (22), o sea
(o si t£<0
£He = { et i e,
es

Flw) = +— Lo | | (30)
V21 hHia
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(i) Por cédlculo directo;
(ii) Utilizando (25) y (24).

e. Verificar que la t.F, del pufso unidad (fig.):

o (1 csi ] <172,
p(t) = 31)
0 Si Ifl > 1/2’
es (fig.):
Fw) = va RPN sen (w/2) (32)
Mo (t) T w 2 Vam w2
o P
! 1/Von
] | /
: ! ; ‘ -
| ; t ' / ' S )
) ; R = P
_1 o 1 .~
2 ? ‘ o .
£. Verificar que la transformacidn de Fourier es Lineal, es decir: 44
ULy ©] - Fil(i‘*’.)j Fley @1 = Py,
S Loy f () o, ()= egF, () + ¢, P, (w). - (33)
2. Verifica; que si @F[f(t)l = F(w) y ¢ es una constante real, es
¥ie(eol = 1= r&. (34)

]1¢c

Nota
(34) es la propiedad de compresifn~expansidn de la transformacidn de Fou-

rier: la grafica de f(ct) se.,obtiene de iaAde'f(t) contrayéndola en La escala
del tiempo t por el factor ¢, y la grdfica de F(w/a) se obtiene de la de

F(u) expandiéndola en La escala de §recuencias por el mismo factor c.

h. Calcular la t.F. del pulso unitanio de altura h:

— e~ o~ N Ty

P N e N i T [N

e N N N
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h si |t] €1/(@n),
ph(t) =

(35)
0 si |t] >1/(2n);

(i) Por cilculo directo
(ii) Utilizando (32), (33) y (34).
Ré).spuuta:

Fh("’) . 1 _sen[mL(Zh)] . (36)

Vor w/(2h)

Noia

Las grAficas de Ph(t) y de Fh(m) son las representadas en e, cambiando am
"bas escalas en la primera y s6lo la de abscisas en la segunda: en &sta la pri

mara onda superior va desde -27h hasta 27h,

Para h + =, ph(t) tiende a la "fuyncidn" 6 de Dirac y Fh(m) tiende a la fun
£18n constante de valor l//f. El concepto de transformaciSn de Fourier se

axtiende a distribuciones, y sé prueba que la t,F. de la medida & de Dirvac

He.
T8 (0)) = 1//5m,

i, Demostrar la propiedad siguiente, llamada de desplazamiento en el tiem
po de la t,F.:

N IE)] = Fw) = TIE(t-1)] = Flu)e 1T, (37)

j. Demostrar la propiedad siguiente, llamada de desplazamiento en {a gre

cuencia de la t.F.:

TLE)] = Fw) = FI£()el®) = Flu—a). (38)
k. Mostrar que
TIf(t)] = Flw) = F [£(t) cos at] = % [ Flw=a)+F(w=a)]. (39)

[Se usan (38) y cos at = % (e**t + e"mt):]
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. £. Observando que la funcidn (coseno de duracién finita d)
’ $

i |
_ = cos at . si -;d[2 St<d/2
£(t)is= o '
=0 sii |t} >d/2

se puede expresar como "funcifn wodulada por un pulso" asf:

£(t) = p(t/d).cos at > (40)

siendo p(t) la funcién pulso unidad (31), mostrar que su t.F. es

F(w) =1 gen d(w-a)/2 + sen Q(w+a)/2

. (41)
V2r ww ., wha .

[ Se aélica (34) para hallar la t,F. de p(t/d) a partir de (32).':&-Luego se

aplica (39).] . SR
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