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PRESENTACION

El concepto moderno de integral, construido por Lebesgue a principios de

este siglo sobre la base de una profunda revisión de la teoŕıa de la medida, ha

permitido superar las dificultades que presentaba la noción clásica de integral

debida a Cauchy y Riemann (la misma que se estudia en los primeros cursos

de “Cálculo” o Análisis Elemental).

Las ventajas del método de Lebesgue son tan evidentes, y su uso se

encuentra tan difundido, que uno se siente tentado de aceptar literalmente la

opinión de J. Dieudonné:

“Es razonable creer que la integral de Riemann, si no fuera por el presti-

gioso nombre que la acompaña, habŕıa desaparecido desde hace tiempo de la

enseñanza universitaria o –con el debido respeto al genio de Riemann– habŕıa

quedado relegada a la categoŕıa de un modesto ejercicio dentro de la teoŕıa

general de la medida y la integración”.

El presente libro está destinado a quienes deseen iniciarse en la teoŕıa

de la medida y la integral de Lebesgue con vistas a sus aplicaciones: Series

e Integrales de Fourier, Ecuaciones Diferenciales, Teoŕıa de Probabilidades,

etc.

Hemos eludido en lo posible todos los aspectos que no sean “instrumen-

tales”: el libro está escrito para que pueda ser léıdo con facilidad por estu-

diantes de Matemática, F́ısica o Ingenieŕıa que necesiten manejar el concepto

de integral con la soltura y generalidad que requiere el Análisis moderno.

Después de haber enseñado el tema bajo formas diversas, nos ha pare-

cido que la más conveniente para quienes deben estudiarlo por vez primera es

la presentación intuitiva que sólo puede hacerse en los espacios euclidianos,

postergando la inevitable generalización para cuando se hayan comprendido

las ideas fundamentales y se advierta su necesidad. Tradición que reconoce

como insignes antecedentes los cursos de Análisis Real que durante varios

vii



viii presentacion

años tuvieron a su cargo Antoni Zygmund en la Universidad de Chicago y

Mischa Cotlar en la de Buenos Aires.

En relación con dicha forma de presentación, confiamos en haber su-

perado el engorro de algunas demostraciones que no satisfaćıan los criterios

normales de rigor (teorema 3.1 y proposiciones 2.19 y 2.21). Dificultad que

llevó a veces a preferir el planteo abstracto, aparentemente más “limpio”.

La introducción de las normas y los espacios de Orlicz ayudan a com-

prender el papel de la convexidad en ciertos espacios de funciones y presentan

el marco adecuado para la solución de algunos problemas del “Análisis Real”,

del que forma una parte importante el contenido de esta obra.

La relación entre la teoŕıa de la integral y la teoŕıa de la diferenciación

ha sido tratada con especial atención: “El mérito de Lebesgue –ha escrito

S. Saks– no consiste solamente en haber creado una nueva y más general

noción de integral, ni siquiera en haber establecido su ı́ntima conexión con

la teoŕıa de la medida. El valor de su trabajo consiste primordialmente en

su teoŕıa de la derivación, que es paralela a la de integración. Esto permitió

a su descubrimiento hallar numerosas aplicaciones en las más diversas ramas

del Análisis y, desde el punto de vista metodológico, hizo posible unificar dos

concepciones fundamentales de la integral, a saber, la de integral definida

y la de primitiva, que parecen quedar definitivamente separadas tan pronto

como la integración se sale del dominio de las funciones continuas”.

Los Autores

Buenos Aires, 1995



PLAN DE LA OBRA

Los dos primeros caṕıtulos proveen los conceptos necesarios sobre la

teoŕıa de conjuntos y la topoloǵıa de los espacios euclidianos. Las nociones de

intervalo y conjunto elemental se desarrollan en el segundo caṕıtulo –párrafos

6, 8 y 9–, únicas secciones de dicho caṕıtulo cuya lectura no conviene omitir.

El tema principal del libro comienza en el tercer caṕıtulo, a partir del

cual se construyen los conceptos de la teoŕıa de Lebesgue: medida exterior y

conjuntos medibles, medida, funciones medibles, integral, teoremas de paso

al ĺımite, teoremas de Tonelli y Fubini y fórmula del cambio de variables

(caṕıtulos III al VI).

A partir del caṕıtulo VII la lectura es más exigente, porque se estudian

los aspectos más profundos y generales de la teoŕıa: los espacios de funciones;

la diferenciación de integrales y de medidas; las medidas en los espacios

abstractos y el teorema de Radon-Nikodym.

Los conceptos de medida e integral en espacios abstractos son indispen-

sables en caṕıtulos importantes del Análisis y la Teoŕıa de Probabilidades. No

es posible, por lo tanto, instalarse definitivamente en los espacios euclidianos,

aunque en ellos todav́ıa sean posibles algunas generalizaciones útiles.

Los párrafos cuyo t́ıtulo se señala con una estrella pueden omitirse sin

perjuicio en primera lectura.
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CAPITULO I

INTRODUCCION

1. Números reales.

Supondremos al lector familiarizado con las propiedades algebraicas y

de orden del cuerpo IR formado por todos los números reales; en parti-

cular, con el hecho de que todo conjunto no vaćıo y acotado superiormente

A ⊂ IR posee una cota superior mı́nima llamada el extremo superior

o bien el supremo de A y denotada comúnmente por el śımbolo supA .

Simétricamente, si el conjunto A ⊂ IR es no vaćıo y acotado inferiormente,

entonces entre sus cotas inferiores hay una que es máxima, llamada el ex-

tremo inferior o ı́nfimo de A y denotada por inf A .

El número real s es el supremo de A si y sólo si 1˚) cada x ∈ A verifica

x ≤ s y 2˚) para cada número ε > 0 existe al menos un elemento x ∈ A

tal que x > s − ε . Y en forma simétrica se enuncian las propiedades que

caracterizan al número inf A en el caso de que exista.

Dados dos números reales a y b tales que a ≤ b hay cuatro intervalos

con extremo izquierdo a y extremo derecho b , a saber, [a, b] = {x ∈ IR :

a ≤ x ≤ b} , (a, b) = {x ∈ IR : a < x < b} , (a, b] = {x ∈ IR : a < x ≤ b} y

[a, b) = {x ∈ IR : a ≤ x < b} . El primero se llama un intervalo cerrado; el

segundo, un intervalo abierto, y los dos últimos son intervalos semicerrados

(o semiabiertos).

Es conveniente incluir entre los intervalos al conjunto vaćıo, con lo que se

logra eludir la consideración de casos excepcionales en la siguiente proposición

que, aunque elementaĺısima, jugará más adelante un importante papel:

(1.1) Proposición. La intersección de dos intervalos es un intervalo. La

diferencia de dos intervalos es la unión de dos intervalos disjuntos.

1



2 i - introduccion

Consideremos, para fijar ideas, los intervalos I = (a, b) y J = (c, d] .

Luego, I ∩ J = {x : a < x, x < b, c < x, x ≤ d} . Ahora bien; la conjunción

de las dos desigualdades del mismo sentido x < b y x ≤ d es equivalente

a una sola de ellas: a la primera si b ≤ d o la la segunda si b > d ; y

análogamente para las relaciones del mismo sentido a < x y c < x , lo cual

demuestra que I ∩ J es un intervalo, eventualmente vaćıo. En cuanto a la

diferencia I − J = {x : x ∈ I, x /∈ J} , sus elementos son los que satisfacen

a < x < b y alguna de las relaciones incompatibles x ≤ c , x > d . Por

consiguiente,

I − J = {x : a < x < b, x ≤ c} ∪ {x : a < x < b, x > d}

es la unión de dos intervalos disjuntos en virtud de una consideración análoga

a la anterior.

La medida o longitud de cualquier intervalo con extremos a y b es el

número b− a .

De fundamental importancia es el llamado principio de encaje de

intervalos cerrados, enunciado en la siguiente proposición.

(1.2) Proposición. Si In = [an, bn], n = 1, 2, 3, . . . , es una sucesión de

intervalos cerrados que verifican las inclusiones

I1 ⊃ I2 ⊃ I3 ⊃ . . . ⊃ In ⊃ In+1 ⊃ . . . ,

entonces existe un número real x que pertenece a cada intervalo de la

sucesión.

En efecto, de la inclusión In+1 ⊂ In se deducen las relaciones an ≤
an+1 ≤ bn+1 ≤ bn , lo cual muestra que los números an forman una sucesión

creciente y los bn una decreciente:

a1 ≤ a2 ≤ a3 ≤ . . . , b1 ≥ b2 ≥ b3 ≥ . . . .

Por consiguiente, si m < n tendremos am ≤ an ≤ bn y también an ≤ bn ≤
bm ; es decir, an ≤ bm cualesquiera que sean los ı́ndices m y n . Luego,

sup
n
an = sup{a1, a2, a3, . . .} ≤ bm (m = 1, 2, 3, . . .),
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de donde sup
n
an ≤ inf

m
bm y el número x = sup

n
an verifica an ≤ x ≤ bn

(n = 1, 2, 3, ...) ; es decir, x ∈ In para cada n .

Q.E.D.

Otra importante consecuencia del hecho de que todo conjunto no vaćıo

y acotado superiormente de números reales posea una cota superior mı́nima

es que el conjunto IN = {1, 2, 3, ...} no admite ninguna cota superior. La

demostración es por el absurdo: si IN admite un cota superior, entonces,

como no es vaćıo, posee una cota superior mı́nima s = sup IN y como

s − 1 < s , existe un elemento n ∈ IN tal que n > s − 1 ; pero entonces el

número natural n+ 1 es mayor que s , lo cual es absurdo.

(1.3) Corolario. Todo intervalo abierto no vaćıo contiene números racio-

nales.

Para demostrarlo, tomemos dos números reales a y b tales que a < b

y supongamos primero que a es positivo. En virtud de lo anterior, existe un

número natural n tal que n > (b − a)−1 . Considerando el mı́nimo entero

positivo m tal que a < m/n , tendremos

a < m/n = (m− 1)/n+ 1/n < a+ (b− a) = b

y el número racional r = m/n verifica a < r < b .

Si a no es positivo, existe un número natural k tal que a+k es positivo;

y como a+ k < b+ k , la demostración se reduce al caso anterior.

Para indicar que el conjunto A ⊂ IR no es acotado superiormente es-

cribiremos supA = +∞ ; la notación inf A = −∞ se usa para señalar que

A no es acotado inferiormente.

Con la introducción de los elementos +∞ y −∞ , que no son números,

y la convención de que para cada número real x , −∞ < x < +∞ , podemos

afirmar que todo conjunto no vaćıo A ⊂ IR posee un supremo y un ı́nfimo.

El conjunto IR = IR ∪{−∞,+∞} se llama la recta real extendida; y los

números reales, por oposición a los nuevos elementos introducidos, se llaman

los elementos finitos de IR .

Las operaciones de suma y producto entre números reales se extienden
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a los elementos de IR con arreglo a las convenciones siguientes:

(+∞) + (+∞) = +∞,

(−∞) + (−∞) = −∞,

(+∞) + (−∞) = (−∞) + (+∞) = 0,

(+∞) . (+∞) = (−∞) . (−∞) = +∞,

(+∞) . (−∞) = (−∞) . (+∞) = −∞;

si x es un número real,

x+ (+∞) = (+∞) + x = +∞, x+ (−∞) = (−∞) + x = −∞,

x . (±∞) = (±∞) . x =


±∞ si x > 0

0 si x = 0

∓∞ si x < 0.

Obsérvese que 0 . (±∞) = (±∞) . 0 = 0.

La utilidad de estas convenciones se irá percibiendo cada vez más clara-

mente a medida que se desarrolle el tema principal de este libro.

El ĺımite inferior ℓ y el ĺımite superior L de una sucesión (ak) de

números reales se definen por medio de las fórmulas

ℓ = lim inf k→∞ak = sup
j

(
inf
k≥j

ak

)
,

L = lim sup k→∞bk = inf
j

(
sup
k≥j

ak

)
.

De la definición se deducen fácilmente las dos propiedades que caracte-

rizan al elemento L ∈ IR ; a saber,

1 a) para cada β > L , existe un entero positivo j tal que si k ≥ j , entonces

ak < β ;

2 a) para cada α < L y para cada entero positivo j , existe un entero k ≥ j ,

tal que α < ak .

La primera afirma que si β > L , entonces ak < β para k suficiente-

mente grande; la segunda que si α < L , entonces α < ak para infinitos

ı́ndices k .
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Ejercicio: Probar que si el elemento Λ ∈ IR posee las dos propieda- des

anteriores, entonces Λ = L . Sugerencia: probar las relaciones Λ ≤ L y

L ≤ Λ .

En forma simétrica, las dos propiedades que caracterizan al elemento

ℓ ∈ IR son:

1 a) para cada α < ℓ existe un entero positivo j tal que si k ≥ j , entonces

α < ak ;

2 a) para cada β > ℓ y para cada entero positivo j , existe un entero k ≥ j ,

tal que ak < β .

Definiendo bj y cj por medio de las expresiones bj = inf
k≥j

ak , cj =

sup
k≥j

ak , tendremos

bj ≤ cj , b1 ≤ b2 ≤ b3 ≤ ..., c1 ≥ c2 ≥ c3 ≥ ...,

ℓ = sup
j

bj , L = inf
j
cj .

Por consiguiente, ℓ ≤ L .

Por definición, la sucesión (ak) tiende al ĺımite a ∈ IR si se verifica

ℓ = L = a ; y en tal caso escribimos a = lim
k→∞

ak . Si el ĺımite a existe y es

finito, decimos que la sucesión es convergente o que converge al valor a .

Toda sucesión monótona tiende a un ĺımite en IR , igual al supremo de

todos sus valores si es creciente e igual al ı́nfimo de todos sus valores si es

decreciente.

Si an ≥ 0, n = 1, 2, 3, ..., entonces la sucesión sn = a1 + a2 + . . . + an
es monótona creciente; de donde se sigue que el ĺımite

∞∑
k=1

ak = lim
n→∞

sn = lim
n→∞

n∑
k=1

ak

tiene un sentido bien preciso en la recta real extendida. Por ejemplo, 1 + 1 +

1 + . . . = +∞ .

Consideremos ahora dos sucesiones monótonas con valores no negativos:

0 ≤ a1 ≤ a2 ≤ a3 ≤ . . . y 0 ≤ b1 ≤ b2 ≤ b3 ≤ . . .

Es fácil probar que cualesquiera que sean los ĺımites de estas sucesiones (fini-

tos o no) se cumplen las relaciones

lim (an + bn) = lim an + lim bn, lim (anbn) = (lim an)(lim bn).
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Considerando el ejemplo an = 0 para todo n , bn = n , se comprende la

necesidad del convenio 0 . (+∞) = 0 para que se mantenga la validez de la

segunda.

2. Familias y sucesiones de conjuntos.

Frecuentemente será necesario considerar conjuntos cuyos elementos son

conjuntos. Tales conjuntos se llaman clases o colecciones de conjuntos.

Por ejemplo, si X es un conjunto, la clase P(X) formada por todos los

subconjuntos de X se llama la clase de partes de X . En śımbolos,

P(X) = {A : A ⊂ X}.

Debe tenerse presente que X y ∅ son miembros de P(X) .

Consideremos ahora un conjunto I y una función F : I → P(X) que

asigna a cada elemento i ∈ I un conjunto Ai = F (i) que es un subconjunto

de X . En estas condiciones, la función F se llama una familia de con-

juntos y se escribe F = (Ai, i ∈ I) para destacar los conjuntos Ai que se

llaman los miembros de la familia; los elementos de I se llaman los ı́ndices

de la familia F .

La unión y la intersección de una familia F = (Ai, i ∈ I) se definen,

respectivamente, por medio de las fórmulas∪
F =

∪
i∈I

Ai = {x : x ∈ Ai para algún i ∈ I},

∩
F =

∩
i∈I

Ai = {x : x ∈ Ai para todo i ∈ I}.

Una familia (Ak, k = 1, 2, 3, ...) cuyos ı́ndices son los enteros positivos

se llama una sucesión de conjuntos. En este caso, la unión y la intersección

se representan por medio de los śımbolos

∞∪
k=1

Ak,
∞∩
k=1

Ak;

y en el caso de una sucesión finita (Ak, 1 ≤ k ≤ n) , escribiremos

n∪
k=1

Ak,
n∩
k=1

Ak,
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en lugar de A1 ∪A2 ∪ . . . ∪An y A1 ∩A2 ∩ . . . ∩An , respectivamente.

Diremos que los conjuntos de la familia F = (Ai, i ∈ I) son disjuntos o

bien, con más propiedad, que F es una familia disjunta si para cada par

de ı́ndices i ̸= j se verifica Ai ∩Aj = ∅ .

Todos los conjuntos que se consideran en una teoŕıa son subconjuntos de

un determinado conjunto X llamado espacio con el fin de sugerir una in-

terpretación geométrica. Los elementos de X se llaman entonces los puntos

del espacio; y para cada A ⊂ X , el conjunto de todos los puntos del espacio

que no pertenecen a A se llama el complemento de A y se denota por Ac

o bien por CA .

Si A y B son conjuntos, definimos A − B por A − B = A ∩ Bc ;

A△B por A△B = (A−B) ∪ (B −A) . El conjunto A△B es la diferencia

simétrica entre A y B .

Dejaremos a cargo del lector la demostración de las fórmulas(∪
i∈I

Ai

)c
=
∩
i∈I

Aci ,

(∩
i∈I

Ai

)c
=
∪
i∈I

Aci ,

que se conocen con el nombre de leyes de complementación o de De

Morgan (para demostrar que dos conjuntos son idénticos hay que mostrar

que cada elemento de uno de ellos pertenece al otro y viceversa).

Dada una sucesión de conjuntos (Ek, k = 1, 2, 3, ...) , los conjuntos

lim inf Ek =
∞∪
j=1

∩
k≥j

Ek

 , lim sup Ek =
∞∩
j=1

∪
k≥j

Ek

 ,

se llaman, respectivamente, el ĺımite inferior y el ĺımite superior de la

sucesión (Ek) .

Poniendo A = lim inf Ek , B = lim sup Ek , se tiene:

1˚) x ∈ A si y sólo si existe un entero positivo j tal que para todo k ≥ j ,

x ∈ Ek .

2˚) x ∈ B si y sólo si para cada j existe un entero k ≥ j tal que x ∈ Ek .

Por consiguiente, A ⊂ B .

En el caso de se verifique A = B , se dice que la sucesión (Ek) converge

al ĺımite L = A = B .



8 i - introduccion

Si la sucesión (Ek) verifica E1 ⊂ E2 ⊂ E3 ⊂ . . . ⊂ Ek ⊂ Ek+1 ⊂ . . . ,

decimos que es una sucesión creciente; y en este caso el ĺımite de la sucesión

existe y es igual a la unión de todos los conjuntos Ek .

Si la sucesión (Ek) verifica E1 ⊃ E2 ⊃ E3 ⊃ . . . ⊃ Ek ⊃ Ek+1 ⊃ . . . ,

decimos que es decreciente; en tal caso también existe el ĺımite de la sucesión

y es igual a la intersección de todos los conjuntos Ek .

Si (Ai, i ∈ I) y (Bj , j ∈ J) son dos familias de conjuntos, su cumple

la ley distributiva(∪
i∈I

Ai

)
∩

∪
j∈J

Bj

 =
∪
i∈I

∪
j∈J

(Ai ∩Bj) .

Además, si ambas familias son disjuntas, entonces la familia (Ai∩Bj , (i, j) ∈
I×J) , cuya unión es precisamente el miembro derecho de la última igualdad,

es también disjunta.

A modo de ejercicio útil sugerimos que el lector demuestre las siguientes

fórmulas (las dos primeras generalizan las leyes de De Morgan):

B −
∩
i∈I

Ai =
∪
i∈I

(B −Ai)

B −
∪
i∈I

Ai =
∩
i∈I

(B −Ai)

∪
i∈I

Ai −B =
∪
i∈I

(Ai −B).

Si C es una colección de conjuntos, la función F : C → C definida por

F (A) = A para cada A ∈ C nos permite pensar a C como una familia

F en la que el conjunto de ı́ndices es el mismo conjunto C . La unión y

la intersección de esta familia se designan, en este caso, por medio de los

śımbolos ∪
C =

∪
{A : A ∈ C} y

∩
C =

∩
{A : A ∈ C},

respectivamente. Por consiguiente, el punto x pertenece a la unión de C
si y sólo si x pertenece al menos a un miembro de C y x pertenece a la

intersección de C si y sólo si x pertenece a cada miembro de C .

Obsevemos de paso que, por lo visto, la noción de familia es más general

que la de colección o clase de conjuntos.
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3. Imágenes directas e inversas.

Sea f : X → Y una función (o aplicación) de X en Y . Para cada

A ⊂ X , el conjunto

f(A) = {y ∈ Y : y = f(x) para algún x ∈ A}

es la imagen de A por f y para cada B ⊂ Y , el conjunto

f−1(B) = {x ∈ X : f(x) ∈ B}

se llama la imagen inversa de B por f .

Es fácil ver que A ⊂ f−1(f(A)), f(f−1(B)) ⊂ B y f−1(Y − B) =

Y − f−1(B) ; además, la igualdad vale en la primera de estas relaciones si f

es inyectiva y en la segunda si f es suryectiva. Si (Bj , j ∈ J) es una familia

de subconjuntos de Y , entonces

f−1

∪
j∈J

Bj

 =
∪
j∈J

f−1(Bj) y f−1

∩
j∈J

Bj

 =
∩
j∈J

f−1(Bj).

Estas fórmulas muestran que la aplicación f−1 : P(Y ) → P(X) tiene la

importante propiedad de preservar todas las operaciones entre subconjuntos

de Y .

4. Productos cartesianos.

El producto cartesiano de una familia finita (A1, A2, ..., An) se define

como el conjunto A1×A2× ...×An formado por todas las sucesiones finitas

(a1, a2, ..., an) tales que ai ∈ Ai para cada entero i que verifique 1 ≤ i ≤ n .

De acuerdo con esta definición, cada elemento del producto cartesiano no es

más que una función f cuyo dominio es el conjunto In = {1, 2, ..., n} con

la propiedad de que f(i) ∈ Ai para cada i ∈ In . La única particularidad,

puramente notacional, consiste en la convención de escribir f en la forma

(f(1), f(2), ..., f(n)) . En particular, el producto cartesiano A × B está for-

mado por todos los pares ordenados (x, y) , tales que x ∈ A e y ∈ B .

Para que el producto cartesiano resulte asociativo es necesario establecer

una convención: si a = (a1, ..., an) es un elemento de A1 × ... × An y b =

(b1, ..., bm) un elemento de B1 × ... × Bm , interpretaremos el par ordenado
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(a, b) como la sucesión finita (a1, ..., an, b1, ..., bm) . Con esta convención

resulta (A1 × ...×An) × (B1 × ...×Bm) = A1 × ...×An ×B1 × ...×Bm .

Por su sencillez, dejaremos a cargo del lector la demostración de las

fórmulas

(A1 × ...×An) ∩ (B1 × ...×Bn) = (A1 ∩B1) × ...× (An ∩Bn),(
n∪
i=1

Ai

)
×

 m∪
j=1

Bj

 =

n∪
i=1

m∪
j=1

(Ai ×Bj).

El miembro derecho de la segunda es la unión de la familia F = (Ai ×
Bj , (i, j) ∈ In×Im) y será útil observar que si los conjuntos Ai son disjuntos

del mismo modo que los Bj , entonces F es una familia disjunta.

El siguiente lema tiene un valor auxiliar en la demostración de la proposi-

ción (2.21) del siguiente caṕıtulo.

(1.4) Lema. Si el producto cartesiano A×B es la unión de los productos no

vaćıos y disjuntos A1 ×B1 y A2 ×B2 , entonces, o bien A = A1 ∪A2

con A1∩A2 = ∅ y B = B1 = B2 , o bien B = B1∪B2 con B1∩B2 = ∅
y A = A1 = A2 .

Demostración: De la hipótesis se sigue fácilmente que ninguno de los con-

juntos del enunciado es vaćıo y además, A = A1 ∪A2 y B = B1 ∪B2 .

Puesto que

(A1 ∩A2) × (B1 ∩B2) = (A1 ×B1) ∩ (A2 ×B2) = ∅,

debe cumplirse el menos una de las relaciones

A1 ∩A2 = ∅, B1 ∩B2 = ∅.

Suponiendo que se verifica la primera, probaremos que B = B1 , para

lo cual es suficiente probar que B ⊂ B1 . Si esto último no fuera cierto,

entonces existiŕıa un elemento b ∈ B , tal que b /∈ B1 .

Eligiendo un elemento a ∈ A1 , tendŕıamos a /∈ A2 , pues A1 y A2

son disjuntos. Ahora bien; (a, b) ∈ A × B y sin embargo, (a, b) /∈ A1 × B1

y (a, b) /∈ A2 × B2 , lo cual contradice la hipótesis. Luego, B = B1 y
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análogamente se demuestra que B = B2 .

Q.E.D.

La notación An se usa para designar el producto cartesiano A × A ×
... × A (n factores); es decir, el conjunto de todas las sucesiones finitas

(a1, a2, ..., an) , tales que ai ∈ A (i = 1, 2, ..., n) .

5. Conjuntos numerables.

Diremos que el conjunto X es equivalente al conjunto Y y escribiremos

X ∼ Y si existe una aplicación biyectiva f : X → Y . En tal caso también

se dice que X e Y tienen igual potencia o bien que son coordinables.

Como la aplicación idéntica de X en śı mismo es biyectiva, se tiene siem-

pre X ∼ X ; puesto que la inversa de una aplicación biyectiva es biyectiva,

si X ∼ Y entonces Y ∼ X ; finalmente, puesto que la composición de dos

aplicaciones biyectivas es biyectiva, si X ∼ Y e Y ∼ Z , entonces X ∼ Z .

Demotaremos por IN al conjunto de los enteros positivos y llamaremos

una sección inicial a cualquier conjunto In de la forma In = {1, 2, ..., n} =

{k ∈ IN : k ≤ n} , donde n representa un entero positivo.

Por definición, un conjunto es finito si es vaćıo o si es equivalente a

alguna sección inicial y es infinito en caso contrario.

De acuerdo con la definición precedente, las secciones iniciales son los

conjuntos finitos t́ıpicos.

Por inducción sobre n se demuestran fácilmente las siguientes afirma-

ciones:

(a) Cualquier subconjunto de In es finito.

(b) No existe ninguna aplicación inyectiva de In+1 en In .

De la primera se deduce que todo subconjunto de un conjunto finito es finito;

de la segunda, que si m < n , no existe ninguna aplicación inyectiva de In

en Im y por consiguiente, que todo conjunto finito no vaćıo es equivalente a

una única sección inicial.

Otra consecuencia de (b) es que el conjunto IN es infinito, pues si

existiera una aplicación biyectiva f : IN → In , la restricción de f a In+1

nos daŕıa una aplicación inyectiva de este último conjunto en In , en con-

tradicción con (b).

Confiando en su evidencia, aceptaremos sin demostración la siguiente

proposición:
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(c) Todo conjunto infinito contiene un conjunto equivalente a IN . En otras

palabras, si X es un conjunto infinito, existe una aplicación inyectiva

f : IN → X .

Un conjunto A se llama numerable si es finito o bien si A ∼ IN .

De acuerdo con esta definición, el conjunto A es numerable si y sólo si es

posible representar la totalidad de sus elementos en la forma de una sucesión

a1, a2, a3, ... finita o infinita.

(1.5) Proposición. Cualquier subconjunto de un conjunto numerable es

numerable.

Sea B un subconjunto del conjunto numerable A . Si A es finito, en-

tonces B es numerable en virtud de (a). Supongamos que A = {a1, a2, a3, ...}
es equivalente a IN y que B es un subconjunto infinito de A . Sea n1 el

mı́nimo de los enteros positivos n tales que an ∈ B ; y suponiendo definido

nk , llamemos nk+1 al mı́nimo entero n > nk , tal que an ∈ B .

Con este procedimiento inductivo queda definida una sucesión creciente

de enteros positivos (nk) , tal que ank
∈ B , k = 1, 2, 3, ... . Consideremos

ahora el conjunto numerable

C = {an1 , an2 , an3 , ...}.

Sabemos que C ⊂ B y la proposición quedará demostrada si probamos que

B = C .

Si x ∈ B , entonces x = an para algún n ≥ n1 . Consideremos el mı́nimo

entero k tal que n ≤ nk . Si fuera n < nk seŕıa k > 1 y nk−1 < n < nk , en

contradicción con lo supuesto. Luego n = nk y x ∈ C . Hemos probado que

B ⊂ C y junto con ello la proposición.

(1.6) Proposición. Si A es numerable y f : A → B es suryectiva, en-

tonces B es numerable.

Sin restricción de generalidad, podemos suponer que A = IN , pues si

A es numerable, existe una aplicación suryectiva de IN sobre A cuya com-

posición con f nos da una aplicación suryectiva de IN sobre B . Suponiendo

pues que A = IN , para cada b ∈ B sea g(b) el mı́nimo entero n ∈ IN tal

que f(n) = b ; de modo que f(g(b)) = b para cada b ∈ B . De aqúı se

deduce que g es una aplicación inyectiva de B en IN y por consiguiente,
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B ∼ g(B) ; pero g(B) es numerable por ser un subconjunto de IN . Luego,

B es numerable como queŕıamos demostrar.

(1.7) Proposición. IN × IN ∼ IN .

Teniendo en cuenta que todo número natural admite una única descom-

posición como producto de una potencia de dos por un número impar, se

sigue que la función f : IN × IN → IN , definida por

f(i, j) = 2i−1(2j − 1)

es biyectiva.

Q.E.D.

Si A y B son numerables, entonces existe una aplicación suryectiva de

IN × IN sobre A × B . Luego, A × B es numerable en virtud de (1.6) y

(1.7).

Por inducción sobre n resulta que si (A1, A2, ..., An) es una sucesión

finita de conjuntos numerables, entonces A1 ×A2 × ...×An es numerable.

Ejemplos.

1) El conjunto ZZ formado por los números enteros es numerable, pues

la función f : ZZ → IN definida por f(a) = 2a si a > 0 y f(a) = 2|a| + 1

si a ≤ 0 , es biyectiva.

2) El conjunto Q formado por los números racionales es numerable, pues

la función f : ZZ × IN → Q definida por f(a, n) = a/n es suryectiva.

3) El conjunto Qn formado por todas las n -uplas (r1, r2, ..., rn) de

números racionales es numerable.

4) El conjunto Q[X] formado por todos los polinomios con coeficientes

racionales es numerable. En efecto, si a cada polinomio A = a0 +a1X+ ...+

anX
n le asignamos la sucesión f(A) = (a0, a1, ..., an) ∈ Qn+1 , tendremos

una aplicación inyectiva f de Q[X] en el conjunto
∞∪
n=1

Qn que es numerable

por ser la unión de una sucesión de conjuntos numerables.

(1.8) Proposición. La unión de cualquier sucesión de conjuntos nume-

rables es numerable.
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Sea (An, n = 1, 2, 3, ...) una sucesión de conjuntos numerables. Para

cada n , existe una función suryectiva fn : IN → An .

Si A es la unión de todos los conjuntos An , la fórmula

g(n, k) = fn(k) (n ∈ IN , k ∈ IN ),

define una aplicación suryectiva g : IN × IN → A , lo cual prueba que A es

numerable.

6. Potencia del continuo.

La teoŕıa de los conjuntos infinitos no tendŕıa mucho interés si todos

los conjuntos infinitos fueran equivalentes. El descrubrimiento de que no es

aśı representa uno de los momentos cruciales en la historia de las Matemáti-

cas como cuando los griegos descubrieron que la diagonal de un cuadrado es

inconmensurable con el lado del mismo.

(1.9) Proposición. El intervalo unitario U = [0, 1] es un conjunto no

numerable.

Suponiendo por el absurdo que sea posible representar los elementos de

U en la forma de una sucesión

U = {x1, x2, x3, ...},

dividamos el intervalo U en tres intervalos cerrados de igual longitud:

[0, 1/3], [1/3, 2/3], [2/3, 1] . Entonces es claro que uno de estos intervalos ce-

rrados, al cual llamaremos I1 , tiene la propiedad de que x1 /∈ I1 . Subdivi-

diendo I1 en forma análoga, podemos elegir un intervalo cerrado I2 ⊂ I1 ,

tal que x2 /∈ I2 .

Si continuamos indefinidamente con este proceso obtendremos una suce-

sión decreciente de intervalos cerrados U ⊃ I1 ⊃ I2 ⊃ ... ⊃ Ik ⊃ ..., con
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la propiedad de que para cada entero positivo k , xk /∈ Ik . Pero entonces,

ningún punto de U pertenece a cada intervalo de la sucesión, en contradicción

con el principio de “encaje” de intervalos cerrados. Obviamente, la con-

tradicción provino de suponer que U es numerable.

Q.E.D.

Diremos que un conjunto tiene la potencia del continuo si es equiva-

lente al intervalo unitario U . Veamos algunos ejemplos.

1) El intervalo abierto V = (0, 1) tiene la potencia del continuo, pues si

ponemos A = Q∩ U , B = Q∩ V , tendremos:

U = (U −A) ∪A, V = (U −A) ∪B.

Puesto que A y B son subconjuntos infinitos de Q, se tiene A ∼ B en

virtud de (1.5). Luego, existe una aplicación biyectiva f : A→ B .

Si ahora definimos g : U → V por medio de la expresión

g(x) =

{
x si x ∈ U −A

f(x) si x ∈ A,

es fácil ver que g es biyectiva, de donde U ∼ V . Análogamente se demuestra

que los intervalos (0, 1] y [0, 1) tienen la potencia del continuo.

2) Si a < b , el intervalo [a, b] tiene la potencia del continuo, pues la

función lineal

f(x) = a+ (b− a)x (0 ≤ x ≤ 1)

es una aplicación biyectiva de U sobre [a, b] . Por consiguiente, cualquier

intervalo que no sea vaćıo ni se reduzca a un solo punto tiene la potencia del

continuo.

3) El conjunto IR formado por los números reales tiene la potencia del

continuo, pues la función estrictamente creciente f : IR → (−1, 1) , definida

por f(x) = x/(1 + |x|) es biyectiva.

Para estudiar el siguiente ejemplo es necesario recordar que si b es un

entero mayor que 1 , cada número x ∈ U admite un desarrollo “b-ario”

x =
∞∑
k=1

uk
bk

,
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donde cada uk es un d́ıgito b-ario; es decir, igual a uno de los números

0, 1, ..., b−1 . Además, si x admite dos desarrollos b-arios distintos
∑
uk/b

k

y
∑
vk/b

k , entonces para k suficientemente grande se cumple uk = 0 y

vk = b − 1 o viceversa:uk = b − 1 y vk = 0 . Como consecuencia, ningún

número admite más que, a lo sumo, dos desarrollos b-arios distintos y si x

admite dos desarrollos, entonces x es un número de la forma n/bm . Ahora

śı veamos el ejemplo.

4) El conjunto T formado por todas las sucesiones u = (u1, u2, u3, ...)

de d́ıgitos binarios (cada uk igual a cero o uno) tiene la potencia del continuo.

Para demostrarlo, comencemos observando que hay exactamente 2n

elementos de T , tales que uk = 0 para todo k > n . Luego, el conjunto T0
formado por todos los elementos u ∈ T , tales que uk = 0 para k suficien-

temente grande es numerable por ser la unión de una sucesión de conjuntos

finitos. Análogamente, el conjunto T1 formado por los u ∈ T , tales que

uk = 1 para k suficientemente grande es numerable.

Poniendo T2 = T −(T0∪T1) , sea A el conjunto de todos los números de

la forma n/2m dentro del intervalo U = [0, 1] ; es decir, aquellos que admiten

dos desarrollos binarios distintos. Puesto que A es numerable, tenemos

A ∼ T0 ∪ T1.

Por otro lado, cada x ∈ U −A posee un único desarrollo binario

x =
∞∑
k=1

uk
2k
,

donde u = (u1, u2, u3, ...) ∈ T2 . Como la función que asigna al elemento x

la sucesión u dada por su único desarrollo binario es biyectiva, resulta

U −A ∼ T2.

Finalmente, puesto que U = A ∪ (U −A) y T = (T0 ∪ T1) ∪ T2 , concluimos

que U ∼ T como hab́ıamos anunciado.

5) El conjunto S = IR − Q formado por todos los números irracionales

tiene la potencia del continuo. En efecto, puesto que IR = Q ∪ S , vemos

que S es no numerable (si S fuera numerable, resultaŕıa IR numerable).

Por ser infinito, S contiene un conjunto A equivalente a IN y de las

igualdades obvias S = (S−A)∪A , IR = S∪Q = (S−A)∪(A∪Q) , teniendo

en cuenta que A ∼ A ∪ Q, resulta S ∼ IR .
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Con el mismo método se prueba que si X es infinito y B numerable,

entonces X ∪B ∼ X (hágalo el lector como ejercicio).

6) Un número (real o complejo) se llama algebraico si es ráız de algún

polinomio con coeficientes enteros. Por ejemplo, el número racional a/b es

algebraico por ser ráız del polinomio a − bx ;
√

2 es algebraico por ser ráız

de x2 − 2 . Los números que no son algebraicos se llaman trascendentes.

El problema de exhibir un número trascendente no es trivial. El primero

en lograrlo fue Liouville, quien probó que el número

0, 1100010... = 10−1! + 10−2! + ...+ 10−n! + ...

es trascendente.

La demostración de que π es trascendente se debe a Lindemann (1882);

y el teorema de Lindemann generalizado afirma que si α es un número alge-

braico no nulo, entonces eα es trascendente. Pero la demostración de estos

resultados que pueden estudiarse en el libro de Niven [10], dista de ser fácil.

En cambio, la solución de Cantor al problema de la existencia de números

trascendentes es sencilla: el conjunto A de los números algebraicos es nu-

merable, pues es numerable el conjunto de los polinomios con coeficientes

enteros y cada uno de éstos tiene un número finito de ráıces. Luego IR −A

(el conjunto de los números trascendentes) tiene la potencia del continuo; en

particular, no es vaćıo.

Aun siendo infinito, el conjunto de los números algebraicos está esparcido

sobre la recta “como las estrellas en el firmamento” cuya densa obscuridad

corresponde, en esta metáfora de E.T. Bell, a los números trascendentes.

6) El conjunto IR n formado por todas las n -uplas de números reales

tiene la potencia del continuo.

Puesto que IR ∼ T (ejemplo 4), es suficiente probar que T ∼ Tn .

Con este propósito definimos una aplicación f : T → Tn de acuerdo con el

esquema siguiente:

(u1, u2, u3, ...)
f−→


(u1, un+1, u2n+1, ...)

(u2, un+2, u2n+2, ...)

... ... ...

(un, u2n, u3n, ...).

Observando que para cada u ∈ T las n sucesiones que componen f(u)
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permiten reconstruir el elemento u , concluimos que f es biyectiva; y por

consiguiente, T ∼ Tn .

7) El conjunto IR∞ formado por todas las sucesiones (x1, x2, x3, ...) de

números reales tiene la potencia del continuo.

Por lo mismo que antes, si designamos por T∞ el conjunto de todas las

sucesiones de elementos de T , es suficiente que probemos que T ∼ T∞ . Con

este fin definimos una aplicación g de T en T∞ haciendo corresponder a la

sucesión u = (u1, u2, u3, ...) ∈ T la sucesión de elementos de T dados por

(u1, u3, u5, ...),

(u2, u6, u10, ...),

(u4, u12, u20, ...),

... ... ... ,

donde en la i -ésima fila figuran aquellos elementos de u con sub́ındices

iguales a 2i−1(2k−1), k = 1, 2, 3, ... ; en otras palabras, g(u)=((u1, u3, u5, ...),

(u2, u6, u10, ...), ...) .

Puesto que a partir de la sucesión g(u) es posible reconstruir u , se

deduce que g es biyectiva; de donde T ∼ T∞ .

Q.E.D.

7. Cardinales transfinitos.

En la teoŕıa de conjuntos, a cada conjunto X se le asigna un objeto

Card (X) , llamado el cardinal o potencia de X , con la propiedad de que

Card (X) = Card (Y ) si y sólo si X ∼ Y . La definición se da de tal modo que

resulta Card (∅) = 0 , Card (In) = n ; de manera que el cardinal de un con-

junto representa una generalización del concepto de número de elementos

de un conjunto finito.

El cardinal de un conjunto infinito se llama un cardinal transfinito

y se demuestra que hay infinitos cardinales transfinitos distintos. Además,

entre los números cardinales se establece en forma natural una relación de

orden y se desarrollan ciertas nociones aritméticas; a saber, suma, producto

y potenciación de cardinales.

El lector interesado en estudiar estos temas puede consultar la obra

clásica de Sierpinski [14]. El apéndice a la obra de Kelley [7] desarrolla la

teoŕıa de los conjuntos desde un punto de vista axiomático, sin exigir del
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lector más que conocimientos rudimentarios de lógica y cierta familiaridad

con el estudio de una teoŕıa en un marco formal y abstracto. Superada esta

barrera inicial, la exposición de Kelley es de notable elegancia; pero conviene

advertir que el estudio de los aspectos formales conviene postergarlo hasta

haber adquirido cierta madurez matemática, como la que resulta de haber

estudiado el tema de este libro o bien un curso de Topoloǵıa.

8. Partición de dominios; el teorema de Schröeder-Bernstein.

El teorema de Schröeder-Bernstein establece que si el conjunto X es

equivalente a una parte de Y e Y es equivalente a una parte de X , en-

tonces X es equivalente a Y . Para demostrarlo utilizaremos el siguiente

teorema, debido al matemático Stefan Banach, que se conoce con el nombre

de “teorema de partición de dominios”.

(1.10) Teorema. Si f es una aplicación de X en Y , y g una aplicación de

Y en X , entonces existe un subconjunto A de X y un subconjunto

B de Y , tales que

f(A) = B, g(Y −B) = X −A.

Es decir, f aplica A sobre B y g aplica el complemento de B relativo

a Y sobre el complemento de A relativo a X .

Demostración: Consideremos la aplicación Φ : P(X) → P(X) , definida

para cada subconjunto A de X por medio de la fórmula

Φ(A) = X − g(Y − f(A)), A ∈ P(X).

Se verifica fácilmente que Φ es “creciente”; es decir, que si A1 y A2

son subconjuntos de X , la relación A1 ⊂ A2 implica Φ(A1) ⊂ Φ(A2) .

Denotemos por Γ la colección formada por todos los subconjuntos G de X ,

tales que Φ(G) ⊂ G .

Puesto que Φ(X) ⊂ X , se sigue que X ∈ Γ , de modo que Γ no es vaćıa.

Llamemos A a la intersección de la colección Γ ; es decir, definamos el

conjunto A poniendo A =
∩

Γ .

Si G ∈ Γ , entonces A ⊂ G y por consiguiente, Φ(A) ⊂ Φ(G) ⊂ G , lo

cual muestra que Φ(A) está contenido en cada miembro de Γ ; de donde se

infiere que Φ(A) ⊂ A .
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Aplicando Φ a cada miembro de la última relación, obtenemos

Φ(Φ(A)) ⊂ Φ(A),

la cual significa que Φ(A) es un miembro de Γ y por consiguiente, A ⊂
Φ(A) . Esta inclusión, juntamente con la inclusión opuesta que ya hab́ıamos

obtenido, nos da la igualdad Φ(A) = A ; es decir,

X − g(Y − f(A)) = A.

Poniendo B = f(A) , tendremos X−g(Y −B) = A . Esta relación mues-

tra que g(Y −B) es el complemento de A relativo a X , que es precisamente

lo que queŕıamos probar.

Q.E.D.

Afirmar que X es equivalente a una parte de Y equivale a decir que

existe una aplicación inyectiva f : X → Y . Por este motivo es conveniente

dar al teorema de Schröeder-Bernstein el siguiente enunciado:

(1.11) Teorema. Si f es una aplicación inyectiva de X en Y , y g es

una aplicación inyectiva de Y en X , entonces existe una aplicación

biyectiva h : X → Y .

Demostración: Consideremos los conjuntos A ⊂ X y B ⊂ Y cuya exis-

tencia garantiza el teorema anterior.

Puesto que g es inyectiva, para cada elemento x del conjunto X −A =

g(Y − B) , existe un único elemento y de Y − B , tal que x = g(y) . En

forma natural escribiremos y = g−1(x) .

Definiendo la aplicación h : X → Y por medio de la fórmula:

h(x) =

{
f(x) si x ∈ A,

g−1(x) si x ∈ X −A,

se comprueba muy fácilmente que h es biyectiva.

Q.E.D.

Del teorema demostrado extraemos un corolario que resultará útil en el

caṕıtulo siguiente: si un subconjunto E de IR n contiene un conjunto con

la potencia del continuo, entonces E tiene la potencia del continuo.
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En efecto, puesto que IR n ∼ IR , se sigue que E es equivalente a una

parte de IR . Por otro lado, la hipótesis nos dice que IR es equivalente a

una parte de E ; luego, E ∼ IR .

EJERCICIOS

1. Probar las fórmulas

A−B = A−A ∩B
A ∩ (B − C) = A ∩B −A ∩ C
(A−B) − C = A− (B ∪ C)

A△(B△C) = (A△B)△C
A ∩ (B△C) = (A ∩B)△(A ∩ C)

A−Bc = B −Ac∩
i∈I

Ai −B =
∩
i∈I

(Ai −B)

2. ¿Cómo debe se el conjunto X para que se cumpla A△X = A ?

3. Sea f una aplicación de X en Y .

(a) Probar que si A1 y A2 son subconjuntos de X , entonces

f(A1 ∪A2) = f(A1) ∪ f(A2) y

f(A1 ∩A2) ⊂ f(A1) ∩ f(A2).

Generalizar estas relaciones y dar un ejemplo donde la inclusión de la

segunda sea propia.

(b) Probar que f es inyectiva si y sólo si f−1(f(A)) = A para cada

A ⊂ X .

(c) Probar que f es suryectiva si y sólo si f(f−1(B)) = B para cada

B ⊂ Y .

4. Probar que si f : X → Y , g : Y → Z y h = g ◦ f , entonces para cada

C ⊂ Z , h−1(C) = f−1
(
g−1(C)

)
.
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5. Mostrar que la sucesión de conjuntos

Ek =

{
(0, 1 − 1/k) si k es par

[1/k, 1) si k es impar

no es monótona, pero tiende a un ĺımite.

6. Probar que si (ak) y (bk) son sucesiones de números reales y c ∈ IR ,

entonces

a) lim sup (ak + bk) ≤ lim sup ak + lim sup bk

b) lim inf (ak + bk) ≥ lim inf ak + lim inf bk
c) lim sup (c+ ak) = c+ lim sup ak
d) lim inf (c− ak) = c− lim sup ak
e) si ck → c (k → ∞) , entonces lim sup (ck + ak) = c+ lim sup ak

f) si c ≥ 0 , lim sup (cak) = c lim sup ak .

7. Si (xα, α ∈ A) es una familia arbitraria (no necesariamente numerable)

de valores no negativos de la recta extendida IR , entonces definimos la

suma desordenada de dicha familia por medio de la fórmula∑
α∈A

xα = sup
F

∑
α∈F

xα,

donde el supremo se toma sobre todos los subconjuntos finitos F de A .

Probar las siguientes afirmaciones:

a) Si A = {α1, α2, ...} es numerable, entonces

∑
α∈A

xα = xα1 + xα2 + ... =

∞∑
k=1

xαk
.

b) Si
∑
α∈A xα < ∞ , entonces el conjunto de todos los α , tales que

xα > 0 es numerable.

c) Si (Ai, i ∈ I) es una partición de A , es decir, una familia disjunta

cuya unión es A , entonces∑
α∈A

xα =
∑
i∈I

∑
α∈Ai

xα

(fórmula de la asociatividad).
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8. Usar la fórmula de asociatividad del ejercicio precedente para probar

que si (ank) es una sucesión doble de números no negativos entonces,

denotando por IN el conjunto de los números naturales,

∑
(n,k)∈ IN × IN

ank =

∞∑
n=1

∞∑
k=1

ank =

∞∑
k=1

∞∑
n=1

ank

(una serie doble con términos no negativos puede sumarse en cualquier

orden).

9. Probar que los siguientes conjuntos son numerables:

a) el conjunto de todos los intervalos con extremos racionales

b) cualquier colección de intervalos abiertos disjuntos

c) el conjunto de todas las sucesiones finitas de elementos de un conjunto

numerable

d) el conjunto F(A) formado por todos los subconjuntos finitos de un

conjunto numerable A

e) cualquier colección de lemniscatas disjuntas del plano (se llama lem-

niscata a cualquier curva continua cerrada que se autointersecta en uno

de sus puntos, en forma de ocho)

f) el conjunto de puntos de discontinuidad de una función monótona.

10. Probar que los siguientes conjuntos tienen la potencia del continuo:

a) el conjunto de todas las sucesiones estrictamente crecientes n1 < n2 <

n3 < ... de enteros positivos

b) el conjunto de todas ls sucesiones de enteros positivos

c) la colección de todos los intervalos

d) el conjunto C formado por todas las funciones continuas sobre un

intervalo. Sugerencia: denotando por r1, r2, ... los puntos racionales del

intervalo, asignemos a cada función continua f una sucesión de números

reales, de acuerdo con el esquema

f 7→ (f(r1), f(r2), ...).

Dicha asignación define una aplicación inyectiva de C en el conjunto

IR∞ formado por las sucesiones de números reales (equivalente a IR ).

Puesto que por otro lado las funciones constantes forman un subconjunto

de C con la potencia del continuo, la afirmación resulta del teorema de

Schröeder-Bernstein.
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Nota: Los ejercicios siguientes requieren el uso del axioma de elección,

el cual establece que para cualquier conjunto X , si denotamos por

P0(X) la colección formada por los subconjuntos no vaćıos de X ,

entonces existe una aplicación e : P0(X) → X , tal que e(A) ∈ A

para cada A en P0(X) .

Obsérvese que la función e “elige” un punto dentro de cada sub-

conjunto no vaćıo de X .

11. Probar que si existe una aplicación suryectiva f de X sobre Y , entonces

Card Y ≤ Card X . Sugerencia: usar el axioma de elección para definir

una aplicación g : Y → X , tal que f ◦ g = idY = aplicación idéntica de

Y en śı mismo.

12. Si X es un conjunto infinito y IN el conjunto de los números naturales,

entonces existe una aplicación inyectiva f : IN → X . Sugerencia:

definir f por medio de las fórmulas recursivas

f(1) = e(X)

f(n+ 1) = e(X − {f(1), ..., f(n)}).

13. Probar que si A ∪ B tiene la potencia del continuo, entonces al menos

uno de los dos conjuntos tiene la potencia del continuo. Pista: partiendo

de una aplicación biyectiva f : A∪B → IR × IR , razonar por el absurdo

suponiendo que ni A ni B tienen la potencia del continuo. Entonces

las imágenes π1(f(A)) y π2(f(B)) , donde π1 y π2 son las proyecciones

de IR × IR sobre IR , son subconjuntos propios de IR en virtud del

ejercicio 11.



CAPITULO II

ESPACIOS EUCLIDIANOS

1. Espacio IR n .IR n .IR n .

Como es usual en el estudio del álgebra lineal y de las funciones de varias

variables, interpretaremos cada n -upla de números reales

x = (x1, . . . , xn)

como un punto o bien como un vector de un espacio n -dimensional al que

llamaremos el espacio euclidiano IR n , que no es otra cosa que el producto

cartesiano IR × . . .× IR (n factores) provisto de una estructura de espacio

vectorial con un producto interno, la cual extiende en forma natural ciertas

nociones geométricas familiares del plano y del espacio tridimensional.

La suma de los vectores x = (x1, . . . , xn) e y = (y1, . . . , yn) y el pro-

ducto del vector x por el número real λ se definen, respectivamente, por

medio de las fórmulas

x+ y = (x1 + y1, . . . , xn + yn), λx = (λx1, . . . , λxn).

El número real

x · y = x1y1 + . . .+ xnyn

se llama el producto escalar o producto interno de los vectores x e

y . La n -upla 0 = (0, . . . , 0) se llama el vector nulo u origen y el vector

−x = (−x1, . . . ,−xn) es el vector opuesto o simétrico de x . Por definición,

x− y = x+ (−y) .

Llamaremos módulo o norma del vector x al número no negativo

|x| =
√
x · x =

√
x21 + . . .+ x2n.

25
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En muchas cuestiones la dimensión n desempeña un papel secundario

y entonces es conveniente imaginar los elementos de IR n en un diagrama

como el de la figura, que tiene el mérito de adaptarse al plano del dibujo.

Decimos que dos vectores x e y son ortogonales cuando su producto

escalar es igual a cero. Los vectores de módulo igual a uno se llaman vectores

unitarios.

Por el segmento que une a los puntos x e y entendemos el conjunto

de todos los puntos z de la forma z = (1 − λ)x+ λy (0 ≤ λ ≤ 1) .

El teorema fundamental sobre productos escalares es la llamada de-

sigualdad de Cauchy-Schwarz:

(2.1) Teorema.

|x · y| ≤ |x| |y|
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Demostración. Notemos que para cualquier número real λ se cumple

0 ≤ (λx− y) · (λx− y) = λ2(x · x) − 2λ(x · y) + (y · y).

Poniendo A = x · x , B = x · y , C = y · y , podemos escribir estas relaciones

en la forma

0 ≤ |λx− y|2 = Aλ2 − 2Bλ+ C.

Si A = 0 , entonces x = 0 y la desigualdad es trivialmente verdadera en

este caso. Suponiendo A > 0 , podemos completar cuadrados en el miembro

derecho, obteniendo

(1) 0 ≤ |λx− y|2 = A(λ−B/A)2 + (AC −B2)/A.

Si en esta relación elegimos λ = B/A , resulta 0 ≤ AC − B2 ; o sea,

|B| ≤
√
A
√
B , que es precisamente la afirmación del teorema.

La desigualdad es estricta, a menos que los vectores x e y sean lineal-

mente dependientes. En efecto, si AC − B2 = 0 y x ̸= 0 , entonces para

λ = B/A , se deduce de (1) que λx− y = 0 .

(2.2) Teorema (desigualdad de Minkowski).

|x+ y| ≤ |x| + |y|.

Demostración. |x + y|2 = (x + y) · (x + y) = |x|2 + 2x · y + |y|2 ≤
|x|2 + 2|x · y| + |y|2 ≤ |x|2 + 2|x| |y| + |y|2 = (|x| + |y|)2 .

Q.E.D.

Puesto que |λx|2 = (λx) · (λx) = λ2(x · x) = |λ|2|x|2 = (|λ| |x|)2 , se

deduce

(2.3) |λx| = |λ|x|.

Las relaciones (2.2) y (2.3), juntamente con el hecho de que |x| = 0 si

y sólo si x = 0 , constituyen las propiedades fundamentales de la función

numérica |x| cuyo dominio es IR n .

Si observamos que para cualquier par de vectores x e y se tiene |x| =

|(x− y) + y| ≤ |x−y|+|y| , concluimos que |x|−|y| ≤ |x−y| . Análogamente,

|y| − |x| ≤ |y − x| = |x− y| . Por consiguiente,
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(2.4) | |x| − |y| | ≤ |x− y|.

Ahora estamos en condiciones de introducir la noción fundamental de

este caṕıtulo, a saber, la distancia del punto x al punto y se define como

el número no negativo

|x− y| =
√

(x1 − y1)2 + . . .+ (xn − yn)2.

La relación |x−y| ≤ |x−z|+|z−y| , que resulta de aplicar la desigualdad

de Minkowski a la suma x − y = (x − z) + (z − y) , se llama desigualdad

triangular, pues expresa el hecho geométrico de que en un triángulo de

vértices x , y , z , la longitud de cada lado es menor que la suma de las

longitudes de los otros dos.

La distancia es una función simétrica del par (x, y) ; es decir, |x− y| =

|y − x| . Además, |x− y| = 0 si y sólo si x = y .

2. Conceptos topológicos.

Se dice que la sucesión xk = (xk1, xk2, . . . , xkn), k = 1, 2, 3, . . . , de

puntos de IR n tiende al punto a del mismo espacio si |xk − a| → 0 cuando

k → ∞ . En tal caso se dice que a es el ĺımite de la sucesión y se escribe

a = limxk o bien xk → a .

La bola abierta B(a, r) con centro en el punto a y radio r > 0 se

define como el conjunto de todos los puntos x tales que |x− a| < r .

Un conjunto G ⊂ IR n se llama abierto si para cada x ∈ G , existe

r > 0 , tal que B(x, r) ⊂ G .

Cada bola abierta B(a, r) es un conjunto abierto. En efecto, si x ∈
B(a, r) , se tiene ρ = |x−a| < r y podemos probar que B(x, r−ρ) ⊂ B(a, r) ,

pues si |y− x| < r− ρ , entonces |y− a| ≤ |y− x|+ |x− a| < (r− ρ) + ρ = r

(ver figura).
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El espacio IR n y el conjunto vaćıo ∅ son abiertos. En el caso del

conjunto vaćıo, la afirmación se basa en el hecho de que cualquier proposición

de la forma “si x ∈ ∅ , entonces . . . ” es verdadera por ser falso el antecedente.

El lector enemistado con este tipo de razonamiento puede aceptar que el vaćıo

es abierto por convención.

Un conjunto F ⊂ IR n se llama cerrado si su complemento CF =

IR n − F es abierto.

(2.5) Proposición.

(a) La unión de cualquier familia de conjuntos abiertos es un conjunto

abierto;

(b) La intersección de una familia finita de conjuntos abiertos es un

conjunto abierto;

(c) La intersección de cualquier familia de conjuntos cerrados es un

conjunto cerrado;

(d) La unión de una familia finita de conjuntos cerrados es un conjunto

cerrado.
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Demostración. Llamando U a la unión de la familia (Gi, i ∈ I) , cuyos

miembros son abiertos, para cada x ∈ U , existe i ∈ I , tal que x ∈ Gi ; y

como Gi es abierto, existe r > 0 , tal que B(x, r) ⊂ Gi ⊂ U , lo que prueba

que U es abierto.

Sea V la intersección de la familia finita (G1, G2, . . . , Gm) cuyos miem-

bros son abiertos.

Si x ∈ V , entonces x ∈ Gi (i = 1, 2, . . . ,m) y como cada Gi es

abierto, existe ri > 0 , tal que B(x, ri) ⊂ Gi . Llamando r al mı́nimo de

los números ri , tendremos B(x, r) ⊂ B(x, ri) ⊂ Gi (1 ≤ i ≤ m) , de donde

B(x, r) ⊂ V , lo que prueba que V es abierto.

Habiendo probado (a) y (b), notemos que (c) y (d) se obtienen de las

dos anteriores por una aplicación de las leyes de complementación.

Cualquier conjunto abierto V , tal que x ∈ V , se llama un entorno del

punto x . En particular, cada bola B(x, r) , r > 0 , es un entorno de x .

Intuitivamente, dar un entorno de x equivale a fijar un grado de proxi-

midad a dicho punto.

Diremos que x es un punto interior del conjunto A si existe un entorno

V de x , tal que V ⊂ A . El conjunto de los puntos interiores de A se llama

el interior de A y se donota por A◦ .

De acuerdo con la definición, A◦ es la unión de todos los conjuntos

abiertos V tales que V ⊂ A . Luego, A◦ es un conjunto abierto incluido en

A . Más aún: si V es abierto y V ⊂ A , entonces V ⊂ A◦ . Es decir, A◦ es

el más grande de los conjuntos abiertos incluidos en A .

El punto x se llama un punto de adherencia (o de clausura) de A

si cada entorno V de x contiene al menos un punto de A ; es decir, si para

cada entorno V de x , A ∩ V ̸= ∅ . El conjunto de los puntos de adherencia

de A se llama la adherencia (o clausura) de A y se denota por Ā .

Intuitivamente, x ∈ Ā si y sólo si hay puntos de A tan próximos a x

como se desee. Notemos que A ⊂ Ā .

Si x ∈ Ā , entonces eligiendo un punto ak ∈ A ∩ B(x, 1/k), k =

1, 2, 3, . . . , tendremos una sucesión (ak) de puntos de A , tal que ak → x ;

de modo que x ∈ Ā si y sólo si existe una sucesión de puntos de A que

converge al punto x .

La afirmación x /∈ Ā es equivalente a afirmar que existe un entorno V

de x , tal que A ∩ V = ∅ , o sea, V ⊂ CA , lo cual, a su vez, equivale a la
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afirmación x ∈ (CA)
◦

. Hemos probado la fórmula

(2.6) CĀ = (CA)◦

es decir, el complemento de la clausura es el interior del complemento.

Puesto que el interior de cualquier conjunto es un subconjunto abierto

del mismo, de (2.6) se desprende que Ā es un conjunto cerrado que contiene

a A . Por otra parte, si F es cerrado y F ⊃ A , entonces CF ⊂ CA

y por consiguiente, CF ⊂ (CA)
◦

= CĀ , pues CF es abierto. Tomando

nuevamente complementos, resulta F ⊃ Ā .

Hemos probado que Ā es el más pequeño conjunto cerrado que contiene

a A . En consecuencia, A es cerrado si y sólo si Ā = A , para lo cual es

suficiente que se verifique Ā ⊂ A , pues la inclusión opuesta se verifica para

cualquier conjunto. Resumiendo: un conjunto A es cerrado si y sólo si A

contiene a todos sus puntos de adherencia.

Ejemplos.

1) El conjunto ZZ formado por los números enteros es cerrado en IR 1 ,

pues su complemento es la unión de los intervalos abiertos (a, a + 1) ,

a ∈ ZZ .

2) Cualquier intervalo cerrado [a, b] es un subconjunto cerrado de IR 1 ,

del mismo modo que cualquier semirrecta [a,∞) = {x ∈ IR : x ≥ a} o

(−∞, b] = {x ∈ IR : x ≤ b} .

3) Cualquier “bola cerrada” K(a, r) = {x ∈ IR n : |x − a| ≤ r} es un

subconjunto cerrado de IR n . En efecto, si x /∈ K(a, r) , entonces |x −
a| = ρ > r y se verifica fácilmente que B(x, ρ− r) está contenida en el

complemento de K(a, r) , el cual, por consiguiente, es abierto.

4) El conjunto A = {1, 1/2, 1/3, 1/4, . . .} no es cerrado, pues 0 ∈ Ā , pero

0 /∈ A .

5) Cualquier conjunto finito F ⊂ IR n es cerrado, pues si x ∈ CF , lla-

mando r al mı́nimo de los números |x − y| , y ∈ F , es claro que

B(x, r) ⊂ CF .

6) Q no es cerrado en IR 1 , pues la adherencia de Q es IR 1 , ya que

cualquier intervalo abierto (a− r, a+ r) , r > 0 , contiene puntos racio-

nales.

7) Si A ⊂ IR 1 es no vaćıo y acotado superiormente, entonces supA ∈ Ā .
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En el siguiente teorema la palabra “intervalo” se usa por única vez para

designar un conjunto de la forma {x ∈ IR : a < x < b} , donde a y b son

elementos de la recta extendida; por ejemplo, se aceptan como intervalos las

semirrectas (−∞, b) , (a,∞) y aun el mismo conjunto IR = (−∞,∞) .

(2.7) Teorema. Todo conjunto abierto de IR 1 es la unión de una sucesión

de intervalos abiertos disjuntos.

Demostración. Sea G un subconjunto abierto de IR 1 . Un intervalo

I = (a, b) se llama un intervalo componente de G si I ⊂ G , a /∈ G ,

b /∈ G . Comenzaremos probando que cada punto de G pertenece a un

intervalo componente. En efecto, si x ∈ G , pongamos a = sup{y : y ≤
x, y ∈ CG} = sup [(−∞, x] ∩ CG] , con la convención de que a = −∞ si el

conjunto es vaćıo. Análogamente, definamos b = inf{y : y ≥ x, y ∈ CG} ,

con la convención de que b = +∞ si el último conjunto es vaćıo.

Por ser x un punto de G (abierto), se sigue que a < x < b . Puesto que

los conjuntos (−∞, x]∩CG y [x,∞)∩CG son cerrados, vemos que a /∈ G y

b /∈ G . Finalmente, es claro que (a, b) ⊂ G . Hemos probado que el intervalo

I = (a, b) es un intervalo componente de G , tal que x ∈ I .

Luego, G es la unión de la colección C formada por los intervalos com-

ponentes de G y sólo nos queda probar que C es disjunta y numerable.

En efecto, si dos intervalos componentes (a, b) y (c, d) tuvieran un punto

común, entonces necesariamente, a = c y b = d , lo cual muestra que C es

una colección disjunta.

Si ahora definimos una función f : C → Q eligiendo para cada I ∈ C un

número racional f(I) ∈ I , es claro que f resulta inyectiva, en vista de que

C es disjunta, de donde se sigue que C es equivalente a un subconjunto de

Q y por lo tanto, C es numerable. Luego, C = {(ak, bk); k = 1, 2, 3, . . .} y

por todo lo dicho más arriba,

G =
∞∪
k=1

(ak, bk),

con (ak, bk) ∩ (aj , bj) = ∅ si k ̸= j .
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3. Funciones.

Sean A un subconjunto de IR n y x0 un punto de A . Una función o

aplicación f : A → IRm se llama continua en el punto x0 si para cada

número ε > 0 , existe un número δ > 0 , tal que las relaciones x ∈ A ,

|x − x0| < δ implican |f(x) − f(x0)| < ε . Es decir, si a cada ε positivo

corresponde un δ también positivo, tal que f (A ∩B(x0, δ)) ⊂ B (f(x0), ε) .

De la definición precedente resulta fácilmente que f es continua en x0
si y sólo si para cada entorno U de f(x0) en el espacio IRm , existe un

entorno V de x0 en IR n , tal que f(V ∩A) ⊂ U .

Si f es continua en cada punto de A , decimos que f es continua sobre

A , o bien que f es continua.

(2.8) Para una función f : IR n → IRm son equivalentes las afirmaciones:

(a) f es continua;

(b) para cada conjunto abierto U de IRm , la imagen inversa

f−1(U) es un subconjunto abierto de IR n ;

(c) para cada conjunto cerrado A de IRm , la imagen inversa

f−1(A) es un subconjunto cerrado de IR n .

La equivalencia entre las dos primeras se demuestra fácilmente, teniendo

en cuenta que la relación f(V ) ⊂ U equivale a V ⊂ f−1(U) . La equivalencia

entre las dos últimas se obtiene inmediatamente tomando complementos.

La función f : A→ IRm se llama uniformemente continua sobre A

si para ε > 0 , existe δ > 0 , tal que las relaciones x ∈ A , y ∈ A , |x−y| < δ ,

implican |f(x) − f(y)| < ε .

Más adelante resultará conveniente considerar funciones f con valores

en la recta extendida IR , de modo que (además de los números reales) −∞
y +∞ son valores posibles para f . En tal caso diremos que f es finita sobre

E si |f(x)| < ∞ para cada x ∈ E . Una función se llama finita cuando es

finita en cualquier punto.

Tratándose de una función f : IR n → IR con valores en la recta exten-

dida, para cada punto de x0 de IR n y cada δ > 0 , definimos:

M ′
δ(x0) = sup{f(x) : 0 < |x− x0| < δ},

m′
δ(x0) = inf{f(x) : 0 < |x− x0| < δ}.
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La “prima” se usa para destacar la exclusión del punto x0 (comparar con el

ejercicio 10).

El ĺımite superior L y el ĺımite inferior l de la función f en el

punto x0 se definen ahora por medio de las fórmulas:

L = lim sup
x→x0

f(x) = inf
δ>0

M ′
δ(x0),

l = lim inf
x→x0

f(x) = sup
δ>0

m′
δ(x0).

El número L se caracteriza por la siguiente propiedad: si s < L < t ,

entonces 1˚) existe δ > 0 , tal que 0 < |x− x0| < δ implica f(x) < t y 2˚)

para cada δ > 0 , existe al menos un punto x , tal que 0 < |x − x0| < δ y

además, f(x) > s .

Simétricamente, el número l se caracteriza por la siguiente propiedad:

si s < l < t , entonces 1˚) existe δ > 0 , tal que 0 < |x − x0| < δ implica

f(x) > s y 2˚) para cada δ > 0 , existe al menos un punto x , tal que

0 < |x− x0| < δ y además, f(x) < t .

La demostración de estas propiedades es un ejercicio muy instructivo

sobre supremos e ı́nfimos que dejaremos a cargo del lector.

De las propiedades enunciadas se deduce que l ≤ L . Cuando estos dos

valores coinciden, es decir, cuando se verifica l = L , decimos que f tiene

ĺımite en el punto x0 o bien que f(x) tiende al valor l = L cuando x tiende

a x0 y escribimos lim
x→x0

f(x) = L .

Afirmar que f es continua en el punto x0 equivale a decir que f(x0) es

finito y además, lim
x→x0

f(x) = f(x0) .

Diremos que la función f : IR n → IR es semicontinua superior-

mente (abreviado, s.s.) en el punto x0 , si se verifica

lim sup
x→x0

f(x) ≤ f(x0).

Si f es s.s. en cada punto de IR n , entonces decimos que f es s.s.

Por ejemplo, la función de Dirichlet f : IR → IR , definida por f(x) = 1

si x es racional y f(x) = 0 si x es irracional, es s.s. en cada punto racional,

pero no lo es en puntos irracionales; la función g : IR → IR definida por

g(x) = 1 si x ≥ 0 y g(x) = 0 si x < 0 es s.s.
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Afirmar que f es s.s. en el punto x0 , equivale a decir que para cada

t > f(x0) , existe un entorno V de x0 , tal que la relación x ∈ V implica

f(x) < t .

Simétricamente, diremos que f es semicontinua inferiormente

(abreviado s.i.) en el punto x0 , si se verifica

lim
x→x0

inf f(x) ≥ f(x0).

Si f es s.i. en cada punto de IR n , entonces decimos que f es s.i.

Si f(x0) es finito, entonces f es continua en x0 si y sólo si f es s.s. y

s.i. en dicho punto. Por consiguiente, una función finita f es continua si y

sólo si f es s.s. y s.i.

(2.9) Para una función f : IR n → IR son equivalentes las afirmaciones:

(a) f es semicontinua superiormente;

(b) para cada t ∈ IR , {x ∈ IR n : f(x) < t} es abierto;

(c) para cada t ∈ IR , {x ∈ IR n : f(x) ≥ t} es cerrado.

Dejaremos a cargo del lector la fácil demostración y el enunciado de la

proposición análoga para la semicontinuidad en el otro sentido.

En el caso de una función f : IR → IR , decimos que f tiene ĺımite

por la derecha igual a t en el punto x0 , si para cada ε > 0 , existe un

número δ > 0 , tal que la relación x0 < x < x0 + δ implica |f(x) − t| < ε .

En tal caso, el número t se denota por f(x0+) o bien por lim
x→x0+

f(x) .

Análogamente, el número s se llama el ĺımite por la izquierda de f

en el punto x0 , si para cada ε > 0 , existe un número δ > 0 , tal que la

relación x0 − δ < x < x0 implica |f(x) − s| < ε . Y en este caso, el número

s se denota por f(x0−) o bien por lim
x→x0−

f(x) .

Una función f con valores reales, definida sobre un intervalo de la recta

se llama monótoma creciente en dicho intervalo, si la relación x1 < x2
implica f(x1) ≤ f(x2) . Simétricamente se define el concepto de función

monótona decreciente.

Para una función monótona (creciente o decreciente), los ĺımites laterales

f(x+) y f(x−) existen en cada punto interior de su dominio. Por ejemplo,

si f es creciente, se verifica fácilmente que

f(x−) = sup
s<x

f(s) y f(x+) = inf
t>x

f(t);
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además, f(x−) ≤ f(x) ≤ f(x+) ; de modo que f es continua en x si y sólo

si estos tres valores coinciden.

Suponiendo que x e y son dos puntos de discontinuidad de la función

creciente f , tales que x < y , tendremos f(x−) < f(x+) ≤ f(y−) < f(y+) ,

lo cual implica que los intervalos abiertos no vaćıos

(f(x−), f(x+)) y (f(y−), f(y+))

no tienen ningún punto común. Por consiguiente, llamando D(f) al conjunto

formado por todos los puntos donde f es discontinua, la colección formada

por todos los intervalos abiertos no vaćıos

(f(x−), f(x+)) (x ∈ D(f)),

es disjunta; pero sabemos que una colección de intervalos con estas propie-

dades es forzosamente numerable. Luego, D(f) es numerable.

Hemos demostrado que el conjunto formado por todos los puntos de

discontinuidad de una función monótona es numerable.

4. Distancia y diámetro; conjuntos acotados.

La distancia entre dos conjuntos no vaćıos A y B se define como

el ı́nfimo del conjunto de números |a − b| , tales que a ∈ A y b ∈ B .

Para denotarla, usaremos el śımbolo d(A,B) . En particular, la distancia

del punto x al conjunto no vaćıo A es, por definición, el número d(x,A) =

d({x}, A) = inf{|x−a| : a ∈ A} . Notemos que x ∈ Ā si y sólo si d(x,A) = 0 .
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Es útil conocer la relación

(2.8) |d(x,A) − d(y,A)| ≤ |x− y|,

la cual implica que d(x,A) es una función uniformemente continua de x .

Para demostrarla, observemos que para cualquier a ∈ A , |x− a| ≤ |x− y|+
|y − a| ; luego, d(x,A) ≤ |x − y| + |y − a| , de donde, tomando el ı́nfimo del

miembro derecho para todos los a ∈ A , resulta d(x,A) ≤ |x− y| + d(y,A) ;

o sea, d(x,A) − d(y,A) ≤ |x− y| . Si en esta relación permutamos x con y ,

obtenemos d(y,A) − d(x,A) ≤ |x − y| , la cual, juntamente con la anterior,

demuestra (2.8).

El diámetro de un conjunto no vaćıo A se define como el supremo del

conjunto de todos los números de la forma |x−y| , donde x e y son elementos

de A . El śımbolo δ(A) será usado para designar el diámetro del conjunto

A .

Por ejemplo, el diámetro de la bola B(a, r) es 2r . En efecto, si x e

y son puntos de dicha bola, entonces |x − y| ≤ |x − a| + |a − y| < 2r ;

de modo que δ (B(a, r)) ≤ 2r . Por otro lado, si consideramos el vector

u = (1, 0, . . . , 0) , es claro que |u| = 1 y para cualquier entero positivo k ,

los vectores a ± k−1(k − 1)ru son puntos de B(a, r) cuya diferencia tiene

módulo igual a 2(k − 1)r/k . Luego, δ (B(a, r)) ≥ sup
k

2(k − 1)r/k = 2r .

Si A y B son no vaćıos, se tiene

(2.9) δ(A ∪B) ≤ δ(A) + δ(B) + d(A,B).

En efecto, si x e y son puntos de A ∪ B , a ∈ A , b ∈ B , suponiendo

primero que x ∈ A e y ∈ B , tendremos |x− y| ≤ |x− a|+ |a− b|+ |b− y| ≤
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δ(A) + δ(B) + |a − b| y esta desigualdad se mantiene válida aunque x e y

pertenezcan a un mismo conjunto (A o B ). Luego, δ(A ∪ B) ≤ δ(A) +

δ(B) + |a− b| para cualquier par de puntos a ∈ A , b ∈ B , de donde resulta

(2.9).

El conjunto no vaćıo A se llama acotado si δ(A) <∞ , lo que equivale

a afirmar que A está contenido en alguna bola B(a, r) .

La relación (2.9) muestra que la unión de dos conjuntos acotados es

acotada y por inducción se demuestra que cualquier unión finita de conjuntos

acotados es un conjunto acotado. En particular, cualquier conjunto finito es

acotado.

5. Conjuntos convexos.

Un conjunto A se llama convexo si juntamente con cada par de puntos

x ∈ A , y ∈ A , el conjunto A contiene a todo el segmento que une x con y .

Cada bola B(a, r) es un conjunto convexo, pues si z = (1 − λ)x + λy ,

donde x, y ∈ B(a, r) , 0 ≤ λ ≤ 1 , entonces |z − a| = |(1 − λ)(x − a) +

λ(y − a)| ≤ |(1 − λ)(x − a)| + |λ(y − a)| = (1 − λ)|x − a| + λ|y − a| <
(1 − λ)r + λr = r .

Cualquier intersección de conjuntos convexos es un conjunto convexo

(probarlo). La intersección de todos los conjuntos convexos que contienen

al conjunto A se llama la cápsula convexa de A y se denota por Â . De

modo que Â es un conjunto convexo que contiene a A y si C es convexo y

A ⊂ C , entonces Â ⊂ C .

Por ejemplo, si F = {a0, a1, . . . , an} es un conjunto formado por

n + 1 puntos de IR n , tales que los vectores ak − a0 (k = 1, 2, . . . , n)

son linealmente independientes, la cápsula convexa de F se llama el simple

con vértices ak (k = 0, 1, . . . , n) . Este conjunto consta de todos los puntos

x de la forma x = t0a0 + t1a1 + . . .+ tnan , donde cada tk es no negativo y∑
tk = 1 (ejercicio 5).

El siguiente ejemplo lo consignamos aqúı por parecernos a la vez sencillo

e interesante.

(2.10) El diámetro de cada conjunto es igual al diámetro de su cápsula con-

vexa.



5. conjuntos convexos - 6. intervalos 39

Puesto que A ⊂ Â , δ(A) ≤ δ(Â) . Por otro lado, si r > δ(A) , entonces

para cualquier par x , y de elementos de A , |y−x| < r de donde A ⊂ B(x, r)

y como la bola es convexa, tenemos

Â ⊂ B(x, r) (x ∈ A).

De aqúı se sigue que para cualquier u ∈ Â y cualquier x ∈ A , se tiene

|u− x| < r , de donde A ⊂ B(u, r) y por consiguiente,

Â ⊂ B(u, r) (u ∈ Â).

Luego |v−u| < r para cualquier par de puntos v ∈ Â , u ∈ Â , lo cual prueba

que δ(Â) ≤ r para cada r > δ(A) ; es decir, δ(Â) ≤ δ(A) .

Más detalles sobre cápsulas y conjuntos convexos hallará el lector en los

ejercicios al final del caṕıtulo.

6. Intervalos.

Llamaremos intervalo a cada conjunto I ⊂ IR n que pueda expresarse

como el producto cartesiano de n intervalos lineales. Por consiguiente, I es

un intervalo de IR n si y sólo si existen intervalos de la recta I1, . . . , In , tales

que I = I1 × . . .× In .

Un intervalo consta de todos los puntos x = (x1, . . . , xn) que satisfacen

en cada coordenada una desigualdad de alguno de los siguientes tipos:

(1) ai ≤ xi ≤ bi

(2) ai < xi ≤ bi

(3) ai ≤ xi < bi

(4) ai < xi < bi

Si todas las desigualdades son de la forma (1), el intervalo se llama ce-

rrado; si todas ellas son de la forma (4), el intervalo se llama abierto.

En el caso de la recta (n = 1) , la representación geométrica de un

intervalo cerrado es un segmento; en el caso del plano (n = 2) , un rectángulo

de lados paralelos a los ejes, como se muestra en la figura; y en el caso del
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espacio tridimensional (n = 3) , un paraleleṕıpedo de aristas paralelas a los

ejes.

Cada uno de los intervalos lineales I1, . . . , In se llama un lado del in-

tervalo I = I1 × . . .× In . Obviamente I es vaćıo si y sólo si lo es alguno de

sus lados; por consiguiente, el conjunto vaćıo es un intervalo de IR n .

Un intervalo cuyos lados tienen todos la misma longitud se llama un

cubo.

Dados un punto a = (a1, . . . , an) y un número ε > 0 , el conjunto

Q(a, ε) = {x ∈ IR n : |xi − ai| < ε (i = 1, 2, . . . , n)}

representa un cubo abierto cuyos lados son los intervalos lineales (ai−ε, ai+
ε) , cada uno con longitud igual a 2ε . El punto a se llama el centro del

cubo Q(a, ε) .
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(2.11) Toda bola abierta B(a, r) contiene un cubo Q(a, ε) con el mismo cen-

tro y viceversa.

En efecto, tratemos de encontrar un número ε > 0 de modo tal que se

cumpla Q(a, ε) ⊂ B(a, r) . Si x ∈ Q(a, ε) , tendremos

|x− a|2 = (x1 − a1)2 + . . .+ (xn − an)2 < nε2.

Poniendo nε2 = r2 , resulta ε = r/
√
n . Luego, Q(a, r/

√
n) ⊂ B(a, r) .

Puesto que para cada i = 1, 2, . . . , n se cumple |xi − ai| ≤ |x − a| , se

sigue que B(a, ε) ⊂ Q(a, ε) .

(2.12) Corolario. Todo intervalo abierto es un conjunto abierto. Todo in-

tervalo cerrado es un conjunto cerrado.

Sea z = (z1, . . . , zn) un punto del intervalo abierto J = (a1, b1) × . . .×
(an, bn) . Luego, ai < zi < bi (i = 1, 2, . . . , n) y podemos elegir un número

ε > 0 , tal que

ai < zi − ε < zi + ε < bi (i = 1, 2, . . . , n),

de donde se sigue que Q(z, ε) ⊂ J y por consiguiente, B(z, ε) ⊂ J , lo cual

prueba que J es un conjunto abierto.

Para probar que el intervalo cerrado I = [a1, b1] × . . . × [an, bn] es un

conjunto cerrado, lo más sencillo es mostrar que su complemento CI es un

conjunto abierto, tarea que dejaremos como ejercicio a cargo del lector.

El principio de encaje de intervalos cerrados es válido para intervalos de

IR n : dada una sucesión decreciente de intervalos cerrados no vaćıos

(1) I1 ⊃ I2 ⊃ I3 ⊃ . . .

hay un punto x ∈ IR n que pertenece a cada intervalo de la sucesión. En

efecto, si Ik = I1k × . . . × Ink , donde cada Ijk es un intervalo lineal cerrado,

en virtud de la hipótesis, para cada j = 1, 2, . . . , n , tendremos Ij1 ⊃ Ij2 ⊃
Ij3 ⊃ . . . y en virtud del principio de encaje para intervalos de la recta, existe

un número real xj que pertenece a cada intervalo de esta última sucesión.

Luego, el punto x = (x1, . . . , xn) pertenece a cada intervalo de la sucesión

(1).
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Definición. Un intervalo cuyo interior es vaćıo se llamará degene-

rado.

Por ejemplo, en el plano IR 2 , cada intervalo degenerado es vaćıo, o bien

un segmento paralelo a uno de los ejes, o bien un conjunto unitario.

7. Cubrimientos abiertos; conjuntos compactos.

Una colección de conjuntos Γ se llama un cubrimiento del conjunto

A si cada punto de A pertenece al menos a un miembro de Γ ; es decir, si

A está contenido en la unión de Γ . Un cubrimiento Γ se llama abierto si

cada miembro de Γ es un conjunto abierto.

Diremos que el conjunto K ⊂ IR n es un conjunto compacto si para

cada cubrimiento abierto Γ de K , existe una colección finita Γ0 ⊂ Γ , tal

que Γ0 es un cubrimiento de K . En otras palabras: K es compacto si

y sólo si cada cubrimiento abierto de K contiene un cubrimiento finito de

dicho conjunto.

(2.13) Todo cubo cerrado es un conjunto compacto.

Sea Q un cubo cerrado en el espacio IR n y sea Γ un cubrimiento

abierto de Q . Debemos probar que existe una colección finita Γ0 ⊂ Γ que

es también un cubrimiento de Q .

Supongamos lo contrario; es decir, supongamos que ninguna colección

finita de miembros de Γ sea suficiente para cubrir Q .

Dividiendo cada lado de Q en dos intervalos cerrados de igual longitud

(con el punto medio de cada segmento como único punto común entre ambos

subintervalos) podemos expresar Q como la unión de 2n cubos cerrados con

diámetro igual a la mitad del diámetro de Q .

Si cada uno de estos cubos más pequeños pudiera cubrirse con una

colección finita de miembros de Γ , entonces todo Q podŕıa cubrirse con una

colección finita Γ0 ⊂ Γ , contrariamente a lo que hemos supuesto. Luego,

al menos uno de estos cubos más pequeños, al cual llamaremos Q1 , tiene

la propiedad de que ninguna colección finita de miembros de Γ es un cubri-
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miento de Q1 .

Subdividiendo Q1 en la misma forma que el cubo anterior, encontra-

remos un cubo cerrado Q2 ⊂ Q1 con diámetro δ(Q2) = (1/2)δ(Q1) =

(1/4)δ(Q) y con la propiedad de que ninguna colección finita de miembros

de Γ es un cubrimiento de Q2 .

Subdividiendo Q2 en la misma forma y prosiguiendo con el mismo pro-

ceso de selección, tendremos una sucesión decreciente de cubos cerrados:

(1) Q ⊃ Q1 ⊃ Q2 ⊃ Q3 ⊃ . . .

ninguno de los cuales se puede cubrir con una colección finita de miembros

de Γ ; además, δ(Qk) → 0 cuando k → 0 .

En virtud del principio de encaje de intervalos cerrados, existe un punto

x que pertenece a cada cubo de la sucesión (1); en particular x ∈ Q . Ahora

bien; por ser Γ un cubrimiento abierto de Q , existe un conjunto abierto

G ∈ Γ , tal que x ∈ G y por ser G un conjunto abierto, existe un número

r > 0 , tal que B(x, r) ⊂ G .

Eligiendo k suficientemente grande, tendremos δ(Qk) < r y como x ∈
Qk , se verifica Qk ⊂ B(x, r) , de donde Qk ⊂ G : el cubo Qk cubierto por
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un solo miembro de Γ , en contradicción con la forma en que elegimos los

cubos de la sucesión (1).

La contradicción provino de suponer que ninguna colección finita Γ0 ⊂ Γ

es un cubrimiento de Q . Luego, alguna colección finita {G1, . . . , Gk} ⊂ Γ

verifica Q ⊂ G1 ∪ . . . ∪Gk , que es lo que queŕıamos demostrar.

(2.14) Cualquier conjunto cerrado y acotado es un conjunto compacto.

Consideremos un conjunto A cerrado y acotado y sea Γ un cubrimiento

abierto de A . Por ser A acotado, existe un cubo cerrado Q , tal que A ⊂ Q y

la colección Γ′ = Γ∪{CA} es un cubrimiento abierto de Q (el complemento

de A es abierto por ser A un conjunto cerrado).

Siendo Q compacto, existe una colección finita {G1, . . . Gk} ⊂ Γ , tal

que

Q ⊂ G1 ∪ . . . ∪Gk ∪ CA,

de donde se sigue que A ⊂ G1 ∪ . . . ∪Gk .

(2.15) Un conjunto no puede ser compacto a menos que sea cerrado y acotado.

Si A no es cerrado, existe un punto b , tal que b ∈ Ā , b /∈ A .

Puesto que |x− b| (la distancia del punto x al punto b ) es una función

continua de x , los conjuntos

Uk =

{
x : |x− b| > 1

k

}
(k = 1, 2, 3, . . .)

son abiertos, forman una sucesión creciente: U1 ⊂ U2 ⊂ U3 ⊂ . . . , y cubren

A . Sin embargo, ninguno de ellos cubre totalmente al conjunto A , en vista

de que b ∈ Ā . Luego, el cubrimiento abierto (Uk) no contiene ningún

cubrimiento finito de A .

Si A no es acotado, los conjuntos B(0, k) = {x : |x| < k} (bola con

centro en el origen y radio k ) forman un cubrimiento abierto de todo el

espacio, en particular de A , que no contiene ningún cubrimiento finito de

A .

(2.16) Si A es un conjunto compacto del espacio IR n y f : A → IRm una

función continua, entonces f(A) es compacto.
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En efecto si Γ es un cubrimiento abierto de f(A) , entonces para cada

x ∈ A existe un conjunto U ∈ Γ , tal que f(x) ∈ U , y como f es continua,

existe un entorno V del punto x , tal que f(V ∩A) ⊂ U . Luego, la colección

Γ′ formada por todos los conjuntos abiertos V de IR n , tales que f(V ∩A)

está contenido en algún miembro de Γ es un cubrimiento abierto de A .

Puesto que A es compacto, existe una colección finita {V1, . . . , Vr} ⊂ Γ′ que

es un cubrimiento de A , de donde se sigue que

A = (V1 ∩A) ∪ (V2 ∩A) ∪ . . . ∪ (Vr ∩A).

Por otra parte, para cada i , 1 ≤ i ≤ r , existe un conjunto Ui ∈ Γ , tal que

f(Vi ∩A) ⊂ Ui . Por consiguiente (ejercicio 3, cap. I),

f(A) =

r∪
i=1

f(Vi ∩A) ⊂
r∪
i=1

Ui.

Hemos demostrado que la colección finita {U1, . . . , Ur} ⊂ Γ es un cu-

brimiento de f(A) , lo cual prueba que este conjunto es compacto.

Corolario. Toda función continua con valores reales cuyo dominio

es un conjunto compacto es acotada y alcanza en sendos puntos del

dominio un valor máximo y uno mı́nimo.

En efecto, si A es un subconjunto compacto de IR n y f : A → IR es

continua, el conjunto B = f(A) es un subconjunto compacto de IR ; por

consiguiente, acotado y cerrado. Luego, supB ∈ B e inf B ∈ B .

(2.17) Toda función continua cuyo dominio es un subconjunto compacto de

IR n es uniformemente continua en dicho conjunto.

Sea A un subconjunto compacto de IR n y f : A → IRm continua.

Debemos probar que para cada ε > 0 existe un número δ > 0 , tal que las

relaciones x ∈ A , y ∈ A , |x− y| < δ , implican |f(x) − f(y)| < ε .

Puesto que f es continua, para cada punto x de A existe un número

r(x) > 0 , tal que las relaciones y ∈ A , |y − x| < r(x) , implican |f(y) −
f(x)| < ε .

Puesto que la colección formada por todas las bolas B(x, r(x)/2) , x ∈
A , es un cubrimiento abierto de A , existe una sucesión finita x1, x2, . . . , xN
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de puntos de A , tal que

A ⊂
N∪
k=1

B(xk, r(xk)/2).

Llamando δ al mı́nimo de los números r(xk)/2 (k = 1, 2, . . . , N) , supon-

gamos que x e y son puntos de A que verifican |x− y| < δ .

Puesto que y ∈ A , existe un ı́ndice k , 1 ≤ k ≤ N , tal que

|y − xk| < r(xk)/2,

de donde |x− xk| ≤ |x− y| + |y − xk| < r(xk)/2 + r(xk)/2 = r(xk) . Luego

|f(x) − f(xk)| < ε, |f(y) − f(xk)| < ε

y por consiguiente, |f(x) − f(y)| < 2ε .

8. Conjuntos elementales.

La teoŕıa de la medida en espacios euclidianos, que desarrollaremos en

el caṕıtulo siguiente, se basa en las propiedades de los intervalos y de los

conjuntos elementales que vamos a definir en esta sección. Por este motivo

nos proponemos hacer un estudio detallado de dichas propiedades.

La intersección de dos intervalos de IR n es un intervalo de dicho espacio.

En efecto, si I = I1 × . . . × In y J = J1 × . . . × Jn son dos intervalos de

IR n , tendremos

I ∩ J = (I1 ∩ J1) × . . .× (In ∩ Jn).

Ahora bien; en virtud de la proposición (1.1), cada una de las intersecciones

Ik∩Jk (k = 1, 2, . . . , n) es un intervalo de la recta, lo cual prueba que I ∩J
es un intervalo de IR n .

En la figura que sigue hemos representado la intersección de dos inter-

valos I y J del plano IR 2 .
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Si I y J son intervalos de IR n , la diferencia I − J no es en general

un intervalo, como puede apreciarse enseguida a simple vista. Sin embargo,

siempre es posible expresar I − J como una unión finita de intervalos dis-

juntos.

Es un hecho curioso que la demostración rigurosa de esta propiedad in-

tuitivamente clara no sea tan inmediata como podŕıa esperarse.

Dada la importancia que este hecho tiene en el caṕıtulo que sigue, vamos

a dar una demostración correcta; pero antes debemos introducir la siguiente

definición.

Definición. Un conjunto A ⊂ IR n se llama un conjunto elemental

si existen intervalos disjuntos I1, . . . , IN del espacio IR n , tales que

A =
N∪
k=1

Ik.

De la definición se sigue que la unión de dos conjuntos elementales dis-

juntos es un conjunto elemental. Además, si

A =
N∪
k=1

Ik y B =
M∪
i=1

Ji

son conjuntos elementales, la fórmula

A ∩B =
N∪
k=1

M∪
i=1

(Ik ∩ Ji)
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nos muestra que la intersección de dos conjuntos elementales es siempre otro

conjunto elemental. Más generalmente, cualquier intersección finita de con-

juntos elementales es un conjunto elemental.

(2.18) Si A es un conjunto elemental de IR n y B un conjunto elemental de

IRm , entonces A×B es un conjunto elemental de IR n+m .

En efecto, sean

A =
N∪
k=1

Ik y B =
M∪
i=1

Ji,

donde los Ik son intervalos disjuntos de IR n , en tanto que los Ji son inter-

valos disjuntos de IRm . Por un lado tenemos

A×B =

N∪
k=1

M∪
i=1

(Ik × Ji).

Por otro, los productos Ik × Ji son intervalos de IR n+m que forman una

familia disjunta, pues si k ̸= k′ o bien i ̸= i′ , se verifica

(Ik × Ji) ∩ (Ik′ × Ji′) = (Ik ∩ Ik′) × (Ji ∩ Ji′) = ∅.

Ahora estamos en condiciones de probar la siguiente proposición.

(2.19) Si I y J son interevalos de IR n , la diferencia I − J es un conjunto

elemental.

Demostración. La desmostración es por inducción sobre la dimensión n .

El caso n = 1 está contenido en la proposición (1.1).

Si I y J son intervalos de IR n , podemos representarlos en la forma

I = I1 × I ′ y J = J1 × J ′,

donde I1 y J1 son intervalos lineales, en tanto que I ′ y J ′ son intervalos

de IR n−1 . Escribiendo cada punto x de IR n en la forma x = (x1, x
′) con

x1 ∈ IR y x′ ∈ IR n−1 , es fácil deducir la fórmula

I − J = [(I1 − J1) × I ′] ∪ [(I1 ∩ J1) × (I ′ − J ′)] .
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Ahora bien; si (2.19) es verdadera en el espacio IR n−1 , la diferencia I ′ − J ′

es un conjunto elemental de este espacio y en virtud de (2.18), la última

fórmula nos muestra que I − J es la unión de dos conjuntos elementales

disjuntos, de donde resulta que I − J es un conjunto elemental.

(2.20) Si A y B son conjuntos elementales del espacio IR n , la diferencia

A−B es también un conjunto elemental.

Demostración. Supongamos que A es la unión de los intervalos disjuntos

I1, . . . , IN , en tanto que B es la unión de los intervalos disjuntos J1, . . . , JM .

Luego, A−B es la unión de los conjuntos disjuntos Ik−B (k = 1, 2, . . . , N)

y en virtud de lo dicho anteriormente será suficiente con mostrar que cada

uno de estos conjuntos es un conjunto elemental. En efecto, en virtud de las

leyes de complementación,

Ik −B = Ik −
M∪
i=1

Ji =

M∩
i=1

(Ik − Ji).

Luego, A−B es un conjunto elemental.

Corolario. Si A y B son conjuntos elementales de IR n , entonces

la unión A ∪B es también un conjunto elemental.

En efecto, A∪B = A∪(B−A) es la unión de dos conjuntos elementales

disjuntos. Los conjuntos elementales más sencillos son los intervalos. Cada

conjunto elemental es acotado, de donde se sigue que el complemento de un

conjunto elemental no puede ser nunca otro conjunto elemental.

Consideremos ahora un intervalo I de IR n que representaremos en la

forma I = I1 × I ′ donde como antes, I1 es un intervalo lineal e I ′ un

intervalo de IR n−1 . Si J1 y J2 son dos intervalos lineales disjuntos cuya

unión es I1 , tendremos

I = (J1 ∪ J2) × I ′ = (J1 × I ′) ∪ (J2 × I ′) = H ∪ L,

donde H = J1 × I ′ y L = J2 × I ′ son dos intervalos disjuntos del espacio

IR n . La siguiente proposición afirma que esta es, esencialmente, la única

forma de partir un intervalo de IR n en dos intervalos disjuntos.

(2.21) Cualquier partición de un intervalo I en dos intervalos disjuntos H y

L , resulta de dividir un lado de I en dos intervalos lineales disjuntos.
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Demostración. La demostración se realiza nuevamente por inducción.

Cuando la dimensión n es igual a uno, la verdad de (2.21) no requiere de-

mostración.

Supongamos que el intervalo I del espacio IR n es la unión de los in-

tervalos no vaćıos y disjuntos H y L . Escribiendo al modo de antes

I = I1 × I ′, H = H1 ×H ′, L = L1 × L′,

el lema (1.4) nos dice que debe verificarse una de las siguientes alternativas:

1a) I1 = H1 ∪ L1 con H1 ∩ L1 = ∅ y H ′ = L′ = I ′ ,

2a) I ′ = H ′ ∪ L′ con H ′ ∩ L′ = ∅ y H1 = L1 = I1 .

En caso de verificarse la primera, el lado dividido resulta ser I1 . Supon-

gamos que se verifica la segunda. Si (2.21) es verdadera en el espacio IR n−1 ,

puesto que los lados de I ′ = I2 × . . . × In son lados de I , la proposición

resulta verdadera también en el espacio IR n , lo cual completa la inducción.

9. Hiperplanos y semiespacios.

El conjunto de todos los puntos x = (x1, . . . , xn) del espacio IR n que

satisfacen una ecuación de la forma

f(x) =

n∑
k=1

akxk = c,

donde c y los ak son números reales fijos y al menos uno de los ak es

distinto de cero, se llama un hiperplano. Cada uno de los subconjuntos de

IR n determinados por las relaciones

f(x) ≤ c, f(x) > c, f(x) < c, f(x) ≥ c,

se llama un semiespacio correspondiente a dicho hiperplano.

Los semiespacios f(x) ≤ c y f(x) > c se llaman complementarios

por ser cada uno de ellos el complemento del otro; análogamente para los

semiespacios f(x) < c y f(x) ≥ c .

La ecuación xk = c representa un hiperplano ortogonal al eje xk ; más

precisamente, ortogonal al vector unitario ek = (0, . . . , 0, 1, 0, . . . , 0) , con el

uno en la k -ésima coordenada.



9. hiperplanos y semiespacios 51

(2.22) La intersección de un intervalo I de IR n con uno cualquiera de los

semiespacios xk ≤ c, xk > c, xk < c, xk ≥ c es un intervalo.

Consideremos, para fijar ideas, la intersección de I = I1 × I2 × . . .× In
con el semiespacio S = {x : x1 ≤ c} . Claramente,

I ∩ S = [(−∞, c] ∩ I1] × I2 × . . .× In,

lo cual demuestra nuestra afirmación, pues la intersección de un intervalo

lineal con una semirrecta es un intervalo.

(2.23) Si I y J son dos intervalos disjuntos de IR n , entonces existe un

hiperplano H de ecuación xk = c , tal que I está contenido en uno

de los semiespacios correspondientes a H y J en el semiespacio com-

plementario.

Demostración. Sean I = I1 × . . . × In y J = J1 × . . . × Jn . Puesto que

I ∩ J = ∅ , existe un entero k , 1 ≤ k ≤ n , tal que Ik ∩ Jk = ∅ .

En el caso más desfavorable, los intervalos Ik y Jk pueden tener un

extremo común, como se muestra en la figura. Pero en tal caso, I está

contenido en el semiespacio xk < c y J en el semiespacio xk ≥ c , que es

precisamente el semiespacio complementario del anterior.

Análogamente se resuelven los otros casos que podŕıan presentarse y que

no vale la pena enumerar.

En general, decimos que un hiperplano H separa a los conjuntos A

y B si A está contenido en uno de los semiespacios correspondientes a

H , en tanto que B está contenido en el semiespacio complementario. La
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proposición (2.23) se expresa diciendo que si dos intervalos de IR n son dis-

juntos, entonces existe un hiperplano H de ecuación xk = c que los separa.

10. Puntos de acumulación; conjuntos perfectos.

Todos los conjuntos de esta sección son subconjuntos del espacio eucli-

diano IR n .

Un punto x se llama un punto de acumulación del conjunto A si

cada entorno V de x contiene al menos un punto de A distinto de x .

Si x es un punto de acumulación de A , entonces cada bola B(x, r)

contiene infinitos puntos de A . En efecto, si A ∩ B(x, r) fuera finito, de-

notando por a1, a2, . . . , aN todos los puntos de A dentro de la bola B(x, r)

que son distintos de x , y llamando δ al mı́nimo de los números |ak − x|
(k = 1, 2, . . . , N) , es claro que dentro de la bola B(x, δ) no hay ningún

punto de A , con la posible excepción del mismo punto x en el caso de que

éste sea un elemento de A . Pero esto contradice la afirmación de que x es

un punto de acumulación de A . Luego, x contiene infinitos puntos de A .

Un punto de A que no sea un punto de acumulación de A se llama un

punto aislado de dicho conjunto.

(2.24) Todo conjunto infinito y acotado posee al menos un punto de acumu-

lación.

En efecto, si A es infinito y acotado, entonces existe un cubo cerrado

Q , tal que A ⊂ Q . Si ningún punto de Q es un punto de acumulación de A ,

entonces para cada x ∈ Q , existe un entorno V del punto x , tal que A∩V es

finito; y como Q es compacto, bastará una colección finita {V1, V2, . . . , VN}
de dichos entornos para cubrir Q ; pero entonces, la relación

A = A ∩

(
N∪
k=1

Vk

)
=

N∪
k=1

(A ∩ Vk)

implica que por ser una unión finita de conjuntos finitos, el conjunto A es

finito, en contra de lo supuesto. La contradicción provino de suponer que

ningún punto de Q es un punto de acumulación de A .

Corolario. Toda sucesión acotada contiene una subsucesión conver-

gente.
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Si (ak) es una sucesión acotada de puntos de IR n , consideremos el

conjunto

A = {a1, a2, a3, . . .}

formado por todos los valores de la sucesión (este conjunto no debe con-

fundirse nunca con la sucesión misma). Si A es finito, hay un valor de la

sucesión que se repite infinitamente:

x = ak1 = ak2 = ak3 = . . . (k1 < k2 < k3 < . . .);

y entonces, la subsucesión constante (akj ) converge al valor x .

Si A es infinito, como es acotado por hipótesis, tiene un punto de acu-

mulación. Supongamos que x es un punto de acumulación de A . Luego,

para cada entorno V de x , existen infinitos ı́ndices k , tales que ak ∈ V .

Comencemos por seleccionar un ı́ndice k1 , tal que |ak1 − x| < 1 y a

continuación, un ı́ndice k2 > k1 , tal que

|ak2 − x| < 1/2;

luego un ı́ndice k3 > k2 , tal que

|ak3 − x| < 1/3;

y aśı siguiendo, es claro que obtendremos una subsucesión (akj ) que converge

al punto x cuando j → ∞ .

El conjunto de todos los puntos de acumulación del conjunto A se llama

el conjunto derivado de A y se denota por A′ .

Vamos a probar la fórmula

(2.25) Ā = A ∪A′

Supongamos que x ∈ Ā . Si x /∈ A , entonces cada entorno V de x

contiene un punto de A que no puede ser el mismo x , ya que éste no es un

elemento de A ; luego, x ∈ A′ .

Hemos demostrado que el miembro izquierdo de (2.25) está contenido en

el miembro derecho; y como la inclusión opuesta es obvia, queda demostrada

la igualdad.

De la fórmula demostrada se deduce que A es cerrado si y sólo si A′ ⊂ A .
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Si cada punto de A es un punto de acumulación de A , es decir, si

A ⊂ A′ , decimos que el conjunto A es denso en śı mismo. Un conjunto

cerrado denso en śı mismo se llama un conjunto perfecto. Por consiguiente,

el conjunto A es perfecto si y sólo si A = A′ .

Es claro que un conjunto finito no puede tener ningún punto de acu-

mulación; en particular, ∅′ = ∅ . Luego, el conjunto vaćıo es un conjunto

perfecto.

Cualquier intervalo cerrado que no se reduzca a un único punto es otro

ejemplo de conjunto perfecto.

Al final de la próxima sección daremos la demostración de la siguiente

proposición:

(2.26) Todo conjunto perfecto no vaćıo tiene la potencia del continuo.

11. Conjunto ternario de Cantor.

En esta sección construiremos un conjunto perfecto en la recta real IR 1 ,

al cual le asignamos mucha importancia por tratarse de un ejemplo que sirve

para dar respuesta a muchas preguntas interesantes.

Dividamos el intervalo cerrado [0, 1] en tres intervalos de igual longitud

y substraigamos los puntos del intervalo abierto (1/3, 2/3) que representa el

tercio central. Nos queda el conjunto cerrado

F1 = [0, 1/3] ∪ [2/3, 1]

que es la unión de dos intervalos cerrados de longitud 1/3 , a los que llamare-

mos, respectivamente, I0 e I1 .

Subdividiendo a cada uno de estos intervalos en la misma forma y subs-

trayendo de cada uno de ellos un intervalo abierto que representa su tercio

central, nos queda el conjunto cerrado

F2 = [0, 1/9] ∪ [2/9, 1/3] ∪ [2/3, 7/9] ∪ [8/9, 1]

que es la unión de cuatro intervalos cerrados de longitud 1/9 , a los que

llamaremos, respectivamente, I00 , I01 , I10 , I11 .
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Continuando indefinidamente con este procedimiento, obtendremos para

cada n un conjunto cerrado Fn que es la unión de 2n intervalos cerrados

disjuntos de longitud 1/3n :

(1) Iu1u2...un (cada ui igual a cero o uno).

Por conveniencia, los sub́ındices se colocan de tal manera que resulte

Iu1...unun+1 ⊂ Iu1...un . Por ejemplo, I010 e I011 son subintervalos de I01 .

El conjunto ternario de Cantor se define por la fórmula

P =
∞∩
n=1

Fn,

la cual muestra claramente que P es cerrado.

Para demostrar que P es perfecto, comencemos observando que los ex-

tremos de cada intervalo de la familia (1) son elementos de P .
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Si x es un elemento de P , para cada entorno (x − ε, x + ε) del punto

x , podemos elegir un número n , tal que 1/3n < ε ; y como x ∈ Fn , existe

un intervalo I de la familia (1), tal que

x ∈ I ⊂ (x− ε, x+ ε).

Puesto que ambos extremos de I pertenecen a P , el entorno considerado

contiene al menos un elemento de P distinto de x . Luego, x es un punto

de acumulación de P . Hemos demostrado que P ⊂ P ′ , lo cual prueba que

P es perfecto.

Vamos a probar que P tiene la potencia del continuo: con ese fin, para

cada sucesión de d́ıgitos binarios u = (u1, u2, u3, . . .) , sea x = f(u) el único

punto que pertenece a cada intervalo de la sucesión decreciente

Iu1 ⊃ Iu1u2 ⊃ Iu1u2u3 ⊃ . . .

El punto x , cuya existencia está asegurada por el principio de encaje de

intervalos cerrados del mismo Cantor, es un elemento de P , pues para cada

n , x ∈ Iu1u2...un ⊂ Fn . Además es bien claro que la función f establece

una correspondecia biuńıvoca entre los elementos del conjunto T formado

por todas las sucesiones de d́ıgitos binarios y los elementos de P , de donde

resulta que P tiene la potencia del continuo.

La demostración de (2.26) se inspira en lo que acabamos de ver y por

esa razón la hemos postergado hasta este momento: si P es un conjunto

perfecto no vaćıo del espacio IR n , eligiendo dos puntos distintos a y b del

conjunto P , podemos construir dos cubos cerrados disjuntos Q0 y Q1 con

centros en dichos puntos y diámetro menor que uno.

Puesto que a ∈ P ′ , en el interior del cubo Q0 existe un punto c del

conjunto P , tal que c ̸= a . Por consiguiente, dentro del cubo Q0 podemos

construir (entiéndase elegir) dos cubos cerrados disjuntos Q00 y Q01 con

centros en los puntos a y c y diámetro menor que 1/2 . Análogamente,

dentro del cubo Q1 existen dos cubos cerrados disjuntos Q10 y Q11 con

centros en sendos puntos de P y diámetro menor que 1/2 .
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Continuando inductivamente con este proceso, habremos asignado a cada

k -upla de d́ıgitos binarios un cubo cerrado Qu1u2...uk
cuyo centro es un ele-

mento de P y cuyo diámetro es menor que 1/k ; además, los cubos corres-

pondientes a dos k -uplas distintas son disjuntos, y los ı́ndices se eligen de

tal manera que Qu1u2...ukuk+1
⊂ Qu1u2...uk

.

Ahora, para cada sucesión de d́ıgitos binarios u = (u1, u2, u3, . . .) , lla-

memos f(u) al único punto de IR n que pertenece a cada cubo de la sucesión

Qu1 , Qu1u2 , Qu1u2u3 , . . . . Es claro que f(u) es un punto de adherencia

del conjunto cerrado P , de donde, f(u) ∈ P . Puesto que la aplicación

f : T → P es inyectiva, se sigue que P tiene la potencia del continuo, como

queŕıamos demostrar.

Utilizando la misma idea de la demostración que acabamos de ver, es

inmediato probar que si x es un elemento del conjunto perfecto P , entonces,

para cada entorno V de x , el conjunto P ∩V tiene la potencia del continuo.

Volviendo al conjunto de Cantor P , tanto sus elementos como los inter-

valos de la familia (1) pueden describirse en términos puramente aritméticos,

pues es fácil probar por inducción sobre n que el punto x pertenece al in-

tervalo Iu1...un si y sólo si

0 ≤ x−
n∑
k=1

(2uk)/3k ≤ 1/3n.
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Por consiguiente, x ∈ P si y sólo si x admite un desarrollo ternario

x =
∞∑
k=1

ak/3
k = 0, a1a2a3 . . . (base tres)

tal que para cada k , ak = 0 ó ak = 2 , es decir, un desarrollo ternario que

no use el d́ıgito uno (un desarrollo ternario de este tipo particular es siempre

único). Aśı , por ejemplo, los puntos 1/3 y 1/4 que admiten respectivamente

los desarrollos

0, 0222 . . . y 0, 020202 . . . (base tres),

son elementos del conjunto de Cantor.

12. Puntos de condensación.

En esta sección vamos a denotar por Γ la colección numerable formada

por todas las bolas B(a, ρ) del espacio IR n , tales que a = (a1, . . . , an) es

un punto con coordenadas racionales y ρ un número racional positivo. Para

lo que sigue, será esencial que probemos la siguiente proposición.

(2.27) Para cada bola B(x, r) , existe una bola B(a, ρ) ∈ Γ , tal que x ∈
B(a, ρ) ⊂ B(x, r) .

La idea de la demostración consiste en recordar que cualquier intervalo

abierto no vaćıo de la recta contiene números racionales.

Para cada ı́ndice k = 1, 2, . . . , n , comencemos por elegir un número

racional ak , tal que |ak − xk| < r/2
√
n . Entonces, el punto de coordenadas

racionales a = (a1, . . . , an) verifica

|a− x| =

√√√√ n∑
k=1

(ak − xk)2 < r/2.

Si ahora elegimos un número racional ρ , tal que |a − x| < ρ < r/2 , es

claro que x ∈ B(a, ρ) y vamos a probar que además, B(a, ρ) ⊂ B(x, r) . En

efecto, si y ∈ B(a, ρ) , entonces

|y − x| ≤ |y − a| + |a− x| < 2ρ < r,
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lo que significa que y es un elemento de B(x, r) .

Diremos que un punto x es un punto de condensación del conjunto

E , si para cada entorno V de x , la intersección E∩V es un conjunto infinito

no numerable. Por ejemplo, cada punto de un conjunto perfecto no vaćıo es

un punto de condensación del mismo conjunto.

Denotaremos por Es el conjunto formado por todos los puntos de con-

densación de E .

(2.28) Si E ∩ Es = ∅ , es decir, si ningún punto de E es un punto de con-

densación del mismo conjunto, entonces E es numerable.

Por hipótesis, para cada punto x de E , existe una bola B(x, r) tal que

E ∩B(x, r) es numerable, y en virtud de (2.27), existe una bola B ∈ Γ , tal

que x ∈ B ⊂ B(x, r) , de modo que E∩B es numerable. Hemos demostrado

que la colección Γ(E) formada por todas las bolas B de la colección Γ ,

tales que E ∩ B es numerable, es un cubrimiento del conjunto E . Puesto

que Γ(E) es numerable, podemos escribir Γ(E) = {B1, B2, B3, . . .} . Ahora

bien; la relación

E = E ∩

(∪
k

Bk

)
=
∪
k

(E ∩Bk)

nos muestra que el conjunto E es la unión de una familia numerable de

conjuntos numerables, de donde se sigue que E es numerable.

Corolario. Para cualquier conjunto E , el conjunto A = E −E ∩Es

es numerable.

En efecto, si A no fuera numerable, existiŕıa al menos un punto x

perteneciente a la intersección A∩As . El punto x , por ser de condensación

de A , seŕıa también de condensación de E y por esta razón, no podŕıa ser

un elemento de A , lo cual es absurdo.

(2.29) Para cualquier conjunto E , el conjunto Es es perfecto.

Probaremos solamente la inclusión Es ⊂ (Es)′ , ya que la inclusión o-

puesta es muy fácil. Si x ∈ Es , entonces para cualquier entorno V de x ,

el conjunto H = E ∩ (V − {x}) es no numerable y por consiguiente, existe

un punto y ∈ H ∩Hs . Este punto y verifica las relaciones y ∈ V , y ∈ Es ,
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y ̸= x . Hemos demostrado que cada entorno de x contiene un punto de Es

distinto de x , es decir, x ∈ (Es)′ .

Llegamos por fin a la proposición más importante de esta sección, que

se conoce con el nombre de “descomposición de Cantor-Bendixon”:

(2.30) Para cualquier conjunto cerrado F , existen un conjunto perfecto P y

un conjunto numerable A , tales que

F = P ∪A, P ∩A = ∅.

En otras palabras, todo conjunto cerrado es la unión disjunta de un

conjunto perfecto y un conjunto numerable. Para demostrarlo, no hay más

que escribir P = F s y A = F − P , teniendo en cuenta que P ⊂ F por ser

F un conjunto cerrado.

Corolario. Todo conjunto cerrado no numerable tiene la potencia del

continuo.

13. Espacios métricos.

Las nociones fundamentales de ĺımite y continuidad, aśı como las de in-

terior, adherencia, conjunto abierto y conjunto cerrado, entorno, etc., pueden

desarrollarse en forma abstracta en los llamados espacios métricos. Este

proceso de abstracción permite distinguir con claridad los principios en que

reposa el Análisis y ampliar notablemente el campo de aplicación de los mis-

mos.

Supongamos que a cada par de elementos x e y de un cierto conjunto

E se le ha asignado un número real no negativo d(x, y) que llamaremos la

“distancia entre x e y ”, de modo tal que para cualquier terna x, y, z de

elementos de E se verifiquen las siguientes propiedades:

(M1) d(x, y) = d(y, x) ,

(M2) d(x, y) ≤ d(x, z) + d(z, y) ,

(M3) d(x, y) = 0 si y sólo si x = y .

En tal caso, la función d : E × E → IR se llama una métrica o bien

una distancia sobre el conjunto E y el par (E, d) se llama un espacio
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métrico. Los elementos de un espacio métrico E se llaman los puntos de

dicho espacio.

La propiedad M2 se conoce bajo el nombre de “desigualdad triangular”,

por expresar en forma abstracta el hecho geométrico de que cada lado de un

triángulo es menor o igual que la suma de los otros lados.

Ejemplos.

Entre los numerosos ejemplos existentes elegiremos unos pocos que per-

mitan intuir el significado y el alcance de la noción introducida.

1) El conjunto IR n con la distancia d(x, y) = |x−y| es un espacio métrico

al cual nos referimos como el espacio euclidiano IR n .

2) El mismo conjunto IR n con la distancia d(x, y) = max
1≤i≤n

|xi−yi| , donde

xi e yi representan las i -ésimas coordenadas de los puntos x e y , es

un espacio métrico distinto del anterior.

3) El conjunto C[a, b] formado por todas las funciones continuas f(t) sobre

el intervalo cerrado a ≤ t ≤ b , con la distancia

d(f, g) = max
a≤t≤b

|f(t) − g(t)|

es un espacio métrico muy útil para el estudio de ciertas propiedades

relacionadas con la convergencia uniforme de funciones continuas.

4) El mismo conjunto C[a, b] del ejemplo anterior con la distancia d′ defi-

nida por la fórmula

d′(f, g) =

∫ b

a

|f(t) − g(t)|dt

es un espacio métrico distinto del que hemos considerado en aquel ejem-

plo.

5) Sea M el conjunto formado por todas las sucesiones acotadas de números

reales y si x = (xk) e y = (yk) son dos elementos de M , definamos la

distancia entre x e y por medio de la fórmula d(x, y) = sup
k

|xk − yk| .

6) Siendo E un conjunto cualquiera, definamos la distancia entre elementos

de E poniendo d(x, y) = 1 si x ̸= y , d(x, y) = 0 si x = y .

En todos los ejemplos propuestos el lector puede probar sin dificultad que

la función d(x, y) que se define satisface los tres axiomas de una distancia;

es decir, las propiedades M1, M2, M3.
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Diremos que una sucesión (xk) de puntos de E converge a un punto

x de dicho espacio si la distancia d(xk, x) tiende a cero cuando k tiende a

infinito. En tal caso también se dice que x es el ĺımite de la sucesión y se

escribe x = limxk o bien xk → x .

Una misma sucesión (xk) no puede converger a dos ĺımites distintos x

e y , pues si xk → x y xk → y , la desigualdad triangular nos da d(x, y) ≤
d(x, xk) + d(xk, y) , y haciendo que k tienda a infinito, resulta d(x, y) = 0 ,

de donde x = y .

La bola abierta B(x, r) con centro en un punto x de E y radio r > 0

se define como el conjunto formado por todos los puntos y de E que verifican

la relación d(y, x) < r . Las nociones de conjunto abierto, conjunto cerrado,

entorno de un punto, interior y adherencia de un conjunto, se desarrollan en

el espacio métrico E del mismo modo que lo hicimos en el espacio euclidiano

IR n .

Si (E, d) y (E′, d′) son dos espacios métricos, una función f de E en

E′ se llama continua en un punto x0 de E si para cada ε > 0 existe un

δ > 0 , tal que la relación d(x, x0) < δ implica d′(f(x), f(x0)) < ε .

El espacio métrico E se llama separable si existe un conjunto numera-

ble A ⊂ E cuya adherencia es E . La teoŕıa desarrollada en la sección 12 de

este caṕıtulo hasta la proposición (2.30) inclusive (descomposición de Cantor-

Bendixon) es válida no sólo en IR n sino más generalmente, en cualquier

espacio métrico separable.

Una sucesión (xk) de puntos de un espacio métrico E se llama una

sucesión fundamental o de Cauchy si d(xk, xj) tiende a cero cuando k y

j tienden a infinito. Toda sucesión convergente es una sucesión fundamental.

El espacio métrico E se llama un espacio completo si toda sucesión

fundamental es convergente.

Las nociones de separabilidad y completitud antes definidas juegan un

papel muy destacado en la teoŕıa de los espacios métricos. El lector interesado

en estudiar la teoŕıa de los espacios métricos puede consultar la obra de J.

Dieudonné, Foundations of Modern Analysis, Academic Press, New York

(1960), o bien la obra de I. Kaplansky, Set theory and metric spaces, Allyn

an Bacon, Boston (1972), más especialmente dedicada al desarrollo de dicho

tema.
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∗∗∗ 14. Espacios normados, normas de Orlicz sobre IR nIR nIR n .

Sea X un espacio vectorial sobre el cuerpo de los números reales o bien

sobre el cuerpo de los números complejos. Diremos que X es un espacio

normado si a cada vector x de dicho espacio se le ha asignado un número

no negativo ∥x∥ , llamado la norma de x , de modo tal que se satisfagan las

propiedades siguientes:

(N1) ∥x+ y∥ ≤ ∥x∥ + ∥y∥,
(N2) ∥λx∥ = |λ| ∥x∥,
(N3) x = 0 si y sólo si ∥x∥ = 0,

para cualquier par de vectores x , y del espacio X y cualquier elemento λ

del cuerpo de escalares ( IR o C ).

Una función ∥ · ∥ : X → IR que verifique dichas propiedades se llama

una norma sobre el espacio X .

El ejemplo más conocido es el de la norma euclididana o “norma dos”,

definida para cada vector x = (x1, x2, . . . , xn) del espacio IR n por medio

de la fórmula

∥x∥2 = |x| =
√
x21 + x22 + . . .+ x2n.

A veces es necesario considerar distintas normas definidas sobre un mis-

mo espacio vectorial X . Por ejemplo, las fórmulas

∥x∥1 = |x1| + |x2| + . . .+ |xn|,

∥x∥∞ = max(|x1|, |x2|, . . . |xn|),

definen otras dos normas distintas sobre el mismo espacio IR n a las cuales

llamaremos la “norma uno” y la “norma infinito”, respectivamente. El lector

puede verificar fácilmente que estas funciones verifican las propiedades N1,

N2 y N3 del comienzo y son, por lo tanto, normas sobre el espacio IR n .

Notemos también que la norma euclidiana o norma dos no es otra cosa

que el módulo o longitud del vector x .

Si ∥ · ∥ es una norma sobre el espacio X , la función

d(x, y) = ∥x− y∥

es una distancia entre elementos de X , como puede demostrarse muy fácil-

mente, de modo que el par (X, d) es un espacio métrico. Por consiguiente,
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todo espacio normado es también un espacio métrico. En particular, podemos

decir que una sucesión de puntos (xk) del espacio X converge al punto x

de mismo espacio, con respecto a la norma ∥ · ∥ , si la sucesión ∥x − xk∥
tiende a cero cuando k tiende a infinito.

Se comprende entonces que en un espacio normado también se definen las

nociones de conjunto abierto y conjunto cerrado, como en cualquier espacio

métrico.

La bola con centro x y radio r con respecto a la norma ∥ · ∥ , es decir,

el conjunto

{y : y ∈ X, ∥y − x∥ < r}

se denota a veces en la forma B∥ ∥(x, r) , especialmente cuando se han definido

varias normas sobre el mismo espacio y es necesario señalar a cuál de ellas se

refiere el concepto.

Es ilustrativo representar gráficamente las bolas con centro en el origen

0 = (0, 0) y radio r = 1 del espacio IR 2 con respecto a las normas

∥x∥2 =
√
x21 + x22, ∥x∥1 = |x1| + |x2|, ∥x∥∞ = max(|x1|, |x2|).

A continuación veremos que cualquier norma sobre el espacio euclidiano

IR n genera los mismos conjuntos abiertos que hemos definido en la sección 2,

lo cual se expresa diciendo que todas las normas sobre IR n son equivalentes.

Más precisamente, demostraremos que si ∥ · ∥ es una norma sobre IR n ,

entonces existen constantes positivas k1 y k2 , tales que para cualquier x ∈
IR n , se verifica

(2.31) k1|x| ≤ ∥x∥ ≤ k2|x|,

donde las constantes k1 y k2 dependen de la norma ∥ · ∥ dada.

Veamos primero la segunda desigualdad en (2.31). Pongamos ei para

el vector en IR n cuya i -ésima componente es uno y las restantes cero. Un

repetido uso de las propiedades (N1) y (N2) nos da

∥x∥ ≤
n∑
i=1

|xi| ∥ei∥.

Si k2 denota la constante
(
∥e1∥2 + . . .+ ∥en∥2

)1/2
, usando la desigual-

dad de Cauchy-Schwarz, obtenemos

(2.32) ∥x∥ ≤ k2|x|.
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Dado que (N3) implica | ∥x∥ − ∥y∥ | ≤ ∥x− y∥ tenemos, por (2.32),

(2.33) | ∥x∥ − ∥y∥ | ≤ k2|x− y|.

Observe que (2.33) nos dice que la función x → ∥x∥ es uniformemente

continua sobre IR n . Aśı, por el teorema de Weierstrass, el ı́nfimo k1 de

∥x∥ para x ∈ S = {x ∈ IR n : |x| = 1} es alcanzado sobre ese conjunto,

pero como ∥ · ∥ es estrictamente positiva sobre S , tenemos que k1 > 0 . En

particular si x ̸= 0 el vector x/|x| ∈ S y por consiguiente∥∥∥∥ x|x|
∥∥∥∥ ≥ k1

o bien

(2.34) k1|x| ≤ ∥x∥.

Ahora (2.32) y (2.34) dan (2.31).

Las desigualdades (2.31) nos dicen que la noción de convergencia de una

sucesión (xk) en IR n hacia un vector x es independiente de la norma usada

para definir la convergencia. Además si B|,|(x, r) denota la bola centrada en

x y radio r definida con la distancia |x − y| , las desigualdades (2.31) nos

aseguran

(2.35)

{
B∥ ∥(x, r) ⊆ B| |(x, r/k1)

B| |(x, r) ⊆ B∥ ∥(x, k2r)

Aśı hemos demostrado que la métrica generada por una norma da ori-

gen exactamente a los mismos conjuntos abiertos que la métrica euclideana

d(x, y) = |x− y| .
El concepto de norma se puede definir sobre un espacio vectorial E

cualquiera cuyo campo de escalares son los números reales o los complejos.

Por lo tanto diremos que ∥·∥ es una norma sobre E si se cumplen las condi-

ciones (N1) a (N3), donde naturalmente ahora x, y son vectores en E y λ

un número real o complejo según E sea un espacio vectorial real o complejo.

En esta situación decimos que E es un espacio normado. En los ejemplos

3) y 4) de la sección anterior se han definido dos distancias para el espacio

vectorial real C[a, b] y claramente aquellas distancias provienen de normas.
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Dejamos como ejercicio ver que dichas normas no son equivalentes. Esto nos

previene de que en espacios normados de dimensión infinita la convergencia

depende fuertemente de la norma usada para definirla. Importantes ejemplos

de espacios normados de dimensión infinita serán analizados en detalle en el

Caṕıtulo VIII.

Por el momento insistiremos sobre normas definidas en IR n . Dada una

norma ∥ · ∥ pongamos

C = {x ∈ IR n : ∥x∥ ≤ 1}.

Señalamos las siguientes propiedades del conjunto C , todas fácilmente

verificables:

(1) El conjunto C es convexo y 0 ∈ C .

(2) El conjunto C absorbe cualquier punto de IR n , i.e. dado x ∈ IR n

existe ε > 0 tal que εx ∈ C .

(3) El conjunto C es simétrico respecto al origen, i.e. x ∈ C si y sólo

si −x ∈ C .

(4) No existe ninguna recta contenida en C .

Hacemos notar que las propiedades (1) a (4) son puramente algebraicas.

Sea C ⊆ IR n un conjunto no vaćıo que cumpla (1) a (4) y definamos

para x ∈ IR n

pC(x) = p(x) = inf
{
λ > 0 :

x

λ
∈ C

}
.

La función p(x) es conocida con el nombre de funcional de Minkow-

ski del convexo C . De la propiedad (2) se sigue que p(x) es una función

con valores reales no negativos.

(2.36) Teorema. Dado un conjunto C ⊆ IR n con las propiedades (1) a (4),

su funcional de Minkowski pC(x) es una norma sobre IR n .

Demostración. Si x = 0 como 0 ∈ C entonces p(0) = 0 . Sea p(x) = 0 ;

luego existe una sucesión λk ↘ 0 tal que x/λk ∈ C y si x fuera no nulo

el conjunto C contendŕıa la recta {tx : t ∈ IR } lo que contradice (4). Aśı

x = 0 si y sólo si p(x) = 0 .

Veamos que se cumple la desigualdad triangular p(x+ y) ≤ p(x) + p(y) .

Sean (λk) y (µk) sucesiones tales que λk ↘ p(x) y µk ↘ p(y) con x/λk ∈ C
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e y/µk ∈ C . Entonces por ser C convexo tenemos

x+ y

λk + µk
=

λk
λk + µk

x

λk
+

µk
λk + µk

y

µk
∈ C.

Aśı p(x+y) ≤ λk+µk y haciendo tender k → ∞ obtenemos la desigualdad.

Demostraremos ahora que p(cx) = |c|p(x) cuando c ̸= 0 (el caso c = 0

es trivial). Sea λk ↘ p(x) con x/λk ∈ C . Por (3)

c

|c|
x

λk
=

cx

|c|λk
∈ C,

de donde p(cx) ≤ |c|λk , y haciendo k → ∞ , p(cx) ≤ |c|p(x) .

Ahora bien, por la desigualdad que acabamos de probar, también ten-

dremos

p(x) = p

(
1

c
cx

)
≤ 1

|c|
p(cx);

es decir p(cx) ≥ |c|p(x) .

Dejamos como ejercicio demostrar las siguientes afirmaciones:

(2.37) {x ∈ IR n : pC(x) < 1} ⊂ C ⊂ {x ∈ IR n : pC(x) ≤ 1}.

(2.38) Si C es además un conjunto cerrado en IR n

C = {x ∈ IR n : pC(x) ≤ 1}.

Gracias al teorema (2.36) se nos ampĺıan considerablemente los ejemplos

de normas en IR n , pues basta dar un convexo C con las propiedades ade-

cuadas. A continuación consideraremos algunos ejemplos que más adelante

tendrán sus análogos en espacios de dimensión infinita.

Una función numérica φ : I → IR definida sobre un intervalo I de la

recta se llama convexa si para cualquier par de puntos t, u de dicho intervalo

y cualquier número λ que verifique 0 ≤ λ ≤ 1 , se cumple

φ(λt+ (1 − λ)u) ≤ λφ(t) + (1 − λ)φ(u).
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Gráficamente esto significa que el arco de la gráfica de φ comprendido

entre los puntos (t, φ(t)) y (u, φ(u)) está por debajo de la cuerda determi-

nada por dichos puntos (ver figura)

En lo que resta de esta sección, los śımbolos φ,ψ con o sin sub́ındices

denotarán funciones convexas no negativas en el intervalo [0, 1] , iguales a

cero en el punto t = 0 e iguales a uno en el punto t = 1 . En particular, de

la relación t = (1 − t) · 0 + t · 1 resulta 0 ≤ φ(t) ≤ t , lo cual muestra que φ

es continua en el origen.

Más adelante se demostrará que la convexidad de φ implica necesa-

riamente su continuidad en (0, 1) , pero este hecho no será utilizado por el

momento. Sin embargo, φ puede no ser continua en el extremo derecho del

intervalo, como lo muestra el caso de la función convexa φ∞ que definimos

aśı:

φ∞(t) =

{
0 si 0 ≤ t < 1

1 si t = 1.

Además, para cada p ≥ 1 definimos la función convexa φp por la

fórmula

φp(t) = tp (0 ≤ t ≤ 1).

Entonces es claro que en cualquier punto t se cumple

φ∞(t) = lim
p→∞

φp(t).

Sea Q el cubo cerrado de IR n con centro en el origen y radio 1, es

decir, el conjunto de los puntos x que verifican ∥x∥∞ ≤ 1 . Es inmediato
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verificar que para cada φ el conjunto

Cφ = {x ∈ Q :

n∑
i=1

φ(|xi|) ≤ 1}

cumple las propiedades (1) a (4). La norma asociada a este convexo que será

denotada por ∥ · ∥φ se llama la norma de Orlicz correspondiente a φ .

Dejamos como ejercicio la demostración de las desigualdades siguientes:

(2.39) ∥x∥φp = ∥x∥p =

(
n∑
i=1

|xi|p
)1/p

,

∥x∥φ∞ = ∥x∥∞

Notemos que para 1 ≤ p <∞ se cumple Cφp = {x ∈ IR n : ∥x∥p ≤ 1} .

Sin embargo, esta relación no se mantiene válida para p = ∞ ; por ejemplo,

para n = 2 , Cφ∞ es el cuadrado Q menos sus cuatro vértices.

Para finalizar ilustraremos las desigualdades (2.31) con las normas ∥·∥φ .

Notemos que si φ ≤ ψ , es decir, si φ(t) ≤ ψ(t) para cada t , entonces

Cψ ⊂ Cφ , y en consecuencia ∥x∥φ ≤ ∥x∥ψ . En particular, puesto que para

cualquier función convexa φ se cumple φ∞ ≤ φ ≤ φ1 podemos enunciar la

siguiente proposición.

(2.41) Si φ ≤ ψ entonces para cada x ∈ IR n tenemos ∥x∥∞ ≤ ∥x∥φ ≤
∥x∥ψ ≤ ∥x∥1 .

Un caso particular de (2.41) merece un enunciado especial:

(2.42) Si 1 ≤ p < q ≤ ∞ entonces para cada x de IR n tenemos ∥x∥∞ ≤
∥x∥q ≤ ∥x∥p ≤ ∥x∥1 .

Las desigualdades en (2.42) aśı como en (2.41) son óptimas, lo

que significa que para algunos x se alcanza la igualdad. Por ejemplo

∥(1, 0, . . . , 0)∥p = 1 para cualquier p . Es fácil obtener desigualdades en

sentido inverso al de las (2.42). Por ejemplo ∥x∥1 ≤ n∥x∥∞ y esta desigual-

dad es también óptima, como se ve eligiendo x = (1, 1, . . . , 1) . Aśı (2.42)

junto con la última observación implica que si q < p entonces ∥x∥p ≤ n∥x∥q .

Por consiguiente, para este tipo de normas hemos encontrado expĺıcitamente

las constantes k1 y k2 de (2.31) a saber:
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(2.43) Si p < q ,se tiene
1

n
∥x∥p ≤ ∥x∥q ≤ ∥x∥p.

La constante n de la última proposición no es óptima; más adelante

veremos que como consecuencia de teoremas más generales, se cumple ∥x∥p ≤
n

1
p−

1
q ∥x∥q y que aqúı śı, a veces, se alcanza la igualdad.

EJERCICIOS

1. Probar que en la desigualdad de Minkowski (teorema 2.2) la igualdad se

verifica si y sólo si uno de los dos vectores es igual al producto del otro

por un número no negativo.

2. Probar que |x−y| = |x−z|+ |z−y| si y sólo si z pertenece al segmento

que une x con y .

3. Probar que la bola cerrada K(a, r) = {x : |x− a| ≤ r} es la adherencia

de la bola abierta B(a, r) .

4. Probar que si A es un subconjunto convexo de IR n , entonces cada

vector x de la forma

x = t1a1 + t2a2 + . . .+ tkak,

donde k es cualquier entero positivo, cada aj es un punto de A y los

tj son números no negativos que verifican t1 + t2 + . . . + tk = 1 , es un

punto de A . Cada vector x de dicha forma se llama una combinación

convexa de puntos de A . Sugerencia: inducción sobre k .

5. Probar que si A es un subconjunto de IR n , la cápsula convexa de A

está formada por todas las combinaciones convexas de puntos de A .

6. Siendo A ⊂ IR n , probar que f : A→ IRm es continua si y sólo si para

cada conjunto abierto U ⊂ IRm , existe un conjunto abierto G de IR n ,

tal que f−1(U) = G∩A . Sugerencia: llamar G a la unión de todos los

abiertos V de IR n , tales que f(V ∩A) ⊂ U .

7. Probar que f : IR n → R es s.s. si y sólo si −f es s.i.
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8. Probar las relaciones

lim sup
x→x0

{f(x) + g(x)} ≤ lim sup
x→x0

f(x) + lim sup
x→x0

g(x),

lim inf
x→x0

{f(x) + g(x)} ≥ lim inf
x→x0

f(x) + lim inf
x→x0

g(x),

9. Si f y g son ambas s.s., también lo son f + g y λf , siempre que λ sea

un número no negativo.

10. Dada una función f : IR n → IR , para cada x de IR n definimos

Mδ(x) = sup{f(y) : |y − x| < δ},

mδ(x) = inf{f(y) : |y − x| < δ},

M(x) = inf
δ>0

Mδ(x), m(x) = sup
δ>0

mδ(x).

Probar que M(x) es s.s., en tanto que m(x) es s.i.; que en cada punto

x se verifica m(x) ≤ f(x) ≤ M(x) y finalmente, que f es continua en

x si y sólo si estos tres valores coinciden.

11. Probar que para cualquier función f : IR n → R , el conjunto D(f)

formado por todos los puntos x donde f es discontinua (conjunto de

discontinuidad de f ) es una unión numerable de conjuntos cerrados.

Sugerencia: observar que

D(f) =
∞∪
k=1

{x : M(x) −m(x) ≥ 1/k}.

12. Sean A ⊂ IR n , B ⊂ IRm y consideremos dos aplicaciones

f : A→ B y g : B → IR k.

Probar que si f es continua en el punto x0 de A y g es continua en el

punto f(x0) , entonces la función compuesta h = g ◦ f es continua en

x0 . Concluir que la composición de dos funciones continuas es siempre

una función continua.

13. El diámetro de un cubo Q(a, ρ/2) cuyos lados tienen longitud ρ , es

igual a ρ
√
n (proporcional a ρ ).
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14. Probar que cada intervalo de IR n es un conjunto convexo.

15. El diámetro de cualquier conjunto es igual al diámetro de su adherencia.

16. Probar que f : IR n → IR es semicontinua superiormente en el punto

x0 si y sólo si para cada sucesión (ak) , tal que ak → x0 cuando k → ∞ ,

se verifica lim sup f(ak) ≤ f(x0) .

17. Probar que si f : IR n → IR es s.s., entonces f alcanza un valor

máximo sobre cada conjunto compacto A ⊂ IR n . Sugerencia: si M es

el supremo de todos los valores de f sobre A , considerar una sucesión

(ak) de elementos de A , tal que f(ak) tiende a M cuando k tiende a

infinito.

18. Para f ∈ C[0, 1] definimos

∥f∥∞ = max
0≤t≤1

|f(t)|, ∥f∥1 =

∫ 1

0

|f(t)|dt.

Las expresiones anteriores nos dan dos normas en C[0, 1] que no son

equivalentes.

19. Una norma es estrictamente convexa si cada vez que x ̸= y y 1 =

∥x∥ = ∥y∥ se verifica ∥x + y∥ < 2 . Las normas ∥ ∥1 y ∥ ∥∞ no son

estrictamente convexas sobre IR n pero śı lo es ∥x∥2 = |x| .

20. Demuestre las inclusiones en (2.37) y la igualdad en (2.38).

21. Demuestre (2.39) y (2.40). Dibuje en IR 2 el conjunto Bp = {x : ∥x∥p ≤
1} para p = 1, 32 , 2, 3, y ∞ .

22. Una norma ∥·∥ sobre IR n es monótona si x , y ∈ IR n con |xi| ≤ |yi| ,
i = 1, . . . , n , entonces ∥x∥ ≤ ∥y∥ . Las normas de Orlicz ∥ · ∥φ son

monótonas. Dé ejemplos de normas que no son monótonas.

23. El Teorema (2.36) vale, con la misma demostración, si IR n es reem-

plazado por un espacio vectorial E sobre el campo de los reales. En las

propiedades (1) a (4) cada vez que aparece IR n debe ser reemplazado

por E .

24. Sean E un espacio vectorial real con una norma ∥ · ∥ y e1, . . . , en , n

vectores linealmente independientes en E y sea F el subespacio ge-

nerado por e1, e2, . . . , en . Entonces F es un conjunto cerrado en E .

(Sugerencia: en IR n podemos definir una norma ∥ ∥∗ por medio de
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∥x∥∗ = ∥(x1, . . . , xn)∥∗ = ∥(x1e1 + . . . + xnen)∥ . La función Lx =

x1e1 + . . .+ xnen es continua y tiene inversa continua, use (2.31)).



CAPITULO III

MEDIDA DE LEBESGUE

1. Introducción.

La definición de integral que se estudia en los primeros cursos de Análisis

Matemático, debida a los matemáticos Cauchy y Riemann, corresponde al

procedimiento usado en la Geometŕıa elemental para definir el área de una

figura plana: el área de un rectángulo se define como el producto de las

longitudes de sus lados, y el de una figura elemental, es decir, una unión

finita de rectángulos disjuntos, como la suma de las áreas de los rectángulos

que la componen.

En el caso de una figura plana acotada F de forma arbitraria, definimos

el área interior de F como el supremo de las áreas de todas las figuras

elementales contenidas en F y el área exterior de F como el ı́nfimo de las

áreas de todas las figuras elementales que contienen a F . Si los dos números

aśı obtenidos coinciden, decimos que F es medible y que tiene un área igual

al valor común de dichos números.

La teoŕıa clásica de la medida se desarrolla sobre la base de esta definción.

Denotando por m(F ) la medida o área de F , el teorema fundamental de

dicha teoŕıa afirma que si F1, F2, . . . , Fk son figuras medibles disjuntas, en-

tonces F1 ∪ F2 ∪ . . . ∪ Fk es medible y además,

m(F1 ∪ F2 ∪ . . . ∪ Fk) = m(F1) +m(F2) + . . .+m(Fk).

Sin embargo, este teorema deja de ser cierto al considerar uniones nu-

merables y pueden darse ejemplos muy sencillos de conjuntos que carecen de
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área, es decir, que no son medibles en el sentido clásico. Por ejemplo, el con-

junto formado por todos los puntos (x, y) del cuadrado unitario 0 ≤ x ≤ 1 ,

0 ≤ y ≤ 1 cuyas coordenadas son ambas racionales, tiene área exterior igual

a uno y área interior igual a cero.

A principios del presente siglo, los matemáticos franceses E. Borel y

H. Lebesgue consiguieron superar las limitaciones de la vieja teoŕıa de la

medida reemplazando los conjuntos elementales usados para definirla por

conjuntos σ -elementales, que son los que pueden representarse como una

unión numerable de rectángulos disjuntos.

Esta fruct́ıfera idea, en unión con la teoŕıa de los conjuntos que hab́ıa

comenzado a desarrollarse a fines del siglo anterior, conduce naturalmente a

una nueva y más general noción de integral: la integral de Lebesgue, cuyas

propiedades demostraron adaptarse a las necesidades del Análisis Moderno,

particularmente bien en los procesos de paso al ĺımite dentro de la integral,

que sólo pueden justificarse bajo hipótesis demasiado restrictivas cuando se

trabaja con la definición clásica de Cauchy y de Riemann.

El presente caṕıtulo se dedica a exponer desde sus fundamentos la teoŕıa

de la medida de Lebesgue.

2. Medida de intervalos.

Recordemos que dados dos números reales a y b , tales que a ≤ b , la

medida o longitud de cualquier intervalo lineal J con extremo izquierdo a

y con extremo derecho b se define como el número no negativo

m(J) = b− a.

De modo que los cuatro intervalos (a, b) , [a, b] , (a, b] y [a, b) tienen la misma

longitud b− a ; en particular, m(∅) = 0 .

Es inmediato verificar que si J1 y J2 son dos intervalos lineales disjuntos

cuya unión es el intervalo J , entonces m(J) = m(J1) +m(J2) .

El siguiente paso consiste en extender la noción de medida a cualquier

intervalo I del espacio IR n .

Si J1, J2, . . . , Jn son intervalos lineales tales que I = J1×J2× . . .×Jn ,

la medida o volumen de I se define por medio de la fórmula

m(I) = m(J1) ·m(J2) · . . . ·m(Jn).
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Es decir, la medida de un intervalo de IR n es el producto de las longitudes

de sus lados.

3.1 Teorema. Si el intervalo I es la unión de los intervalos disjuntos

I1, I2, . . . , IN , entonces m(I) = m(I1) +m(I2) + . . .+m(IN ) .

La demostración es muy fácil si N = 2 , pues la única manera de des-

componer el intervalo I = J1 × J2 × . . . × Jn como unión de dos intervalos

disjuntos I1 e I2 consiste en dividir uno de sus lados Jk en dos intervalos

disjuntos J ′
k y J ′′

k . Si por simplicidad en la notación suponemos k = 1 ,

entonces

I1 = J ′
1 × J2 × . . .× Jn y I2 = J ′′

1 × J2 × . . .× Jn,

de donde
m(I) = m(J1)m(J2) . . . m(Jn)

= [m(J ′
1) +m(J ′′

1 ) ] · m(J2) . . . m(Jn)

= m(I1) +m(I2).

La demostración en general se realiza por inducción sobre N , del modo

siguiente: puesto que I1 e I2 son disjuntos, existe un hiperplano de ecuación

xk = c que deja al intervalo I1 completamente contenido en un semiespacio

S1 de los que él determina, y al intervalo I2 en el semiespacio complementario

S2 = IR n − S1 .

Si para cada intervalo J del espacio IR n , ponemos

J ′ = J ∩ S1 y J ′′ = J ∩ S2,

tendremos m(J) = m(J ′) +m(J ′′) ; además,

I ′1 = I1, I ′′1 = ∅, I ′2 = ∅, I ′′2 = I2,

de donde, recordando que I = I1 ∪ I2 ∪ . . . ∪ IN , resulta

I ′ = I1 ∪ I ′3 ∪ . . . ∪ I ′N , I ′′ = I2 ∪ I ′′3 ∪ . . . ∪ I ′′N .

Suponiendo que (3.1) ha sido demostrado para descomposiciones de un

intervalo cualquiera en N − 1 intervalos disjuntos, tendremos

m(I) = m(I ′) +m(I ′′)

= m(I1) +m(I ′3) + . . .+m(I ′N ) +m(I2) +m(I ′′3 ) + . . .+m(I ′′N )

= m(I1) +m(I2) + . . .+m(IN ).
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con lo cual queda demostrada la propiedad aditiva de la medida de intervalos.

3. Medida de conjuntos elementales.

Si el conjunto elemental A del espacio IR n es la unión de los interva-

los disjuntos I1, I2, . . . , IN de dicho espacio, llamaremos medida de A al

número

m(A) = m(I1) +m(I2) + . . .+m(IN ).

La definición es correcta, pues si J1, J2, . . . , JM es otra sucesión finita

de intervalos disjuntos cuya unión es A , entonces cada intervalo Ik de la

descomposición anterior es la unión de los intervalos disjuntos Ik ∩ Ji (i =

1, 2, . . . ,M) y análogamente, cada intervalo Ji es la unión de los intervalos

disjuntos Ik ∩ Ji (k = 1, 2, . . . , N) , y en virtud de (3.1),

N∑
k=1

m(Ik) =

N∑
k=1

M∑
i=1

m(Ik ∩ Ji) =

M∑
i=1

N∑
k=1

m(Ik ∩ Ji)

=
M∑
i=1

m(Ji).

Es decir, el número m(A) no depende de la representación particular de A

usada para calcularlo.

Como consecuencia inmediata de la definición, tenemos:

(3.2) Si el conjunto elemental A es la unión de los conjuntos elementales

disjuntos A1, A2, . . . , AN , entonces

m(A) = m(A1) +m(A2) + . . .+m(AN ).

La siguiente propiedad es una consecuencia también inmediata de la que

acabamos de enunciar.

(3.3) Si el conjunto elemental A está contenido en el conjunto elemental B ,

entonces m(B −A) = m(B) −m(A) ; en particular, m(A) ≤ m(B) .

En efecto, puesto que B = A ∪ (B −A) , en virtud de (3.2) tendremos

m(B) = m(A) +m(B −A),
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lo cual demuestra la proposición.

(3.4) Si A y B son conjuntos elementales, entonces

m(A ∪B) +m(A ∩B) = m(A) +m(B);

en particular, m(A ∪B) ≤ m(A) +m(B) .

La demostración se obtiene sumando miembro a miembro las igualdades

m(A) = m(A−B) +m(A ∩B) y m(B) = m(B −A) +m(A ∩B)

y teniendo en cuenta que m(A−B) +m(B −A) +m(A ∩B) = m(A ∪B) .

Por inducción sobre N obtenemos el siguiente corolario.

(3.5) Si A1, A2, . . . , AN son conjuntos elementales cualesquiera, entonces

m

(
N∪
k=1

Ak

)
≤

N∑
k=1

m(Ak).

La propiedad (3.5) se llama subaditividad de la medida.

(3.6) Si I es un intervalo, entonces para cada ε > 0 , existen un intervalo

cerrado H ⊂ I y un intervalo abierto J ⊃ I , tales que

m(H) > m(I) − ε, m(J) < m(I) + ε.

Comencemos observando que si I es un intervalo lineal (n = 1) con

extremos a y b , y δ un número positivo, el intervalo cerrado H = [a+δ, b−δ]
y el intervalo abierto J = (a−δ, b+δ) verifican H ⊂ I ⊂ J y además, cuando

δ tiende a cero, los números m(H) y m(J) tienden a m(I) . Utilizando la

continuidad del producto, se puede hacer una consideración análoga para

cualquier intervalo I del espacio IR n .

(3.7) Si A es un conjunto elemental, entonces, para cada ε > 0 , existen un

conjunto elemental cerrado C ⊂ A y un conjunto elemental abierto

B ⊃ A , tales que

m(C) > m(A) − ε, m(B) < m(A) + ε.
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Para demostrarlo, supongamos que A es la unión de los intervalos dis-

juntos I1, I2, . . . IN . Para cada intervalo Ik existen un intervalo cerrado

Hk ⊂ Ik y un intervalo abierto Jk ⊃ Ik , tales que m(Hk) > m(Ik) − ε/N y

m(Jk) < m(Ik) + ε/N . Poniendo

C =

N∪
k=1

Hk y B =

N∪
k=1

Jk,

tendremos C ⊂ A ⊂ B . Además,

m(C) =
N∑
k=1

m(Hk) >
N∑
k=1

{m(Ik) − ε/N} = m(A) − ε,

m(B) ≤
N∑
k=1

m(Jk) <
N∑
k=1

{m(Ik) + ε/N} = m(A) + ε,

Puesto que C es cerrado y B abierto, estos conjuntos satisfacen todas

las afirmaciones del enunciado.

Llegamos ahora al primer resultado que no pertenece a la teoŕıa clásica

de la medida.

(3.8) Teorema. Si un conjunto elemental A está contenido en la unión de

una sucesión de conjuntos elementales Ak (k = 1, 2, 3 . . .) , entonces

m(A) ≤
∞∑
k=1

m(Ak).

Si la serie de la derecha es divergente, su suma es +∞ y la desigualdad

no requiere demostración. Supongamos pues, que dicha serie es convergente.

Dado ε > 0 , esiste un conjunto elemental cerrado C ⊂ A , tal que

m(C) > m(A) − ε . Por otra parte, para cada ı́ndice k , existe un conjunto

elemental abierto Bk ⊃ Ak , tal que m(Bk) < m(Ak) + ε/2k . Además, las

inclusiones

C ⊂ A ⊂
∞∪
k=1

Ak ⊂
∞∪
k=1

Bk

muestran que los conjuntos abiertos Bk forman un cubrimiento del conjunto

cerrado y acotado C . Puesto que C es compacto, existe un entero positivo
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s , tal que C ⊂
s∪

k=1

Bk y por consiguiente,

m(A) − ε < m(C) ≤ m

( s∪
k=1

Bk

)
≤

s∑
k=1

m(Bk) <

s∑
k=1

{m(Ak) + ε/2k} ≤

≤
∞∑
k=1

{m(Ak) + ε/2k} =
∞∑
k=1

m(Ak) + ε.

En vista de que el número ε ha sido elegido en forma arbitraria, la

desigualdad del enunciado se obtiene haciendo que ε tienda a cero.

De la propiedad demostrada se obtiene el siguiente corolario.

(3.9) Si el conjunto elemental A es la unión de una sucesión de conjuntos

elementales Ak (k = 1, 2, 3, . . .) , disjuntos dos a dos, entonces

m(A) =
∞∑
k=1

m(Ak).

La hipótesis implica que Ak ∩ Aj = ∅ si k ̸= j . Puesto que A está

contenido en la unión de los conjuntos Ak , en virtud de (3.8),

(1) m(A) ≤
∞∑
k=1

m(Ak).

Por otra parte, para cada entero positivo s ,
s∪
k=1

Ak ⊂ A y por consiguiente,

s∑
k=1

m(Ak) = m

( s∪
k=1

Ak

)
≤ m(A).

Haciendo s→ ∞ en la última relación, obtenemos

(2)

∞∑
k=1

m(Ak) ≤ m(A)

y la igualdad del enunciado resulta de comparar las relaciones (1) y (2).

La propiedad (3.9) se conoce con el nombre de σ -aditividad de la

medida. Aclaremos que en esta teoŕıa, la letra griega sigma se usa para

referirse a uniones o descomposiciones numerables.
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4. Conjuntos σσσ -elementales.

Diremos que un conjunto U es σ -elemental si existe una sucesión de

conjuntos elementales Ak (k = 1, 2, 3, . . .) , disjuntos dos a dos, tal que

U =

∞∪
k=1

Ak.

La medida del conjunto σ -elemental U se define por la fórmula

m(U) =
∞∑
k=1

m(Ak) = lim
N→∞

N∑
k=1

m(Ak),

de modo que m(U) es un elemento no negativo de la recta extendida (posi-

blemente igual a +∞ ).

La definición es correcta, pues si Bj (j = 1, 2, 3, . . .) es otra sucesión de

conjuntos elementales disjuntos cuya unión es el mismo conjunto U , entonces,

cada Ak es la unión de los conjuntos elementales disjuntos Ak ∩ Bj (j =

1, 2, 3, . . .) y análogamente, cada Bj es la unión de los conjuntos elementales

disjuntos Ak ∩Bj (k = 1, 2, 3, . . .) ; y en virtud de (3.9),

∞∑
k=1

m(Ak) =
∞∑
k=1

∞∑
j=1

m(Ak ∩Bj) =
∞∑
j=1

∞∑
k=1

m(Ak ∩Bj) =
∞∑
j=1

m(Bj)

(3.10) La unión de cualquier sucesión de conjuntos elementales es un conjunto

σ -elemental.

Debemos probar que si Ak (k = 1, 2, 3, . . .) es una sucesión de conjun-

tos elementales, entonces, el conjunto U =
∞∪
k=1

Ak es σ -elemental, lo que

significa exhibir una sucesión de conjuntos elementales disjuntos cuya unión

sea U . Con este fin, consideremos la sucesión de conjuntos elementales Bk
definidos por las fórmulas

B1 = A1,

B2 = A2 −A1,

B3 = A3 − (A1 ∪A2),

B4 = A4 − (A1 ∪A2 ∪A3),



82 iii - medida de lebesgue

y en general, para cada entero k > 1 ,

Bk = Ak − (A1 ∪A2 ∪ . . . ∪Ak−1).

Los conjuntos Bk son disjuntos y para cada ı́ndice k , Bk ⊂ Ak , de

modo que llamando V a la unión de todos los Bk , es claro que el conjunto

σ -elemental V está contenido en U . Por otra parte, si x es un elemento

de U , considerando el mı́nimo ı́ndice k , tal que x ∈ Ak , resultará x ∈ Bk .

Hemos probado que U ⊂ V , lo cual junto con lo anterior nos da U = V .

Luego, U es σ -elemental.

La proposición que acabamos de probar puede expresarse diciendo que

cualquier unión numerable de conjuntos elementales es un conjunto σ -ele-

mental.

(3.11) La unión de cualquier sucesión de conjuntos σ -elementales es un con-

junto σ -elemental. La intersección de dos conjuntos σ -elementales es

un conjunto σ -elemental.

En efecto, si Uk =
∞∪
j=1

Akj (k = 1, 2, 3, . . .) , las fórmulas

∞∪
k=1

Uk =
∞∪
k=1

∞∪
j=1

Akj , U1 ∩ U2 =
∞∪
k=1

∞∪
j=1

(A1k ∩A2j),

en vista de (3.10), prueban las afirmaciones de (3.11).

(3.12) Todo conjunto abierto es un conjunto σ -elemental.

Demostración. Si I = J1 × . . . Jn es un intervalo de IR n , un punto

v = (v1, . . . vn) se llama vértice de I , si para cada ı́ndice i , vi es un

extremo del intervalo lineal Ji .

Es claro que la colección K formada por todos los cubos de IR n cuyos

vértices son puntos con coordenadas racionales es una colección numerable.

Comenzaremos probando que para cada cubo

Q(x, δ) = (x1 − δ, x1 + δ) × . . .× (xn − δ, xn + δ)

existe un cubo Q′ ∈ K , tal que x ∈ Q′ ⊂ Q(x, δ) . En efecto, sea r un

número racional que verifica δ/2 < r < δ , y para cada ı́ndice i (1 ≤ i ≤ n)
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elijamos un número racional ai , tal que xi − δ/2 < ai < xi . En estas

condiciones, el intervalo con extremos racionales Ji = (ai, ai + r) verifica

xi ∈ Ji ⊂ (xi − δ, xi + δ) , de modo que el cubo Q′ = J1 × . . . × Jn es un

miembro de K que satisface x ∈ Q′ ⊂ Q(x, δ) .

Si G es un conjunto abierto del espacio IR n , llamemos K(G) a la

colección numerable formada por todos los miembros de K que están con-

tenidos en G , y sea U la unión de todos los miembros de la colección K(G) ,

de modo que U es σ -elemental y además, U ⊂ G .

Por otra parte, si x ∈ G , entonces existe un número δ > 0 , tal que

Q(x, δ) ⊂ G (recuérdese que toda bola contiene un cubo) y en virtud de lo

que demostramos anteriormente, existe un cubo Q′ ∈ K , tal que x ∈ Q′ ⊂
Q(x, δ) . Por estar contenido en G , Q′ es un miembro de K(G) , de donde

se sigue que el punto x pertenece a U . Luego G ⊂ U , lo cual, junto con la

inclusión opuesta que ya teńıamos, nos da G = U y por lo tanto, G es un

conjunto σ -elemental.

(3.13) Si el conjunto σ -elemental U está contenido en la unión de una

sucesión de conjuntos σ -elementales Uk (k = 1, 2, 3, . . .) , entonces

m(U) ≤
∞∑
k=1

m(Uk).

En efecto, supongamos que

U =
∞∪
k=1

Ai y Uk =
∞∪
j=1

Bkj ,

donde los conjuntos elementales Ai son disjuntos y para cada ı́ndice k , los

conjuntos elementales Bkj (j = 1, 2, 3, . . .) son también disjuntos. En vista

de la hipótesis, para cada entero positivo s , tenemos

s∪
i=1

Ai ⊂ U ⊂
∞∪
k=1

Uk =
∞∪
k=1

∞∪
j=1

Bkj

y en virtud de (3.8),

s∑
i=1

m(Ai) = m

( s∪
i=1

Ai

)
≤

∞∑
k=1

∞∑
j=1

m(Bkj) =
∞∑
k=1

m(Uk).
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Por consiguiente,

m(U) =
∞∑
i=1

m(Ai) = lim
s→∞

s∑
i=1

m(Ai) ≤
∞∑
k=1

m(Uk).

Para todo lo que sigue, conviene que enunciemos en general la siguiente

definición.

Definición. Diremos que una función ϕ : C → IR definida sobre una

clase de conjuntos C es σ -aditiva, si para cada sucesión disjunta

(Ek) de miembros de C cuya unión E pertenezca a C , se verifica

ϕ(E) = ϕ

( ∞∪
k=1

Ek

)
=

∞∑
k=1

ϕ(Ek).

Por ejemplo, la proposición (3.9) establece que la medida m es σ -aditiva

sobre la clase de los conjuntos elementales.

Observaciones complementarias y ejemplos.

(1) La medida de un conjunto elemental es siempre finita; en cambio hemos

observado que la medida de un conjunto σ -elemental no siempre lo es.

(2) Puesto que cada conjunto elemental es una unión finita de intervalos

disjuntos, se sigue que el conjunto U es σ -elemental si y sólo si existe

una sucesión (Ik) de intervalos disjuntos, cuya unión es U .

(3) Todo conjunto numerable es un conjunto σ -elemental con medida igual

a cero, pues cada conjunto unitario {x} es un intervalo degenerado,

cuyos lados son intervalos lineales reducidos a un punto único.

(4) Puesto que el conjunto vaćıo es un intervalo, todo conjunto elemental es

también un conjunto σ -elemental.

(5) El conjunto de Cantor P no es σ -elemental: si existiera una sucesión

de intervalos Ik cuya unión es P , entonces, puesto que P tiene interior

vaćıo, cada Ik debeŕıa ser un conjunto unitario y P resultaŕıa nume-

rable, lo que nos es cierto. Sin embargo, por la misma construcción

del conjunto de Cantor, sabemos que existe una sucesión de conjuntos
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elementales Fk cuya intersección es P . Por consiguiente, la intersección

de una sucesión de conjuntos σ -elementales puede no ser un conjunto

σ -elemental.

(6) Llamando U a la unión de todos los intervalos que substraemos de [0, 1]

para construir el conjunto de Cantor P , se tiene que P = [0, 1] − U .

Luego, la diferencia entre dos conjuntos σ -elementales puede no ser otro

conjunto σ -elemental.

(7) Si U y V son conjuntos σ -elementales que verifican U ⊂ V , en-

tonces m(U) ≤ m(V ) . Esto se deduce de (3.13) escribiendo V =

V ∪ ∅ ∪ ∅ ∪ . . . .

5. Medida exterior de Lebesgue.

Para cada subconjunto E del espacio IR n , definimos la medida exte-

rior de E por medio de la fórmula

me(E) = inf{m(U) : U ⊃ E},

donde el ı́nfimo se toma sobre todos los conjuntos σ -elementales U que

contienen al conjunto E .

La definición es correcta, pues al menos el espacio entero, que es un

conjunto σ -elemental, contiene al conjunto E .

De la definición se deduce que para cada número ε > 0 , existe un

conjunto σ -elemental U que contiene a E , tal que m(U) ≤ me(E) + ε .

(3.14) La medida exterior goza de las siguientes propiedades:

(1) 0 ≤ me(E) ≤ +∞, me(∅) = 0 ;

(2) la relación E1 ⊂ E2 implica me(E1) ≤ me(E2) ;

(3) me

( ∞∪
k=1

Ek

)
≤

∞∑
k=1

me(Ek) ;

(4) si V es un conjunto σ -elemental, entonces me(V ) = m(V ) ;

(5) si E1 y E2 son dos conjuntos con medida exterior finita, denotando

por ∆ la diferencia simétrica, se verifica

|me(E1) −me(E2)| ≤ me(E1∆E2).
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Las dos primeras son una consecuencia inmediata de la definición. En

cuanto a la tercera propiedad, que se conoce con el nombre de σ -subadi-

tividad, sólo hace falta probarla en el caso de que la serie de la derecha

sea convergente, pues de otro modo es trivialmente verdadera. Suponiendo

esto y dado un número positivo ε , para cada ı́ndice k existe un conjunto

σ -elemental Uk , tal que

Ek ⊂ Uk y m(Uk) < me(Ek) + ε/2k.

Poniendo

E =

∞∪
k=1

Ek y U =

∞∪
k=1

Uk,

tendremos E ⊂ U y por consiguiente,

me(E) ≤ m(U) ≤
∞∑
k=1

m(Uk) <
∞∑
k=1

{me(Ek) + ε/2k} =
∞∑
k=1

me(Ek) + ε.

Puesto que ε fue elegido en forma arbitraria, la propiedad (3) resulta ha-

ciendo que ε tienda a cero.

Si V es σ -elemental, para cualquier conjunto σ -elemental U que con-

tenga a V , se verifica que m(V ) ≤ m(U) . Luego, m(V ) ≤ me(V ) . Por otra

parte, uno de los conjuntos σ -elementales que contienen a V es el mismo

V , de donde me(V ) ≤ m(V ) y por lo tanto, me(V ) = m(V ) .

La propiedad (5) es una consecuencia de las tres primeras. En efecto

de la inclusión E1 ⊂ E2 ∪ (E1∆E2) , deducimos que me(E1) ≤ me(E2) +

me(E1∆E2) y análogamente me(E2) ≤ me(E1) + me(E1∆E2) , lo cual de-

muestra (5).

Corolario. Si (Ek) es una sucesión de conjuntos con medida exterior

finita, tal que me(Ek∆E) tiende a cero cuando k tiende a infinito,

entonces la medida exterior de E es finita, y además,

me(E) = lim
k→∞

me(Ek).

En virtud de (5), sólo hay que probar que la medida exterior de E es

finita; pero esto sigue inmediatamente de aplicar la hipótesis en la relación

me(E) ≤ me(Ek) +me(Ek∆E) .
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La medida exterior está bien definida para cualquier subconjunto E del

espacio IR n , pero no es σ -aditiva. En realidad, ni siquiera es aditiva, pues

según probaremos más adelante, existen dos conjuntos disjuntos E1 y E2 ,

tales que me(E1 ∪ E2) ̸= me(E1) +me(E2) .

Para recuperar la propiedad de σ -aditividad nos veremos obligados a

restringir la medida exterior me a una clase especial de conjuntos que estu-

diaremos en la próxima sección.

6. Conjuntos medibles

Diremos que un subconjunto E del espacio IR n es medible, si para

cada número ε > 0 , existe un conjunto σ -elemental U , tal que

E ⊂ U y me(U − E) < ε.

Si E es medible, la medida exterior de E se llama simplemente la

medida de E y se donota por cualquiera de los śımbolos

m(E), mE o bien |E|.

De modo que para un conjunto medible cualquiera, “medida” es sinónimo de

“medida exterior”.

La notación de las barras verticales para indicar la medida de un conjunto

es muy cómoda y se usa con frecuencia.

Veamos algunos corolarios inmediatos de la definición:

(1) Todo conjunto σ -elemental es medible, pues si U es σ -elemental y ε

un número positivo, entonces U ⊂ U y me(U − U) = me(∅) = 0 < ε .

(2) Todo conjunto de medida exterior nula es medible, pues si me(E) =

0 , entonces para cada ε > 0 , existe un conjunto σ -elemental U que

contiene a E y verifica m(U) < ε . Luego, me(U − E) ≤ m(U) < ε , lo

cual muestra que E es medible.

(3.15) La unión de cualquier sucesión de conjuntos medibles es un conjunto

medible. La intersección de dos conjuntos medibles es medible.

Sea (Ek) una sucesión de conjuntos medibles y llamemos E a la unión

de todos los Ek . Si ε es un número positivo, para cada ı́ndice k existe un

conjunto σ -elemental Uk , tal que

Ek ⊂ Uk, me(Uk − Ek) < ε/2k.
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Llamando U a la unión de todos los Uk , tendremos

E ⊂ U, U − E ⊂
∞∪
k=1

(Uk − Ek);

por consiguiente,

me(U − E) ≤
∞∑
k=1

me(Uk − Ek) <
∞∑
k=1

ε/2k = ε,

lo cual demuestra que E es medible.

Si E1 y E2 son dos conjuntos medibles y ε un número positivo, existen

dos conjuntos σ -elementales U1 y U2 , tales que

E1 ⊂ U1, E2 ⊂ U2,

me(U1 − E1) < ε, me(U2 − E2) < ε.

Poniendo E = E1 ∩ E2 y U = U1 ∩ U2 , tendremos

E ⊂ U, U − E ⊂ (U1 − E1) ∪ (U2 − E2),

de donde

me(U − E) ≤ me(U1 − E1) +me(U2 − E2) < 2ε,

lo cual, en vista de que ε se eligió arbitrariamente, demuestra que la inter-

sección E es medible.

Definición. Diremos que el conjunto E es finitamente medible si

es medible y su medida m(E) es finita.

El siguiente teorema, que caracteriza a los conjuntos finitamente medi-

bles, constituye uno de los resultados fundamentales de la teoŕıa que estamos

desarrollando.

(3.16) Teorema. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(1) El conjunto E es finitamente medible;

(2) Para cada número ε > 0 , existe un conjunto elemental A , tal que

me(A∆E) < ε .
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Demostración. Con el fin de probar que (1) implica (2), supongamos que

E es medible y m(E) < ∞ . Entonces, dado ε > 0 , existe un conjunto

σ -elemental U , tal que

E ⊂ U, me(U − E) < ε;

además, de la igualdad U = E ∪ (U −E) deducimos que la medida de U es

finita, pues

m(U) = me(U) ≤ m(E) +me(U − E) < m(E) + ε <∞.

Teniendo en cuenta que U es σ -elemental, existe una sucesión (Ik) de

intervalos disjuntos, tal que

U =
∞∪
k=1

Ik.

Puesto que
∞∑
k=1

m(Ik) = m(U) <∞,

existe un entero positivo N , que verifica

∞∑
k=N+1

m(Ik) < ε.

Ahora, si definimos los conjuntos

A =
N∪
k=1

Ik, V =
∞∪

k=N+1

Ik,

es claro que A es elemental, V σ -elemental, y además, U = A ∪ V , de

donde

A− E ⊂ U − E y E −A ⊂ U −A = V.

Luego, me(A− E) ≤ me(U − E) < ε y también

me(E −A) ≤ m(V ) =
∞∑

k=N+1

m(Ik) < ε.

Finalmente, tomando medidas exteriores en la relación A∆E = (A − E) ∪
(E −A) , obtenemos

me(A∆E) ≤ me(A− E) +me(E −A) < 2ε,
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lo cual, en vista de que ε puede elegirse arbitrariamente, demuestra que (1)

implica (2).

Supongamos ahora que la afirmación (2) es verdadera. Entonces, dado

ε > 0 , existe un conjunto elemental A , tal que me(A∆E) < ε , y en virtud

de la definición de medida exterior, existe un conjunto σ -elemental V , que

verifica las relaciones

A∆E ⊂ V, m(V ) < ε.

El conjunto σ -elemental U = A ∪ V contiene al conjunto E , pues

E ⊂ A ∪ (E − A) ⊂ A ∪ V = U , y su medida m(U) es finita, de donde, en

primer lugar, me(E) <∞. Además,

U − E ⊂ (U −A) ∪ (A− E) ⊂ V ∪ V = V,

de donde, me(U −E) ≤ m(V ) < ε . Luego, E es medible y su medida m(E)

es finita, con lo cual el teorema queda completamente demostrado.

Q.E.D.

Consideremos una sucesión (εk) de números positivos, tal que εk → 0

cuando k tiende a infinito. Si E es finitamente medible, entonces, en virtud

del último teorema, para cada ı́ndice k existe un conjunto elemental Ak , tal

que me(Ak∆E) < εk . Esto muestra que la afirmación (2) de dicho teorema

es equivalente al siguiente enunciado:

( 2′ ) Existe una sucesión (Ak) de conjuntos elementales, tal que

me(Ak∆E) tiende a cero cuando k tiende a infinito.

A su vez, este enunciado adopta una forma intuitivamente más clara si intro-

ducimos la siguiente definición:

Definición. Diremos que una sucesión (Ek) de conjuntos con medida

exterior finita converge al conjunto E , y escribiremos Ek → E , si

me(Ek∆E) → 0 cuando k → ∞ .

Con la ayuda de esta definición, la afirmación ( 2′ ) se puede expresar del

modo siguiente:

( 2′′ ) Existe una sucesión de conjuntos elementales (Ak) , tal que Ak → E ;
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y el teorema (3.16) adopta la siguiente forma que consideramos útil enunciar

expĺıcitamente:

(3.17) El conjunto E es finitamente medible si y sólo si existe una sucesión

de conjuntos elementales (Ak) , tal que Ak → E .

La utilidad de este teorema reside en el hecho de que las operaciones de

unión, intersección y diferencia son “continuas” con respecto a la noción de

convergencia que hemos introducido. Más precisamente:

(3.18) Teorema. Si Ek → E y Fk → F , entonces

Ek − Fk → E − F, Ek ∪ Fk → E ∪ F y Ek ∩ Fk → E ∩ F.

Demostración. La demostración se basa en las siguientes inclusiones:

(i) (Ek − Fk)∆(E − F ) ⊂ (Ek∆E) ∪ (Fk∆F ) ,

(ii) (Ek ∪ Fk)∆(E ∪ F ) ⊂ (Ek∆E) ∪ (Fk∆F ) ,

(iii) (Ek ∩ Fk)∆(E ∩ F ) ⊂ (Ek∆E) ∪ (Fk∆F ) ,

cuya fácil verificación dejamos a cargo del lector.

Para completar la demostración, no hay más que tomar medidas exterio-

res en cada miembro de estas relaciones, teniendo en cuenta las propiedades

de la medida exterior, establecidas en la proposición (3.14).

(3.19) Teorema. Si E y F son conjuntos medibles, entonces E − F es

medible.

Demostración. Supongamos primero que E y F son finitamente medibles.

Entonces existen dos sucesiones de conjuntos elementales (Ak) y (Bk) , tales

que Ak → E y Bk → F ; y en virtud de (3.18), la sucesión de conjuntos

elementales (Ak−Bk) verifica Ak−Bk → E−F . Luego, E−F es finitamente

medible y en particular, es medible.

Sean ahora E y F dos conjuntos medibles cualesquiera, y denotemos

por Qk = Q(0, k) el cubo con centro en el origen y lados de longitud igual

a 2k (k = 1, 2, 3, . . .) . Puesto que el espacio IR n es la unión de todos los

cubos Qk , tendremos:

E − F =
∞∪
k=1

[(E − F ) ∩Qk] =
∞∪
k=1

[(E ∩Qk) − (F ∩Qk)] .
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Ahora bien; el cubo Qk es finitamente medible y por consiguiente, E ∩ Qk
y F ∩ Qk son también finitamente medibles, en virtud de (3.15). Luego,

para cada ı́ndice k , la diferencia (E ∩Qk) − (F ∩Qk) es medible, de donde

resulta que E − F es medible por ser la unión de una sucesión de conjuntos

medibles, nuevamente en virtud de (3.15).

(3.20) Corolario. El complemento de cada conjunto medible es medible.

En efecto, si E es medible, entonces CE = IR n −E es la diferencia de

dos conjuntos medibles.

(3.21) Teorema. La intersección de cualquier sucesión de conjuntos medibles

es un conjunto medible.

La demostración resulta inmediatamente de las propiedades establecidas

y de la fórmula de complementación

∞∩
k=1

Ek = C

( ∞∪
k=1

CEk

)
.

Resumiendo, hemos demostrado que la unión y la intersección de cual-

quier sucesión de conjuntos medibles son conjuntos medibles, y que el com-

plemento de cada conjunto medible es medible.

Nuestro próximo paso será probar que la medida es σ -aditiva sobre la

clase de los conjuntos medibles; en otras palabras, que si (Ek) es una sucesión

de conjuntos medibles disjuntos, entonces

m(E1 ∪ E2 ∪ . . .) = m(E1) +m(E2) + . . .

Comenzamos probando que si E y F son dos conjuntos medibles cua-

lesquiera, entonces se verifica

(3.22) m(E ∪ F ) +m(E ∩ F ) = m(E) +m(F ).

Si alguno de los conjuntos tiene medida infinita, entonces ambos miem-

bros son iguales a +∞ y la relación es trivialmente cierta. Supongamos,

pues, que E y F son finitamente medibles. Entonces, existen dos sucesiones

de conjuntos elementales (Ak) y (Bk) , tales que Ak → E y Bk → F , de
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donde se sigue que Ak ∪Bk → E ∪ F y Ak ∩Bk → E ∩ F . Ahora bien; en

virtud de (3.4),

m(Ak ∪Bk) +m(Ak ∩Bk) = m(Ak) +m(Bk).

Si en esta relación tomamos el ĺımite de cada miembro cuando k tiende

a infinito, obtenemos la igualdad (3.22).

Q.E.D.

En particular, si E y F son dos conjuntos medibles disjuntos, entonces

m(E ∩ F ) = m(∅) = 0 , y la fórmula (3.22) nos da la igualdad

m(E ∪ F ) = m(E) +m(F ) (E ∩ F = ∅).

Por inducción sobre N , obtenemos fácilmente el siguiente cololario.

(3.23) Corolario. Si E1, E2, . . . , EN son conjuntos medibles disjuntos, en-

tonces

m(E1 ∪ E2 ∪ . . . ∪ EN ) = m(E1) +m(E2) + . . .+m(EN ).

Llegamos ahora a uno de los resultados más importantes de la teoŕıa de

Lebesgue:

(3.24) Teorema. Si el conjunto E es la unión de una sucesión (Ek) for-

mada por conjuntos medibles disjuntos, entonces

m(E) =
∞∑
k=1

m(Ek).

Demostración. Puesto que para cada conjunto medible E , m(E) =

me(E) , en el caso que estamos considerando, tendremos

m(E) = me

( ∞∪
k=1

Ek

)
≤

∞∑
k=1

me(Ek) =
∞∑
k=1

m(Ek).

Por otra parte, teniendo en cuenta que los conjuntos medibles Ek son

disjuntos, para cada entero positivo N ,

N∑
k=1

m(Ek) = m

(
N∪
k=1

Ek

)
≤ m(E),
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de modo que haciendo que N tienda a infinito, resulta la relación

∞∑
k=1

m(Ek) ≤ m(E),

y el teorema queda demostrado.

Observando la última demostración, notemos de paso que para cualquier

sucesión de conjuntos medibles (Ek) – disjuntos o no –, se verifica

(3.25) m

( ∞∪
k=1

Ek

)
≤

∞∑
k=1

m(Ek).

Esta propiedad se expresa diciendo que la medida es σ -subaditiva.

(3.26) Si E es medible, F es finitamente medible y F ⊂ E , entonces

m(E − F ) = m(E) −m(F ) .

La demostración resulta de aplicar el corolario (3.23) en la relación E =

F ∪ (E − F ) .

7. Sucesiones monótonas de conjuntos medibles.

Veremos en esta sección que, como consecuencia de la σ -aditividad, la

medida de Lebesgue tiene ciertas propiedades de continuidad con respecto a

las sucesiones monótonas de conjuntos medibles.

(3.27) Para cualquier sucesión creciente de conjuntos medibles:

E1 ⊂ E2 ⊂ . . . ⊂ Ek ⊂ Ek+1 ⊂ . . . ,

se cumple

m

( ∞∪
k=1

Ek

)
= lim
k→∞

m(Ek).

Para demostrarlo, notemos que el conjunto E igual a la unión de todos

los Ek se puede representar como la unión de una sucesión de conjuntos

medibles disjuntos de la siguiente manera:

E = E1 ∪ (E2 − E1) ∪ (E3 − E2) ∪ . . . ∪ (Ek − Ek−1) ∪ . . . ,
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y análogamente

Ek = E1 ∪ (E2 − E1) ∪ (E3 − E2) ∪ . . . ∪ (Ek − Ek−1).

Luego

m(E) = m(E1) +m(E2 − E1) + . . .+m(Ek − Ek−1) + . . .

= lim
k→∞

{m(E1) +m(E2 − E1) + . . .+m(Ek − Ek−1)}

= lim
k→∞

m(Ek).

(3.28) Si E1 ⊃ E2 ⊃ E3 ⊃ . . . es una sucesión decreciente de conjuntos

medibles y si para algún k , m(Ek) <∞ , entonces

m

( ∞∩
k=1

Ek

)
= lim
k→∞

m(Ek).

Comencemos observando que el ĺımite del miembro derecho existe y es

finito, en razón de que la sucesión m(Ek) es monótona decreciente.

Sin restricción de generalidad, supongamos que m(E1) < ∞ . Los con-

juntos E1 − Ek (k = 1, 2, 3, . . . ) forman una sucesión creciente, a la cual es

posible aplicar (3.27), de la manera siguiente:

m(E1) −m

( ∞∩
k=1

Ek

)
= m

(
E1 −

∞∩
k=1

Ek

)
= m

( ∞∪
k=1

(E1 − Ek)

)
= lim
k→∞

m(E1 − Ek) = m(E1) − lim
k→∞

m(Ek),

y la igualdad del enunciado se obtiene cancelando el término m(E1) y cam-

biando los signos en la nueva igualdad.

8. Conjuntos de medida nula.

Hemos señalado que si Z es un subconjunto de IR n que verifica

me(Z) = 0 , entonces Z es medible y podemos escribir m(Z) = 0 . Tales

conjuntos se llaman conjuntos de medida nula.
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Si (Zk) es una sucesión de conjuntos de medida nula, llamando Z a la

unión de todos los Zk , tendremos

m(Z) ≤
∞∑
k=1

m(Zk) = 0.

Luego, cualquier unión numerable de conjuntos de medida nula, es también

un conjunto de medida nula.

Todo conjunto numerable es un conjunto de medida nula; pero existen

conjuntos de medida nula no numerables: esto es fácil de ver si la dimensión

n es mayor que uno, pues cualquier segmento paralelo a uno de los ejes tiene

medida nula.

En el caso de la recta (n = 1) , el conjunto de Cantor P tiene medida

nula, pues para cada entero positivo k , P está contenido en un conjunto

elemental Fk que es la unión de 2k intervalos cerrados disjuntos de longitud

1/3k , de donde se sigue que

m(P ) ≤ m(Fk) = (2/3)k,

de modo que haciendo que k tienda a infinito, resulta m(P ) = 0 .

9. Estructura de los conjuntos medibles.

En la teoŕıa de la medida la letra griega delta se usa para simbolizar

intersecciones numerables, aśı como la letra sigma se usa para referirse a

uniones numerables, en la forma que vamos a ejemplificar.

Diremos que un conjunto H es de clase Gδ si existe una sucesión de

conjuntos abiertos G1, G2, G3, . . . , tal que

H =
∞∩
k=1

Gk.

Un conjunto E se llama de clase Fσ si existe una sucesión de conjuntos

cerrados (Fk) tal que

E =
∞∪
k=1

Fk.

De las fórmulas de complementación resulta que el complemento de cada

conjunto de clase Gδ es un conjunto de clase Fσ y viceversa.
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Cada conjunto abierto es medible por ser un conjunto σ -elemental.

Luego, cada conjunto cerrado es medible por ser el complemento de un con-

junto medible. Además, de las definiciones anteriores se sigue que todos

los conjuntos de clase Gδ y todos los conjuntos de clase Fσ son conjuntos

medibles.

El siguiente teorema y su corolario ilustran sobre la utilidad de las clases

de conjuntos que acabamos de definir.

(3.29) Teorema. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(a) el conjunto E es medible;

(b) para cada ε > 0 , existe un conjunto abierto G , tal que

E ⊂ G y me(G− E) < ε;

(c) existen un conjunto H de clase Gδ y un conjunto Z de medida

nula, tales que E = H − Z .

Demostración. Supongamos que E es medible y sea ε un número positivo.

Entonces existe un conjunto σ -elemental U , tal que

E ⊂ U y me(U − E) < ε.

Por ser U un conjunto σ -elemental, existe una sucesión de intervalos

disjuntos (Ik) , tal que

U =
∞∪
k=1

Ik,

y en virtud de (3.6), para cada ı́ndice k , existe un intervalo abierto Jk , tal

que

Ik ⊂ Jk, m(Jk) < m(Ik) + ε/2k.

El conjunto abierto

G =
∞∪
k=1

Jk

verifica las relaciones

G ⊃ U ⊃ E, G− U ⊂
∞∪
k=1

(Jk − Ik),
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de donde

m(G− U) ≤
∞∑
k=1

m(Jk − Ik) =

∞∑
k=1

{m(Jk) −m(Ik)}

<
∞∑
k=1

ε/2k = ε.

Puesto que G − E = (G − U) ∪ (U − E) , por la aditividad de la medida,

tendremos

me(G− E) = m(G− E) = m(G− U) +m(U − E)

< ε+ ε = 2ε.

Queda demostrado que (a) implica (b).

Supongamos ahora que la afirmación (b) es verdadera. Entonces, para

cada número natural k , existe un conjunto abierto Gk , tal que E ⊂ Gk ,

me(Gk − E) < 1/k .

El conjunto de clase Gδ

H =

∞∩
k=1

Gk

contiene a E , pues cada Gk contiene a E . Además, para cada k , H−E ⊂
Gk − E . Luego,

me(H − E) ≤ me(Gk − E) < 1/k,

y haciendo que k tienda a infinito, resulta me(H − E) = 0 .

Si ahora definimos Z = H − E , es claro que E = H − Z , donde H es

de clase Gδ y m(Z) = 0 . Hemos probado que (b) implica (c).

Finalmente, si la afirmación (c) es verdadera, entonces E es medible

por ser la diferencia entre dos conjuntos medibles, lo cual demuestra que (c)

implica (a) y el teorema queda demostrado.

(3.30) Corolario. Todo conjunto medible es la unión de un conjunto de clase

Fσ con un conjunto de medida nula.

En efecto, si E es medible, también lo es su complemento. Luego,

existen un conjunto H de clase Gδ y un conjunto Z de medida nula, tales
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que CE = H − Z = H ∩ CZ , de modo que E = CH ∪ Z ; pero CH es un

conjunto de clase Fσ .

Veamos otra consecuencia útil de (3.29).

(3.31) Si E es medible, entonces, para cada ε > 0 , existen un conjunto

cerrado F y un conjunto abierto G , tales que

F ⊂ E ⊂ G m(G− F ) < ε.

Para demostrar esta proposición, comencemos por elegir un conjunto

abierto G , tal que G ⊃ E , m(G − E) < ε/2 . Además, puesto que el

complemento de E es también medible, existe un conjunto abierto G′ , tal

que G′ ⊃ CE , m(G′ − CE) < ε/2 .

Llamando F al complemento de G′ , tendremos F = CG′ ⊂ E y

también E − F = G′ − CE , de donde m(E − F ) = m(G′ − CE) < ε/2 .

Finalmente, de la igualdad G− F = (G− E) ∪ (E − F ) , deducimos

m(G− F ) = m(G− E) +m(E − F ) < ε,

lo cual demuestra la proposición.

Q.E.D.

Si E es medible, existen un conjunto H de clase Gδ y un conjunto Z

de medida nula, tales que E = H − Z . Ahora bien; en virtud de (3.26),

m(E) = m(H)−m(Z) = m(H) . Hemos demostrado la siguiente afirmación:

(3.32) Todo conjunto medible está contenido en un conjunto de clase Gδ con

igual medida; en particular, todo conjunto de medida nula está con-

tenido en un conjunto de clase Gδ de medida nula.

Otra consecuencia sencilla de (3.29) es que la medida exterior puede

definirse por medio de los conjuntos abiertos. Más expĺıcitamente, vamos a

probar que para cada subconjunto E de IR n , se verifica

(3.33) me(E) = inf{m(G) : G ⊃ E},

donde el ı́nfimo se toma sobre todos los conjuntos abiertos G que contienen

a E .
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En efecto, para cada número ε > 0 , existe un conjunto σ -elemental U ,

tal que

E ⊂ U, m(U) ≤ me(E) + ε.

Además, puesto que U es medible, existe un conjunto abierto G , tal que

U ⊂ G, m(G− U) < ε.

De la relación G = U ∪ (G− U) , deducimos

m(G) = m(U) +m(G− U) ≤ me(E) + 2ε

y por consiguiente, inf{m(G) : G ⊃ E} ≤ me(E) . Como la desigualdad

opuesta se verifica aún más fácilmente, pues E ⊂ G implica me(E) ≤ m(G) ,

la fórmula (3.33) queda demostrada.

10. Conjuntos borelianos.

Una clase de conjuntos Σ se llama una σ -álgebra, si verifica las si-

guientes condiciones

(1) ∅ ∈ Σ ;

(2) La unión de cualquier sucesión (Ek) de miembros de Σ es un miem-

bro de Σ ;

(3) El complemento de cada miembro de Σ es un miembro Σ .

Si Σ es una σ -álgebra, entonces

i) IR n = C∅ es un miembro de Σ ;

ii) La intersección de cualquier sucesión (Ek) de miembros de Σ es un

miembro de Σ .

La segunda afirmación se deduce de la fórmula de complementación

∞∩
k=1

Ek = C

( ∞∪
k=1

CEk

)
.

y de las propiedades (2) y (3).
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Ejemplos de σσσ -álgebras.

1) La clase M formada por todos los conjuntos medibles .

2) La clase T = {∅, IR n} cuyos únicos miembros son el vaćıo y el espacio.

3) La clase P( IR n) formada por todos los subconjuntos del espacio IR n .

4) La clase formada por todos los conjuntos E , tales que E es numerable,

o bien el complemento de E es numerable.

5) La clase formada por todos los conjuntos E , tales que m(E) = 0 o bien

m(CE) = 0 .

(3.33) Si Γ = (Σ) es una colección de σ -álgebras, entonces la intersección

Σ0 =
∩

Γ =
∩
{Σ : Σ ∈ Γ}

es una σ -álgebra.

Es decir, la intersección de cualquier colección de σ -álgebras es una σ -

álgebra. La demostración es un sencillo ejercicio si se tiene presente que por

definición de intersección, E ∈ Σ0 si y sólo si E pertenece a cada miembro

de Γ y que además, cada miembro de Γ es una σ -álgebra.

Si C es una clase de subconjuntos de IR n , denotemos por σ(C) a la

intersección de todas las σ -álgebras Σ , tales que C ⊂ Σ (por lo menos hay

una, ya que C ⊂ P( IR n) ).

En virtud de (3.33) la clase σ(C) es una σ -álgebra que posee las siguien-

tes propiedades:

1a) C ⊂ σ(C) ;

2a) Si Σ es una σ -álgebra que verifica C ⊂ Σ , entonces σ(C) ⊂ Σ .

Es decir, σ(C) es la mı́nima σ -álgebra que contiene a C .

Definición 1. La clase σ(C) se llama la σ -álgebra generada por la

colección C .

Es inmediato que si C1 ⊂ C2 , entonces σ(C1) ⊂ σ(C2) .

En lo que sigue, denotaremos por I , E , U y G , respectivamente, a las

clases formadas por todos los intervalos de IR n , los conjuntos elementales,

los conjuntos σ -elementales y los conjuntos abiertos. Claramente

I ⊂ E ⊂ U y G ⊂ U (proposición (3.12)).
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Definición 2. La σ -álgebra B = σ(I) , generada por la clase de los

intervalos, se llama la σ -álgebra de Borel. Los miembros de B se

llaman conjuntos borelianos.

Por ser la unión de una sucesión de intervalos, cada conjunto σ -elemental

es un conjunto boreliano; en particular, todo conjunto abierto es boreliano.

Luego, todo conjunto cerrado es un conjunto boreliano.

Los conjuntos de clase Gδ y los de clase Fσ son también conjuntos

borelianos, del mismo modo que los conjuntos de clase Gδσ (uniones nume-

rables de conjuntos de clase Gδ ) y los conjuntos de clase Fσδ (intersecciones

numerables de conjuntos de clase Fσ ).

Otras clases de conjuntos borelianos más generales son los conjuntos de

clase Gδσδ , Fσδσ , Gδσδσ , Fσδσδ , etc.

La σ -álgebra de Borel B se puede construir por este proceso de etapas

sucesivas; pero para ello se requiere el conocimiento de los números ordinales

y la inducción transfinita, conocimiento que no presuponemos en el lector.

Nos contentamos con señalar que la inducción finita no es suficiente para

construir la σ -álgebra de Borel. En cambio, un hecho importante que está

inmediatamente a nuestro alcance el el siguiente:

(3.34) Todo conjunto boreliano es medible.

En efecto, puesto que I ⊂ M y la segunda clase es una σ -álgebra, se

deduce que B = σ(I) ⊂ M .

Q.E.D.

Aparte de los intervalos, hay otras clases de conjuntos que generan la σ -

álgebra de Borel B . Para comprenderlo, comenzaremos probando la siguiente

proposición

(3.35) Todo intervalo es un conjunto de clase Gδ .

Esto es inmediato en la recta. Por ejemplo, (a, b] =

∞∩
k=1

(a, b + 1/k)

es la intersección de una sucesión de intervalos abiertos, y análogamente se

procede para los otros tipos de intervalos.

Si I = I1×. . .×In es un intervalo de IR n , consideremos para cada ı́ndice

i = 1, 2, . . . , n , una sucesión de intervalos abiertos J
(k)
i (k = 1, 2, 3, . . .)
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cuya intersección sea el intervalo Ii . Llamando J (k) al producto cartesiano

J
(k)
1 × . . . × J

(k)
n , es claro que I es la intersección de los intervalos abiertos

J (k) .

Q.E.D.

En virtud de (3.35), I ⊂ σ(G) y por consiguiente, B = σ(I) ⊂ σ(G) .

Por otra parte, hab́ıamos visto que G ⊂ B , de donde σ(G) ⊂ B ; es decir,

B = σ(G) . En otras palabras: la σ -álgebra de Borel es idéntica a la σ -

álgebra generada por la clase de los conjuntos abiertos.

La clase F formada por todos los conjuntos cerrados, aśı como las clases

E y U son otras clases que generan la σ -álgebra de Borel. La fácil de-

mostración de estos hechos queda a cargo del lector.

Cuando exista alguna posibilidad de confusión, usaremos el śımbolo Bn
para designar la σ -álgebra de Borel del espacio euclidiano n -dimensional

IR n . En particular, B1 es la σ -álgebra de Borel de la recta, que jugará un

papel muy destacado en el caṕıtulo siguiente.

11. Invariancia bajo translaciones

Dado un vector z = (z1, . . . , zn) del espacio IR n , la aplicación Tz de

IR n en śı mismo, definida por

Tz(x) = x+ z (x ∈ IR n)

se llama la translación según el vector z .

La aplicación Tz , aśı como su inversa T−1
z = T−z son ambas continuas;

de modo que Tz aplica cada conjunto abierto en otro conjunto abierto.

Para cada conjunto E ⊂ IR n , escribiremos E + z en lugar de Tz(E) .

Si I es un intervalo definido por las desigualdades ai < xi ≤ bi ( i =

1, . . . , n ), entonces I + z es el intervalo J definido por las desigualdades

ai + zi < xi ≤ bi + zi ( i = 1, . . . , n ). Por consiguiente, Tz aplica cada

intervalo en otro intervalo de la misma medida.

Si G es un conjunto abierto, entonces existe una sucesión de intervalos

disjuntos (Ik) cuya unión es G , y el conjunto abierto G+ z es la unión de

los intervalos Ik+z , también disjuntos, pues la translación es una aplicación
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biyectiva. Luego,

m(G+ z) =

∞∑
k=1

m(Ik + z) =

∞∑
k=1

m(Ik) = m(G).

Vamos a probar que para cualquier conjunto E , se verifica

(3.36) me(E + z) = me(E)

En efecto, si G es un conjunto abierto que contiene a E , entonces G+z

contiene a E + z , y por consiguiente,

me(E + z) ≤ m(G+ z) = m(G),

y en virtud de (3.33), me(E + z) ≤ me(E) . Luego,

me(E) = me((E + z) + (−z)) ≤ me(E + z),

de donde resulta la igualdad (3.36).

Q.E.D.

Si E es medible, entonces, para cada ε > 0 , existe un conjunto abierto

G , tal que E ⊂ G y me(G − E) < ε . Ahora bien; de estas relaciones se

deduce que E + z ⊂ G+ z , y además,

me((G+ z) − (E + z)) = me((G− E) + z) = me(G− E) < ε.

Luego, E+ z es medible y podemos resumir todas las consideraciones prece-

dentes en el siguiente teorema.

(3.37) Teorema. Si E es medible, entonces el conjunto transladado E + z

es también medible y además, m(E + z) = m(E) .

El teorema (3.37) expresa una importante propiedad de la medida de

Lebesgue, que se conoce con el nombre invariancia bajo translaciones.

En general, vamos a decir que una función de conjunto ϕ(E) definida

para cada conjunto E de cierta clase, con valores en la recta extendida, es in-

variante bajo translaciones, si cualquier transladado E+z de un conjunto

de la clase dada es un conjunto de la misma clase y además, ϕ(E+z) = ϕ(E) .

Por ejemplo, la medida exterior me es invariante bajo translaciones.
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12. Conjuntos no medibles; conjunto de Vitali.

En esta sección demostraremos la existencia de conjuntos no medibles

en el sentido de Lebesgue y juntamente con ello la imposibilidad de extender

la medida de Lebesgue a todos los subconjuntos de IR n , preservando las

propiedades fundamentales de σ -aditividad e invariancia bajo translaciones.

Al mismo tiempo veremos que la medida exterior me no es aditiva; es decir,

que existen dos conjuntos disjuntos S y T , tales que me(S ∪ T ) < me(S) +

me(T ) .

Por razones de simplicidad nos limitaremos a trabajar en el espacio IR 1 ;

pero el lector comprenderá sin dificultad que en lo principal los enunciados

se mantienen válidos cualquiera que sea la dimensión.

Los razonamientos de esta sección estarán basados en un axioma de la

teoŕıa de los conjuntos que se conoce con el nombre de axioma de elección

o de Zermelo:

Axioma de Zermelo. Para cualquier colección de conjuntos no

vaćıos y disjuntos, existe un conjunto que contiene exactamente un

elemento de cada conjunto de la colección dada.

El siguiente teorema se debe al matemático Giuseppe Vitali.

(3.39) Teorema. Existe un conjunto V ⊂ IR que no es medible en el sentido

de Lebesgue.

Demostración. Convengamos en decir que dos elementos cualesquiera x

e y del intervalo E = (0, 1) son equivalentes si la diferencia x − y es un

número racional.

El lector verificará fácilmente que la relación aśı definida es, efectiva-

mente, una relación de equivalencia (reflexiva, simétrica y transitiva) entre

elementos de E .

Las clases de equivalencia Cx (x ∈ E ) forman una partición de E , y en

virtud del axioma de Zermelo, exite un conjunto V que contiene exactamente

un elemento de cada clase de equivalencia. Nos proponemos demostrar que el

conjunto V ⊂ E , comúnmente llamado conjunto de Vitali, no es medible

en el sentido de Lebesgue.

Si x es un elemento de E , entonces existe un único elemento v del

conjunto V , tal que x− v = r es un número racional del intervalo (−1, 1) .
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Denotando por A el conjunto de los números racionales de dicho intervalo,

cada elemento x de E admite una única representación de la forma x = v+r ,

donde v es un elemento de V y r un elemento de A , de donde se siguen

las inclusiones

(1) E ⊂
∪
r∈A

(V + r) ⊂ (−1, 2).

Los conjuntos V + r ( r ∈ A ) son disjuntos, pues si V + r tuviera un

punto común z con el conjunto V + s , entonces existiŕıan dos elementos v

y w del conjunto V , tales que z = v+ r = w+ s , de donde se deduce que v

es equivalente a w , y por consiguiente, v = w y r = s , pues dos elementos

de V no pueden ser equivalentes, a menos que sean idénticos.

Suponiendo que V sea medible, pongamos a = m(V ) . Entonces ten-

dremos m(V +r) = m(V ) = a , en virtud de (3.37), y como A es numerable,

tomando medidas en las inclusiones (1), obtenemos

1 ≤ a+ a+ a+ . . . ≤ 3.

Estas relaciones muestran que no puede ser a = 0 , ni tampoco a > 0 .

Llegamos aśı a una contradicción que provino de suponer que V es medible.

Q.E.D.

En la construcción anterior se puede substituir el intervalo (0, 1) por

cualquier conjunto de medida positiva E ⊂ (0, 1) o más generalmente, por

cualquier conjunto acotado de medida positiva. El resultado seŕıa que todo

conjunto acotado de medida positiva contiene un conjunto no medible; y

aun la condición de acotación puede suprimirse, como se verá en uno de los

ejercicios al final del caṕıtulo.

El siguiente corolario es una consecuencia inmediata de lo anterior.

(3.40) Corolario. No existe ninguna función de conjunto m′(S) definida

para cada conjunto S ⊂ IR , tal que m′ sea σ -aditiva, invariante

bajo translaciones, y verifique m′(J) = m(J) para cualquier intervalo

J .

En efecto, si tal función existiera, volviendo a las inclusiones (1) y

poniendo a = m′(V ) = m′(V + r) , obtendŕıamos nuevamente la misma

contradicción.
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El corolario que acabamos de demostrar afirma la imposibilidad de ex-

tender la medida de Lebesgue a todos lo subconjuntos de IR , preservando

las propiedades de σ -aditividad e invariancia bajo translaciones.

(3.41) Existen dos conjuntos disjuntos S y T , tales que

me(S ∪ T ) ̸= me(S) +me(T ).

En efecto, si tales conjuntos no existieran, la medida exterior me seŕıa

aditiva y como es σ -subaditiva, resultaŕıa ser σ -aditiva en virtud de una

demostración completamente análoga a la del teorema (3.24). Puesto que

además me es invariante bajo translaciones y para cada conjunto medible

E se cumple me(E) = m(E) , estaŕıamos en contradicción con el corolario

(3.40).

13. Medidas de Lebesgue-Stieljes.

Imitando con un poco de cuidado el procedimiento que hemos usado para

definir la medida de Lebesgue, es posible introducir un concepto de medida

más general que tiene interés por sus importantes aplicaciones, particular-

mente en la teoŕıa de las probabilidades. El cuidado se refiere a que mientras

la medida de Lebesgue de un conjunto unitario es igual a cero, no ocurrirá

aśı, necesariamente, con la noción que vamos a introducir.

Con esta nueva noción de medida se gana en generalidad y se conserva

la propiedad de σ -aditividad, pero se abandona la propiedad de invariancia

bajo translaciones.

En esta sección, la palabra intervalo designa exclusivamente un con-

junto de la forma

I = (a1, b1] × . . .× (an, bn] (ai ≤ bi);

es decir, un producto cartesiano de n intervalos lineales que en el caso de

no ser vaćıos incluyen el extremo derecho, pero no el extremo izquierdo. En

particular, un intervalo de la recta será, exclusivamente, un intervalo de la

forma (a, b] .

La intersección de dos intervalos es un intervalo. Además, por inducción

sobre la dimensión n se demuestra que la diferencia entre dos intervalos es
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un conjunto elemental, es decir, una unión finita de intervalos disjuntos.

De estas propiedades se deduce igual que antes que si A y B son conjun-

tos elementales, entonces A ∩ B , A − B y A ∪ B son también conjuntos

elementales.

Supongamos ahora que a cada intervalo I se le ha asignado un número

real no negativo µ(I) , al cual llamaremos la medida de I , de modo tal que

se cumplen las siguientes propiedades:

1a) (aditividad.) Si el intervalo I es la unión de los intervalos disjuntos

I1, I2, . . . , IN , entonces

µ(I) = µ(I1) + µ(I2) + . . .+ µ(IN );

2a) (regularidad.) Si I es un intervalo, entonces, para cada ε > 0 , existen

dos intervalos H y J , tales que H ⊂ I ⊂ J◦ y además,

µ(H) > µ(I) − ε y µ(J) < µ(I) + ε.

Adviértase que la adherencia de un intervalo, o bien su interior, no son

generalmente intervalos en el sentido que usamos en esta sección. En cambio,

śı lo es el conjunto vaćıo; además, de la aditividad y de la descomposición

∅ = ∅ ∪ ∅ , se deduce que µ(∅) = 0 .

Una función de conjunto µ definida sobre la clase de los intervalos y que

posea las propiedades de aditividad y regularidad, se llama una medida de

Lebesgue-Stieljes.

Ejemplo (medidas de Lebesgue-Stieljes en IR 1IR 1IR 1 ).

Consideremos una función monótona creciente y continua por la derecha

F : IR → IR , de modo que en cada punto x ∈ IR , tenemos F (x+) = F (x) .

Una función con estas propiedades se llama una función de distribución.

Para cada intervalo I = (a, b] , definamos

µ(I) = µF (I) = F (b) − F (a).

Dejaremos a cargo del lector, la fácil verificación de que la función µ es

aditiva.
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Por otra parte, puesto que F es continua por la derecha, dado ε > 0 ,

existen dos números a′ y b′ , tales que

a < a′ < b, b′ > b,

F (a′) < F (a) + ε y F (b′) < F (b) + ε,

de donde se deduce que si ponemos H = (a′, b] y J = (a, b′] , entonces

tendremos H ⊂ I ⊂ J◦ y además,

µ(H) = F (b) − F (a′) > F (b) − F (a) − ε = µ(I) − ε,

µ(J) = F (b′) − F (a) < F (b) − F (a) − ε = µ(I) + ε,

lo cual muestra que µ es regular y por consiguiente, µ es una medida de

Lebesgue-Stieljes sobre los intervalos de la recta.

Si en el ejemplo precedente se elige la función de distribución F (x) = x ,

entonces se obtiene µ(I) = F (b)−F (a) = b−a , que es la medida de Lebesgue

del intervalo I .

Supongamos ahora que µ es una medida de Lebesgue-Stieljes sobre los

intervalos de IR n . Si el conjunto elemental A es la unión de los intervalos

disjuntos I1, I2, . . . , IN , pongamos

µ(A) = µ(I1) + µ(I2) + . . .+ µ(IN ).

De la definición resulta que si los conjuntos elementales A1, A2, . . . , AN
son disjuntos, entonces

µ(A1 ∪A2 ∪ . . . ∪AN ) = µ(A1) + µ(A2) + . . .+ µ(AN ),

de donde se sigue que si A y B son dos conjuntos elementales cualesquiera,

entonces

µ(A ∪B) + µ(A ∩B) = µ(A) + µ(B);

en particular, µ(A∪B) ≤ µ(A) +µ(B) . Por inducción sobre N , se demues-

tra que si A1, A2, . . . , AN es una sucesión finita de conjuntos elementales,

entonces

µ(A1 ∪A2 ∪ . . . ∪AN ) ≤ µ(A1) + µ(A2) + . . .+ µ(AN ).
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Si el conjunto elemental A está contenido en el conjunto elemental B ,

entonces µ(A) ≤ µ(B) , pues µ(B) = µ(A) + µ(B −A) .

La regularidad es esencial para probar el siguiente resultado, análogo al

teorema (3.8): Si el intervalo I está contenido en la unión de una sucesión de

intervalos (Ik) , entonces µ(I) ≤
∞∑
k=1

µ(Ik) . En efecto, dado ε > 0 , existe un

intervalo H , cuya adherencia está contenida en I , tal que µ(H) > µ(I)− ε .

Además, para cada entero positivo k , existe un intervalo Jk , cuyo interior

contiene a Ik , tal que µ(Jk) < µ(Ik) + ε/2k . Puesto que la adherencia de

H es un conjunto compacto contenido en la unión de los conjuntos abiertos

J◦
k (k = 1, 2, 3, . . .) , se deduce que existe un entero positivo N , tal que

H ⊂ J◦
1 ∪ J◦

2 ∪ . . . ∪ J◦
N , de donde H ⊂ J1 ∪ J2 ∪ . . . ∪ JN , y el resto de la

demostración es completamente análoga a la del teorema (3.8).

De lo demostrado se deduce como en (3.9) que si el intervalo I es la unión

de los intervalos disjuntos Ik (k = 1, 2, 3, . . . ), entonces µ(I) =
∞∑
k=1

µ(Ik) .

Diremos que un conjunto U es σ -elemental, si existe una sucesión de

intervalos disjuntos (Ik) cuya unión es U ; y en tal caso, definimos la medida

de U por medio de la fórmula

µ(U) =

∞∑
k=1

µ(Ik).

Para cada subconjunto E del espacio IR n , definimos la medida exte-

rior de E como el número de la recta extendida

µe(E) = inf{µ(U) : U ⊃ E},

y diremos que el conjunto E es µ -medible, si para cada ε > 0 , existe un

conjunto σ -elemental U que contiene a E , tal que µe(U − E) < ε . En el

caso de que E sea medible, escribimos µ(E) = µe(E) y llamamos a este

número la medida de E .

La clase Mµ formada por todos los conjuntos µ -medibles es una σ -

álgebra que contiene a la clase de los conjuntos σ -elementales y entre estos,

a todos los conjuntos abiertos, de donde se sigue que Mµ contiene a la σ -

álgebra de Borel de IR n . Además, µ es no negativa y σ -aditiva sobre la

clase de los conjuntos µ -medibles; luego, también lo es sobre la σ -álgebra

de Borel.
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Los detalles que hemos omitido siguen exactamente los mismos pasos que

dimos para construir la medida de Lebesgue y por esta razón los dejaremos

como un excelente ejercicio de repaso a cargo del lector.

Resumiendo todo lo dicho, podemos enunciar el siguiente teorema:

(3.42) Teorema. Toda medida de Lebesgue-Stieljes µ se extiende a una

función de conjunto no negativa y σ -aditiva sobre una σ -álgebra Mµ

que contiene a la σ -álgebra de Borel de IR n .

En particular, toda medida de Lebesgue-Stieljes se extiende a la σ -

álgebra de Borel, preservando la propiedad de ser no negativa y σ -aditiva.

También se prueba que esta extensión es única: si µ′ es otra función

de conjunto no negativa y σ -aditiva sobre la σ -álgebra de Borel, tal que

µ′(I) = µ(I) para cada intervalo I , entonces µ′(E) = µ(E) para cada

conjunto boreliano E .

EJERCICIOS

1. Mostrar que cualquier conjunto con medida exterior positiva contiene un

conjunto acotado con medida exterior positiva.

2. Probar que si me(E) > 0 y 0 < α < 1 , entonces existe un intervalo

I , tal que me(E ∩ I) > αm(I) . Sugerencia: suponiendo primero que

0 < me(E) < ∞ , considerar un conjunto σ -elemental U =
∪∞
k=1 Ik ,

tal que U ⊃ E y m(U) < α−1me(E) ; entonces al menos uno de los

intervalos Ik debe satisfacer la desigualdad del enunciado.

3. Probar que si E es un subconjunto medible de la recta que verifica

m(E) > 0 , entonces el conjunto D(E) formado por todas las diferen-

cias entre elementos de E incluye un entorno del origen. Sugerencia:

considere un intervalo I = (a, b) , tal que m(E ∩ I) > (3/4)m(I) y sea

δ = (1/4)m(I) . Si |x| < δ , el conjunto F = E ∩ I y su transladado

F +x tienen al menos un punto en común, en vista de que ambos están

incluidos en (a− δ, b+ δ) .

4. El disco cerrado x2 + y2 ≤ 1 no es un conjunto σ -elemental en el plano

IR 2 .
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5. La intersección de una sucesión de conjuntos σ -elementales y la difer-

encia entre dos conjuntos σ -elementales pueden no ser σ - elementales.

Sugerencia: considere el conjunto ternario de Cantor.

6. (Condición de Caratheodory). Decimos que un conjunto E ⊂ IR n

satisface la condición de Caratheodory si para cualquier conjunto

S ⊂ IR n ,

me(S ∩ E) +me(S − E) = me(S).

(a) Probar que todo conjunto medible E satisface la condición de Cara-

theodory. Sugerencia: es suficiente probar que para cualquier conjunto

S se cumple me(S ∩ E) + me(S − E) ≤ me(S) , en vista de que la

desigualdad opuesta se cumple en cualquier circunstancia, por la suba-

ditividad de la medida exterior.

(b) Probar que si E1 y E2 satisfacen la condición de Caratheodory,

entonces la intersección de ambos conjuntos también la satisface. Su-

gerencia: el conjunto S−E1 ∩E2 es la unión de los conjuntos disjuntos

S ∩ E1 − E2 , (S − E1) ∩ E2 y (S − E1) − E2 .

(c) Probar que si E satisface la condición de Caratheodory, entonces E

es medible. Sugerencia: en virtud de (a) y (b) se puede suponer que E

es acotado.

La moraleja del problema es que los conjuntos medibles son exac-

tamente los que satisfacen la condición de Caratheodory.

7. Para cualquier conjunto E ⊂ IR n , existe un conjunto H de clase Gδ ,

tal que E ⊂ H y me(E) = m(H) .

8. Si el conjunto E es la unión de una sucesión creciente de conjuntos

E1 ⊂ E2 ⊂ E3 ⊂ . . . , entonces

me(E) = lim
k→∞

me(Ek).

Sugerencia: para cada k eĺıjase un conjunto Hk de clase Gδ , tal que

Ek ⊂ Hk , m(Hk) = me(Ek) ; los conjuntos de clase Gδ

Dk = Hk ∩Hk+1 ∩Hk+2 ∩ ... (k = 1, 2, 3, ...)

forman una sucesión creciente que verifica Ek ⊂ Dk , m(Dk) = me(Ek)

y el conjunto E está incluido en la unión de los Dk , de donde se sigue

que me(E) ≤ limk→∞me(Ek) . La desigualdad opuesta es inmediata.



ejercicios 113

9. Probar que para cualquier conjunto E ⊂ IR n existe un conjunto H

de clase Gδ , tal que E ⊂ H y para cualquier conjunto medible M se

cumple

me(E ∩M) = m(H ∩M)

Sugerencia: suponiendo primero que me(E) < ∞ , considérese un con-

junto H de clase Gδ como en le problema 7. El conjunto M satisface

la condición de Caratheodory con respecto a E .

10. Probar que si E1 y E2 son conjuntos medibles disjuntos, entonces para

cualquier conjunto S ⊂ IR n se cumple

me(S ∩ E1) +me(S ∩ E2) = me(S ∩ (E1 ∪ E2)).

Generalizar a cualquier sucesión (Ek) de conjuntos medibles disjuntos.

11. Probar la equivalencia de las afirmaciones siguientes:

(a) el conjunto E es medible;

(b) para cada ε > 0 existe un conjunto cerrado F tal que F ⊂ E ,

me(E − F ) < ε ;

(c) E = H ∪ Z , donde H es de clase Fσ y Z de medida nula.

12. Mostrar que existe un conjunto H incluido en el intervalo unitario [0,1],

de clase Fσ , de medida uno, formado exclusivamente por puntos irra-

cionales. Mostrar que H es unión numerable de conjuntos cerrados con

interior vaćıo.

13. Sea (Ek) una sucesión de conjuntos medibles. Probar que

(a) m(lim inf Ek) ≤ lim inf m(Ek) ;

(b) si para algún j , m(
∪
k≥j Ek) < ∞ , entonces lim supm(Ek) ≤

m(lim supEk) ;

(c) si la sucesión (Ek) tiende a un ĺımite y todos los Ek son subconjun-

tos de un conjunto fijo A de medida finita, entonces m(limEk) .

Exhibir una sucesión de conjuntos Ek en el intervalo unitario [0, 1] , tal

que m(lim inf Ek) < lim inf m(Ek) < lim supm(Ek) < m(lim supEk) .

Todas las desigualdades estrictas.

14. Probar que para cualquier conjunto medible E vale la fórmula

m(E) = sup{m(K) : K ⊂ E},

donde el supremo se toma sobre todos los conjuntos compactos K in-

cluidos en E .
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15. ¿Cómo son los subconjuntos medibles del conjunto de Vitali ?

16. Mostrar que existen 2c conjuntos medibles, donde c denota la potencia

del continuo. Sugerencia: considere todos los subconjuntos de un con-

junto de medida nula con la potencia del continuo. Muestre que la clase

de los conjuntos no medibles también tiene cardinal 2c .

17. Exhibir una sucesión decreciente de conjuntos acotados E1 ⊃ E2 ⊃ E3 ⊃
. . . , cuya intersección sea vaćıa y que sin embargo verifique

lim
k→∞

me(Ek) > 0.

Sugerencia: denotando por V el conjunto de Vitali en el intervalo (0, 1) ,

considere la sucesión Ek =
∪
j≥k Vj , donde Vj = V + 1/j .

18. Probar que si A y B son subconjuntos borelianos de la recta, entonces

A×B es un conjunto boreliano en el plano IR 2 .

19. Probar que cualquier conjunto con medida positiva tiene la potencia del

continuo.

Nota: Para indicar que los conjuntos Ek (k = 1, 2, 3, ...) forman una

sucesión creciente cuya unión es E (ĺımite de la sucesión), se usa la no-

tación Ek ↗ E . Con esta notación, el problema 8 del presente caṕıtulo se

enuncia brevemente aśı :

si Ek ↗ E, entonces me(Ek) ↗ me(E).

Análogamente, la notación Ek ↘ E se usa para indicar que (Ek) es una

sucesión decreciente cuya intersección es E = limEk .



CAPITULO IV

FUNCIONES MEDIBLES

1. El concepto de función medible.

En este caṕıtulo vamos a considerar funciones f definidas sobre el es-

pacio IR n , con valores en la recta extendida IR , de modo que −∞ y +∞
son posibles valores de f .

Para cada número real a , indicaremos por {f > a} (léase: “el conjunto

donde f es mayor que a”) al conjunto formado por todos los puntos del

espacio donde el valor de f es mayor que a . Es decir,

{f > a} = {x ∈ IR n : f(x) > a} = f−1((a,∞]).

Análogamente se definen los conjuntos

(1) {f ≥ a}, {f < a}, {f ≤ a},

que corresponden, respectivamente, a las desigualdades f(x) ≥ a , f(x) < a

y f(x) ≤ a . El śımbolo {f = a} indica el conjunto formado por todos los

puntos donde f toma el valor a .

Diremos que f es una función medible si para cada número real a ,

el conjunto donde f es mayor que a es un subconjunto medible del espacio

IR n ; es decir, si para cada número real a , se verifica

{f > a} ∈ M.

115
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Si f es medible, entonces los tres conjuntos (1) son medibles cualquiera

que sea el número a , en virtud de las fórmulas

{f ≥ a} =
∞∩
k=1

{f > a− 1/k},

{f < a} = IR n − {f ≥ a}, {f ≤ a} = IR n − {f > a}.

Para que f sea medible es suficiente que cualquiera de los conjuntos (1)

sea medible para todo número a , en virtud de una consideración análoga que

dejaremos a cargo del lector.

Si f es medible y J = (a, b] un intervalo de la recta, entonces f−1(J) =

{f > a} ∩ {f ≤ b} es medible por ser la intersección de dos conjuntos

medibles. En general, si f es medible y J un intervalo cualquiera de IR ,

entonces f−1(J) es un subconjunto medible de IR n .

Puesto que IR es la unión de una sucesión de intervalos (Jk) , se sigue

que si f es medible, entonces también lo es f−1( IR ) , por ser la unión de la

sucesión de conjuntos medibles f−1(Jk) . El siguiente teorema ampĺıa estas

consideraciones:

(4.1) Teorema. Si f es medible, entonces para cada conjunto boreliano

H ⊂ IR , el conjunto f−1(H) es medible.

Para demostrarlo, observemos que la clase de conjuntos

S = {S : S ⊂ IR , f−1(S) es medible }

es una σ -álgebra de subconjuntos de IR , en virtud de las fórmulas

f−1

( ∞∪
k=1

Sk

)
=

∞∪
k=1

f−1(Sk), f−1( IR − S) = f−1( IR ) − f−1(S).

Puesto que según vimos anteriormente, S contiene a la clase I1 formada

por todos los intervalos de la recta, se sigue que la σ -álgebra de Borel B1 =

σ(I1) está contenida en S .

Q.E.D.

Los conjuntos de la forma H∪A , donde H es un subconjunto boreliano

de IR y A un subconjunto del conjunto de dos elementos {−∞,+∞} =

IR − IR , se llaman conjuntos borelianos de la recta extendida.
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(4.2) La función f : IR n → IR es medible si y sólo si para cada conjunto

boreliano M de la recta extendida, el conjunto f−1(M) es medible.

En efecto, si f es medible, los conjuntos

{f = +∞} =
∞∩
k=1

{f > k}, {f = −∞} =
∞∩
k=1

{f < −k}

son ambos medibles y por consiguiente, si M = H ∪ A es un conjunto

boreliano de la recta extendida, el conjunto f−1(M) = f−1(H) ∪ f−1(A) es

medible.

Rećıprocamente, si para todo conjunto boreliano M de la recta exten-

dida, f−1(M) es un conjunto medible, tomando M = (a,−∞] se deduce

que {f > a} es medible para cualquier número real a , lo cual prueba que f

es medible.

La condición expresada en la última proposición puede tomarse como

definición del concepto de función medible. Si se procede en esa forma, el

requerimiento de que {f > a} sea medible para cada número real a se

convierte en un criterio de medibilidad.

Más generalmente, si Σ es una σ -álgebra de subconjuntos de IR n ,

diremos que la función f : IR n → IR es medible con respecto a Σ , si

para cada número real a , se verifica {f > a} ∈ Σ .

Imitando paso a paso las etapas anteriores, el lector no tendrá dificultad

en probar por śı mismo la siguiente proposición:

(4.3) La función f : IR n → IR es medible con respecto a Σ si y sólo si

para cada conjunto boreliano M de la recta extendida, f−1(M) es un

miembro de Σ .

Las funciones medibles con respecto a la σ -álgebra M formada por

los conjuntos medibles del espacio IR n , son las que llamamos funciones

medibles, a secas.

Las funciones medibles con respecto a la σ -álgebra de Borel B = Bn se

llaman funciones medibles Borel, o bien funciones borelianas.

Puesto que B ⊂ M , concluimos que toda función boreliana es medible.

Si f es semicontinua inferiormente, {f > a} es un conjunto abierto y

por consiguiente boreliano. Luego, toda función semicontinua inferiormente
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es una función boreliana. Análogamente se prueba que toda función semi-

continua superiormente es boreliana. En particular, toda función continua es

una función boreliana.

En lo que resta de esta sección nos proponemos analizar la siguiente

cuestión: supongamos que f : IR n → IR es medible y que g : IR → IR es

una función de la recta extendida en śı misma. ¿Bajo qué hipótesis podremos

afirmar que la función compuesta h = g ◦ f es medible ?.

Para responder a esta pregunta comenzaremos introduciendo la siguiente

definición: diremos que una función g de IR en śı mismo es una función

boreliana si para cada conjunto boreliano M de la recta extendida, la ima-

gen inversa g−1(M) es un conjunto de la misma clase.

Para que una función g de IR en śı mismo sea una función boreliana,

es suficiente que la restricción g◦ de g a IR , definida por g◦(x) = g(x) para

cada número real x , sea una función medible con respecto a la σ -álgebra de

Borel de la recta. Esto sigue inmediatamente de la fórmula

g−1(M) = g−1
◦ (M) ∪ [g−1(M) − IR ].

Como veremos en los ejemplos, esta observación provee un criterio de fácil

aplicación.

(4.4) Si f : IR n → IR es medible con respecto a Σ y g : IR → IR es una

función boreliana, entonces la función compuesta h = g ◦f es medible

con respecto a Σ .

La demostración resulta inmediatamente de la fórmula h−1(M) =

f−1(g−1(M)) y de la proposición (4.3).

Ejemplos.

Si f es medible con respecto a Σ , también lo son las funciones |f | , f2

(cuadrado de f ), ef , |f |p (p un número real positivo), log |f | , etc.

Con respecto al último ejemplo, aclaremos que por log |t| entendemos

la función g de IR en śı mismo, definida de la siguiente manera:

g(t) =


log |t| si t ∈ IR y t ̸= 0,

−∞ si t = 0,

+∞ si t = +∞ o t = −∞.
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Esta función es boreliana, pues su restricción a IR es semicontinua en ambos

sentidos, como se ve enseguida analizando lo que ocurre en el origen.

Observaciones complementarias.

1) Si f es una función constante, para cada subconjunto M de IR la

imagen inversa f−1(M) es o bien vaćıa, o bien igual a IR n . Por con-

siguiente, toda función constante es medible con respecto a cualquier

σ -álgebra Σ , pues IR n y ∅ son miembros de Σ .

2) Si f es medible con respecto a Σ y c es un número real, el conjunto

{f = c} = f−1({c}) es un miembro de Σ , pues el conjunto unitario {c}
es un conjunto cerrado y por consiguiente, boreliano.

3) Si f y g son medibles con respecto a Σ , entonces el conjunto {f < g}
formado por todos los puntos x tales que f(x) < g(x) es un miembro de

Σ , pues si Q es el conjunto de los números racionales, podemos probar

muy fácilmente que

{f < g} =
∪
r∈Q

({f < r} ∩ {g > r}).

En efecto, si f(x) < g(x) , entonces existe un número racional r , tal que

f(x) < r y g(x) > r .

2. Operaciones algebraicas.

En esta sección demostraremos que al realizar operaciones algebraicas

(suma, producto y cociente) entre funciones medibles con respecto a una

σ -álgebra Σ , resultan siempre funciones medibles con respecto a la misma

σ -álgebra. Sin embargo, las demostraciones se harán suponiendo que las

funciones consideradas son finitas, y se completarán al final de la siguiente

sección (recordemos que una función se llama finita cuando todos sus valores

son elementos de IR ).

(4.5) Si f y g son funciones medibles con respecto a Σ y c es una constante

real, entonces f + g , cf y fg son medibles con respecto a Σ .
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Demostración. Denotando por Q el conjunto de los números racionales,

se tiene

{f + g > a} =
∪
r∈Q

({f > r} ∩ {g > a− r}).

En efecto, si en un punto x se verifica f(x) + g(x) > a , entonces f(x) >

a − g(x) y existe un número racional r , tal que f(x) > r > a − g(x) ; es

decir, f(x) > r y g(x) > a− r . Rećıprocamente, si para algún r , f(x) > r

y g(x) > a− r , entonces f(x) + g(x) > a . Puesto que f y g son medibles

con respecto a Σ , para cualquier número racional r , {f > r} y {g > a− r}
son miembros de Σ , de donde se infiere que también lo es {f + g > a} , pues

Q es numerable.

Si c > 0 , {cf > a} = {f > ac−1} ; si c < 0 , {cf > a} = {f < ac−1} y

finalmente, cf = 0 si c = 0 . Luego, cf es medible con respecto a Σ .

Finalmente, la fórmula

fg =
1

4
{(f + g)2 − (f − g)2},

en vista de que el cuadrado de cada función medible con respecto a Σ es

medible con respecto a la misma σ -álgebra, prueba que fg es medible con

respecto a Σ .

Para estudiar el cociente entre funciones medibles, denotemos por 1/f

la función que toma el valor 1/f(x) si f(x) ̸= 0 y el valor cero si f(x) = 0 .

Además, si para cada número real a , ponemos

Ea = ({f > 0} ∩ {af < 1}) ∪ ({f < 0} ∩ {af > 1}),

se verifica fácilmente que

{1/f > a} =

{
Ea si a ≥ 0,

Ea ∪ {f = 0} si a < 0,

lo cual muestra que si f es medible con respecto a Σ , entonces también lo

es 1/f .

(4.6) Si f y g son medibles con respecto a Σ , entonces también lo es el

cociente f/g = f × (1/g) .
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3. Sucesiones de funciones medibles.

En esta sección veremos que la clase formada por todas las funciones

medibles con respecto a una σ -álgebra Σ es cerrada bajo ĺımites puntuales.

El paso previo es la siguiente proposición:

(4.7) Si (fk) es una sucesión de funciones medibles con respecto a Σ , en-

tonces las funciones

g(x) = inf
k
fk(x), h(x) = sup

k
fk(x)

son también medibles con respecto a Σ .

La demostración se deduce de las fórmulas

{h > a} =

∞∪
k=1

{fk > a}, {g < a} =

∞∪
k=1

{fk < a},

y del hecho de que para cada ı́ndice k , {fk > a} y {fk < a} son miembros

de Σ .

(4.8) Si (fk) es una sucesión de funciones medibles con respecto a Σ , en-

tonces las funciones

g(x) = lim inf
k→∞

fk(x) y h(x) = lim sup
k→∞

fk(x)

son también medibles con respecto a Σ .

La demostración resulta de aplicar (4.7) en las relaciones

g(x) = sup
j

inf
k≥j

fk(x), h(x) = inf
j

sup
k≥j

fk(x).

En particular, si la sucesión (fk) converge puntualmente a una función

f , es decir, si en cada punto x de IR n se verifica

f(x) = lim
k→∞

fk(x),

entonces f es medible con respecto a Σ .
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Las funciones g y h de la proposición (4.8) suelen designarse en la forma

abreviada

g = lim inf
k→∞

fk, h = lim sup
k→∞

fk.

Análogamente, si (fk) converge puntualmente al ĺımite f , escribimos f =

lim
k→∞

fk .

Completemos ahora la demostración de (4.5) que se hab́ıa realizado bajo

la hipótesis adicional de que f y g sólo tomaban valores finitos. Para li-

brarnos de esa restricción, consideremos la sucesión de funciones (φk) de IR

en śı mismo, definidas por

φk(t) =


t si |t| ≤ k

k si t > k

−k si t < −k.

Cada una de ellas es una función boreliana, pues la restricción de φk a IR

es continua. Además, para cada t ∈ IR , φk → t cuando k → ∞ . Por

consiguiente, las funciones

fk = φ ◦ f y gk = φk ◦ g

son medibles con respecto a Σ , finitas, y convergen puntualmente a f y a

g , respectivamente, cuando k tiende a infinito. Luego las funciones

f + g = lim
k→∞

(fk + gk) y fg = lim
k→∞

fkgk

son medibles en virtud de (4.8).

4. Funciones simples.

La función caracteŕıstica χE de un subconjunto E de IR n se define

por medio de la fórmula

χE(x) =

{
1 si x ∈ E

0 si x /∈ E.

Es fácil demostrar que χE es medible con respecto a Σ si y sólo si

E ∈ Σ .
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Una función medible y finita φ : IR n → IR se llama una función

simple si el conjunto de todos sus valores es finito; es decir, si φ es medible

y la imagen φ( IR n) es un subconjunto finito de IR .

De la definición se sigue que si φ y ψ son funciones simples y c un

número real, entonces φ+ ψ , cφ y φψ son también funciones simples.

La función caracteŕıstica de un conjunto medible es el ejemplo más sen-

cillo de lo que entendemos por una función simple.

Si {α1, . . . , αN} es el conjunto formado por los distintos valores que

toma la función simple φ , los conjuntos

Ei = {φ = αi} = φ−1({αi}) (1 ≤ i ≤ N)

son medibles y forman una partición de IR n . Además, se compueba fácil-

mente que

φ =
N∑
i=1

αiχEi .

Luego, toda función simple es una combinación lineal de funciones carac-

teŕısticas de conjuntos medibles y rećıprocamente, toda función de esta forma

es una función simple.

Por ejemplo, la función caracteŕıstica de los números racionales (función

de Dirichlet) es una función simple sobre IR .

La notación f ≤ g se usará para indicar que en cada punto x de IR n

se verifica f(x) ≤ g(x) . En particular, las funciones f que verifican f ≥ 0

se llaman no negativas.

Las funciones simples desempeñan un papel muy importante en la teoŕıa

de la integración que desarrollaremos en el próximo caṕıtulo, en virtud del

siguiente teorema.

(4.9) Teorema. Si f : IR n → IR es una función medible no negativa,

entonces existe una sucesión (φk) de funciones simples no negativas,

tal que

φ1 ≤ φ2 ≤ φ3 ≤ . . . f(x) = lim
k→∞

φk(x)

en cada punto x de IR n .

En otras palabras, toda función medible no negativa es el ĺımite puntual

de una sucesión creciente de funciones simples no negativas.
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Demostración. Para cada entero positivo k , dividamos el intervalo [0, k)

en k2k intervalos diádicos disjuntos:[
i− 1

2k
,
i

2k

)
(i = 1, 2, . . . , k2k)

y definamos la función gk de IR en śı mismo por medio de la fórmula

gk(t) =


(i− 1)/2k si 0 ≤ t < k, (i− 1)/2k ≤ t < i/2k

k si t ≥ k

0 si t < 0.

Las funciones gk son borelianas, no negativas, y verifican

0 ≤ g1 ≤ g2 ≤ g3 ≤ . . . , lim
k→∞

gk(t) = t (0 ≤ t ≤ +∞).

La relación gk(t) ≤ gk+1(t) es obvia si t es negativo; y si t ≥ 0 se

realiza distinguiendo tres casos:

1˚) 0 ≤ t < k . Entonces gk(t) = (i− 1)/2k , donde

(i− 1)/2k ≤ t < i/2k o sea, (2i− 2)/2k+1 ≤ t < 2i/2k+1,

y para determinar el valor gk+1(t) hay que considerar dos casos:

t < (2i− 1)/2k+1, (2i− 1)/2k+1 ≤ t.

En el primero, gk+1(t) = (2i − 2)/2k+1 = (i − 1)/2k = gk(t) ; en el segundo

gk+1(t) = (2i− 1)/2k+1 > (2i− 2)/2k+1 = gk(t) .

2˚) k ≤ t < k + 1 . En este caso, gk(t) = k y gk+1(t) = (j − 1)/2k+1 ,

donde

(j − 1)/2k+1 ≤ t < j/2k+1;

pero entonces, j > t2k+1 , de donde j − 1 ≥ k2k+1 y por consiguiente,

gk+1(t) ≥ k = gk(t) .

3˚) t ≥ k + 1 . Entonces, gk+1(t) = k + 1 > k = gk(t) .

Por último, si 0 ≤ t < +∞ , entonces 0 ≤ t < k para todo k suficiente-

mente grande y por lo tanto, gk(t) = (i−1)/2k , donde (i−1)/2k ≤ t < i/2k ,

de donde 0 ≤ t− gk(t) < 1/2k para todo k suficientemente grande. Puesto

que gk(+∞) = k para todo k , se sigue que gk(+∞) → +∞ cuando k
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tiende a infinito y nuestras afirmaciones acerca de la sucesión (gk) quedan

completamente demostradas.

Teniendo en cuenta que gk toma exactamente k2k + 1 valores distintos,

resulta que si f : IR n → IR es medible y no negativa, las funciones

φk = gk ◦ f (k = 1, 2, 3, . . .)

son simples y verifican las afirmaciones del teorema.

Q.E.D.

Observaciones.

1) Si f es medible con respecto a una σ -álgebra Σ ⊂ M , las funciones

φk del teorema percedente son también medibles con respecto a Σ . En

particular, si f es medible con respecto a la σ -álgebra de Borel, también

lo son las funciones de la sucesión (φk) .

2) Multiplicando cada función φk por la función caracteŕıstica de la bola

B(0, k) resulta una nueva sucesión de funciones simples (ψk) que verifica

todas las afirmaciones del teorema (4.9) y además, cada ψk es nula fuera

del conjunto acotado B(0, k) .

3) Revisando la última parte de la demostración precedente, se ve que la

sucesión gk(t) converge a la función t uniformemente sobre cada inter-

valo finito 0 ≤ t ≤ M , de donde se sigue que si la función no negativa

f es acotada, entonces φk converge a f uniformemente.

5. Partes positiva y negativa.

Si f es una función medible con respecto a Σ , también lo son las fun-

ciones no negativas

f+ = sup(0, f) y f− = sup(0,−f)

llamadas, respectivamente, la parte positiva y la parte negativa de f .

La primera toma en cada punto x el máximo entre los dos valores cero y

f(x) ; la segunda, el máximo entre los valores cero y −f(x) .
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El hecho de que f+ y f− sean medibles con respecto a Σ puede verse

como un caso particular de (4.7).

Analizando por separado cada una de las dos alternativas f(x) ≥ 0 ,

f(x) < 0 , se verifica fácilmente que en cada punto x , f(x) = f+(x)− f−(x)

y |f(x)| = f+(x) + f−(x) ; es decir,

f = f+ − f−, |f | = f+ + f−.

Entre todas las descomposiciones de f como diferencia de dos funciones

no negativas, la descomposición que hemos analizado se distingue por la

siguiente propiedad de minimalidad:

(4.10) Si f1 y f2 son dos funciones no negativas, tales que f = f1 − f2 ,

entonces f+ ≤ f1 y f− ≤ f2 .

En efecto, f ≤ f1 y f ≥ −f2 , de donde f+ = sup(0, f) ≤ sup(0, f1) =

f1 y además f− = sup(0,−f) ≤ sup(0, f2) = f2 .

Si f es medible, aplicando el teorema (4.9) a las funciones f+ y f− ,

concluimos que existen dos sucesiones crecientes (φk) y (ψk) de funciones

simples no negativas que convergen puntualmente a f+ y a f− , respectiva-

mente. Luego, la sucesión de funciones simples (φk −ψk) converge puntual-

mente a f y además, |φk − ψk| ≤ φk + ψk ≤ f+ + f− = |f | .

6. Propiedades verdaderas en casi todo punto.

La σ -álgebra M formada por todos los conjuntos medibles del espa-

cio IR n posee la siguiente propiedad, cuyas consecuencias nos proponemos

analizar en esta sección: si m(E) = 0 , entonces todo subconjunto de E es

un miembro de M . Recordemos que para una función f , “medible” significa

medible con respecto a M .

Si todos los puntos x del espacio IR n con la posible excepción de un

conjunto de medida nula poseen una cierta propiedad P (x) , entonces diremos

que P es verdadera en casi todo punto, o bien que P (x) es verdadera para

casi todo x .

Por ejemplo, si f y g son dos funciones definidas sobre el espacio IR n

y si el conjunto de todos los puntos x tales que f(x) ̸= g(x) tiene medida
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nula, entonces decimos que f = g en casi todo punto, o bien que f(x) = g(x)

para casi todo x .

(4.11) Si la función h es igual a cero en casi todo punto, entonces h es

medible.

Por hipótesis, el conjunto Z = {x : h(x) ̸= 0} es de medida nula. Si

a ≥ 0 , el conjunto {h > a} es de medida nula por estar contenido en Z ; si

a < 0 , entonces {h > a} es el complemento del conjunto {h ≤ a} , el cual

es medible por estar contenido en Z .

Q.E.D.

(4.12) Corolario. Si f es una función medible y g = f es casi todo punto,

entonces g es medible.

Para demostrarlo, pongamos Z = {x : g(x) ̸= f(x)} , de modo que por

la hipótesis, Z es un conjunto de medida nula. La identidad

g = fχCZ + gχZ ,

en la que el segundo término del miembro derecho es medible por ser igual

a cero en casi todo punto, muestra que g es medible por ser la suma de dos

funciones medibles.

De acuerdo con la definición dada al comienzo, diremos que una sucesión

de funciones (fk) converge en casi todo punto a la función f , si la

relación

f(x) = lim
k→∞

fk(x)

se verifica en todos los puntos x del espacio IR n , con la posible excepción

de un conjunto de medida nula.

(4.13) Si la sucesión de funciones medibles (fk) converge en casi todo punto

a la función f , entonces f es medible.

En efecto, la función g(x) = lim inf
k→∞

fk(x) es medible, en virtud de (4.9).

Además f = g en casi todo punto.

En la teoŕıa de Lebesgue es conveniente identificar dos funciones f y g

cuyos valores coincidan en casi todo punto. Para comprender esta identifi-

cación, notemos que la relación “ f = g en casi todo punto” es una relación de
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equivalencia (reflexiva, simétrica y transitiva). Además si f1 es equivalente

a f2 y g1 es equivalente a g2 , entonces f1 + g1 es equivalente a f2 + g2 y

f1g1 es equivalente a f2g2 .

Si f = g en casi todo punto, decimos que f es esencialmente igual a

g .

7. Convergencia en medida.

Denotaremos por E un subconjunto medible del espacio IR n . Si f es

una función definida sobre este espacio y δ un número positivo, escribiremos

E(|f | ≥ δ) para denotar el conjunto de todos los puntos x de E , tales que

|f(x)| ≥ δ .

Más generalmente, si para cada punto x del espacio IR n , tenemos una

proposición, enunciado o afirmación P (x) que puede ser tildada de verdadera

o falsa, escribiremos E(P ) para denotar el conjunto E ∩ {x : P (x)} .

Vamos a decir que la sucesión de funciones medibles (fk) converge en

medida a la función medible f sobre el conjunto E , si para cada número

positivo δ , la medida del conjunto E(|fk − f | ≥ δ) tiende a cero cuando k

tiende a infinito.

Para afirmar que (fk) converge en medida a f sobre E , escribiremos

fk
m→ f .

Una misma sucesión (fk) no puede converger en medida a dos funciones

f y g esencialmente diferentes dentro de E ; pues si fk
m→ f y fk

m→ g ,

tomando medidas en la inclusión

E(|f − g| ≥ δ) ⊂ E(|fk − f | ≤ δ/2) ∪ E(|fk − g| ≥ δ/2)

y haciendo k → ∞ , resulta mE(|f − g| ≥ δ) = 0 para cada δ > 0 . Puesto

que

E(f ̸= g) =
∞∪
k=1

E(|f − g| ≥ 1/k),

se sigue que mE(f ̸= g) = 0 ; es decir, f = g en casi todo punto de E .

(4.14) Si la medida de E es finita y si la sucesión de funciones medibles (fk)

converge a la función f en casi todo punto de E , entonces fk
m→ f .
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Si Z es el conjunto de los puntos de E donde fk no converge a f ,

entonces por hipótesis, mZ = 0 . Luego, dado δ > 0 , los conjuntos

Bj =
∞∪
k=j

E(|fk − f | ≥ δ) (j = 1, 2, 3, . . .)

forman una sucesión decreciente de conjuntos de medida finita cuya inter-

sección es de medida nula por estar contenida en Z . Por lo tanto, la medida

de Bj tiende a cero cuando j tiende a infinito, y como para todo k ≥ j ,

E(|fk − f | ≥ δ) ⊂ Bj , se sigue que

lim
k→∞

mE(|fk − f | ≥ δ) = 0,

lo cual significa que fk
m→ f .

Q.E.D.

Por otro lado, es relativamente fácil dar ejemplo de una sucesión de

funciones que converge en medida sobre un intervalo finito de la recta pero

que, sin embargo, no converge ni siquiera en un solo punto de dicho intervalo.

A tal efecto, dividamos el intervalo [0, 1] primero en dos, luego en cuatro,

después en ocho, y aśı siguiendo, intervalos de igual longitud y consideremos

la sucesión de intervalos diádicos:

[0, 1/2), [1/2, 1], [0, 1/4), [1/4, 1/2), [1/2, 3/4),

[3/4, 1], [0, 1/8), [1/8, 1/4), . . .

Denotando por fk la función caracteŕıstica del k -ésimo intervalo de esta

sucesión, una sencilla inspección a los gráficos de estas funciones muestra que

fk
m→ 0 sobre [0, 1] . Sin embargo fk(x) no converge en ningún punto x de

dicho intervalo.

Por consiguiente, si m(E) < ∞ , la noción de convergencia en medida

sobre E es más amplia (menos restrictiva) que la noción de convergencia en

casi todo punto de E .

Diremos que una sucesión de funciones medibles (fk) es fundamental

en medida sobre el conjunto E , si para cada δ > 0 , la medida del conjunto

E(|fk − fj | ≥ δ)
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tiende a cero cuando k y j tienden a infinito; es decir, si para cada δ > 0 y

cada ε > 0 , existe un número natural N , tal que

mE(|fk − fj | ≥ δ) < ε,

a condición de elegir ambos números k y j no menores que N .

(4.15) Teorema. Si la sucesión de funciones (fk) es fundamental en medida

sobre E , entonces existe una subsucesión (fki) de la sucesión dada

que converge a una función finita f en casi todo punto de E . Además,

fk
m→ f sobre E .

Demostración. Por hipótesis, para cada entero positivo i , existe un

entero positivo ki , tal que

mE(|fk − fj | ≥ 1/2i) < 1/2i,

a condición de elegir ambos ı́ndices k y j no menores que ki . Sin restricción

de generalidad, podemos suponer que k1 < k2 < k3 < . . . . Por consiguiente,

poniendo

Ei = E(|fki+1 − fki | ≥ 1/2i),

tendremos mEi < 1/2i .

El conjunto Z ⊂ E , definido por

Z =
∞∩
j=1

∪
i≥j

Ei = lim supEi (Cap. I, sec. 2)

es un conjunto de medida nula, pues para cada j , Z ⊂
∪
i≥j Ei , de donde

mZ ≤
∞∑
i=j

mEi <

∞∑
i=j

1

2i
=

1

2j−1
.

Si x ∈ E − Z , entonces existe un j , tal que para todo i ≥ j , x /∈ Ei ;

es decir,

|fki+1(x) − fki(x)| < 1/2i (i ≥ j).

Luego, la serie funcional

(1) fk1(x) + {fk2(x) − fk1(x)} + {fk3(x) − fk2(x)} + . . .
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es absolutamente convergente (y por consiguiente convergente) fuera de Z .

Llamando f(x) a la suma de la serie (1) si x /∈ Z y poniendo f(x) = 0

en puntos de Z , es claro que f es una función finita. Además, puesto que la

suma de una serie es el ĺımite de sus sumas parciales, para cada x ∈ E − Z ,

tenemos

f(x) = lim
i→∞

fki(x),

lo cual pueba que la subsucesión (fki) converge a f en casi todo punto de

E cuando i tiende a infinito.

Probemos ahora que fki
m→ f cuando i → ∞ . En efecto, dado δ > 0 ,

comencemos por tomar j suficientemente grande como para que se cumpla

1/2j−1 < δ . Puesto que fuera de Z ,

f = fkj + (fkj+1 − fkj ) + (fkj+2 − fkj+1) + . . . ,

deducimos que

E(|fkj − f | ≥ δ) ⊂ Z ∪

∪
i≥j

Ei

 ,

de donde

(2) mE(|fkj − f | ≥ δ) ≤
∑
i≥j

mEi < 1/2j−1

para todo j suficientemente grande, lo cual muestra que fki
m→ f .

Finalmente, probemos que fk
m→ f cuando k → ∞ . De la inclusión

E(|fk − f | ≥ δ) ⊂ E(|fk − fkj | ≥ δ/2) ∪ E(|fkj − f | ≥ δ/2),

deducimos

mE(|fk − f | ≥ δ) ≤ mE(|fk − fkj | ≥ δ/2) +mE(|fkj − f | ≥ δ/2).

Ahora bien; puesto que (fk) es fundamental en medida, dado ε > 0 ,

existe un número natural N , tal que

mE(|fk − fkj | ≥ δ/2) < ε (k ≥ N, j ≥ N).

Por otra parte, en virtud de (2) existe un número natural M , tal que si

j ≥M , entonces

mE(|fkj − f | ≥ δ/2) < ε.
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Por consiguiente, eligiendo un j mayor que los números N y M , tendremos

mE(|fk − f | ≥ δ) < 2ε,

a condición de elegir k ≥ N . Hemos probado que fk
m→ f .

Q.E.D.

8. Función singular de Cantor

El conjunto de Cantor P (Cap. II, sec. 11) se define por medio de la

fórmula

P =
∞∩
n=1

Fn,

donde Fn es la unión de 2n intervalos cerrados disjuntos. El complemento

de Fn relativo al intervalo [0, 1] es la unión de 2n−1 intervalos abiertos, que

numerados de izquierda a derecha podemos expresar en la forma Jn,i (i =

1, 2, ..., 2n− 1) . Entre los intervalos de dos etapas sucesivas existe la relación

Jn,i = Jn+1,2i .

Aśı , por ejemplo,

J1,1 = (1/3, 2/3), J2,1 = (1/9, 2/9),

J2,2 = (1/3, 2/3), J2,3 = (7/9, 8/9).

Para cada n , definamos ahora una función continua φn(x) en el intervalo

0 ≤ x ≤ 1 , poniendo φn(0) = 0 , φn(1) = 1 , φn(x) = i/2n si x ∈ Jn,i , com-

pletando la gráfica de φn mediante segmentos rectiĺıneos de que modo que

resulte una gráfica poligonal continua. En el diagrama siguiente se muestran

las gráficas de φ1 y φ2 .
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Nótese que φn+1 coincide con φn en cada unos de los Jn,i y además

|φn+1 − φn| < 1/2n+1 en cualquier punto del intervalo. Luego, la serie de

funciones continuas

φ1 + (φ2 − φ1) + (φ3 − φ2) + ...,

cuyas sumas parciales son las funciones φn , converge uniformemente a una

función continua φ que se conoce con el nombre de función singular de

Cantor. Es claro que φ es monótona creciente y su restricción a cualquiera

de los intervalos Jn,i es constante.

La unión de dichos intervalos es un conjunto abierto G que representa el

complemento de P relativo a [0, 1] . En los ejercicios al final del caṕıtulo se

usa la función de Cantor para exhibir algunos ejemplos interesantes. A veces

es conveniente extender la función φ a toda la recta, poniendo φ(x) = 0 si

x < 0 , φ(x) = 1 si x > 1 .
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EJERCICIOS

1. Probar que si f(x) es una función medible y h un vector de IR n , la

“función transladada” f(x+ h) es también medible.

2. Demuestre que una función f continua en casi todo punto es medible.

3. Sea (fk) una sucesión de funciones medibles que converge a una función

finita f en casi todo punto de un conjunto E de medida finita. De-

muestre que para cada δ > 0 existe un conjunto Eδ ⊂ E de medida

menor que δ , tal que fk converge a f uniformemente sobre E−Eδ (teo-

rema de Egorov). Pista: considérese para cada i la sucesión decreciente

de conjuntos

Eim =
∪
k≥m

E(|fk − f | ≥ 1/i) (m = 1, 2, 3, . . .)

y eĺıjase un ı́ndice mi tal que la medida de Eimi
sea menor que δ/2i .

Llámese Eδ a la unión de estos conjuntos.

4. Exhibir una función no medible f , tal que |f | es medible.

5. Probar que toda función medible f coincide en casi todo punto con

una función boreliana. Sugerencia: suponer primero que f es la función

caracteŕıstica de un conjunto medible; luego que f es una función simple;

suponiendo f ≥ 0 aplicar el teorema (4.9) y usar el ĺımite superior.

6. Sea E un subconjunto medible de IR n y sea f una función medible

no negativa sobre IR n . Probar que el conjunto

OE(f) = {(x, t)} : x ∈ E, t ∈ IR , 0 < t < f(x)}

es medible en IR n+1 . Sugerencia: suponer primero que f es simple;

usar luego el teorema (4.9).

Mostrar que si (fk) es una sucesión creciente de funciones medibles no

negativas que tiende puntualmente a f , entonces los conjuntos OE(fk)

forman una sucesión creciente cuya unión es OE(f) .

Nota: algunos autores definen la integral de f sobre E como la medida

(n+ 1) -dimensional de OE(f) .

7. Siendo E un subconjunto de medida finita de IR n , para cada función

medible f y cada número real t , pongamos

λf (t) = m({x : x ∈ E, f(x) > t})

= m E(f > t).
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Probar que (i) λf es decreciente y continua por la derecha; (ii) si fk
m−→

f , entonces λfk(t) −→ λf (t) en cada punto t donde λf sea continua.

Sugerencia: de la inclusión

E(fk > t) ⊂ E(f > t− ε) ∪ E(|fk − f | > ε)

se deduce lim sup
k→∞

λfk(t) ≤ λf (t−) y análogamente se prueba que

λf (t) ≤ lim inf
k→∞

λfk(t) .

8. (Ejemplo de conjunto medible no boreliano). Considérese la

función ψ definida por la fórmula ψ(x) = x + φ(x) , donde φ es la

función singular de Cantor definida en la última sección.

Mostrar que:

(i) ψ es estrictamente creciente y continua; su inversa ψ−1 tiene las

mismas propiedades.

(ii) para cada conjunto boreliano B ⊂ R , ψ(B) y ψ−1(B) son bore-

lianos.

(iii) ψ([0, 1]) = [0, 2]

(iv) poniendo G = [0, 1]−P (complemento del conjunto ternario relativo

a [0, 1] ) se tiene m(ψ(G)) = m(G) = 1 .

(v) m(ψ(P )) = 1 .

(vi) existe un conjunto no medible V ⊂ ψ(P ) .

(vii) ψ−1(V ) es medible Lebesgue pero no es medible Borel.

9. Dar ejemplo de una función medible f y una función boreliana g (ambas

de IR en śı mismo), tales que f ◦ g no sea medible.

10. Dar ejemplo de una función medible f : IR → IR y un conjunto medible

Lebesgue E ⊂ IR , tales que f−1(E) no sea medible.

11. Si fk
m−→ f y gk

m−→ g , entonces fk + gk
m−→ f + g ; si además todas

las funciones son finitas y m(E) <∞ , entonces fkgk
m−→ fg dentro del

conjunto E .

12. Probar que si fk
m−→ f , entonces existe una subsucesión (fki) que

converge a f en casi todo punto.

13. Probar que una función medible f : IR → IR que satisfaga la ecuación

funcional f(x + y) = f(x) + f(y) es de la forma f(x) = cx ( c una

constante). Sugerencia: Probar que f es continua en el origen.



CAPITULO V

INTEGRAL DE LEBESGUE

1. Integral de funciones no negativas.

En este caṕıtulo las palabras “conjunto” y “función” se usan como

sinónimos de “conjunto medible” y “función medible”, respectivamente.

Si E es un subconjunto del espacio euclidiano IR n y f : IR n → IR

una función no negativa sobre E , para cada descomposición del conjunto E

como unión finita de conjuntos disjuntos E1, E2, . . . , EN , calculemos la suma

(1)
N∑
i=1

vim(Ei),

donde vi es el ı́nfimo de los valores que toma la función f sobre el conjunto

Ei .

El supremo de tales sumas se llama la integral de f sobre E y se

denota por cualquiera de los śımbolos∫
E

f,

∫
E

f dx,

∫
E

f(x) dx

o bien por ∫
. . .

∫
E

f(x1, . . . , xn) dx1 . . . dxn.

De manera que ∫
E

f =

∫
E

f(x) dx = sup
N∑
i=1

vim(Ei),

136
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donde el supremo se toma sobre todas las posibles descomposiciones de

E como unión finita de conjuntos (medibles) disjuntos y vi = inf f(Ei) .

Es conveniente aclarar que si en algún término de la suma (1) uno de

los factores fuera cero y el otro +∞ , debe usarse la convención 0 · (+∞) =

(+∞) · 0 = 0 que hemos introducido en la sección 1 del primer caṕıtulo.

De la definición se deduce que si la función f toma el valor constante

c ≥ 0 sobre el conjunto E , entonces∫
E

f = cm(E),

pues en tal caso, para cualquier descomposición de E , cada uno de los

números vi es igual a c y por consiguiente, cada una de las sumas (1) toma

el valor cm(E1) + cm(E2) + . . .+ cm(EN ) = cm(E) .

(5.1) Si A y B son dos conjuntos disjuntos cuya unión es E , entonces

para cualquier función f no negativa sobre E ,∫
E

f =

∫
A

f +

∫
B

f.

Demostración. Para cada descomposición de E como unión finita de

conjuntos disjuntos E1, . . . , EN , pongamos Ai = Ei ∩ A , Bi = Ei ∩ B

(i = 1, 2, . . . , N) . Si vi = inf f(Ei) , tendremos

N∑
i=1

vim(Ei) =
N∑
i=1

vi[m(Ai) +m(Bi)] =
N∑
i=1

vim(Ai) +
N∑
i=1

vim(Bi)

≤
∫
A

f +

∫
B

f,

pues los conjuntos Ai forman una descomposición del conjunto A y vi ≤
inf f(Ai) , y análogamente para el conjunto B . Luego,

(2)

∫
E

f ≤
∫
A

f +

∫
B

f.

Supongamos ahora que los conjuntos A1 , A2 , . . . , AN forman una

descomposición de A , mientras que los conjuntos B1, B2, . . . , BM forman

una descomposición de B . Si vi = inf f(Ai) y wj = inf f(Bj) , entonces

N∑
i=1

vim(Ai) +
M∑
j=1

wjm(Bj) ≤
∫
E

f,
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pues los conjuntos A1, . . . , AN , B1, . . . , BM forman una descomposición de

E .

Tomando el supremo en el miembro izquierdo y teniendo en cuenta que

para cualquier par U y V de subconjuntos de R , sup(U + V ) = supU +

supV , obtenemos la desigualdad∫
A

f +

∫
B

f ≤
∫
E

f,

que juntamente con (2) nos da la igualdad del enunciado.

Q.E.D.

Es interesante destacar que la demostración precedente no usa el hecho

de que f sea medible.

Otra consecuencia inmediata de la definición de integral es que si 0 ≤
f ≤ g en puntos de E , entonces

∫
E
f ≤

∫
E
g , pues para cada descomposición

de E en conjuntos disjuntos Ei se cumple inf f(Ei) ≤ inf g(Ei) .

Nótese también que si f es no negativa sobre E y A es un subconjunto

de E , entonces
∫
A
f ≤

∫
E
f , pues en virtud de (5.1),∫
E

f =

∫
A

f +

∫
E−A

f.

Si m(E) = 0 , cualquier función no negativa tiene integral nula sobre el

conjunto E , pues en tal caso, todas las sumas (1) son nulas.

De la última observación se deduce que si las funciones no negativas

f y g coinciden en casi todo punto de E , entonces
∫
E
f =

∫
E
g , pues

llamando A al conjunto formado por todos los puntos de E donde el valor

de f no coincide con el valor de g , tendremos m(A) = 0 y por consiguiente,∫
E
f =

∫
E−A f =

∫
E−A g =

∫
E
g .

Por último señalemos que para cualquier función no negativa f y cual-

quier conjunto E se cumple

(3)

∫
E

f =

∫
IR n

f χE ,

como se ve enseguida aplicando (5.1) a la función f χE , con la descom-

posición IR n = E ∪ CE .

Cuando una integral se extiende a todo el espacio (es decir, cuando

E = IR n ) convendremos en omitir el conjunto que acompaña al śımbolo de
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la integral. Aśı, por ejemplo, la igualdad (3) se escribe∫
E

f =

∫
f χE .

En el caso de una función f : IR → IR , la integral de f sobre el

intervalo (a, b) se escribe∫ b

a

f(x) dx o bien

∫ b

a

f.

2. Integral de funciones simples.

Veamos cómo se calcula la integral de una función simple no negativa

sobre el conjunto E .

(5.2) Sean B1, . . . , BN conjuntos disjuntos cuya unión es E , y sean

β1, . . . , βN números no negativos. Si la función f toma el valor cons-

tante βi sobre el conjunto Bi , entonces∫
E

f = β1m(B1) + . . .+ βNm(BN ).

En efecto, en virtud de (5.1),∫
E

f =

∫
B1

f + . . .+

∫
BN

f.

Además, puesto que f toma el valor constante βi sobre el conjunto Bi , la in-

tegral de f sobre este conjunto es βim(Bi) , lo cual demuestra la proposición.

(5.3) Si φ y ψ son dos funciones simples no negativas sobre E y c es un

número no negativo, entonces∫
E

(φ+ ψ) =

∫
E

φ+

∫
E

ψ y

∫
E

cφ = c

∫
E

φ.

Sean α1, . . . , αM los distintos valores que toma la función φ sobre el

conjunto E y sean β1, . . . , βN los distintos valores que toma ψ sobre el
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mismo conjunto E . Los conjuntos Ai = {x ∈ E : φ(x) = αi} forman una

descomposición de E , al igual que los conjuntos Bj = {x ∈ E : ψ(x) = βj} .

Luego, los conjuntos Ai ∩ Bj ( 1 ≤ i ≤ M , 1 ≤ j ≤ N ) forman una nueva

descomposición de E .

Puesto que φ+ ψ = αi + βj sobre Ai ∩Bj , en virtud de (5.2),∫
E

(φ+ ψ) =

M∑
i=1

N∑
j=1

(αi + βj)m(Ai ∩Bj)

=
M∑
i=1

αi

N∑
j=1

m(Ai ∩Bj) +
N∑
j=1

βj

M∑
i=1

m(Ai ∩Bj)

=
M∑
i=1

αim(Ai) +
N∑
j=1

βjm(Bj)

=

∫
E

φ+

∫
E

ψ.

Puesto que cφ toma el valor constante cαi sobre el conjunto Ai ,∫
E

cφ =

M∑
i=1

(cαi)m(Ai) = c

∫
E

φ.

(5.4) Si f es una función no negativa, entonces∫
E

f = sup
0≤φ≤f

∫
E

φ,

donde el supremo se toma sobre todas las funciones simples φ , tales

que 0 ≤ φ ≤ f .

Para demostrarlo, consideremos una descomposición de E en conjuntos

disjuntos E1, . . . , EN y sea vi = inf f(Ei) . Si todos los vi son finitos,

entonces la suma
N∑
i=1

vim(Ei)

es la integral de la función simple

φ =
N∑
i=1

vi χEi ,
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la cual verifica 0 ≤ φ ≤ f .

En general, definamos para cada i = 1, 2, . . . , N la sucesión de números

vik = min(k, vi) (k = 1, 2, . . .),

y pongamos

φk =

N∑
i=1

vik χEi .

Es claro que 0 ≤ φk ≤ f , 0 ≤ vi1 ≤ vi2 ≤ vi3 ≤ . . . y además, limk→∞ vik =

vi , de donde

N∑
i=1

vim(Ei) = lim
k→∞

N∑
i=1

vikm(Ei)

= lim
k→∞

∫
E

φk = sup
k

∫
E

φk

≤ sup
0≤φ≤f

∫
E

φ.

Luego,

∫
E

f ≤ sup
0≤φ≤f

∫
E

φ y como la desigualdad opuesta es inmediata, la

proposición queda demostrada.

(5.5) Sea f1 ≤ f2 ≤ f3 ≤ . . . una sucesión creciente de funciones no nega-

tivas. Si φ es una función simple no negativa que verifica

φ ≤ lim
k→∞

fk,

entonces para cualquier conjunto E ,∫
E

φ ≤ lim
k→∞

∫
E

fk.

Demostración. Consideremos ordenados en forma creciente 0 ≤ α1 <

α2 < . . . < αM los distintos valores que toma φ sobre el conjunto E y sea

Ai = {x ∈ E : φ(x) = αi} .

Sin restringir generalidad podemos suponer que α1 > 0 , pues si la

proposición estuviera probada con esta restricción y fuera α1 = 0 , entonces

la restricción se cumple sobre E −A1 y por consiguiente,∫
E

φ =

∫
E−A1

φ ≤ lim
k→∞

∫
E−A1

fk ≤ lim
k→∞

∫
E

fk.
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Suponiendo pues que α1 > 0 , sea ε un número que verifica 0 < ε < α1 ,

de manera que φ− ε es una función simple que toma el valor positivo αi− ε
sobre el conjunto Ai . Poniendo

Ek = {x ∈ E : fk(x) > φ(x) − ε},

en virtud de la hipótesis, tendremos:

E1 ⊂ E2 ⊂ E3 ⊂ . . . , E =

∞∪
k=1

Ek.

Luego, m(Ek) → m(E) cuando k → ∞ , en virtud de (3.27).

Para la demostración distinguiremos dos casos:

1˚) m(E) <∞ . En este caso m(E − Ek) → 0 cuando k → ∞ y además,∫
E

fk ≥
∫
Ek

fk ≥
∫
Ek

(φ− ε) =

∫
E

(φ− ε) −
∫
E−Ek

(φ− ε)

=

∫
E

φ− εm(E) −
∫
E−Ek

(φ− ε) ≥
∫
E

φ− εm(E) − αMm(E − Ek).

Haciendo k → ∞ , obtenemos

lim
k→∞

∫
E

fk ≥
∫
E

φ− εm(E)

y la desigualdad del enunciado resulta haciendo que ε tienda a cero.

2˚) m(E) = ∞ . En este caso, m(Ek) → ∞ y además∫
E

fk ≥
∫
Ek

fk ≥
∫
Ek

(φ− ε) ≥ (α1 − ε)m(Ek).

Luego, lim
k→∞

∫
E

fk = ∞ y la desigualdad del enunciado se verifica tri-

vialmente.

Q.E.D.

3. Paso al ĺımite bajo el signo integral.

El siguiente teorema debe considerarse el resultado fundamental de la

teoŕıa de la integral.
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(5.6) (teorema de Beppo Levi). Sea f1 ≤ f2 ≤ f3 ≤ . . . una sucesión

creciente de funciones no negativas. Si f es el ĺımite puntual de la

sucesión (fk) , entonces ∫
E

f = lim
k→∞

∫
E

fk.

Demostración. Ante todo, observemos que la existencia del ĺımite puntual

f(x) = lim
k→∞

fk(x)

está garantizada por ser creciente la sucesión de funciones (fk) .

Para cualquier función simple φ que verifique 0 ≤ φ ≤ f , tendremos

φ ≤ lim
k→∞

fk;

y en virtud de (5.5), ∫
E

φ ≤ lim
k→∞

∫
E

fk.

Luego, ∫
E

f = sup
0≤φ≤f

∫
E

φ ≤ lim
k→∞

∫
E

fk.

Por otro lado, puesto que 0 ≤ fk ≤ f , deducimos que

lim
k→∞

∫
E

fk ≤
∫
E

f,

lo cual, junto con la relación anterior nos da la igualdad del teorema.

Q.E.D.

Veamos los más importantes corolarios del teorema de Beppo-Levi:

(5.7) Si f y g son funciones no negativas y c un número real no negativo,

entonces ∫
E

(f + g) =

∫
E

f +

∫
E

g,

∫
E

cf = c

∫
E

f.

Demostración. En virtud de (4.9), existen dos sucesiones crecientes (φk)

y (ψk) de funciones simples no negativas que convergen puntualmente a f
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y a g , respectivamente. Luego, la sucesión de funciones simples (φk + ψk)

converge puntualmente y en forma creciente hacia f + g ; y por el teorema

(5.6) y la proposición (5.3),∫
E

(f + g) = lim
k→∞

∫
E

(φk + ψk) = lim
k→∞

{∫
E

φk +

∫
E

ψk

}
=

∫
E

f +

∫
E

g.

Análogamente∫
E

cf = lim
k→∞

∫
E

cφk = lim
k→∞

c

∫
E

φk = c

∫
E

f.

(5.8) Si (fk) es una sucesión de funciones no negativas, se tiene∫
E

( ∞∑
k=1

fk

)
=

∞∑
k=1

∫
E

fk.

Demostración. Poniendo

sN =

N∑
k=1

fk, s =

∞∑
k=1

fk = lim
N→∞

sN ,

es claro que 0 ≤ s1 ≤ s2 ≤ s3 ≤ . . . y en virtud de (5.6) y (5.7),∫
E

s = lim
N→∞

∫
E

sN = lim
N→∞

N∑
k=1

∫
E

fk =

∞∑
k=1

∫
E

fk.

(5.9) (Lema de Fatou). Si (fk) es una sucesión de funciones no negativas,∫
E

(lim inf
k→∞

fk) ≤ lim inf
k→∞

∫
E

fk.

Demostración. Poniendo

g(x) = lim inf
k→∞

fk(x), gk(x) = inf
j≥k

fj(x),

es claro que 0 ≤ g1 ≤ g2 ≤ g3 ≤ . . . y además,

g(x) = sup
k
gk(x) = lim

k→∞
gk(x).
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Puesto que gk ≤ fk , tendremos∫
E

g = lim
k→∞

∫
E

gk = lim inf
k→∞

∫
E

gk

≤ lim inf
k→∞

∫
E

fk,

que es precisamente lo que hab́ıa que demostrar.

En particular, si la sucesión de funciones no negativas (fk) converge pun-

tualmente al ĺımite f dentro del conjunto E , entonces

∫
E

f ≤ lim inf
k→∞

∫
E

fk .

4. Integral de funciones con valores de distinto signo.

En la sección 5 del caṕıtulo anterior hemos visto que toda función f se

puede expresar como diferencia de dos funciones no negativas en la forma

f = f+ − f− . Diremos que f es integrable sobre E si las integrales∫
E

f+ e

∫
E

f−

son ambas finitas y en tal caso definimos la integral de f sobre E como el

número real ∫
E

f =

∫
E

f+ −
∫
E

f−.

Igual que antes, cuando E = IR n se conviene en omitir el conjunto que

acompaña al śımbolo integral; de modo que∫
f =

∫
IR n

f

siempre que f sea integrable sobre IR n .

En el caso de una función no negativa se tiene f+ = f , f− = 0 y el

hecho de que f sea integrable sobre E equivale a decir que la integral de f

sobre E es finita.

(5.10) La función f es integrable sobre E si y sólo si |f | es integrable sobre

E ; y en tal caso, ∣∣∣∣∫
E

f

∣∣∣∣ ≤ ∫
E

|f |.
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Demostración. Puesto que |f | = f+ + f− , el teorema (5.7) nos da la

relación ∫
E

|f | =

∫
E

f+ +

∫
E

f−.

Luego, |f | es integrable sobre E si f es integrable sobre E . Rećıprocamen-

te, si |f | es integrable sobre E , puesto que f+ ≤ |f | y f− ≤ |f | , concluimos

que f es integrable sobre E y además,∣∣∣∣∫
E

f

∣∣∣∣ ≤ ∫
E

f+ +

∫
E

f− =

∫
E

|f |.

(5.11) Si f1 y f2 son dos funciones no negativas e integrables sobre E , tales

que f = f1 − f2 , entonces f es integrable sobre E y además,∫
E

f =

∫
E

f1 −
∫
E

f2.

Demostración. En virtud de (4.10),

f+ ≤ f1 y f− ≤ f2,

de donde se sigue que f es integrable sobre E . Puesto que f = f+ − f− =

f1 − f2 , tenemos f+ + f2 = f− + f1 , de donde∫
E

f+ +

∫
E

f2 =

∫
E

f− +

∫
E

f1

y la proposición se obtiene por un simple pasaje de términos (todos finitos).

(5.12) Si f y g son integrables sobre E y c es un número real, entonces

f + g y cf son integrables sobre E y además,∫
E

(f + g) =

∫
E

f +

∫
E

g,

∫
E

cf = c

∫
E

f,

Demostración. Como f+g = (f++g+)−(f−+g−) es la diferencia de dos

funciones no negativas integrables sobre E , en virtud de (5.11) concluimos

que f + g es integrable sobre E y además,∫
E

(f + g) =

∫
E

(f+ + g+) −
∫
E

(f− + g−)

=

∫
E

f+ +

∫
E

g+ −
∫
E

f− −
∫
E

g−

=

∫
E

f +

∫
E

g.



5. convergencia mayorada 147

Si c ≥ 0 , cf = cf+ − cf− es la diferencia entre dos funciones no

negativas e integrables sobre E y además,∫
E

cf =

∫
E

cf+ −
∫
E

cf− = c

∫
E

f+ − c

∫
E

f− = c

∫
E

f.

Si c < 0 , cf = (−c)f− − (−c)f+ y aplicando nuevamente (5.11) se

deduce que cf es integrable sobre E y además,∫
E

cf =

∫
E

(−c)f− −
∫
E

(−c)f+ = (−c)
∫
E

f− − (−c)
∫
E

f+ = c

∫
E

f.

Llamando L(E) al conjunto de todas las funciones integrables sobre E ,

la proposición (5.12) afirma que L(E) es un espacio vectorial sobre IR y

que la aplicación de L(E) en IR definida por

f 7→
∫
E

f

es una aplicación lineal.

5. Convergencia mayorada.

El hecho de que una sucesión de funciones (fk) integrables sobre E

converja a una función ĺımite f en cada punto de E no basta para asegurar

la validez de la relación

(1)

∫
E

f = lim
k→∞

∫
E

fk,

ni aun suponiendo que f sea también integrable sobre E . Considérese, por

ejemplo, la sucesión de funciones fk = k χ (0,1/k) sobre el intervalo lineal

(0, 1) .

Es claro que fk converge puntualmente a cero y sin embargo,∫ 1

0

fk(x) dx = 1 (k = 1, 2, 3, . . .).

¿Bajo qué condiciones es válida la igualdad (1) ?. Un paso decisivo hacia

la respuesta es el siguiente teorema:
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(5.13) (teorema de Fatou-Lebesgue). Sea Φ una función integrable sobre

E . Si una sucesión de funciones (fk) verifica

|fk| ≤ Φ (k = 1, 2, 3, . . .)

en puntos de E , entonces las funciones

g = lim inf
k→∞

fk y h = lim sup
k→∞

fk

son integrables sobre E y además,∫
E

g ≤ lim inf
k→∞

∫
E

fk ≤ lim sup
k→∞

∫
E

fk ≤
∫
E

h.

Demostración. Sin pérdida de generalidad podemos suponer que todas

las funciones del enunciado son nulas fuera de E (para lograrlo bastaŕıa

multiplicar a cada una de ellas por la función caracteŕıstica de E , lo cual no

altera la validez de las hipótesis).

Puesto que −Φ ≤ fk ≤ Φ , tendremos −Φ ≤ g ≤ h ≤ Φ y en consecuen-

cia

|g| ≤ Φ y |h| ≤ Φ,

lo cual muestra que g y h son integrables sobre E . Además, las funciones

fk + Φ y Φ − fk son no negativas y verifican

lim inf
k→∞

(fk + Φ) = lim inf
k→∞

fk + Φ = g + Φ,

lim inf
k→∞

(Φ − fk) = Φ − lim sup
k→∞

fk = Φ − h.

En virtud de la linealidad de la integral (proposición 5.12) y del lema

(5.9), ∫
E

g +

∫
E

Φ =

∫
E

(g + Φ) ≤ lim inf
k→∞

∫
E

(fk + Φ)

= lim inf
k→∞

∫
E

fk +

∫
E

Φ,

de donde por cancelación, ∫
E

g ≤ lim inf
k→∞

∫
E

fk.
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Análogamente,∫
E

Φ −
∫
E

h =

∫
E

(Φ − h) ≤ lim inf
k→∞

∫
E

(Φ − fk)

=

∫
E

Φ − lim sup
k→∞

∫
E

fk

y por consiguiente,

lim sup
k→∞

∫
E

fk ≤
∫
E

h,

lo cual completa la demostración del teorema.

La función Φ del teorema precedente se llama una mayorante inte-

grable de la sucesión (fk) , de donde deriva el nombre del siguiente corolario,

que se conoce como teorema de la convergencia mayorada.

(5.14) Corolario. Sea (fk) una sucesión de funciones que converge a una

función f en cada punto de E . Si existe una función Φ integrable

sobre E , tal que

|fk| ≤ Φ (k = 1, 2, 3, . . .)

en puntos de E , entonces f es integrable sobre E y además,∫
E

f = lim
k→∞

∫
E

fk.

Demostración. En efecto, con las mismas notaciones del teorema anterior

se tiene en este caso g = h = f y las relaciones de aquel teorema nos dan la

conclusión del enunciado. Q.E.D.

6. La integral y los conjuntos de medida nula.

Comencemos recordando que si f y g son funciones no negativas que

coinciden en casi todo punto de E , entonces∫
E

f =

∫
E

g.

En otras palabras, la integral no distingue entre dos funciones que coinciden

en casi todo punto o lo que es lo mismo, los conjuntos de medida nula
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equivalen al conjunto vaćıo desde el punto de vista de la integral.

En particular, sobre un conjunto de medida nula cualquier función resulta

integrable y su integral sobre dicho conjunto vale cero, pues si m(E) = 0 ,

entonces cualquier función f verifica f(x) = 0 en casi todo punto de E , y

la integral de la función nula es cero.

Para lo que sigue recordemos que el śımbolo E(g > λ) representa el con-

junto de todos los puntos x de E , tales que g(x) > λ . En esta sección usa-

remos la desigualdad de Chebyshev, la cual establece que para cualquier

número positivo λ , cualquier función f y cualquier conjunto E , se cumple

(5.15) mE(|f | > λ) ≤ 1

λ

∫
E

|f |.

Es decir, la medida del conjunto de los puntos de E donde se verifica

|f | > λ es menor o igual que el rećıproco de λ por la integral de |f |
sobre el conjunto E .

Su demostración es muy fácil:∫
E

|f | ≥
∫
E(|f |>λ)

|f | ≥ λ ·mE(|f | > λ).

(5.16) Si la función no negativa f tiene integral nula sobre el conjunto E ,

entonces f es nula en casi todo punto de E .

Demostración. Llamando Z al conjunto de puntos de E donde f no es

nula, es claro que Z es la unión de los conjuntos

Zk = E(f > 1/k) (k = 1, 2, 3, . . .).

Por la desigualdad de Chebyshev,

mZk ≤ k

∫
E

f = 0.

Luego, mZ = 0 , lo cual prueba que f es nula en casi todo punto de E .

(5.17) Si f es integrable sobre E , entonces f es finita en casi todo punto

de E .
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Demostración. Poniendo Z = E(|f | = +∞) , Zk = E(|f | > k) (k =

1, 2, 3, . . . ), es claro que para todo k , Z ⊂ Zk y en virtud de (5.15),

mZ ≤ mZk ≤ 1

k

∫
E

|f |.

Haciendo k → ∞ , resulta mZ = 0 , que es precisamente lo que queŕıa-

mos demostrar.

7. Integral de funciones con valores complejos.

Si f : IR n → C es una función con valores complejos definida sobre

IR n , pondremos

f1(x) = Re f(x), f2(x) = Im f(x),

de modo que f1 y f2 (parte real y parte imaginaria de f ) son funciones con

valores reales y además, f = f1 + if2 .

Diremos que f es medible si lo son f1 y f2 . Todas las funciones que

se consideren en lo sucesivo son funciones medibles.

Se dirá que f es integrable sobre E si lo son f1 y f2 , y en tal caso

definimos la integral de f sobre E por medio de la fórmula∫
E

f =

∫
E

f1 + i

∫
E

f2.

Dejaremos a cargo del lector la demostración de la siguiente proposición

(linealidad de la integral):

(5.18) Si f y g son integrables sobre E y c es un número complejo, entonces

f + g y cf son integrables sobre E y además,∫
E

(f + g) =

∫
E

f +

∫
E

g,

∫
E

cf = c

∫
E

f.

La siguiente propiedad se conoce con el nombre de integrabilidad ab-

soluta.
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(5.19) La función f con valores complejos es integrable sobre E si y sólo si

lo es |f | ; y en tal caso, ∣∣∣∣ ∫
E

f

∣∣∣∣ ≤ ∫
E

|f |.

Demostración. Ya hemos visto que el enunciado (5.19) es válido para

funciones con valores reales (proposición (5.10)).

En primer lugar observemos que la función |f | = (f21 +f22 )1/2 es medible.

Puesto que para k = 1, 2 se tiene |fk| ≤ |f | ≤ |f1| + |f2| , se sigue que

f es integrable sobre E si y sólo si lo es |f | .
Suponiendo que f sea integrable sobre E , pongamos∫

E

f = reiθ (forma polar de un número complejo).

La función g = e−iθf cuyas partes real e imaginaria llamaremos g1 y

g2 , verifica ∫
E

g =

∫
E

g1 + i

∫
E

g2 = e−iθ
∫
E

f = r ≥ 0.

Luego, la integral de g2 sobre E es nula y en virtud de (5.10),∣∣∣∣∫
E

f

∣∣∣∣ = r =

∫
E

g1 ≤
∫
E

|g1| ≤
∫
E

|g| =

∫
E

|f |.

El corolario (5.14) vale con idéntico enunciado para funciones con valores

complejos, pues si

f(x) = lim
k→∞

fk(x)

en cada punto de E y Φ es una función integrable sobre E , tal que

|fk| ≤ Φ (k = 1, 2, 3, . . .),

entonces |f | = lim
k→∞

|fk| ≤ Φ , de donde se sigue que f es integrable sobre

E . Además, ∣∣∣∣∫
E

fk −
∫
E

f

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∫
E

(fk − f)

∣∣∣∣ ≤ ∫
E

|fk − f |.
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Ahora bien; fk − f tiende a cero en cada punto de E y por otro lado,

|fk− f | ≤ |fk|+ |f | ≤ 2Φ en cada punto de E . Puesto que 2Φ es integrable

sobre E , se sigue que∫
E

|fk − f | → 0 cuando k → 0

y nuestra afirmación queda demostrada.

De los teoremas de paso al ĺımite bajo el signo integral: (5.6), (5.8),

(5.9), (5.13) y (5.14), el último es el único que tiene sentido y se mantiene

válido para funciones con valores complejos. Agreguemos que todos estos

teoremas se mantienen válidos si sus respectivas hipótesis se verifican en casi

todo punto de E .

8. Invariancia bajo translaciones.

El teorema (3.37) trae como consecuencia la siguiente propiedad de la

integral:

(5.20) Si f es una función no negativa, entonces para cualquier vector h de

IR n se verifica

(a)

∫
f(x + h) dx =

∫
f(x) dx, donde las integrales se extienden a todo

el espacio IR n . Además, para cada conjunto E , se tiene

(b)

∫
E

f(x+ h) dx =

∫
E+h

f(x) dx.

Demostración. Comencemos demostrando (a). Si f = χ
E es la función

caracteŕıstica de un conjunto E , entonces f(x+h) = χ
E(x+h) = χ

E−h(x)

y en virtud de (3.37),∫
f(x+ h) dx = m(E − h) = m(E) =

∫
f(x) dx.

Luego, (a) es verdadera si f es la función caracteŕıstica de un conjunto.

Si f es una función simple no negativa, entonces

f(x) =
N∑
i=1

αifi(x), donde αi ≥ 0, fi = χEi .
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Luego, por la linealidad de la integral,∫
f(x+ h) dx =

N∑
i=1

αi

∫
fi(x)(x+ h) dx =

N∑
i=1

αi

∫
fi dx =

∫
f(x) dx

lo cual prueba que (a) es correcta si f es una función simple no negativa.

Finalmente, si f es una función no negativa, en virtud de (4.9) existe

una sucesión creciente de funciones simples no negativas (fk) que converge

puntualmente a f , de modo que f(x + h) = lim
k→∞

fk(x + h) en cada punto

x , y en virtud del teorema de Beppo Levi (5.6) y el caso antes considerado,∫
f(x+ h) dx = lim

k→∞

∫
fk(x+ h) dx = lim

k→∞

∫
fk(x) dx =

∫
f(x) dx

y la fórmula (a) queda aśı demostrada.

La fórmula (b) es una consecuencia casi inmediata de (a). En efecto,∫
E

f(x+ h) dx =

∫
χE(x)f(x+ h) dx =

∫
χE+h(x+ h)f(x+ h) dx

=

∫
χ
E+h(x)f(x) dx =

∫
E+h

f(x) dx.

El método usado en la demostración de (a) es t́ıpico en la teoŕıa de la

integral y exhibe una vez más la importancia del teorema de Beppo Levi y

del teorema (4.9).

La fórmula (b) es correcta para cualquier función f que sea integrable

sobre E + h , pues si f es una función con valores reales podemos aplicar

dicha fórmula a las funciones no negativas f+ y f− , obteniendo∫
E

f+(x+ h) dx =

∫
E+h

f+(x) dx,

∫
E

f−(x+ h) dx =

∫
E+h

f−(x) dx.

Puesto que f(x+h) = f+(x+h)−f−(x+h) , no hay más que restar miembro

a miembro las igualdades anteriores para obtener (b) en esta nueva situación.

Si f es una función con valores complejos, (b) sigue siendo válida bajo

la condición de que f sea integrable sobre E + h .

Los últimos argumentos, que reducen la demostración de una fórmula

general al caso en que f es no negativa, son también t́ıpicos en la teoŕıa de

la integral y es conveniente para lo que sigue que el lector los asimile con

atención.
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9. La integral como función de conjunto.

Si f es una función integrable sobre IR n , la función de conjunto

ϕ(E) =

∫
E

f (E ∈ M)

se llama la integral indefinida de f .

Su propiedad más importante es la llamada σ -aditividad:

(5.21) Si el conjunto E es la unión de los conjuntos disjuntos Ek (k =

1, 2, 3, . . . ), entonces ϕ(E) =
∞∑
k=1

ϕ(Ek) .

Para demostrarla es suficiente considerar el caso en que f es no negativa,

aplicando (5.8) en la igualdad f χE =

∞∑
k=1

f χEk
.

La siguiente propiedad de la integral indefinida se llama continuidad

absoluta.

(5.22) Si f es integrable sobre IR n , entonces para cada ε > 0 existe un

número δ > 0 , tal que la relación m(E) < δ implica |ϕ(E)| < ε .

Demostración. Por las mismas razones que antes podemos suponer que f

es no negativa.

Poniendo fk = min(k, f) , es claro que la sucesión (fk) es creciente y

tiende puntualmente a f ; y en virtud del teorema de Beppo Levi,

∫
f =

lim
k→∞

∫
fk . Luego, dado ε > 0 , existe un ı́ndice k , tal que

∫
(f − fk) < ε.

Puesto que fk ≤ k , si m(E) < ε , tendremos

ϕ(E) =

∫
E

f =

∫
E

(f − fk) +

∫
E

fk < ε+ k ·m(E)

y por consiguiente, ϕ(E) < 2ε si m(E) < ε/k .

Q.E.D.
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Resumiendo: si ϕ es la integral indefinida de una función integrable,

entonces ϕ es σ -aditiva y absolutamente continua. La rećıproca de esta

afirmación, llamada el teorema de Radón-Nikodym, es una de las propiedades

más profundas de la teoŕıa de la integral, pero de esto nos ocuparemos en

otro caṕıtulo.

Digamos finalmente que en este libro, la palabra “integral” se usa siempre

para referirse a la integral en el sentido de Lebesgue, definida en la

primera sección del presente caṕıtulo.

10. Comparación con la integral de Riemann.

Sea f una función acotada definida sobre el intervalo [a, b] de la recta.

Para cada partición de dicho intervalo en subintervalos por medio de los

puntos x0, x1, . . . , xn , tales que a = x0 < x1 < x2 < . . . < xn = b , formemos

las sumas de Riemann:

(1) s =

n∑
i=1

mi(xi − xi−1), S =

n∑
i=1

Mi(xi − xi−1),

donde mi y Mi representan respectivamente el ı́nfimo y el supremo de los

valores de f sobre el intervalo Ji = [xi−1, xi] .

La función f es integrable Riemann sobre [a, b] si para cada ε > 0 ,

existe una partición del intervalo, tal que S − s < ε ; y en tal caso, el ĺımite

común de las sumas (1) cuando max(xi−xi−1) → 0 se llama la integral de

Riemann de f sobre [a, b] y se denotará en esta sección por el śımbolo

(R)

∫ b

a

f(x) dx,

para distinguirla de la integral en el sentido de Lebesgue de f sobre [a, b] ,

que será consistentemente representada por∫ b

a

f(x) dx.

(5.23) Si la función acotada f es integrable Riemann sobre [a, b] , entonces

f es integrable en el sentido de Lebesgue y además,∫ b

a

f(x) dx = (R)

∫ b

a

f(x) dx.
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Demostración. Para demostrarlo, comencemos observando que las sumas

(1) son las integrales en el sentido de Lebesgue de las “funciones escalo-

nadas”

φ(x) =

n∑
i=1

mi
χ
Ji(x), ψ(x) =

n∑
i=1

Mi
χ
Ji(x),

las cuales verifican las relaciones φ ≤ f ≤ ψ con excepción de un conjunto

finito. Por consiguiente, si f es integrable Riemann sobre [a, b] , para cada

entero positivo k , existen funciones escalonadas φk y ψk , tales que φk ≤
f ≤ ψk y además ∫ b

a

(ψk − φk) < 1/k.

Las funciones borelianas

g(x) = sup
k
φk(x), h(x) = inf

k
ψk(x)

verifican las relaciones g ≤ f ≤ h con la posible excepción de un conjunto

numerable y además, para cada k , 0 ≤ h− g ≤ ψk − φk , de donde∫ b

a

(h− g) ≤
∫ b

a

(ψk − φk) < 1/k.

Luego, la función no negativa h− g tiene integral nula sobre [a, b] y por lo

tanto, g = f = h en casi todo punto, de donde se sigue que f es medible.

Puesto que para cada ı́ndice k ,∫ b

a

φk ≤
∫ b

a

f ≤
∫ b

a

ψk

y en virtud de la definición de integral de Riemann,∫ b

a

φk ≤ (R)

∫ b

a

f ≤
∫ b

a

ψk,

se sigue que ∣∣∣∣∣
∫ b

a

f − (R)

∫ b

a

f

∣∣∣∣∣ ≤
∫ b

a

ψk −
∫ b

a

φk < 1/k,

y la igualdad del enunciado se obtiene haciendo que k tienda a infinito.



158 v - integral de lebesgue

11. Integración parcial; el teorema de Fubini.

En los cursos de Análisis el lector habrá aprendido a reducir el cálculo

de una integral múltiple al de las integrales iteradas, por medio de la fórmula

∫ d

c

∫ b

a

f(x, y) dx dy =

∫ b

a

dx

∫ d

c

f(x, y) dy.

En esta sección estudiaremos la validez de esta fórmula para integrales

de Lebesgue, pero para comenzar es necesario dar algunas definiciones.

Cada punto u del espacio euclidiano IR n+m será escrito en la forma

u = (x, y) , donde x es un punto de IR n e y un punto de IRm . Si E es

un subconjunto del espacio IR n+m y x un punto de IR n , el conjunto

Ex = {y ∈ IRm : (x, y) ∈ E}

se llama la sección de E en x . Nótese que Ex ⊂ IRm .

Muy fácilmente se demuestran las fórmulas( ∞∪
k=1

Ek

)
x

=
∞∪
k=1

(Ek)x,

( ∞∩
k=1

Ek

)
x

=
∞∩
k=1

(Ek)x
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para cualquier sucesión de conjuntos Ek contenidos en IR n+m . Además, si

E1 ⊂ E2 , entonces (E1)x ⊂ (E2)x y si E1∩E2 = ∅ , entonces (E1)x∩(E2)x =

∅ .

Finalmente, la fórmula

(E1 − E2)x = (E1)x − (E2)x

termina de probar que la operación de tomar la sección en un punto x

preserva todas las operaciones entre conjuntos, aśı como las relaciones de

inclusión y la disyunción.

Por simplicidad en la notación usaremos el mismo śımbolo m para de-

notar la medida de Lebesgue en cualquier espacio euclidiano; la dimesión

correspondiente surgirá claramente del contexto. Téngase presente que el

śımbolo
∫
f representa la integral de f sobre todo el espacio del que se

trate.

Nuestro primer enunciado corresponde de manera evidente al principio

de Cavalieri en la geometŕıa del espacio: el volumen de un cuerpo está

determinado por las áreas de todas sus secciones planas paralelas a un plano

fijo.

(5.23) Si E es un subconjunto medible del espacio IR n+m , entonces

(a) la sección Ex es medible para casi todo x ;

(b) la medida de Ex es una función medible de x ;

(c) m(E) =

∫
m(Ex) dx .

Demostración. La demostración se realiza en varias etapas comenzando

por los conjuntos de estructura más simple hasta llegar a los conjuntos me-

dibles más generales:

1˚) Si E es un intervalo de IR n+m , entonces existen un intervalo I de

IR n y un intervalo J de IRm , tales que E = I × J . La sección Ex
es igual a J si x ∈ I y es vaćıa si x /∈ I . Por consiguiente, Ex es

medible para cada x y además, m(Ex) = m(J)χ I(x) es obviamente

una función medible de x . Puesto que∫
m(Ex) dx = m(J)m(I) = m(E),
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las afirmaciones del enunciado se verifican si E es un intervalo.

2˚) Si E es un conjunto abierto, entonces existe una sucesión de intervalos

disjuntos (Ik) cuya unión es E y por consiguiente,

Ex =
∞∪
k=1

(Ik)x

es medible para cada x , en virtud del caso anterior. Además,

m(Ex) =
∞∑
k=1

m((Ik)x)

es una función medible de x por ser la suma de una serie de funciones

medibles no negativas, y en virtud de (5.8),∫
m(Ex) dx =

∞∑
k=1

∫
m((Ik)x) dx =

∞∑
k=1

m(Ik) = m(E)

y las afirmaciones del enunciado se verifican si E es abierto.

3˚) Supongamos que E es un conjunto acotado de clase Gδ . Entonces

existen una bola abierta B de IR n+m y una sucesión de conjuntos

abiertos (Gk) de dicho espacio, tales que

E ⊂ B y E =
∞∩
k=1

Gk.

Puesto que E es la intersección de los conjuntos abiertos G′
k = B ∩

G1 ∩ . . . ∩Gk , podemos suponer que se verifica

B ⊃ G1 ⊃ G2 ⊃ G3 ⊃ . . . .

El conjunto Ex =

∞∩
k=1

(Gk)x es medible para cada x en virtud del caso

anterior y como además, Bx ⊃ (G1)x ⊃ (G2)x ⊃ . . . , teniendo en cuenta

que Bx es acotado, resulta

m(Ex) = lim
k→∞

m((Gk)x).

Luego m(Ex) es una función medible de x por ser el ĺımite puntual de

una sucesión de funciones medibles. Por otra parte, la función m(Bx) es
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integrable, pues por ser B un conjunto abierto,
∫
m(Bx) dx = m(B) <

∞ . Como además, m((Gk)x) ≤ m(Bx) , el teorema de la convergencia

mayorada (5.14) nos da∫
m(Ex) dx = lim

k→∞

∫
m((Gk)x) dx = lim

k→∞
m(Gk) = m(E)

y las afirmaciones del enunciado se verifican si E es un conjunto acotado

de clase Gδ .

4˚) Si E es un conjunto de clase Gδ , llamando Bk a la bola abierta de

IR n+m con centro en el origen y radio k , los conjuntos Ek = E ∩ Bk
(k = 1, 2, 3, . . .) forman una sucesión creciente de conjuntos acotados de

clase Gδ cuya unión es E . Luego la sección

Ex =
∞∪
k=1

(Ek)x

es medible para cada x en virtud del caso anterior. Además,

m(Ex) = lim
k→∞

m((Ek)x)

es una función medible de x por ser el ĺımite puntual de una sucesión

creciente de funciones medibles. Finalmente, el teorema de Beppo-Levi

(5.6) nos da la relación∫
m(Ex) dx = lim

k→∞

∫
m((Ek)x) dx = lim

k→∞
m(Ek) = m(E)

y las afirmaciones (a), (b) y (c) se verifican para cualquier conjunto de

clase Gδ .

5˚) Si E es un conjunto de medida nula, entonces existe un conjunto H de

clase Gδ , tal que E ⊂ H , m(H) = 0 . Puesto que en virtud de la etapa

anterior, ∫
m(Hx) dx = m(H) = 0,

de (5.16) se sigue que m(Hx) = 0 para casi todo x , y como Ex ⊂ Hx

resulta que Ex es un conjunto de medida nula para casi todo x , luego,

medible para casi todo x , como afirma (a).

La función m(Ex) es medible por ser nula en casi todo punto. Además,∫
m(Ex) dx = 0 = m(E)
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y las afirmaciones del enunciado se verifican si E es un conjunto de

medida nula.

Llegamos por fin al caso más general:

6˚) Si E es un conjunto medible, entonces existen un conjunto H de clase

Gδ y un conjunto Z de medida nula, tales que E = H − Z . Luego,

Ex = Hx − Zx es medible para casi todo x en virtud de lo anterior.

Puesto que m(Ex) = m(Hx) para casi todo x , la función m(Ex) es

medible en virtud de (4.12) (en los puntos donde Ex no es medible

ponemos m(Ex) = 0 ). Finalmente,∫
m(Ex) dx =

∫
m(Hx) dx = m(H) = m(E)

y la proposición (5.23) queda completamente demostrada.

Ejemplos.

(1) Recordemos que un hiperplano H del espacio IR n está formado por

todos los puntos x cuyas coordenadas satisfacen una ecuación de la

forma a1x1 + a2x2 + . . .+ anxn = c , donde los ak no son todos nulos.

Vamos a probar que m(H) = 0 .

La demostración es por inducción sobre n : suponiendo que entre los

coeficientes ak ( 2 ≤ k ≤ n ) haya al menos uno distinto de cero, si x1

es un número real, la sección Hx1 consta de todas las (n − 1) -uplas

(x2, . . . , xn) tales que a2x2 + . . . + anxn = c − a1x1 ; es decir, Hx1

es un hiperplano en IR n−1 y si suponemos que nuestra afirmación es

verdadera en este espacio, tendremos m(Hx1) = 0 y por consiguiente,

m(H) =

∫
m(Hx1) dx1 = 0.

Puesto que cada hiperplano de IR 1 es un conjunto unitario, nuestra

afirmación queda demostrada.

(2) Dado un número a ≥ 0 , el simple de altura a es el conjunto S formado

por todos los puntos de IR n cuyas coordenadas xi son no negativas y

verifican la relación

x1 + x2 + . . .+ xn ≤ a.
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Por inducción sobre n probaremos que la medida de S es an/n! . En

primer lugar, esto es cierto si n = 1 . Ahora bien; si n > 1 , la sección

Sx1 es vaćıa si x1 está fuera del intervalo 0 ≤ x1 ≤ a ; y si x1 pertenece

a dicho intervalo, entonces Sx1 está formado por todas las (n−1) -uplas

(x2, . . . , xn) de coordenadas no negativas, tales que x2+. . .+xn ≤ a−x1
(el simple de altura a− x1 en IR n−1 ).

Si nuestra afirmación es correcta en el espacio IR n−1 , entonces ten-

dremos

m(S) =

∫ a

0

m(Sx1) dx1 =

∫ a

0

(a− x1)n−1

(n− 1)!
dx1 = an/n!

como queŕıamos demostrar.

El siguiente teorema, debido a los matemáticos G. Fubini y L. Tonelli,

comprende a la proposición (5.23) como un caso particular. Recordemos que

u = (x, y) denota un punto del espacio IR n+m .

(5.24) (teorema de Fubini-Tonelli). Si f(u) = f(x, y) es una función

medible no negativa sobre IR n+m , entonces

(1) f(x, y) es una función medible de y para casi todo x ;

(2) la función g(x) =

∫
f(x, y) dy es medible sobre IR n ;

(3)

∫
g(x) dx =

∫
dx

∫
f(x, y) dy =

∫
f(u) du .

Antes de dar la demostración, digamos que la última integral se escribe

a veces en la forma ∫∫
f(x, y) dx dy.

Demostración. La demostración se hace en tres etapas:

1˚) Si f = χ
E es la función caracteŕıstica de un conjunto medible E del

espacio IR n+m , la igualdad

χ
E(x, y) = χ

Ex(y)
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permite reducir las tres afirmaciones del enunciado a las afirmaciones

(a), (b) y (c) de (5.23). Por consiguiente, (1), (2) y (3) se verifican si f

es la función caracteŕıstica de un conjunto.

2˚) Si f es una función simple no negativa, entonces

f(x, y) =
N∑
k=1

αkfk(x, y),

donde αk ≥ 0 y fk = χ
Ek

es la función caracteŕıstica de un conjunto

medible.

En virtud de la etapa anterior, fk(x, y) es una función medible de y

siempre que x esté fuera de un cierto conjunto Zk de medida nula.

Llamando Z a la unión de dichos conjuntos, es claro que m(Z) = 0 y

además, f(x, y) es una función medible de y si x no pertenece a Z , lo

cual muestra que f(x, y) es una función medible de y para casi todo x .

Para cada x fuera de Z , se cumple

g(x) =

∫
f(x, y) dy =

N∑
k=1

αk

∫
fk(x, y) dy,

lo cual muestra que g es una función medible, sin importar cómo se la

defina en puntos de Z . Por último, la linealidad de la integral, junto

con la etapa anterior, nos dan

∫
g(x) dx =

N∑
k=1

αk

∫
dx

∫
fk(x, y) dy

=
N∑
k=1

αk

∫
fk(u) du =

∫
f(u) du,

y las afirmaciones del teorema se verifican si f es una función simple.

3˚) Si f es una función (medible) no negativa, entonces existe una sucesión

creciente de funciones simples no negativas f1 ≤ f2 ≤ f3 ≤ . . . , definidas

sobre IR n+m , tal que en cada punto u = (x, y) de dicho espacio se

cumple

(4) f(x, y) = lim
k→∞

fk(x, y).
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Puesto que fk es simple, en virtud de la etapa precedente, fk(x, y) es

una función medible de y , siempre que x esté fuera de un cierto conjunto

Zk de medida nula. LLamando Z a la unión de dichos conjuntos, es

claro que m(Z) = 0 . Además, la relación (4) muestra que si x no

pertenece a Z , entonces f(x, y) es una función medible de y . Por otro

lado, el teorema de Beppo Levi (5.6) nos da

g(x) =

∫
f(x, y) dy = lim

k→∞

∫
fk(x, y) dy (x /∈ Z),

lo cual muestra que g es medible, independientemente de cómo se la

defina en puntos de Z . Finalmente, una nueva aplicación del teorema

de Beppo Levi nos permite afirmar que∫
g(x) dx = lim

k→∞

∫
dx

∫
fk(x, y) dy = lim

k→∞

∫
fk(u) du =

∫
f(u) du

(nótese que la integral de g sobre IR n coincide con la integral sobre el

complemento de Z , por ser nula la medida de Z ). El teorema queda

aśı completamente demostrado.

El siguiente corolario del teorema anterior se conoce bajo el nombre de

teorema de Fubini.

(5.25) (teorema de Fubini). Si f(u) = f(x, y) es integrable sobre IR n+m ,

entonces

(1) para casi todo x , f(x, y) es una función integrable de y ;

(2) la función g(x) =

∫
f(x, y) dy es integrable;

(3)

∫
g(x) dx =

∫
dx

∫
f(x, y) dy =

∫
f(u) du .

Demostración. Si bien el teorema de Fubini es aplicable a funciones con

valores complejos, es suficiente considerar el caso en que f toma valores

reales.

Considerando las funciones no negativas f+ y f− definidas en la sección

5 del caṕıtulo 4, en virtud del teorema anterior, tenemos∫
dx

∫
f+(x, y) dy =

∫
f+(u) du <∞,
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dx

∫
f−(x, y) dy =

∫
f−(u) du <∞,

pues f es integrable.

Las funciones no negativas

g1(x) =

∫
f+(x, y) dy, g2(x) =

∫
f−(x, y) dy

por ser integrables son ambas finitas en casi todo punto, lo cual prueba que

f(x, y) es para casi todo x una función integrable de y . La relación

g(x) =

∫
f(x, y) dy = g1(x) − g2(x)

muestra que g es integrable sobre IR n por ser la diferencia entre dos fun-

ciones integrables. Finalmente,∫
g(x) dx =

∫
g1(x) dx−

∫
g2(x) dx

=

∫
f+(u) du−

∫
f−(u) du =

∫
f(u) du

y el teorema queda demostrado.

Observaciones.

La única hipótesis del teorema de Fubini es la integrabilidad de f . Para

que esta condición se cumpla, es suficiente que alguna de las integrales∫
dx

∫
|f(x, y)| dy,

∫
dy

∫
|f(x, y)| dx

sea finita, pues por el teorema de Fubini-Tonelli, cada una de ellas es igual a∫
|f(u)| du.

Como caso particular, vamos a probar que si f(x, y) es una función

integrable sobre el conjunto E del espacio euclidiano IR n+m , la integral de

f sobre E se calcula por medio de la fórmula

(5.26)

∫∫
E

f(x, y) dx dy =

∫
dx

∫
Ex

f(x, y) dy.
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En efecto, f χE es integrable sobre todo el espacio IR n+m y por con-

siguiente, ∫ ∫
E

f(x, y) dx dy =

∫ ∫
χ
E(x, y)f(x, y) dx dy

=

∫
dx

∫
χEx(y)f(x, y) dy

=

∫
dx

∫
Ex

f(x, y) dy.

12. La Convolución.

El teorema (5.25) es uno de los más útiles de la teoŕıa de la integral y será

usado con frecuencia en los caṕıtulos siguientes. En este párrafo lo usaremos

para probar la existencia de la convolución de dos funciones integrables.

Dadas dos funciones f y g medibles sobre IR n , definimos la con-

volución de ambas por medio de la fórmula

(f ∗ g)(x) =

∫
f(x− y)g(y)dy

en cada punto x de IR n donde la integral exista. En otras palabras, la

convolución f ∗ g es una función cuyo valor en cada punto x donde está

definida está dado por la fórmula anterior.

De antemano, salvo que se den ciertas condiciones, no hay razones para

creer que la función f(x− y)g(y) sea integrable con respecto a y sobre todo

el espacio, ni siquiera en algún punto x . Por eso nos proponemos demostrar

que si f y g son integrables, la convolución f ∗ g existe en casi todo punto

y es integrable sobre IR n .

La demostración es muy fácil si aceptamos que la función

(1) (x, y) 7→ f(x− y)g(y)

es medible sobre IR 2n = IR n × IR n .

En tal caso tendremos∫
IR2n

|f(x− y)g(y)| dxdy =

∫
dy

∫
|f(x− y)g(y)|dx

=

∫
dy|g(y)|

∫
|f(x− y)|dx

=

(∫
|f(x)|dx

)(∫
|g(x)|dx

)
,
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lo cual muestra que la función (1) es integrable sobre IR 2n . Entonces, en

virtud del teorema de Fubini, la integral

h(x) =

∫
f(x− y)g(y)dy

existe para casi todo punto x y es integrable. Además,∫
|h(x)|dx =

∫ ∣∣∣∣∫ f(x− y)g(y)dy

∣∣∣∣ dx
≤
∫
dx

∫
|f(x− y)g(y)|dy

=

(∫
|f(x)|dx

)(∫
|g(x)|dx

)
.

Falta probar que la función (1) es medible sobre IR 2n . Con este fin

definamos φ : IR 2n → IR n por medio de la fórmula φ(x, y) = x − y , de

manera que f(x− y) = f ◦ φ(x, y) .

Si M es un conjunto boreliano de la recta extendida, tendremos

(f ◦ φ)−1(M) = φ−1(E),

donde E = f−1(M) es un subconjunto medible de IR n , por ser f una

función medible. Necesitamos el siguiente lema:

(5.27) Para cada conjunto medible E ⊂ IR n , el conjunto φ−1(E) es medible

en IR 2n .

La verdad de la afirmación es inmediata si E es abierto (resp. de clase

Gδ ), pues en tal caso φ−1(E) es abierto (resp. de clase Gδ ).

Si E es de medida nula, existe un conjunto H de clase Gδ en IR n ,

de medida nula, tal que E ⊂ H . Puesto que φ−1(E) ⊂ φ−1(H) , bastará

probar que el segundo conjunto es de medida nula para que φ−1(E) resulte

medible por ser de medida nula. En efecto, para cada y ∈ IR n , la sección

φ−1(H)y = {x : (x, y) ∈ φ−1(H)}
= H + y

es de medida nula, de donde se sigue que φ−1(H) es de medida nula, en

virtud de (5.23).
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En el caso de un conjunto medible cualquiera usamos la representación

E = H −Z , donde H es de clase Gδ y Z de medida nula, de donde resulta

que φ−1(E) = φ−1(H) − φ−1(Z) es medible en virtud de lo anterior.

Q.E.D.

Luego, f(x − y) como función de las variables x e y es medible sobre

IR 2n , como asimismo lo es la función

(x, y) 7→ g(y),

en virtud del problema 19 del presente caṕıtulo. De todo lo dicho resulta

que la función (1) es medible. Resumiendo, podemos enunciar el siguiente

teorema.

(5.28) Teorema. Sean f y g dos funciones integrables sobre IR n , entonces

la convolución f ∗ g existe en casi todo punto de IR n , es integrable y

verifica la relación∫
|(f ∗ g)(x)|dx ≤

(∫
|f(x)|dx

)(∫
|g(x)|dx

)
.

La convolución de funciones es una operación conmutativa sobre la clase

de las funciones integrables, es decir si f y g son dos funciones integrables,

las funciones f ∗ g y g ∗ f son dos funciones integrables e iguales en casi

todo punto. También dejaremos al lector la demostración de las siguientes

propiedades: f ∗ (g ∗ h) = (f ∗ g) ∗ h , f ∗ (g + h) = f ∗ g + f ∗ h , α(f ∗ g) =

(αf) ∗ g = f ∗ (αg) .

Los resultados de este párrafo serán usados con frecuencia en el caṕıtulo

8.

EJERCICIOS

1. Mostrar que la función xp−1e−x es integrable sobre (0,∞) si y sólo si

p > 0 .

2. La función senx/x no es integrable sobre (0,∞) , aunque existe el ĺımite

lim
R→∞

∫ R

0

senx

x
dx.
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3. Usar el teorema de la convergencia mayorada (5.14) para probar la

fórmula

lim
n→∞

∫ 1

0

n3/2x

1 + n2x2
dx = 0.

4. Probar que si p > 0 , se cumple

lim
n→∞

∫ n

0

xp−1
(

1 − x

n

)n
dx =

∫ ∞

0

xp−1e−x dx.

5. Usando integración término a término, probar las fórmulas

a)

∫ ∞

0

x dx

ex − 1
=

∞∑
n=1

1

n2

b)

∫ 1

0

xp

1 − x
log

1

x
dx =

∞∑
n=1

1

(p+ n)2
,

siempre que p > −1 . Aqúı log denota el logaritmo neperiano.

6. Considere la sucesión de funciones fn(x) = nχ n(x) en el intervalo 0 ≤
x ≤ 1 , donde χ n es la función caracteŕıstica del intervalo (0, 1/n) . ¿Es

posible que exista una función g(x) integrable en dicho intervalo, tal

que fn(x) ≤ g(x) para cualquier n y cualquier x ?

7. Sea f una función medible no negativa sobre IR n y sea (Ek) una

sucesión creciente de conjuntos cuya unión es E .

(a) Probar que

∫
E

f = lim
k→∞

∫
Ek

f ;

(b) extender a cualquier función f integrable sobre E .

8. En el corolario (5.14) la hipótesis fk → f en cada punto de E puede

reemplazarse por fk
m−→ f .

9. Sean f y fk (k = 1, 2, ...) funciones medibles no negativas e integrables

sobre E . Si fk → f en cada punto de E y

∫
E

fk →
∫
E

f , entonces

para cualquier conjunto medible A ⊂ E ,

∫
A

fk →
∫
A

f .

10. Sea D un disco cerrado del plano complejo y sea f una función con

valores complejos, integrable sobre IR n , tal que

1

m(E)

∫
E

f(x)dx ∈ D

para cualquier conjunto E de medida positiva y finita. Probar que

f(x) ∈ D para casi todo x de IR n .
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11. Si φ(x)f(x) es integrable sobre E para cualquier función f integrable

sobre E , entonces existe una constante finita C , tal que |φ(x)| ≤ C en

casi todo punto x de E .

12. Sea f una función medible no negativa sobre IR 1 , tal que∫ b

a

f(x)dx > 0

siempre que sea a < b . ¿Puede concluirse que f(x) > 0 en casi todo

punto x ?

13. Probar que el teorema de la convergencia mayorada (5.14) se extiende a

una familia de funciones medibles ft(x) , a < t < b , dependiente de un

parámetro real t , de la manera siguiente: supongamos que τ ∈ (a, b) y

que en cada punto de E existe el ĺımite

f(x) = lim
t→τ

ft(x).

Supongamos que existe una función Φ(x) integrable sobre E , tal que

|ft(x)| ≤ Φ(x) (x ∈ E, a < t < b).

Entonces f es integrable sobre E y además,∫
E

f(x)dx = lim
t→τ

∫
E

ft(x)dx.

14. (derivación de una integral paramétrica). Supongamos que la integral

φ(t) =

∫
E

f(t, x)dx (a < t < b)

existe para cada t ∈ (a, b) ; que f(t, x) es derivable con respecto a t y

existe una función g(x) integrable sobre E , tal que∣∣∣∣∂f(t, x)

∂t

∣∣∣∣ ≤ g(x) (x ∈ E, a < t < b).

Probar que φ es derivable y además,

φ′(t) =

∫
E

∂f(t, x)

∂t
dx (a < t < b).
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Sugerencia: escribir el cociente {φ(t + h) − φ(t)}/h y usar el teorema

del valor medio del cálculo diferencial y el ejercicio precedente.

15. (Transformada de Fourier) Si f es integrable sobre IR 1 , la función

g(t) =

∫ ∞

−∞
eitxf(x)dx

es acotada y uniformemente continua. Si xkf(x) es integrable, entonces

g es de clase Ck y además,

g(k)(t) =

∫ ∞

−∞
eitx(ix)kf(x)dx.

16. (Función gamma). Demostrar que la función

Γ(p) =

∫ ∞

0

xp−1e−xdx (p > 0)

es infinitamente derivable en la semirecta (0,∞) y además,

Γ(k)(p) =

∫ ∞

0

xp−1(log x)ke−x dx.

17. (Condición necesaria y suficiente de integrabilidad Riemann). Sea f

una función acotada sobre el intervalo [a, b] . Con las notaciones de la

sección 10, para cada partición π de dicho intervalo

π : a = x0 < x1 < x2 < ... < xn = b,

sean φ =
∑
mi

χ
Ji y ψ =

∑
Mi

χ
Ji las funciones escalonadas cor-

respondientes a π . El número N(π) igual al máximo de los números

xi−xi−1 (i = 1, 2, ..., n) se llama norma de la partición π . Probar las

afirmaciones siguientes:

(a) si (πk) es una sucesión de particiones que verifica N(πk) → 0 cuando

k → ∞ , entonces las correspondientes funciones escalonadas (φk) y

(ψk) verifican

lim
k→∞

φk(x) = m(x), lim
k→∞

ψk(x) = M(x),

donde m(x) y M(x) son las envolventes semicontinuas de f , defini-

das en el ejercicio 10 del segundo caṕıtulo, siempre que x no sea un punto
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de división de alguna de las πk .

(b) si s(π) y S(π) son las sumas de Riemann correspondientes a π , se

cumplen las relaciones

lim
N(π)→0

s(π) =

∫ b

a

m(x)dx, lim
N(π)→0

S(π) =

∫ b

a

M(x)dx.

Sugerencia: aplicar la parte (a) y (5.14).

(c) f es integrable Riemann sobre [a, b] si y sólo si∫ b

a

{M(x) −m(x)}dx = 0,

lo cual equivale a afirmar que f es continua en casi todo punto del

intervalo.

18. Sean f y g no negativas e integrables sobre un conjunto E . Si para

cada y ≥ 0 ponemos

Ey = E(g > y), φ(y) =

∫
Ey

f(x)dx,

entonces ∫
E

f(x)g(x)dx =

∫ ∞

0

φ(y)dy.

19. En este problema E y F son, respectivamente, un subconjunto de IR n

y un subconjunto de IRm . Probar las siguientes afirmaciones

(a) |E × F |e ≤ |E|e |F |e
(b) Si E es medible, también lo es E × IRm

(c) Se E y F son medibles, también lo es E × F .

20. Mostrar que la función f(x, y) = xy/(x2 + y2)2 verifica∫ 1

−1

dx

∫ 1

−1

f(x, y)dy =

∫ 1

−1

dy

∫ 1

−1

f(x, y)dx,

a pesar de que f no es integrable sobre el cuadrado Q = [−1, 1]×[−1, 1] .

21. Mostrar que si f(x, y) = (x2 − y2)/(x2 + y2)2 , entonces∫ 1

0

dx

∫ 1

0

f(x, y)dy ̸=
∫ 1

0

dy

∫ 1

0

f(x, y)dx.
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22. Una función no negativa f , definida sobre IR 1 , se llama una densidad

(de probabilidad) si su integral sobre toda la recta es igual a uno. Probar

que

(a) La convolución de dos densidades es otra densidad.

(b) Para cada p > 0 , la función

fp(x) =

{ 1

Γ(p)
xp−1e−x si x > 0

0 if x ≤ 0

es una densidad.

(c) Si p > 0 y q > 0 , entonces fp ∗ fq = fp+q y además,∫ 1

0

(1 − t)p−1tq−1dt =
Γ(p) Γ(q)

Γ(p+ q)
.

La integral biparamétrica del primer miembro se denota por B(p, q) y

se llama función beta.

23. Si α > 0 y f(x) es integrable en el intervalo [0, b] , donde 0 < b < ∞ ,

entonces la integral

h(x) =

∫ x

0

(x− t)α−1f(t)dt

existe para casi todo x del intervalo [0, b] y es integrable sobre el mismo.

Sugerencia: suponer primero que f es no negativa.

24. Si α > 0 y f(x) es integrable sobre [0, b] , donde 0 < b <∞ , la integral

fraccionaria de orden α de f se define por medio de la fórmula

Iαf(x) =
1

Γ(α)

∫ x

0

(x− t)α−1f(t)dt

que tiene sentido para casi todo x de [0, b] . Probar que si α > 0

y β > 0 , entonces IβIαf(x) = Iα+βf(x) en casi todo punto x del

intervalo [0, b] . Nótese que I1f(x) =
∫ x
0
f(t)dt .

25. Probar que no existe una función integrable u tal que u ∗ f = f para

toda función integrable f . Sugerencia: considere funciones del tipo

f = χ
(−δ,δ) con δ > 0 pequeño.

26. Sea f = χ
(0,1) y definamos inductivamente f1 = f , fm = fm−1 ∗ f .

Grafique las funciones f2 , f3 y f4 . Para ε > 0 , pongamos fε(x) =
1
ε
χ

(0,ε)(x) y definamos f1,ε = fε , fm,ε = fm−1,ε ∗ fε . Demuestre que

fm,ε(x) = 1
εfm

(
x
ε

)
y grafique las funciones f1,ε , f2,ε , f3,ε y f4,ε para

valores pequeños de ε .



CAPITULO VI

CAMBIO DE VARIABLES

1. Imagen de un conjunto medible por una transformación lineal.

En esta sección estudiaremos la forma en que actúa una tranformación

lineal T del espacio IR n sobre un conjunto medible E .

Siendo T una aplicación lineal de IR n en śı mismo, escribiremos Tx

en lugar de T (x) y TE en lugar de T (E) . Al hablar de la matriz de T nos

referiremos exclusivamente a la matriz de T en la base canónica de IR n . El

śımbolo det T indica el determinante de la transformación T .

Si a = (aij) es la matriz de la transformación lineal T e y = Tx , la

relación entre las coordenadas de los puntos x e y se puede escribir en la

forma de un sistema de ecuaciones

(1) yi =
n∑
j=1

aijxj (i = 1, 2, . . . , n)

o bien en la forma de un producto matricial y1
...

yn

 =

 a11 · · · a1n
...

. . .
...

an1 · · · ann


 x1

...

xn

 .

Toda transformación lineal de IR n es una aplicación continua. Si T

es invertible, entonces T transforma cada conjunto abierto G en otro con-

junto abierto, pues TG = (T−1)−1(G) y T−1 es continua. Luego, T aplica

175



176 vi - cambio de variables

cada conjunto de clase Gδ en otro conjunto de la misma clase; en particular,

si I es un intervalo, entonces TI es un conjunto de clase Gδ .

Necesitaremos considerar tres tipos especiales de transformaciones li-

neales, a las cuales llamaremos aplicaciones elementales, a saber: permu-

tar dos coordenadas, multiplicar una coordenada por un número real λ ̸= 0 ,

sumar a una coordenada el producto de otra coordenada por un factor fijo

λ . Más expĺıcitamente, consideremos las aplicaciones definidas por medio de

las fórmulas

Tα(x1, . . . , xi, . . . , xj , . . . , xn) = (x1, . . . , xj , . . . , xi, . . . , xn),

Tβ(x1, . . . , xi, . . . , xn) = (x1, . . . , λxi, . . . , xn), (λ ̸= 0),

Tγ(x1, . . . , xi, . . . , xn) = (x1, . . . , xi + λxj , . . . , xn), (i ̸= j).

Las matrices que corresponden a estas aplicaciones se llaman matrices

elementales. Escribiendo estas matrices, se comprueba fácilmente que

detTα = −1, detTβ = λ, detTγ = 1.

De las fórmulas anteriores también se ve que la inversa de cada aplicación

elemental es también elemental. En efecto, es evidente que T−1
α = Tα y

además,

T−1
β (x1, . . . , xi, . . . , xn) = (x1, . . . , λ

−1xi, . . . , xn),

T−1
γ (x1, . . . , xi, . . . , xn) = (x1, . . . , xi − λxj , . . . , xn).

(6.1) Teorema. Toda aplicación lineal invertible T de IR n en śı mismo

es un producto de aplicaciones elementales T1, . . . , Tk .

Demostración. Será suficiente esbozar la demostración, que suele estudiar-

se en los cursos de Algebra Lineal. El teorema equivale a probar que toda

matriz no singular a = (aij) es un producto de matrices elementales.

Recordemos que la matriz a se puede transformar en la matriz unitaria

1n =


1 0 · · · 0

0 1 · · · 0
...

...
. . .

...

0 0 · · · 1
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al cabo de un número finito de operaciones de fila, a saber:

1˚) permutar dos filas,

2˚) multiplicar una fila por un coeficiente no nulo,

3˚) sumar a una fila un múltiplo de otra fila.

Por otra parte, cualquier operación de fila sobre una matriz a se puede

realizar multiplicando a izquierda la matriz a por la correspondiente ma-

triz elemental. Luego, si a es no singular, existen matrices elementales

e1, . . . , ek, , tales que

ek . . . e1a = 1n,

es decir, a = (ek . . . e1)−1 = e−1
1 . . . e−1

k y como la inversa de una matriz

elemental es otra matriz elemental, el teorema queda demostrado.

(6.2) Teorema. Si T es una transformación lineal del espacio IR n , en-

tonces para cada subconjunto medible E de dicho espacio, la imagen

TE es medible y además, m(TE) = | detT |mE .

Demostración. Pongamos δ = | detT | . Si T es singular (no invertible),

entonces δ = 0 y T IR n es un subespacio vectorial propio de IR n , lo cual

implica que el conjunto TE tiene medida nula y el teorema es trivialmente

cierto en este caso.

Para estudiar el caso en que T sea no singular, comenzaremos verificando

las afirmaciones del teorema en el caso especial en que T es una aplicación

elemental y E = I un intervalo de IR n . Para fijar ideas supondremos que

I = {x ∈ IR n : ai < xi ≤ bi (i = 1, . . . , n)}

La aplicación Tα transforma I en otro intervalo de la misma medida,

mientras que Tβ transforma I en otro intervalo cuyos lados coinciden con

los de I , con la excepción de uno solo de ellos, que se transforma según una

homotecia de razón λ (distinguir los casos λ > 0 y λ < 0 ), lo que hace que

la verificación sea muy fácil en el caso de estas aplicaciones elementales.

En cuanto a una aplicación elemental del tipo Tγ consideremos, a modo

de ejemplo, la aplicación definida por

T (x1, . . . , xn) = (x1, . . . , xn−1, xn + λx1).
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La aplicación T y su inversa T−1 están dadas por los sistemas de ecua-

ciones


y1 = x1

· · ·
yn−1 = xn−1

yn = xn + λx1


x1 = y1

· · ·
xn−1 = yn−1

xn = yn − λy1,

donde y = Tx , x = T−1y . De dichas ecuaciones y de la definición de I

se sigue que TI está formado por todos los puntos y = (y1, . . . , yn) que

verifican las relaciones

a1 < y1 ≤ b1, . . . , an−1 < yn−1 ≤ bn−1, an + λy1 < yn ≤ bn + λy1.

Por consiguiente, la sección

(TI)y1 = {(y2, . . . , yn) : (y1, y2, . . . , yn) ∈ TI}

es el intervalo de IR n−1 formado por todos los puntos (y2, . . . , yn) que

satisfacen

a2 < y2 ≤ b2, . . . , an−1 < yn−1 ≤ bn−1, an + λy1 < yn ≤ bn + λy1,

siempre que a1 < y1 ≤ b1 , y es vaćıa en caso contrario. Ahora bien; en

virtud de (5.23),

m(TI) =

∫ b1

a1

m(TI)y1 dy1 = (b2 − a2) . . . (bn − an)(b1 − a1) = mI.

Puesto que en este caso, δ = | detT | = 1 , queda demostrado que si T es una

aplicación elemental e I un intervalo de IR n , entonces m(TI) = δmI .

Manteniendo la hipótesis de que T es una aplicación elemental, sea G

un conjunto abierto de IR n . Entonces existe una sucesión de intervalos

disjuntos (Ik) cuya unión es G y por consiguiente,

m(TG) =
∞∑
k=1

m(TIk) =
∞∑
k=1

δmIk = δmG.
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Por la propiedad multiplicativa del determinante: det(T1T2) = detT1 ·detT2 ,

de (6.1) se sigue que si T es invertible y G un conjunto abierto, entonces

m(TG) = δmG (δ ̸= 0).

Probaremos ahora que para cualquier conjunto E , se cumple

(2) me(TE) = δme(E).

En efecto, si G es un conjunto abierto que contiene a E , entonces TG

es abierto y TG ⊃ TE , de donde me(TE) ≤ m(TG) = δmG . Como esto

vale para cada conjunto abierto G que contenga a E , en virtud de (3.33)

concluimos que

me(TE) ≤ δme(E)

y de esta misma desigualdad, obtenemos

me(E) = me(T
−1(TE)) ≤ δ−1me(TE),

es decir, δme(E) ≤ me(TE) que junto con la desigualdad anterior demuestra

(2).

Finalmente, si E es medible, entonces para cada ε > 0 , existe un con-

junto abierto G , tal que G ⊃ E , me(G − E) < ε . Luego, TG ⊃ TE y

además,

me(TG− TE) = me(T (G− E)) = δme(G− E) < δε,

lo cual prueba que TE es medible y la demostración de (6.2) está completa.

Recordemos que una transformación lineal T se llama ortogonal si

preserva la longitud de los vectores; y que para una tal transformación se

cumple | detT | = 1 . Luego, una transformación ortogonal transforma cada

conjunto medible en otro conjunto de igual medida. En particular, toda

rotación tiene esta propiedad.

Si T es una transformación lineal invertible del espacio IR n y f una

función medible sobre dicho espacio, entonces f◦T es medible, pues para cada

conjunto boreliano M de la recta extendida, (f ◦T )−1(M) = T−1 ◦f−1(M) .

Vamos a probar que si f es no negativa, entonces se cumple

(6.3)

∫
f(x) dx = | detT |

∫
f(Tx) dx.
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La verificación es inmediata si f es la función caracteŕıstica de un con-

junto medible E , en virtud de la fórmula

χ
E(Tx) = χ

T−1E(x)

y el teorema (6.2); y por la linealidad de la integral se deduce que (6.3) es

válida para cualquier función simple no negativa. Finalmente, si f es una

función medible no negativa, entonces existe una sucesión creciente (fk) de

funciones simples no negativas que convergen puntualmente a f y el resto

de la demostración sigue fácilmente por el teorema de Beppo Levi.

En el resto del presente caṕıtulo se requieren ciertos conocimientos muy

elementales sobre el cálculo en varias variables: el concepto de aplicaciones

diferenciables, la regla de la cadena y el teorema de la aplicación inversa.

2. Aplicaciones diferenciables.

Recordemos que una aplicación φ de IR n en śı mismo se llama dife-

renciable en el punto x , si existe una transformación lineal A del espacio

IR n , tal que

(1) lim
h→0

|φ(x+ h) − φ(x) −Ah|
|h|

= 0.

La única aplicación lineal A que verifica (1) se llama transformación ja-

cobiana o derivada de φ en x , y se denota por Dφ(x) . Si y = φ(x) ,

podemos escribir φ en la forma

yi = φi(x1, . . . , xn) (i = 1, . . . , n).

La matriz de la transformación Dφ(x) es la llamada matriz jacobiana:

φ′(x) =
(∂φi
∂xk

)
=
( ∂yi
∂xk

)
;

es decir, aquella que en el lugar (i, k) tiene inscripto el valor de la derivada

Dkφi(x) , donde Dk denota la derivada parcial con respecto a la k -ésima

variable.

El determinante

∂φ

∂x
=
∂(φ1, . . . , φn)

∂(x1, . . . , xn)
= detφ′(x)
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se llama el determinante jacobiano de φ en el punto x .

Siendo U ⊂ IR n un conjunto abierto, diremos que φ es diferenciable

en U si φ es diferenciable en cada punto de U y decimos que φ es de clase

C1 en U si las derivadas parciales Dkφi existen y son continuas en U .

Toda función de clase C1 en el conjunto abierto U es diferenciable en

dicho conjunto.

Sean U , V y W conjuntos abiertos de IR n y sea x un punto de U .

Si φ : U → V es diferenciable en el punto x , y ψ : V →W es diferenciable

en el punto φ(x) , entonces la regla de la cadena establece que la función

compuesta ψ ◦ φ es diferenciable en x , y además

D(ψ ◦ φ)(x) = Dψ(φ(x)) ◦Dφ(x).

Mencionemos por último que si φ es lineal, entonces Dφ(x) = φ en

cada punto x , como se comprueba directamente a partir de la definición de

derivada.

Llamaremos norma del vector x = (x1, . . . , xn) al número

(6.4) ∥x∥ = max
1≤i≤n

|xi|,

y si A es una transformación lineal con matriz (aik) , llamamos norma de

A al número

(6.5) ∥A∥ = max
1≤i≤n

n∑
k=1

|aik|.

Para cualquier par de tranformaciones lineales A y B , se verifican las

relaciones

∥A+B∥ ≤ ∥A∥ + ∥B∥, ∥AB∥ ≤ ∥A∥ · ∥B∥.

De la primera de ellas se deduce fácilmente que
∣∣ ∥A∥ − ∥B∥

∣∣ ≤ ∥A −
B∥ . Además, llamando en a la aplicación idéntica de IR n en śı mismo, se

comprueba que ∥en∥ = 1 .

3. Fórmula del cambio de variables.

En lo que sigue supondremos permanentemente que G y H son dos

subconjuntos abiertos de IR n y que φ : G→ H es una aplicación biyectiva
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de clase C1 con determinante jacobiano distinto de cero en cada punto de

G , de modo que la aplicación inversa φ−1 : H → G es también de clase C1 ,

en virtud del teorema de la función inversa (en particular, ambas aplicaciones

φ y φ−1 son diferenciables en sus respectivos dominios).

Suponiendo que y = φ(x) , pondremos

j(x) = Dφ(x), j−1(y) = Dφ−1(y),

y también

J(x) = | det j(x)|, J−1(y) = |det j−1(y)|.

Aplicando la regla de la cadena en la relación φ−1 ◦φ = idG , donde idG
es la aplicación idéntica del conjunto G , obtenemos

j−1(y)j(x) = en = id IR n (y = φ(x)).

y tomando determinantes en esta relación, resulta J−1(y)J(x) = 1 , siempre

que y = φ(x) .

El resultado central de este caṕıtulo estará basado en el siguiente lema:

(6.6) Lema. Si Q es un cubo de IR n cuya adherencia está contenida en

G , entonces

m(φ(Q)) ≤
∫
Q

J(x) dx.

Demostración. Puesto que φ y φ−1 son ambas continuas, se deduce que

φ aplica cada subconjunto abierto de G en otro conjunto abierto y cada

conjunto de clase Gδ contenido en G en otro conjunto de la misma clase.

Luego, φ(Q) es un conjunto de clase Gδ . Además, puesto que φ(Q) ⊂ φ(Q) ,

podemos suponer que Q es compacto.

Llamando x0 = (x01, x02, . . . , x0n) al centro de Q , con la ayuda de la

norma (6.4) podemos escribir Q en la forma

Q = {x : ∥x− x0∥ ≤ λ},

donde λ representa la mitad de la longitud de cada lado de Q , cuya medida

es entonces mQ = (2λ)n .
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En virtud del teorema del valor medio, para cada x perteneciente a Q

tenemos

φi(x) − φi(x0) =

n∑
k=1

Dkφi(xi)(xk − x0k),

donde x̄i = x0 + θi(x− x0) con 0 < θi < 1 , de modo que x̄i ∈ Q por ser Q

un conjunto convexo. Luego,

|φi(x) − φi(x0)| ≤
n∑
k=1

|Dkφi(x̄i)| · |xk − x0k| ≤ λ
n∑
k=1

|Dkφi(x̄i)| ≤ λ∥j(x̄i)∥

≤ λmax
x∈Q

∥j(x)∥,

es decir,

∥φ(x) − φ(x0)∥ ≤ λmax
x∈Q

∥j(x)∥.

Esto muestra que φ(Q) está contenido en el cubo

Q∗ = {y ∈ IR n : ∥y − φ(x0)∥ ≤ λmax
x∈Q

∥j(x)∥},
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de donde resulta

m(φ(Q)) ≤ mQ∗ ≤ (2λmax
x∈Q

∥j(x)∥)n;

es decir,

(1) m(φ(Q)) ≤ (max
x∈Q

∥j(x)∥)n ·mQ.

Por otro lado, para cualquier transformación lineal invertible A del es-

pacio IR n , la aplicación ψ = A−1 ◦ φ tiene derivada dada por

(2) jψ(x) = Dψ(x) = A−1 ◦ j(x)

y aplicando la desigualdad (1) con la función ψ en lugar de φ y jψ en lugar

de j , obtenemos

m(A−1φ(Q)) ≤ (max
x∈Q

∥A−1 ◦ j(x)∥)n ·mQ,

y en virtud del teorema (6.2), resulta

(3) m(φ(Q)) ≤ | detA|(max
x∈Q

∥A−1j(x)∥)n ·mQ

para cualquier cubo cerrado Q contenido en G y cualquier transformación

lineal invertible A del espacio IR n . Pongamos ahora

M = max
y∈φ(Q)

∥j−1(y)∥.

Dado ε > 0 , existe δ > 0 , tal que las relaciones u ∈ Q , v ∈ Q ,

∥u− v∥ < δ implican ∥j(u) − j(v)∥ < ε .

Dividamos Q en cubos cerrados no rampantes Q1, Q2, . . . , QN (es decir,

tales que no exista ningún punto interior a dos de estos cubos) y supongamos

que el diámetro de cada uno de estos cubos es menor que un número positivo

η ≤ δ .

Llamando xk al centro del cubo Qk , pongamos yk = φ(xk) (k =

1, 2, . . . , N) y apliquemos la desigualdad (3) al cubo Qk con A = j(xk) , de

manera que A−1 = j−1(yk) y por lo tanto,

m(φ(Qk)) ≤ J(xk){max
x∈Qk

∥j−1(yk)j(x)∥}n ·mQk.
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Por otra parte, denotando por en la aplicación idéntica de IR n en śı

mismo, para cada x ∈ Qk , tenemos

∥j−1(yk)j(x)∥ − 1 = ∥j−1(yk)j(x)∥ − ∥en∥
≤ ∥j−1(yk)j(x) − en∥ = ∥j−1(yk){j(x) − j(xk)}∥
≤ ∥j−1(yk)∥ · ∥j(x) − j(xk)∥ < Mε.

Por consiguiente,

∥j−1(yk)j(x)∥ < 1 +Mε (x ∈ Qk),

de donde

m(φ(Qk)) ≤ (1 +Mε)nJ(xk) ·mQk.

Luego,

m(φ(Q)) ≤
N∑
k=1

m(φ(Qk)) ≤ (1 +Mε)n
N∑
k=1

J(xk)mQk

y haciendo que η tienda a cero, obtenemos

m(φ(Q)) ≤ (1 +Mε)n
∫
Q

J(x) dx

y como ε se eligió arbitrariamente, haciendo ε → 0 resulta la desigualdad

del lema.

(6.7) Corolario. Si E es un subconjunto medible de G , entonces φ(E) es

medible y además,

m(φ(E)) ≤
∫
E

J(x) dx.

Demostración. La demostración se realiza en varias etapas:

1˚) Si E es abierto, entonces φ(E) es abierto. Además, existe una sucesión

de cubos disjuntos (Qk) cuya unión es E , tal que para cada k , Qk ⊂ G ;

y en virtud de (6.6),

m(φ(E)) =
∞∑
k=1

m(φ(Qk)) ≤
∞∑
k=1

∫
Qk

J(x) dx =

∫
E

J(x) dx.



186 vi - cambio de variables

2˚) Si E es un conjunto de clase Gδ acotado y situado a distancia posi-

tiva del complemento de G , pongamos ρ = d(E,CG) y sean U y K ,

respectivamente, los conjuntos definidos por las relaciones

d(x,E) < ρ/2, d(x,E) ≤ ρ/2.

Es claro que U es abierto, K es compacto y además, E ⊂ U ⊂ K ⊂
G . Por otro lado, puesto que E es de clase Gδ , existe una sucesión

decreciente de conjuntos abiertos (Gi) , tales que

U ⊃ G1 ⊃ G2 ⊃ . . . , E =

∞∩
i=1

Gi.

Por consiguiente,

φ(K) ⊃ φ(G1) ⊃ φ(G2) ⊃ . . . , φ(E) =
∞∩
i=1

φ(Gi),

y en virtud de la etapa anterior y el teorema de la convergencia ma-

yorada,

m(φ(E)) = lim
i→∞

m(φ(Gi)) ≤ lim
i→∞

∫
Gi

J(x) dx =

∫
E

J(x) dx.

3˚) Si E es un conjunto de clase Gδ , consideremos la sucesión de conjuntos

Ek = {x ∈ E : |x| < k, d(x,CG) > 1/k}.

Cada Ek es de clase Gδ , acotado, y situado a distancia positiva del

complemento de G . Además

E1 ⊂ E2 ⊂ E3 ⊂ . . . , E =
∞∪
k=1

Ek,

y en virtud de la etapa anterior,

m(φ(E)) = lim
k→∞

m(φ(Ek)) ≤ lim
k→∞

∫
Ek

J(x) dx =

∫
E

J(x) dx.

4˚) Si mE = 0 , entonces existe un conjunto D de clase Gδ , tal que E ⊂ D

y mD = 0 , de donde

m(φ(D)) ≤
∫
D

J(x) dx = 0.
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Puesto que φ(E) ⊂ φ(D) , se sigue que φ(E) tiene medida nula. Luego,

φ transforma cada conjunto de medida nula dentro de G en otro con-

junto de medida nula.

5˚) Si E es un subconjunto medible de G , entonces existen un conjunto D

de clase Gδ y un conjunto Z de medida nula (ambos contenidos en G ),

tales que E = D − Z . El conjunto φ(E) = φ(D) − φ(Z) es medible en

virtud de todo lo anterior; además,

m(φ(E)) = m(φ(D)) ≤
∫
D

J(x) dx =

∫
E

J(x) dx,

y el corolario queda completamente demostrado.

La primera consecuencia de (6.7) es que si f : H → IR es una función

medible sobre H , entonces la función compuesta f ◦ φ es medible sobre

G . En efecto, para cada conjunto boreliano M de la recta extendida,

(f ◦ φ)−1(M) = φ−1(f−1(M)) = φ−1(F ) , donde F = f−1(M) es un sub-

conjunto medible de H . Puesto que φ−1 tiene las mismas propiedades que

φ , la primera afirmación de (6.7) implica que φ−1(F ) es medible, lo cual

demuestra que f ◦ φ es una función medible.

Estamos ahora en condiciones de enunciar y probar el resultado principal

de este caṕıtulo.

(6.8) Teorema. Si f : H → IR es una función medible no negativa,

entonces f ◦ φ es medible sobre G y además,∫
H

f(y) dy =

∫
G

f(φ(x))J(x) dx.

Demostración. Comenzaremos probando la desigualdad

(4)

∫
H

f(y) dy ≤
∫
G

f(φ(x))J(x) dx.

Si f = χ
F es la función caracteŕıstica de un conjunto medible F ⊂ H ,

poniendo E = φ−1(F ) , es claro que F = φ(E) y f(φ(x)) = χ
E(x) . Por

consiguiente, la desigualdad (4) se reduce a la desigualdad del corolario (6.7).

De la linealidad de la integral se deduce que (4) se mantiene válida si f

es una función simple no negativa.
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Finalmente, si f es una función medible no negativa, entonces existe

una sucesión creciente de funciones simples no negativas (fk) que converge

puntualmente a f y la desigualdad (4) resulta ser cierta en general, en virtud

del teorema de Beppo Levi.

Si ahora aplicamos la desigualdad (4) a la función g(x) = f(φ(x))J(x)

permutando H con G y poniendo φ−1 en lugar de φ , obtenemos∫
G

g(x) dx ≤
∫
H

g(φ−1(y))J−1(y) dy =

∫
H

f(y)J(φ−1(y))J−1(y) dy

=

∫
H

f(y) dy

que es precisamente la desigualdad opuesta a (4), y el teorema queda aśı

demostrado.

Recurriendo a la descomposición f = f+ − f− , obtenemos inmediata-

mente el siguiente corolario.

(6.9) Corolario. La función medible f(y) es integrable sobre H si y sólo

si f(φ(x))J(x) es integrable sobre G , y en tal caso,∫
H

f(y) dy =

∫
G

f(φ(x))J(x) dx.

Recordando que J(x) = |∂φ/∂x| , la última fórmula se puede escribir en

la forma más sugestiva∫
H

f(y) dy =

∫
G

f(φ(x))
∣∣∣∂φ
∂x

∣∣∣ dx
en notoria analoǵıa con la correspondiente fórmula para intervalos de la recta

en el caso unidimensional (n = 1 ), de la cual la fórmula que acabamos de de-

mostrar representa una muy amplia generalización. En particular, obsérvese

que los conjuntos G y H pueden no ser acotados.

EJERCICIOS

1. Sean v1, v2, ..., vn vectores linealmente independientes de IR n . Mostrar

que el paraleleṕıpedo P formado por los puntos de la forma

x = t1v1 + t2v2 + ...+ tnvn (0 ≤ tk ≤ 1)
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tiene medida m(P ) = | det a| , donde a es la matriz cuyas filas son los

vectores dados.

2. La aplicación φ definida por las ecuaciones{
x = r cos θ

y = r sin θ
(r > 0, 0 < θ < 2π)

transforma biyectivamente el rectángulo infinito abierto G = {(r, θ) ∈
IR 2 : r > 0, 0 < θ < 2π} en el conjunto abierto H = IR 2−{(x, y) : x ≥
0, y = 0} . Notese que H es todo IR 2 con excepción de una semirrecta

cerrada (un conjunto de medida nula).

Probar que para cualquier función medible no negativa f(x, y) , definida

sobre IR 2 , se cumple∫∫
IR 2

f(x, y)dxdy =

∫∫
G

f(r cos θ, rsenθ)r drdθ.

Aplicar esta fórmula y el teorema de Fubini-Tonelli (5.24) a la función

f(x, y) = e−(x2+y2) para obtener la fórmula
∫∞
−∞ e−x

2

dx =
√
π .

3. Si f(x) es no negativa (o bien integrable) sobre IR n y λ un número

real distinto de cero, entonces∫
f(λx)dx = |λ|−n

∫
f(x)dx.

4. Demuestre que si a = (aij) es una matriz simétrica y Q(x) = xaxτ ,

donde xτ es el vector transpuesto de x , la correspondiente forma cuadrá-

tica, entonces la función f(x) = e−Q(x) es integrable sobre IR n si y sólo

si todos los autovalores de a son positivos, y en tal caso,∫
f(x)dx =

πn/2

(det a)1/2
.

5. (coordenadas polares en IR n ). Consideremos la aplición S de IR n en

śı mismo, dada por las ecuaciones

x1 = r cos θ1
x2 = r senθ1 cos θ2

x3 = r senθ1 senθ2 cos θ3

· · · · · · · · · · · ·
xn−1 = r senθ1 . . . senθn−2 cos θn−1

xn = r senθ1 . . . senθn−2 senθn−1,
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de manera tal que x = (x1, ..., xn−1, xn) = S(r, θ1, ..., θn−1) .

Probar las siguientes afirmaciones

(a) la aplicación S transforma biyectivamente el conjunto abierto G ,

definido por las relaciones

r > 0, 0 < θ1 < π, ..., 0 < θn−2 < π, 0 < θn−1 < 2π

en el conjunto H formado por los puntos x que satisfacen alguna de las

relaciones xn ̸= 0 o xn−1 < 0 .

Nótese que el complemento de H es un “semihiperplano” y por con-

siguiente un conjunto de medida nula en IR n . Obsérvese también que

el punto θ = (θ1, ..., θn−1) vaŕıa en un intervalo L del espacio IR n−1 ,

caracterizado por las relaciones

0 < θ1 < π, ..., 0 < θn−2 < π, 0 < θn−1 < 2π.

(b) si x = S(r, θ) , entonces

r2 = x21 + x22 + ...+ x2n

(c) el determinante jacobiano de la transformación S está dado por la

fórmula J = rn−1g(θ) donde g(θ) = senn−2θ1 senn−3θ2... senθn−2 .

Sugerencia: expresar S como el producto (composición) S2 ◦S1 , donde

S1 está dada por las ecuaciones

x1 = r cos θ1, r1 = r senθ1, θ2 = θ2, ..., θn−1 = θn−1,

en tanto que S2 está dada por

x1 = x1, x2 = r1 cos θ2, x3 = r1 senθ2 cos θ3,

..., xn = r1 senθ2 ... senθn−1.

Usar inducción con respecto a n .

6. (continuación) Poniendo x′ = S(1, θ) , la transformación S puede es-

cribirse en la forma x = rx′ , donde r = |x| = (x21 + ... + x2n)1/2 y x′

es un punto de la esfera unitaria
∑

= {x : |x| = 1} . Mostrar que para

cualquier función medible no negativa se cumple∫
f(x)dx =

∫ ∞

0

dr rn−1

∫
L

f(rx′)g(θ)dθ.
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Aplicar esta fórmula a la función f(x) = e−r
2

para evaluar la constante

Cn =

∫
L

g(θ)dθ,

expresándola en términos de la función gamma: Γ(p) =
∫∞
0
tp−1 e−tdt.

7. Calcular la medida (o volumen) de la bola unitaria B = {x : |x| ≤ 1} .

8. Probar que Γ(1/2) =
√
π

9. La función f(x) se llama una función radial si existe una función f0(t)

definida sobre la semirecta t ≥ 0 , tal que f(x) = f0(|x|) . Mostrar que

si f es una función radial, entonces∫
f(x)dx = Cn

∫ ∞

0

rn−1f0(r)dr.

10. ¿Para qué valores de p es |x|p integrable sobre la bola unitaria |x| ≤ 1 ?

11. Demostrar que la integral biparamétrica∫ 1

0

xp−1| log x|q−1dx

es finita si p > 0 y q > 0 ; expresar su valor en términos de la función

gamma. Sugerencia: considere el cambio de varible x = e−t (0 ≤ t <

∞) .

12. Calcular la integral de la función (1+|x|2)−(n+1)/2 sobre el espacio IR n .

13. Sea A un subconjunto boreliano de IR n con la siguiente propiedad:

para cada v ∈ IR n que verifique |v| = 1 , el conjunto Av = {t ∈ IR :

tv ∈ A} tiene medida nula. Probar que A tiene medida nula.

14. Si M es un conjunto convexo en IR n , probar que la frontera de M

tiene medida nula y que M es medible.



CAPITULO VII

ESPACIOS DE FUNCIONES CLASICOS

1. El espacio de las funciones integrables.

En este caṕıtulo consideraremos funciones medibles f con valores reales

o complejos, definidas sobre un subconjunto medible E del espacio euclidiano

IR n .

El conjunto de las funciones integrables sobre E será denotado por

L1(E) o simplemente por L1 , si no hay necesidad de hacer referencia es-

pećıfica a E o bien si este conjunto queda sobreentendido por el contexto.

El espacio L1 es un espacio vectorial de funciones; y dado que la integral

no distingue entre dos funciones que sean iguales en casi todo punto, éstas

serán identificadas en una misma clase . En otras palabras, aceptaremos que

f = g si f(x) = g(x) en casi todo punto x de E . Aśı, por ejemplo, la

igualdad f = 0 significa que f(x) = 0 en casi todo punto x de E .

El lector no tendrá dificultad en probar que la relación

“f = g en casi todo punto de E”

es una relación de equivalencia entre funciones medibles que respeta las

operaciones algebraicas habituales de suma, producto y multiplicación por

un número, lo cual permite definir unas operaciones algebraicas homólogas

entre las clases de equivalencia, tal como se hace con las estructuras cocientes

en el álgebra.

Aśı, por ejemplo, si denotáramos por (f) la clase de equivalencia de f ,

podŕıamos definir las operaciones vectoriales por medio de las fórmulas

(f) + (g) = (f + g), λ(f) = (λf).

192
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En adelante cada elemento de L1 será una clase de equivalencia de las

definidas por aquella relación. Además, el śımbolo f se usará indistintamente

para representar a la función f o a su clase de equivalencia (pronto veremos

que este abuso de notación y de lenguaje resulta muy saludable).

Para cada f en L1(E) pongamos

∥f∥1 =

∫
E

|f(x)| dx.

Nótese que todas las funciones que se encuentran en una misma clase dan el

mismo valor para la integral.

De esta manera hemos definido una función no negativa sobre L1 que

cumple

N1 ∥f + g∥1 ≤ ∥f∥1 + ∥g∥1
N2 ∥λf∥1 = |λ| ∥f∥1
N3 ∥f∥1 = 0 si y sólo si f = 0,

para cualquier par de vectores f y g en L1 y cualquier escalar λ . Luego,

L1(E) es un espacio normado con la norma ∥ . ∥1 , en el sentido que hemos

definido en la sección 14 del caṕıtulo II.

La distancia entre los vectores f y g se define entonces por medio de la

fórmula

d(f, g) = ∥f − g∥1 =

∫
E

|f(x) − g(x)| dx

y la noción de convergencia con respecto a esta métrica se llama convergen-

cia en norma, más espećıficamente convergencia en norma ∥ ∥1 o también

conocida como convergencia en L1.

Seguidamente veremos que como espacio métrico L1(E) es un espacio

completo, o sea que toda sucesión de Cauchy en L1 converge en norma hacia

un vector f del mismo espacio.

Un espacio normado, completo con respecto a la distancia inducida por

la norma, se llama un espacio de Banach.

(7.1) Teorema. L1(E) es un espacio de Banach.

Demostración. Resta ver que este espacio es completo, para lo cual de-

mostraremos lo siguiente:
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Sea (fi) una sucesión en L1 tal que∑
i≥1

∥fi∥1 < ∞ ,

entonces existe una función S en L1 tal que

∥Si − S∥1 → 0 para n→ ∞ ,

donde Si =
∑

1≤j≤i
fj .

Dejamos como ejercicio demostrar que la afirmación de arriba implica la

completitud del espacio L1 .

Sea ahora Φ(x) la suma de la serie∑
1≤i

|fi(x)| .

Dado que la serie numérica
∑

∥fi∥1 es convergente, el teorema de Beppo-

Levi nos asegura que Φ es integrable, luego finita en casi todo punto. Aśı está

bien definida la función

S(x) =
∑
1≤i

fi(x) ,

excepto sobre un conjunto de medida nula. Como |S| ≤ Φ , la función S está

en L1 . Por otro lado la función |Si − S| tiende a cero en casi todo punto

y está dominada por 2Φ , luego el teorema de la convergencia dominada nos

permite afirmar que ∥S − Si∥1 tiende a cero cuando i tiende a infinito.

Q.E.D.

Creemos que la demostración dada es bastante directa y en ella se usan

principalmente dos hechos: la completitud del campo de escalares y el teo-

rema de la convergencia dominada. Nos parece instructivo esquematizar una

segunda demostración.

Sea (fi) una sucesión de Cauchy en L1 . Luego por la desigualdad de

Chebyshev es de Cauchy en medida y entonces existe una función medible

f tal que fi converge a f en medida (véase Teorema 4.15). Además existe

una subsucesión (fij ) de (fi) que converge a f en casi todo punto. Usando

el teorema de Fatou tenemos

∥f − fi∥1 ≤ lim inf
j→∞

∥fij − fi∥1 .



1. el espacio de las funciones integrables 195

Esta última desigualdad nos asegura que f está en L1 y que fi converge

hacia f en norma ∥ ∥1 .

Es útil tener presente que los argumentos utilizados arriba dan también

una demostración del siguiente hecho.

Sea (fi) una sucesión de funciones integrables que converge en L1 hacia

una función f . Entonces existe una subsucesión (fij ) de (fi) que converge

a f en casi todo punto.

Para lo que sigue conviene recordar que se llama soporte de una función

f a la adherencia del conjunto formado por los puntos x tales que f(x) ̸= 0 .

Un principio general, muchas veces útil, es reemplazar una función

“buena” g de tal manera que el “resto” ∥f − g∥1 sea chico. Veremos a

continuación algunas de las clases de funciones buenas que se usan con fre-

cuencia.

Sea S = S(E) el conjunto de las funciones simples e integrables sobre

E . Este conjunto S es denso en L1 , lo que significa que para cada f en

L1 y cada ε > 0 existe g en S tal que ∥f − g∥1 < ε .

Las funciones escalonadas, combinaciones lineales finitas de caracteŕısti-

cas de intervalos acotados, son densas en L1( IR n) . Esta afirmación es con-

secuencia del hecho de que S es denso en L1 y de la definición de medida

de Lebesgue.

Por otro lado no es dif́ıcil convencerse de que la función caracteŕıstica de

un intervalo acotado de IR n es aproximable en norma L1 por funciones con-

tinuas con soporte compacto; luego esta última clase de funciones es también

densa en L1 . Nótese que hemos prácticamente demostrado al pasar que L1

es separable, i.e. tiene un subconjunto numerable denso.

El mismo tipo de argumento que hemos dado nos permite afirmar que

Cm0 ( IR n) es denso en L1 . Esta última clase consta de las funciones con

soporte compacto y con derivadas parciales continuas hasta el orden m . En

particular, C0( IR n) denotará la clase de las funciones continuas con soporte

compacto.

Para referencia enunciamos el siguiente teorema:

(7.2) Teorema. La clase formada por las funciones continuas con soporte

compacto y la clase de las funciones escalonadas son densas en el es-

pacio L1( IR n) .
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2. Las funciones esencialmente acotadas.

Una función medible f es esencialmente acotada sobre E si existe una

constante finita M tal que

|{x ∈ E : |f(x)| > M}| = 0 ,

en esta situación M recibe el nombre de cota esencial. En otras pa-

labras M es cota esencial para f sobre E sii |f(x)| ≤ M para casi todo

x ∈ E . Pondremos ∥f∥∞ para el ı́nfimo de las cotas esenciales. Se demuestra

fácilmente que ∥f∥∞ es una cota esencial para f .

Nosotros hemos definido ∥f∥∞ cuando f es esencialmente acotada; si

este no es el caso pondremos ∥f∥∞ = ∞ , aśı f es esencialmente acotada sii

∥f∥∞ <∞ . El conjunto de las funciones esencialmente acotadas sobre E es

denotado por L∞ . En L∞ identificamos las funciones iguales en casi todo

punto; con esta convención ∥ . ∥∞ es una norma sobre este espacio vectorial

de funciones. Más todav́ıa, L∞ es un espacio de Banach. Dejamos como

ejercicio demostrar esta afirmación.

Nuevamente los resultados del Caṕıtulo IV nos aseguran que las fun-

ciones simples son densas en L∞ . Por otro lado ni las funciones escalonadas

ni las funciones continuas acotadas son densas en L∞( IR n) .

Nótese que el Teorema (7.2) nos asegura que no existe ningún espacio

vectorial X estrictamente comprendido entre C0( IR n) y L1( IR n) tal que

X con ∥ ∥1 sea un espacio de Banach, dicho de otra manera uno podŕıa

definir L1( IR n) como la completación de C0( IR n) con la norma ∥ . ∥1 . No

tenemos la misma situación con la norma ∥ ∥∞ , pues C0( IR n) con esta

norma no es un espacio de Banach y el mı́nimo espacio normado completo

que lo contiene no esL∞ . Por otro lado las funciones continuas acotadas

sobre IR n forman un espacio de Banach con la norma ∥ ∥∞ .

Veremos a continuación de qué manera están relacionados los espacios

L1 y L∞ .

Notemos que si f ∈ L1 y g ∈ L∞ el producto fg es integrable. Más

todav́ıa, tenemos que ∫
E

|fg| dx ≤ ∥f∥1 ∥g∥∞ .

Luego para cada función g ∈ L∞ está bien definida la siguiente función sobre

L1

ℓg(f) =

∫
E

f g dx ,
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donde g(x) = g(x) denota el complejo conjugado de g(x) .

Esta función ℓg es lineal y verifica

|ℓg(f)| ≤ ∥g∥∞ ∥f∥1 ,

para cada f ∈ L1 . Este es un ejemplo de ciertas funciones generales que

describiremos brevemente.

Diremos que una transformación lineal T de un espacio normado X en

un espacio normado Y es acotada si existe un número no negativo M <∞
tal que

∥Tx∥ ≤M∥x∥ ,

para cada x ∈ X .

Obsérvese que en la desigualdad anterior hemos usado el mismo śımbolo

∥ ∥ para denotar tanto la norma en X como en Y , pero está claro que éstas

pueden ser de naturaleza completamente distinta.

Al conjunto de transformaciones lineales (u operadores lineales) acotados

de X en Y lo designaremos conL(X,Y ) . Este es un espacio vectorial de

funciones en el que podemos definir la siguiente norma:

Si T ∈ L(X,Y ) entonces ∥T∥ = sup{∥Tx∥ : ∥x∥ ≤ 1} .
En los ejercicios se verá que si Y es un espacio completo también lo es

L(X,Y ) ; en particular L(X,C) o L(X, IR ) son espacios de Banach. Para

cualquiera de estos dos usaremos la notación X∗ y diremos que es el espacio

dual de X . Para nosotros X∗ siempre denotará el dual topológico de X

cuyos elementos son las funcionales lineales acotadas.

(7.3) Teorema. Si g ∈ L∞ entonces ℓg ∈ (L1)∗ y ∥ℓg∥ = ∥g∥∞ . Más

aún, cada elemento de (L1)∗ es de esta forma.

Usualmente se enuncia este teorema diciendo que el dual de L1 es L∞

y se escribe (L1)∗ = L∞ .

Demostración. Veamos la primera parte del teorema para g ∈ L∞ no

esencialmente nula. Por un lado es claro que ∥ℓg∥ ≤ ∥g∥∞ . Solamente es de

interés el caso m(E) > 0 . Luego, dado ε > 0 existe A ⊆ E , 0 < m(A) <∞ ,

tal que |g(x)| ≥ ∥g∥∞ − ε si x ∈ A .

Pongamos ahora f(x) = sgn(g(x)) 1
m(A)

χA(x) , donde sgnx = x/|x|
si x ̸= 0 y sgn0 = 0 . Claramente tenemos

∥ℓg∥ ≥ ℓg(f) ≥ ∥g∥∞ − ε ,
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con lo que ∥ℓg∥ = ∥g∥∞ . La demostración de la segunda parte del teo-

rema es más complicada y necesitamos postergarla hasta el final del siguiente

parágrafo.

Sabemos que si g ∈ L∞ , entonces gf ∈ L1 para cada f ∈ L1 . Veamos

que la afirmación rećıproca también es cierta.

(7.4) Teorema. Sea g una función medible tal que gf ∈ L1 para cada

f ∈ L1 . Entonces g ∈ L∞ .

Demostración. Las hipótesis del teorema nos garantizan que g es una

función finita en casi todo punto. Nosotros demostraremos que si g es una

función finita en casi todo punto tal que g /∈ L∞ entonces se puede construir

una función f ∈ L1 tal que gf /∈ L1 . En efecto, sea (ai) una sucesión

numérica tal que

0 < a1 < a2 < . . . y
∑
1≤i

a−1
i <∞ .

Sea ahora Ai , 0 < m(Ai) <∞ contenido en el conjunto

{x ∈ E : ai < |g(x)|} .

La siguiente función

f =
∞∑
i=1

(ai m(Ai))
−1 χ

Ai

es la que mencionamos en un principio.

Q.E.D.

3. Funciones de cuadrado integrable.

Denotamos con L2(E) o L2 al espacio formado por todas las funciones

medibles f con valores en los complejos tales que |f |2 ∈ L1(E) . Consi-

deraciones similares a las que haremos serán válidas si las funciones toman

valores en la recta real extendida.
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El espacio L2 es un espacio vectorial y si f, g ∈ L2 entonces fg ∈ L1

(recuerde que el producto de dos números positivos es menor o igual que el

promedio de sus cuadrados). Luego está bien definida la expresión

(f, g) =

∫
E

f(x) g(x) dx .

Vemos que ( . , . ) es un producto escalar, i.e. una función con val-

ores en los complejos con las siguientes propiedades: es lineal en la primera

variable, (f, g) = (g, f) , (f, f) ≥ 0 y (f, f) = 0 sii f = 0 .

Si ponemos ∥f∥2 = (f, f)1/2 y seguimos los pasos realizados para el caso

de la norma eucĺıdea en IR n , ver Caṕıtulo II, parágrafo 1, tenemos que L2

es un espacio normado con la norma ∥ . ∥2 , la cual proviene de un producto

escalar. Además se cumple la desigualdad de Cauchy-Schwarz∫
E

|f(x)g(x)| dx ≤ ∥f∥2 ∥g∥2 ,

para f, g ∈ L2 .

En forma similar a lo realizado en L1 se demuestra que L2 es completo;

o sea que estamos en presencia de un espacio normado completo cuya norma

proviene de un producto escalar. Esto se resume diciendo que L2 es un

espacio de Hilbert.

Haremos a continuación una pequeña incursión por la teoŕıa abstracta

de los espacios de Hilbert.

Sea H un espacio vectorial sobre los números complejos provisto de un

producto escalar ( , ) y una norma ∥x∥ = (x, x)1/2 . Supondremos además

que es completo como espacio normado, es decir H es un espacio de Hilbert.

(7.5) Teorema. Sea H un espacio de Hilbert y C un subconjunto no vaćıo

de H cerrado y convexo. Entonces C posee un único elemento de

norma mı́nima, i.e. existe un único c0 ∈ C tal que

∥c0∥ = inf
c∈C

∥c∥ .

Demostración. Sea (ci) una sucesión minimizante en C , i.e. cada ci
está en C y ∥ci∥ → d = inf

c∈C
∥c∥ cuando i→ ∞ .
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De la siguiente igualdad (ley del paralelogramo)∥∥∥∥ci + cj
2

∥∥∥∥2 +

∥∥∥∥ci − cj
2

∥∥∥∥2 =
1

2

(
∥ci∥2 + ∥cj∥2

)
,

teniendo en cuenta la convexidad de C se obtiene la desiguadad

4d2 + ∥ci − cj∥2 ≤ 2
(
∥ci∥2 + ∥cj∥2

)
.

Esta nos asegura que (ci) es de Cauchy en H ; luego existe c0 tal que

∥ci − c0∥ → 0 para i → ∞ , y como C es cerrado se tiene que c0 ∈ C .

Teniendo en cuenta que (ci) es minimizante llegamos a ∥c0∥ = d . La uni-

cidad de este c0 es consecuencia directa de la ley del paralelogramo y de la

convexidad del conjunto C .

Q.E.D.

El teorema demostrado nos permite asegurar la existencia y unicidad de

la proyección de un vector x sobre un conjunto convexo cerrado C . Dicha

proyección, que será denotada por p(x) = p(x/C) , se define como el único

elemento en C que verifica

∥x− p(x)∥ ≤ ∥x− c∥ , c ∈ C .

Observe que el conjunto x− C = {x− c : c ∈ C} es convexo y cerrado.

(7.6) Teorema. Sean H un espacio de Hilbert, C un subconjunto de H

no vaćıo cerrado y convexo, y sean x, p dos vectores en H . Entonces

las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(1) El vector p es la proyección de x sobre C .

(2) p ∈ C y Re (x− p, p− c) ≥ 0 , para cada c ∈ C .

(3) p ∈ C y ∥x− c∥2 ≥ ∥x− p∥2 + ∥p− c∥2 , para cada c ∈ C .

Demostración. Para ver que (1) implica (2) se considera la función

f(ε) = ∥x− (1 − ε)p− εc∥2 , 1 ≥ ε ≥ 0 ,

luego se observa que f ′(0) ≥ 0 por ser p una proyección. Calculando f ′(0)

se obtiene la parte real de 2(x− p, p− c) .

La parte (3) es consecuencia de (2) y de desarrollar la expresión

∥x− c∥2 = ∥(x− p) + (p− c)∥2 .
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Claramente (3) implica (1).

Q.E.D.

La proyección p(x/C) tiene particular interés cuando C es un subespa-

cio cerrado de H , en cuyo caso la condición (2) de (7.6) toma la forma:

p ∈ C y (x− p, c) = 0 para cada c ∈ C .

Esto último se suele expresar diciendo que un vector p en C es la proyección

de x sii x− p es perpendicular a C .

Observemos que la afirmación (3) de (7.6) implica la unicidad de la

proyección. En efecto si p y q son dos vectores en C que satisfacen (3),

tendremos
∥x− q∥2 ≥ ∥x− p∥2 + ∥p− q∥2

∥x− p∥2 ≥ ∥x− q∥2 + ∥p− q∥2 ,

pero estas dos inecuaciones aseguran que ∥p− q∥2 = 0 , o sea p = q .

Veamos a continuación cómo son la funcionales lineales de un espacio de

Hilbert H .

Si v ∈ H y ponemos ℓv(u) = (u, v) entonces ℓv ∈ H∗ . Además, como

fácilmente se ve, ∥ℓv∥ = ∥v∥ . El teorema de representación de Riesz, que

probaremos a continuación, nos asegura que aparte de éstos no hay otros

ejemplos de funcionales lineales continuas sobre H .

(7.7) Teorema. Sea H un espacio de Hilbert y ℓ una funcional lineal

continua en H . Entonces existe un único vector v ∈ H tal que ℓ(u) =

(u, v) para cada u ∈ H . Además ∥ℓ∥ = ∥v∥ .

Demostración. supondremos de entrada que existe u ∈ H tal que ℓ(u) ̸=
0 ; si no, la afirmación es obvia. Definamos

N = {x ∈ H : ℓ(x) = 0} .

Por ser ℓ lineal y continua el conjunto N es un subespacio cerrado y además

no es todo H . Sea ahora y0 ∈ H , y0 /∈ N , luego por (7.6) existe un único

x ∈ N tal que el vector y0 − x es perpendicular a N . En otras palabras,

siempre podemos encontrar un vector y /∈ N perpendicular a N tal que

∥y∥ = 1 . Cada vector x ∈ H se puede escribir aśı :

x =

(
x− ℓ(x)

ℓ(y)
y

)
+
ℓ(x)

ℓ(y)
y ,
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o sea que todo vector del espacio admite una representación de la forma

x = u+ αy , u ∈ N , α complejo.

Pongamos ahora v = ℓ(y) y . Claramente ℓ(αy) = (αy, v) . Además si

x ∈ N , entonces (v, x) = 0 . Por lo tanto tenemos que para todo x ∈ H se

verifica que

ℓ(x) = ℓ(αy + u) = ℓ(αy) = (αy, v) = (x, v) .

Es obvio que el vector v es único.

Q.E.D.

Usaremos el teorema de representación de Riesz para completar la de-

mostración del Teorema (7.3).

Sea ℓ una funcional lineal continua definida sobre L1(E) . Nos interesa

ver que existe g ∈ L∞(E) tal que

ℓ(f) =

∫
E

f g dx = ℓg(f) , f ∈ L1(E) .

Supondremos primero que m(E) <∞ . Recordemos que ℓ verifica

|ℓ(f)| ≤ ∥ℓ∥ ∥f∥1 , f ∈ L1(E) .

Usando Cauchy-Schwarz tenemos que

|ℓ(f)| ≤ ∥ℓ∥[m(E)]1/2 ∥f∥2 , f ∈ L2(E) .

O sea que podemos pensar a ℓ como una funcional lineal sobre el espacio de

Hilbert L2(E) , aśı usando el Teorema (7.7) vemos que existe g ∈ L2(E) tal

que

ℓ(f) =

∫
E

fg dx = ℓg(f) , f ∈ L2(E) .

De la anterior igualdad y teniendo en cuenta que ℓ is una funcional lineal

continua tenemos que∫
E

|fg| dx ≤ ∥f∥1 ∥ℓ∥ , f ∈ L2(E) .

Si f is una función integrable, la última desigualdad vale para fn =

min (|f |, n) y haciendo tender n a infinito Beppo-Levi nos garantiza que

ella es cierta para f integrable. Usando (7.4) se obtiene que g ∈ L∞(E) .
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Ahora bien; las funcionales lineales continuas ℓ y ℓg coinciden en L2 (un

subconjunto denso de L1 ). Luego son idénticas.

Si el conjunto E tiene medida infinita se lo puede reducir al caso ya

demostrado poniendo a este conjunto como una unión numerable disjunta de

conjuntos Fi de medida finita. El resto de la demostración se deja a cargo

del lector. Q.E.D.

4. Funciones convexas.

En el Caṕıtulo II, Sección 14 hemos visto la utilidad de las funciones

convexas como generadoras de normas en IR n . Es nuestra intención estudiar

con algún detalle propiedades de estas funciones.

Denotamos por I un intervalo de la recta con extremos a y b , el cual

puede contener alguno de sus extremos y ser no acotado.

Una función φ de I en IR se llama convexa sobre I si las relaciones

s, t ∈ I y 0 ≤ λ ≤ 1 implican

(1) φ(λs+ (1 − λ)t) ≤ λφ(s) + (1 − λ)φ(t) .

Es siempre conveniente tener la imagen geométrica de la desigualdad

anterior. Si P1 y P2 son dos puntos sobre la curva y = φ(x) , los puntos del

arco de curva P1 P2 deben estar por debajo o sobre la cuerda determinada

por los puntos P1 P2 .

Una manera alternativa de definir función convexa es suponer que φ es

continua sobre I y que verifica

(2) φ

(
s+ t

2

)
≤ 1

2
φ(s) +

1

2
φ(t) , (s, t ∈ I) .

En este parágrafo veremos que (1) implica la continuidad de la función

φ en el interior del intervalo I . El hecho de que la continuidad φ conjun-

tamente con (2) implican la convexidad de φ se deja como ejercicio. La

caracterización con (2) es más fácil de verificar.

A continuación damos un ejemplo de función convexa. Sea p ∈ L1(I)

una función creciente. Luego para cada t ∈ I ponemos

(3) φ(t) =

∫ t

a

p(s) ds .
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Por consiguiente φ es continua sobre I . El hecho de que la función definida

por (3) cumple (2) es un ejercicio que el lector debeŕıa realizar.

Más adelante veremos que la fórmula (3) nos da esencialmente todas las

funciones convexas.

Usando (3) obtenemos rápidamente la convexidad de las siguientes fun-

ciones xp p ≥ 1 , ex , xlnx sobre x ≥ 0 .

La desigualdad (1) equivale a afirmar que para cualquier terna de puntos

x < y < z en el intervalo I se verifica alguna de las relaciones siguientes:

(4)
φ(y) − φ(x)

y − x
≤ φ(z) − φ(x)

z − x
.

(5)
φ(z) − φ(x)

z − x
≤ φ(z) − φ(y)

z − y
.

(6)
φ(y) − φ(x)

y − x
≤ φ(z) − φ(y)

z − y
.

Todas las desigualdades tienen un claro significado geométrico que en la

mayoŕıa de los casos es suficiente para convencernos de su validez. A modo

de ejemplo damos un razonamiento anaĺıtico para ver que (1) es equivalente

a (4).

A partir de (1) obtenemos

φ(y) ≤ z − y

z − x
φ(x) +

y − x

z − x
φ(z) .

Si a esta última desigualdad le sumamos miembro a miembro −φ(x) obte-

nemos (4). El proceso claramente se puede revertir, de modo que (4) es equi-

valente a (1). Las dos equivalencias restantes no ofrecen dificultad adicional.

Podemos usar (6) para demostrar que si φ ∈ C1(a, b) y φ′ es creciente

entonces φ es convexa sobre (a, b) , para lo cual basta usar el teorema del

valor medio.

Pongamos ahora

D+φ(x) = lim
h→0+

φ(x+ h) − φ(x)

h



4. funciones convexas 205

D−φ(x) = lim
h→0+

φ(x) − φ(x− h)

h
,

cuando estos ĺımites existan.

Si φ es una función convexa sobre I valen las afirmaciones (a)-(c) si-

guientes:

(a) D+φ(x) existe y es menor que infinito para a ≤ x < b . [use (4)].

(b) D−φ(x) existe y es mayor que menos infinito para a < x ≤ b .

[use (5)].

(c) D−φ(x) ≤ D+φ(x) para a < x < b . [use (6)].

En particular hemos demostrado que si φ es convexa sobre I , entonces

es continua en el interior de I . Nos interesa ahora analizar la monotońıa de

las derivadas.

Para una función convexa, como consecuencia de (6), tenemos

(7)
φ(x) − φ(x1)

x− x1
≤ φ(x2) − φ(y)

x2 − y
, x1 < x < y < x2 .

Si en esta desigualdad hacemos x → x1 , y → x2 , obtenemos D+φ(x1) ≤
D−φ(x2) y usando (6) resulta

(8) D+φ(x1) ≤ D+φ(x2) para x1 < x2 .

Aśı hemos demostrado que D+φ es monótona creciente. Sabemos que

una función monótona tiene a lo más una cantidad numerable de discontinuida-

des. Sea ahora x un punto de continuidad de D+φ ; como D+φ(y) ≤
D−φ(x) ≤ D+φ(x) , si y < x , haciendo y → x tenemos que D−φ(x) =

D+φ(x) .

Todo esto nos dice que si x es un punto de continuidad para D+φ

entonces φ′(x) existe. En forma análoga uno puede demostrar que D−φ es

monótona y que si x es un punto de continuidad para D−φ entonces φ′(x)

existe. El enunciado del siguiente teorema resume nuestros razonamientos

anteriores.

(7.8) Teorema. Sea φ convexa sobre I . Entonces φ es continua en el

interior del I y para cada punto interior existen las derivadas laterales

a derecha y a izquierda de φ , las cuales son funciones crecientes. Si x

es un punto de continuidad para la derivada lateral derecha o izquierda,
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entonces φ′(x) existe. La derivada φ′(x) existe salvo en un conjunto

numerable de puntos.

Diremos que una recta y = ℓ(x) soporta a y = φ(x) en el punto x0
si ℓ(x0) = φ(x0) y además φ(x) ≥ ℓ(x) para todo x . Para una función

convexa φ las rectas soportes existen en cada punto interior de I y están

dadas por

ℓ(x) = φ(x0) +m(x− x0) ,

donde D−φ(x0) ≤ m ≤ D+φ(x0) . Para ver esto use la definición de

derivadas laterales.

El lector no tendrá dificultad en demostrar que si φ es una función

convexa sobre I , entonces existen dos sucesiones de números reales (ai) y

(bi) tal que

φ(x) = sup(aix+ bi) , a < x < b .

Por otro lado si (φi) es una sucesión de funciones convexas sobre I y

definimos

φ(x) = sup
i
φi(x) ,

entonces la función φ es convexa, suponiéndola finita. Por lo tanto también

podemos pensar a una función convexa como el supremo de una sucesión de

funciones lineales.

5. Los espacios LpLpLp .

Dado un conjunto medible E ⊂ IR n , para cualquier función medible f

y cualquier p > 0 , llamaremos norma ppp de f sobre E al número

∥f∥p = ∥f∥p,E =

(∫
E

|f(x)|p dx
)1/p

,

que puede ser igual a +∞ .

Las funciones f que verifican ∥f∥p < ∞ forman una clase muy espe-

cial que se denota por Lp(E) o simplemente Lp , si no hay posibilidad de

confusión. Luego, f ∈ Lp(E) si y sólo si |f |p ∈ L1(E) . Como antes, conven-

dremos en identificar dos funciones cualesquiera que coincidan en casi todo
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punto de E ; y por razones que enseguida se comprenderán nos interesaremos

principalmente en el caso p ≥ 1 .

El espacio Lp , 1 ≤ p < ∞ es un espacio normado con la norma ∥ . ∥p .

La única propiedad a demostrar que no es obvia es la desigualdad triangular

o también llamada desigualdad de Minkowski:

∥f + g∥p ≤ ∥f∥p + ∥g∥p , f, g ∈ Lp .

Para demostrar la desigualdad de Minkowski supondremos, sin pérdida

de generalidad, que ∥f∥p y ∥g∥p son positivas. Dado que tp es una función

convexa para p ≥ 1 , para cada x ∈ E se cumple(
|f(x)| + |g(x)|
∥f∥p + ∥g∥p

)p
≤ ∥f∥p

∥f∥p + ∥g∥p
|f(x)|p

∥f∥pp
+

∥g∥p
∥f∥p + ∥g∥p

|g(x)|p

∥g∥pp
.

Integrando sobre E obtenemos∫
E

(
|f(x)| + |g(x)|
∥f∥p + ∥g∥p

)p
dx ≤ 1 .

Por lo tanto∫
E

|f + g|pdx ≤
∫
E

(|f | + |g|)p dx ≤ (∥f∥p + ∥g∥p)p ,

y esta última desigualdad implica la desigualdad de Minkowski.

En forma similar a lo hecho en L1 se demuestra el teorema siguiente.

(7.9) Teorema. Para 1 ≤ p ≤ ∞ , Lp(E) es un espacio de Banach.

Observemos además, como consecuencia de la desigualdad de Chebyshev,

que convergencia en norma Lp implica convergencia en medida. Aśı, si una

sucesión (fi) converge hacia una función f en norma Lp , entonces existe

una subsucesión (fij ) de (fi) que converge a f en casi todo punto.

En Lp existe una desigualdad análoga a la de Cauchy-Schwarz. Para

obtener este tipo de desigualdad pongamos m(t) = tp−1 , t ≥ 0 y 1 < p <∞
fijo, y sea n(t) la función inversa de m(t) , o sea n(t) = t1/(p−1) . Tenemos

la siguiente desigualdad, válida para a, b ≥ 0

ab ≤
∫ a

0

m(t) dt+

∫ b

0

n(t) dt ,
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para cuya demostración es suficiente analizar la figura.

Más espećıficamente tenemos

ab ≤ 1

p
ap +

1
1
p−1 + 1

b
1

p−1+1, a, b ≥ 0 .

O bien, poniendo p′ = p/(p− 1) , obtenemos la desigualdad

ab ≤ 1

p
ap +

1

p′
bp

′
,

donde a y b son no negativos y 1 < p < ∞ . Notemos que 1/p + 1/p′ =

1 . El número p′ se llama el exponente conjugado de p . Si p = 1 su

conjugado será p′ = ∞ ; si p = ∞ definimos p′ = 1 .

Supongamos ahora que tenemos f ∈ Lp y g ∈ Lp
′

dos funciones esen-

cialmente no nulas, i.e. ∥f∥p∥g∥p′ > 0 . Si en la última desigualdad ponemos

a = |f(x)|/∥f∥p y b = |g(x)|/∥g∥p′

e integramos sobre el conjunto E , obtenemos∫
E

|f(x)| |g(x)|
∥f∥p∥g∥p′

dx ≤ 1

p
+

1

p′
= 1 .

Aśı hemos demostrado la llamada desigualdad de Hölder.

Desigualdad de Hölder: Sean f ∈ Lp(E) , g ∈ Lp
′
(E) , 1 ≤ p ≤ ∞ ,

(1/p+ 1/p′) = 1 . Entonces∫
E

|f(x)g(x)|dx ≤ ∥f∥p∥g∥p′ .

Los detalles faltantes en la demostración anterior no son dif́ıciles de com-

pletar.
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Una vez conocida la desigualdad de Hölder, la desigualdad de Minkowski

se obtiene fácilmente a partir de ella (véanse los ejercicios).

Otra desigualdad importante es la siguiente.

Desigualdad de Jensen: Sea f ∈ L1(E) una función con valores reales,

0 < m(E) <∞ . Si φ es una función convexa definida sobre IR , entonces

φ

(
1

m(E)

∫
E

f(x) dx

)
≤ 1

m(E)

∫
E

φ(f(x)) dx .

La integral de la derecha está bien definida pudiendo valer más infinito.

En efecto, por ser φ una función convexa existen dos sucesiones (ai) y

(bi) tales que φ(x) = sup
i

(aix+ bi) .

Luego

φ

(
1

m(E)

∫
E

f(x) dx

)
= sup

i

(
ai

m(E)

∫
E

f(x) dx+ bi

)
= sup

i

1

m(E)

∫
E

(ai f(x) + bi)dx

≤ 1

m(E)

∫
E

sup
i

(aif(x) + bi)dx

=
1

m(E)

∫
E

φ(f) dx

.

El siguiente teorema nos da una manera muy útil de expresar la norma

Lp de una función.

(7.10) Teorema. Sea f una función medible con valores reales definida

sobre E , y 1 ≤ p ≤ ∞ . Entonces

(a) Si f ∈ Lp , su norma está dada por

∥f∥p = sup
g

∫
E

fg dx ,

donde el supremo se toma sobre toda las funciones g que verifican

∥g∥p′ ≤ 1 .

(b) Si el supremo anterior es finito la función f pertenece a Lp y

dicho supremo es ∥f∥p .
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Demostración: Analizaremos el caso 1 ≤ p <∞ ; para p = ∞ véase (7.3)

y (7.4).

Para demostrar (a) pongamos

Np(f) = sup
∥g∥p.≤1

∫
E

fg dx .

Por la desigualdad de Hölder tenemos que

Np(f) ≤ ∥f∥p .

Puesto que para f = 0 tenemos la igualdad (a), supondremos ∥f∥p > 0 .

Poniendo g = |f |p−1

a sgnf , con a = ∥f∥p−1
p , se tiene ∥g∥p′ = 1 y Np(f) ≥∫

E
fg dx = ∥f∥p . De esta manera hemos demostrado la parte (a).

Para demostrar (b) veremos que si ∥f∥p = ∞ para una función no

negativa f , entonces Np(f) = ∞ . Sea fi definida en cada punto de E

como sigue:

fi(x) =

{
0 si |x| > i

min(f(x), i) si |x| ≤ i .

Claramente fi ∈ Lp y el teorema de Beppo-Levi nos asegura que ∥fi∥p → ∞
cuando i→ ∞ . Sea gi ∈ Lp

′
, ∥gi∥p′ = 1 tal que∫
E

figi = ∥fi∥p .

Luego, para cualquier n se tiene

Np(f) ≥
∫
E

fgi ≥
∫
E

figi = ∥fi∥p ,

o sea Np(f) = ∞ .

Q.E.D.

En el teorema anterior no hace falta toda la bola de Lp
′

para definir la

norma Lp . Sea D ⊆ Lp
′

una clase de funciones densa en Lp
′
, i.e. para

cada g ∈ Lp
′

existe una sucesión (gi) ⊆ D tal que ∥g − gi∥p′ → 0 cuando

i→ ∞ .

(7.10)’ Teorema. (a) Si f ∈ Lp , 1 ≤ p ≤ ∞ , entonces

∥f∥p = sup

{∫
E

fg dx : ∥g∥p′ ≤ 1 , g ∈ D

}
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(b) Si f es una función medible y c una constante finita tal que∫
E

|f | |g| dx ≤ c∥g∥p′ , g ∈ D .

Entonces f ∈ Lp .

Demostración: Ver ejercicios

Nuevamente podemos preguntarnos cuáles son lass funcionales lineales

continuas definidas sobre Lp .

Sea g ∈ Lp y pongamos como antes

ℓg(f) =

∫
E

f g dx (f ∈ Lp) .

Entonces tenemos ℓg ∈ (Lp)∗ y ∥ℓg∥ = ∥g∥p′ . Aqúı 1 ≤ p ≤ ∞ .

Enunciamos ahora el siguiente teorema:

(7.11) Teorema de representación de Riesz. Sea 1 ≤ p < ∞ y ℓ una

funcional lineal continua sobre Lp . Entonces existe una única g ∈ Lp
′

tal que ℓ = ℓg .

Con las herramientas que poseemos en este momento es muy fácil de-

mostrar (7.11) para 1 ≤ p ≤ 2 (ver ejercicios). Más adelante daremos una

demostración para los restantes p ; pero para ello deberemos usar una de los

teoremas más importantes de la teoŕıa de la medida, a saber, el teorema de

Radon - Nikodym.

6. La función de distribución.

Para cada función f medible no negativa y cada t ≥ 0 , definamos

λ(t) = λf,E(t) = m ({x ∈ E : f(x) > t}) .

Llamaremos a λ(t) la función de distribución de f sobre E .

El lector debeŕıa verificar que λ(t) es una función monótona decreciente

y continua por la derecha. Además si suponemos que f es finita en casi todo

punto, entonces λ(t) → 0 cuando t → ∞ , a menos que la función λ(t) sea

idénticamente infinita.
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Si f ∈ Lp(E) , p <∞ y λ(t) = λ|f |,E(t) entonces tenemos

(1) tp λ(t) ≤
∫
{|f |>t}∩E

|f |p dx .

La desigualdad de arriba brinda información sobre el comportamiento

de λ(t) para t→ +∞ .

(7.12) Teorema. Sea p <∞ , f ∈ Lp(E) y λ(t) = λ|f |,E(t) . Entonces

(a) tp λ(t) → 0 cuando t→ ∞ .

(b) tp λ(t) → 0 cuando t→ 0 .

Demostración: La desigualdad (1) y el teorema de la convergencia domi-

nada implican (a). Si la medida de E es finita la parte (b) es obvia. Para el

caso general pongamos E = E1 ∪ E2 , donde

m(E1) <∞ y

∫
E2

|f(t)|p dt < ε ,

para un ε > 0 dado.

Luego,

tp λ(t) ≤ tpm(E1) +

∫
E2

|f(t)|p dt .

Q.E.D.

Ahora estamos en condiciones de expresar la integral de |f |p usando la

función de distribución λ(t) = λ|f |,E(t) . En efecto para 1 ≤ p <∞ y x ∈ E

se tiene

|f(x)|p = p

∫ |f(x)|

0

tp−1 dt .

Integrando la igualdad anterior sobre E y usando el teorema de Tonelli

llegamos a

(2)

∫
E

|f(x)|p dx = p

∫ ∞

0

tp−1 λ(t) dt ,

donde λ(t) = m({x ∈ E : |f(x)| > t}) .

La integral de Lebesgue de la fórmula (2) también se puede expresar

como una integral de Riemann - Stieltjes. Para ello basta integrar por partes

en la integral

p

∫ B

ε

tp−1 λ(t) dt ,
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haciendo luego B → ∞ , ε → 0 y usando el Teorema (7.12), se obtiene la

fórmula

(3)

∫
E

|f(x)|p dx = −
∫ ∞

0

tp dλ(t) .

En el futuro utilizaremos asiduamente las igualdades (2) y (3).

∗∗∗ 7. Espacios de Orlicz.

Sea φ una función monótona creciente y continua de [0,∞) en śı mismo

tal que φ(0) = 0 y φ(t) tiende a infinito si t→ ∞ . Si E es un subconjunto

medible de IR n , consideremos el siguiente conjunto de funciones medibles:

Lφ(E) = Lφ =

{
f : existe λ > 0 tal que

∫
E

φ(λ|f(x)|) dx <∞
}
.

Como en el caso de Lp los elementos de Lφ son clases de funciones medibles

con valores complejos o reales extendidos. En cualquier caso es fácil ver que

Lφ es un espacio vectorial cerrado para las operaciones de máximo y mı́nimo

entre dos funciones. Abreviamos esto diciendo que estamos en presencia de

un espacio vectorial reticulado.

En la literatura también se usa el siguiente espacio

Lφ∞(E) = Lφ∞ =

{
f : para todo λ > 0,

∫
E

φ(λ|f(x)|) dx <∞
}
.

Fácilmente se demuestra que Lφ∞ es un espacio vectorial reticulado incluido

en Lφ .

El conjunto de funciones

Dφ =

{
f :

∫
E

φ(|f(x)|) dx <∞
}
,

está comprendido entre los dos anteriores definidos, pero dado que en general

no es un espacio vectorial se usa con menos frecuencia que aquellos.

Diremos que la función φ cumple una condición ∆2 si existe una cons-

tante no negativa c tal que φ(2x) ≤ cφ(x) para todo x ≥ 0 . Si esta

desigualdad se cumple para todo x mayor que un cierto x0 , decimos que φ

cumple una condición ∆2 para valores grandes de x .
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(7.13) Teorema. Si φ cumple una condición ∆2 , entonces tenemos Lφ∞ =

Lφ . Si m(E) < ∞ obtenemos la igualdad entre ambos espacios con

sólo pedir que se cumpla una condición ∆2 para valores grandes de x .

Demostración: ejercicio.

(7.14) Teorema. Si φ no cumple una condición ∆2 para valores grandes

de x , existe una función f en Dφ tal que βf /∈ Dφ para todo β > 1 .

Demostración: Sin pérdida de generalidad supondremos m(E) < ∞ .

Dado que φ no cumple ∆2 en el infinito, existe u1 tal que φ(u1) > 1 y

φ((1 + 1
1 )u1) > 2φ(u1) . También existe u2 > u1 tal que φ((1 + 1

2 )u2) >

22φ(u2) . En general podemos elegir una sucesión ui ↗ ∞ tal que para todo

i se verifica

φ

((
1 +

1

i

)
ui

)
> 2iφ(ui) .

Elijamos ahora una sucesión disjunta de conjuntos (Ei) tal que para cada i ,

Ei ⊂ E, m(Ei) = m(E)/2iφ(ui) .

Pongamos ahora

f(x) =

{
ui si x ∈ Ei

0 si x /∈
∪
i

Ei .

Claramente ∫
E

φ(f(x)) dx =
∑ m(E)

2iφ(ui)
φ(ui) = m(E) <∞ .

Si β > 1 , tendremos∫
E

φ(βf(x)) dx ≥
∑

(β−1)i≥1

m(E)

2iφ(ui)
φ

(
(1 +

1

i
)ui

)
= ∞ .

Q.E.D.

Seguidamente introducimos una métrica en Lφ∞ que es la análoga de

dp(f, g) =
∫
E

|f − g|p dx cuando 0 < p ≤ 1 , para lo cual supondremos que

φ es una función cóncava (i.e. −φ convexa) diferenciable, además de las

condiciones pedidas al principio de esta sección. En esta situación la función
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φ resulta ser subaditiva sobre [0,∞) o sea φ(s + t) ≤ φ(s) + φ(t) para

s, t ≥ 0 (ver ejercicios).

Para f, g ∈ Lφ∞ ponemos

dφ(f, g) =

∫
E

φ(|f − g|) dx .

Es fácil ver que

d1) dφ(f, g) = 0 sii f = g .

d2) dφ(f, g) ≤ dφ(f, h) + dφ(h, g) .

d3) dφ(f, g) = dφ(g, f) .

Hemos demostrado que cuando φ es cóncava, Lφ∞ es un espacio métrico con

la distancia dφ .

Notemos que dφ no es, en general, una métrica sobre Lφ . Más aún,

dφ(f, 0) puede valer infinito si f /∈ Lφ∞ .

Para lo que resta de esta sección supondremos que φ : [0,∞) → [0,∞)

es una función convexa no idénticamente nula con φ(0) = 0 . Nótese que

las condiciones anteriores implican que φ(x) tiende a infinito si x tiende a

infinito y además φ es estrictamente creciente desde cierto punto en adelante.

Definimos ahora

Cφ =

{
f ∈ Lφ :

∫
E

φ(|f |) dx ≤ 1

}
.

(7.14) Teorema. Se verifican las siguientes propiedades:

(1) Cφ es convexo y 0 ∈ Cφ .

(2) Cφ es simétrico respecto al origen : f ∈ Cφ implica −f ∈ Cφ .

(3) Si f ∈ Lφ existe ε > 0 tal que εf ∈ Cφ , i.e. Cφ absorbe

cualquier elemento de Lφ .

(4) Cφ no contiene ninguna recta que pase por el origen.

Demostración: Las dos primeras propiedades son triviales. La propiedad

(3) es consecuencia de la continuidad de φ , del teorema de convergencia

dominada de Lebesgue y del hecho que φ(0) = 0 .

Ahora, si f es una función no nula sabemos que para cierto a > 0 y un

conjunto A medible de medida positiva, |f | ≥ a χ
A . Luego,∫

E

φ(λ|f |) dx ≥ φ(λa) m(A)
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y recordando que φ(t) tiende a infinito cuando t → ∞ , obtenemos la de-

mostración de (4).

Q.E.D.

En forma análoga a lo realizado en el Cap.II, Sección 14 podemos ver

que la siguiente funcional de Minkowski

∥f∥φ = inf

{
λ > 0 :

f

λ
∈ Cφ

}
,

define una norma sobre Lφ . Esta norma se conoce con el nombre de norma

de Luxemburg.

Note (use el teorema de Fatou) que si f es no nula, tenemos∫
E

φ

(
|f |

∥f∥φ

)
dx ≤ 1 .

Aśı el ı́nfimo que define ∥f∥φ es en realidad un mı́nimo. Esto nos permite

dar una rápida demostración de la desigualdad triangular. En efecto, si

∥f∥φ . ∥g∥φ > 0 tendremos

f + g

∥f∥φ + ∥g∥φ
=

∥f∥φ
∥f∥φ + ∥g∥φ

f

∥f∥φ
+

∥g∥φ
∥f∥φ + ∥g∥φ

g

∥g∥φ
∈ Cφ ,

o sea ∥f + g∥φ ≤ ∥f∥φ + ∥g∥φ .

(7.15) Si φ cumple una condición ∆2 , para cada f ̸= 0 tenemos la igualdad∫
E

φ

(
|f |

∥f∥φ

)
dx = 1 .

Si φ no cumple la propiedad ∆2 no podemos asegurar la igualdad en

(7.15). No obstante tenemos

(7.16) λ ≥ ∥f∥φ si y sólo si

∫
E

φ

(
|f |
λ

)
dx ≤ 1 .

Para estudiar la convergencia en norma es útil tener en cuenta el siguiente

resultado.
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(7.17) Teorema. Para una sucesión (fi) en Lφ son equivalentes las afir-

maciones

(1) ∥fi∥φ → 0 cuando i→ ∞ ;

(2) para cada λ > 0
∫
E
φ(λ|fi|) dx→ 0 cuando i→ ∞ .

Demostración: Veamos que (1) implica (2). Dado que φ(tx) ≤ t φ(x) ,

0 ≤ t ≤ 1 , x ≥ 0 , para λ∥fi∥φ ≤ 1 y fi no nula tenemos las estimaciones∫
E

φ(λ|fi(x)|) dx =

∫
E

φ

(
λ∥fi∥φ

|fi(x)|
∥fi∥φ

)
dx

≤ λ∥fi∥φ
∫
E

φ

(
|fi(x)|
∥fi∥φ

)
dx

≤ λ ∥fi∥φ .

Supongamos ahora que (2) es cierta. Si tuviéramos para una subsucesión(
fij
)

y un número a > 0 las desigualdades ∥fij∥φ > a , tendŕıamos por

(7.16) ∫
E

φ

( |fij |
a

)
dx > 1 para todo j .

Q.E.D.

(7.18) Teorema. Consideremos una sucesión (fi) en Lφ que converge pun-

tualmente a una función f . Entonces ∥f∥φ ≤ lim inf
i→∞

∥fi∥φ .

Demostración: Sea α = lim inf
i→∞

∥fi∥φ y supongamos α > 0 , si α = 0 se

puede demostrar que f = 0 . Luego existe una subsucesión (fij ) tal que

0 < ∥fij∥φ → α si j → ∞ . Usando el teorema de Fatou, tenemos∫
φ

(
|f |
α

)
dx =

∫
lim
j→∞

φ

( |fij |
∥fij∥φ

)
dx

≤ lim inf
j→∞

∫
φ

( |fij |
∥fij∥φ

)
dx ≤ 1 .

O sea hemos demostrado ∥f∥φ ≤ α .

Q.E.D.

(7.19) Teorema. El espacio Lφ con la norma de Luxemburg ∥ . ∥φ es un

espacio de Banach.
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Demostración: Hemos visto que ∥ . ∥φ es una norma y sólo resta demostrar

que el espacio es completo. Sea (fk) una sucesión en Lφ tal que
∑
k ∥fk∥φ <

∞ y pongamos f∗ =
∑
k |fk| . Por (7.18) tenemos que f∗ ∈ Lφ y por lo

tanto la función

f =
∑

fk ,

está bien definida en casi todo punto y pertenece a Lφ , puesto que |f | ≤ f∗ .

Veamos ahora que hi =
∑i
k=1 fk converge a f en norma ∥ . ∥φ . En efecto,

∥f − hi∥φ =

∥∥∥∥∥
∞∑
i+1

fk

∥∥∥∥∥
φ

≤

∥∥∥∥∥
∞∑
n+1

|fk|

∥∥∥∥∥
φ

≤
∞∑
i+1

∥fk∥φ ,

donde la última desigualdad es nuevamente consecuencia de (7.18). Como∑
i+1 ∥fk∥φ → 0 cuando i→ ∞ , se sigue que el espacio Lφ es completo.

Q.E.D.

Una consecuencia directa del teorema de convergencia dominada de

Lebesgue es que si f ∈ Lp , p <∞ , entonces ∥f χA∥p tiende a cero cuando

m(A) tiende a cero.

Diremos que una función f ∈ Lφ tiene norma ∥ . ∥φ absolutamente

continua si ∥f χ
A∥φ → 0 cuando m(A) → 0 (para abreviar escribiremos

que f tiene n.a.c.).

A continuación exploramos brevemente el concepto de n.a.c. y veremos

el papel que desempeña Lφ∞ en relación con este concepto.

(7.20) Teorema. Cada f ∈ Lφ∞ tiene norma absolutamente continua. Si

f ∈ Lφ tiene n.a.c., entonces para cada conjunto medible A de medida

finita, f χA ∈ Lφ∞ .

Demostración: Observemos primero que si f ∈ Lφ∞ esta función puede

ser aproximada en norma ∥ . ∥φ por funciones acotadas con soporte acotado.

En efecto, sea (Ai) una sucesión creciente de conjuntos acotados tal que

E =
∪
Ai , donde E es el conjunto medible sobre el cual está definido el

espacio de Orlicz Lφ . Para cada f ∈ Lφ∞ pongamos

fi = χ
Ai f χ {|f |≤i} .

La sucesión (fi) converge puntualmente hacia f y por otro lado fi ∈
L∞ y es nula fuera de Ai . Por ser f ∈ Lφ∞ tenemos que para cada λ > 0 ,∫

E

φ(λ|fi − f |) dx→ 0 ,
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para i→ ∞ . Asi que por (7.17) vale ∥f − fi∥φ → 0 si i→ ∞ .

Sea ahora f ∈ Lφ∞ y ε > 0 y tomemos g ∈ L∞ tal que ∥f − g∥φ < ε .

Luego

∥f χA∥φ ≤ ε+ ∥g χA∥φ ≤ ε+ ∥g∥∞ ∥χA∥φ .

Pero (ver ejercicios)

∥χA∥φ = 1/φ−1(1/m(A)) .

Con lo que se ha demostrado la primera parte del teorema.

Rećıprocamente, sea f ∈ Lφ con n.a.c. y A un conjunto medible de

medida finita. Sean Bi = {x ∈ A : |f(x)| ≤ i} , Ai = A−Bi y fi = f χ
Bi .

Como m(Ai) → 0 cuando i→ ∞ , tenemos

∥f χ
A − fi∥φ = ∥f χ

Ai∥φ → 0 si i→ ∞ .

Puesto que fi está en Lφ∞ y este último espacio es cerrado en Lφ (ejercicio

35), hemos demostrado que f χ
A ∈ Lφ∞ .

Q.E.D.

Inspirados por la demostración del teorema precedente definiremos la

clase Bφ como la adherencia en Lφ del conjunto

{f ∈ L∞ : m( soporte f) <∞} .

Con esta notación tenemos

(7.21) Lφ∞ = Bφ

La demostración de la afirmación (7.21) está incluida en la demostración

del teorema (7.20).

No es dif́ıcil ver que si φ : [0,∞) → [0,∞) es una función convexa no

nula tal que φ(0) = 0 , existen funciones no acotadas en el espacio de Orlicz

Lφ . Aśı , si queremos obtener L∞ como en un caso particular de espacio de

Orlicz debemos modificar nuestro concepto de función convexa permitiéndole

tomar valores infinitos. En consecuencia definimos

φ∞(t) =

{
0 si 0 ≤ t ≤ 1

∞ si t > 1 .
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Claramente tenemos
∫
E
φ∞(|f |) dx <∞ si y sólo si |f(x)| ≤ 1 en casi todo

punto x ∈ E . Por lo tanto Lφ∞ = L∞ y ∥f∥φ∞ = ∥f∥∞ . Nótese que para

verificar estas últimas afirmaciones, es necesario usar el convenio 0 .∞ = 0 .

EJERCICIOS

1. Sea (X, ∥ . ∥) un espacio normado y (xn) una sucesión en X , diremos

que la serie formal
∑

1≤n xn es absolutamente convergente si la

serie numérica
∑

1≤n ∥xn∥ es convergente.

Demuestre que un espacio normado es completo si y sólo si toda serie

absolutamente convergente es convergente.

2. Dé un ejemplo de una función f en L1([0, 1]) tal que para todo p > 1

|f |p /∈ L1([0, 1]) .

3. El espacio L1( IR n) es separable, o sea tiene un conjunto denso numer-

able.

4. Probar que existe una sucesión monótona creciente de funciones no ne-

gativas φn ∈ C∞
0 ( IR ) que converge puntualmente a la función carac-

teŕıstica del intervalo abierto (0, 1) .

Sugerencia: mostrar que la función

ψ(t) =

{
e−1/t si t > 0

0 si t ≤ 0

es infinitamente diferenciable y tiende a uno cuando t→ ∞ . Considerar

la sucesión φn(t) = ψ(nt)ψ(n(1− t)) . Demuestre que C∞
0 ( IR ) es denso

en L1( IR ) .

5. Demuestre el siguiente resultado, conocido como el teorema de Rie-

mann - Lebesgue: si f ∈ L1( IR ) , entonces

lim
n→∞

∫ ∞

−∞
f(x) cosnx dx = lim

n→∞

∫ ∞

−∞
f(x) sennx dx = 0.

Sugerencia: demostrar el resultado para una función escalera y luego

usar el teorema (7.2).
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6. La función senx/x no es integrable Lebesgue en (0,∞) . Observe que

el lim
n→∞

∫ n
0

(senx)/x dx existe.

7. El espacio L∞(0, 1) con la norma ∥ . ∥∞ es un espacio de Banach no

separable.

8. Para 0 < p ≤ 1 y f, g ∈ Lp(E) ponemos dp(f, g) =
∫
E

|f − g|p dx .

Entonces (Lp(E), dp) es un espacio métrico completo. Note que Lp es

un espacio vectorial.

9. Sea M(E) el conjunto de las funciones medibles definidas sobre E ,

suponemos 0 < m(E) < ∞ . Para f, g ∈ M(E) sea d(f, g) =∫
E

|f − g|/(1 + |f − g|) dx . Entonces (M(E), d) es un espacio métrico

completo.

Sugerencia: demuestre primero que d(fn, f) → 0 si y sólo si fn → f

en medida. También se puede demostrar este ejercicio sin recurrir al

concepto de convergencia en medida, recuerde que hemos demostrado la

completitud de L1 de dos formas diferentes.

10. Sean 1 ≤ p <∞ y f ∈ Lp( IR n) . Para cada t ≥ 0 definimos la siguiente

función

ωp(f, t) = sup
|x|≤t

(∫
IR n

|f(x+ y) − f(y)|p dy
)1/p

.

Demuestre que ωp(f, t) → 0 cuando t → 0 . Es cierto el resultado para

p = ∞ ?

Sugerencia: La afirmación anterior es fácil de demostrar cuando f es

una función continua con soporte compacto. Recuerde que la clase de

estas funciones es densa en Lp y use además las desigualdades siguientes:

ωp(f, t) ≤ 2∥f∥p ,
ωp(f, t) ≤ ωp(f − g, t) + ωp(g, t) .

11. Demuestre la desigualdad de Minkowski usando la desigualdad de Hölder.

12. Si m(E) <∞ y 1 ≤ p ≤ q ≤ ∞ , entonces Lq(E) ⊂ Lp(E) .

Sugerencia: Sea q <∞ , luego use Jensen para verificar que

∥f/|E|1/p∥p ≤ ∥f/|E|1/q∥q .

También se puede demostrar este ejercicio usando la desigualdad de

Hölder.
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13. Para r ≤ p ≤ s se tiene que Lp(E) ⊂ Lr(E)+Ls(E) , donde el conjunto

de la derecha es {f + g : f ∈ Lr(E) y g ∈ Ls(E)} .

14. Si m(E) <∞ y f ∈ L∞(E) , entonces ∥f∥p → ∥f∥∞ cuando p→ ∞ .

Sugerencia: La versión discreta de la afirmación anterior es muy fácil de

demostrar. En efecto sea

fp(x) = fp(x1, . . . , xn) =

(
n∑
i=1

|xi|p
)1/p

, y

|xi0 | = max
1≤i≤n

|xi| .

Luego fp(x) = |xi0 | fp
(

1

|xi0 |
x

)
y tenemos fp

(
1

|xi0 |
x

)
→ 1 para

p→ ∞ .

Aśı la afirmación es cierta para funciones simples. Para el caso general

use el hecho de que las funciones simples son densas en L∞(E) .¿Podŕıa

dar una demostración alternativa sin pasar por el caso discreto?

15. Sean f ∈ Lp( IR n) y g ∈ Lp
′
( IR n) , 1/p + 1/p′ = 1 , entonces la con-

volución f ∗ g es una función acotada uniformemente continua.

Sugerencia: Use el ejercicio 10.

16. Demuestre la siguiente desigualdad conocida como la desigualdad de

Minkowski para integrales.(∫
F

(∫
E

f(x, y) dx

)p
dy

)1/p

≤
∫
E

(∫
F

fp(x, y) dy

)1/p

dx ,

donde f es una función medible no negativa, E ⊂ IR n , F ⊂ IRm y

1 ≤ p <∞ .

Sugerencia: Use el teorema (7,10) y el teorema de Tonelli.

17. Si f ∈ L1( IR n) y g ∈ Lp( IR n) , 1 ≤ p ≤ ∞ . Entonces f ∗g ∈ Lp( IR n)

y se verifica ∥f ∗ g∥p ≤ ∥f∥1∥g∥p .

Sugerencia: Use la desigualdad de Minkowski para integrales.

18. Sean X e Y espacios normados y T una transformación lineal de X

en Y . Las siguientes afirmaciones son equivalentes

(i) Existe un número real no negativo M tal que

∥Tx∥ ≤M∥x∥ , x ∈ X .



ejercicios 223

(ii) T es continua en x = 0 .

iii) T es continua sobre X .

19. Sea T una transformación lineal continua de un espacio normado X en

un espacio normado Y . Pongamos

∥T∥ = sup
∥x∥≤1

∥Tx∥

(a) La expresión anterior define una norma sobre el espacio vectorial

L(X,Y ) de todas las transformaciones lineales continuas de X en Y .

(b) Si Y es un espacio de Banach también lo es L(X,Y ) .

(c) Las siguientes son expresiones alternativas para ∥T∥ , es decir iguales

a ésta.

( c1 ) sup{∥Tx∥ : ∥x∥ = 1}
( c2 ) sup{∥Tx∥/∥x∥ : x ̸= 0}
( c3 ) inf{M : ∥Tx∥ ≤M∥x∥ , x ∈ X} .

20. Sean K ∈ L2( IR n × IR n) , f ∈ L2( IR n) y definimos

T f(x) =

∫
IR n

K(x, y)f(y) dy .

La función T es una transformación lineal continua de L2 y se verifica

∥T∥ ≤ ∥K∥2 .

21. Sea C0( IR n) el espacio de las funciones continuas con soporte com-

pacto definidas sobre IR n . El espacio normado (C0( IR n), ∥ ∥∞) no es

completo. El espacio anterior es denso en el espacio de las funciones

continuas que se anulan en el infinito (funciones f(x) que tienden a cero

cuando |x| → ∞ ).

22. Si f ∈ L1( IR n) definimos la transformada de Fourier de f como

F(f)(y) = (2π)−n/2
∫
IR n

eix
. y f(x) dx

F es una transformación lineal continua de L1( IR n) en el espacio de

las funciones continuas que se anulan en el infinito.

23. Sea φ una función continua de IR en IR que cumple 2φ(s + t) ≤
φ(2s) + φ(2t) . Entonces φ es una función convexa.
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24. Sea φ : [0,∞) → IR tal que φ(0) = 0 . Si φ es convexa y 0 ≤ λ ≤ 1

tenemos que φ(λt) ≤ λφ(t) , t ∈ IR . Si φ es cóncava, i.e. −φ convexa,

y λ ≥ 1 se verifica φ(λt) ≤ λφ(t) , t ∈ IR .

25. Sea φ : [0,∞) → IR , φ(0) = 0 una función cóncava y derivable. En-

tonces φ(s+ t) ≤ φ(s) + φ(t) para s, t ≥ 0 .

Sugerencia: Use el ejercicio anterior para verificar que la desigualdad se

cumple para s = t , recuerde luego que φ′ es una función monótona

decreciente. Muestre que la hipótesis de derivabilidad puede omitirse.

26. Sea φ : [0,∞) → [0,∞) , φ(0) = 0 , una función cóncava derivable.

Supongamos además φ(t) > 0 si t > 0 . Definimos Lφ(E) como el

conjunto de las funciones medibles f tal que
∫
E
φ(|f |) dx es finita.

Para f, g ∈ Lφ(E) ponemos

dφ(f, g) =

∫
E

φ(|f − g|) dx .

Pruebe que (Lφ(E), dφ) es un espacio métrico completo. Nótese que

Lφ(E) es también un espacio vectorial.

27. Sea H un espacio de Hilbert, C un conjunto convexo cerrado en H

y p(x) = p(x/C) la proyección de un vector x sobre C . La función

p : H → C es lineal sii C es un subespacio.

28. Demuestre el Teorema (7.11) para 1 ≤ p ≤ 2 .

Sugerencia: Suponga que el espacio E tiene medida finita y con la

desigualdad de Hölder reduzca el problema al caso p = 2 . Véase la

demostración del Teorema (7.3) dada el final del parágrafo 3.

29. Si ∥f −fn∥p → 0 , entonces la sucesión fn converge en medida hacia f .

30. Teorema de convergencia de Vitali. Sea (fn) una sucesión en Lp(E) ,

0 < p < ∞ , que converge en casi todo punto hacia una función f la

cual es finita en casi todo punto. Entonces f ∈ Lp(E) y ∥f − fn∥p → 0

cuando n→ ∞ si y sólo si se cumple:

(i) Para cada ε > 0 existe un conjunto A de medida finita tal que para

todo n vale ∫
E−A

|fn(x)|p dx ≤ ε .

(ii) Dado ε > 0 existe δ > 0 tal que si |A| < δ entonces∫
A

|fn(x)|p dx < ε ,
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para todo n .

Sugerencia: Es más fácil ver que las anteriores son condiciones necesarias.

Para demostrar que son suficientes si 1 ≤ p < ∞, primero use Fatou y

Minkowski para reducir al caso m(E) <∞ , y lluego use Egorov.

31. Sea φ : [0,∞) → [0,∞) una función continua creciente φ(0) = 0 tal que

para una constante finita c se cumple φ(s + t) ≤ c(φ(s) + φ(t)) para

todo par de números no negativos s, t . Sea (fn) una sucesión de fun-

ciones medibles que converge en casi todo punto hacia f , y supongamos

que
∫
E
φ(|f |) dx es finita. Si

∫
E
φ(|fn|) dx →

∫
E
φ(|f |) dx cuando

n→ ∞ , entonces
∫
E
φ(|f − fn|) dx→ 0 si n→ ∞ .

Sugerencia: Use Fatou para la sucesión c(φ(|f |)+φ(|fn|))−φ(|fn−f |) .

32. Demuestre que un espacio de Banach real es un espacio de Hilbert si y

sólo si para cualquier par de vectores x, y se cumple la “ley del paralelo-

gramo” : ∥x + y∥2 + ∥x − y∥2 = 2∥x∥2 + 2∥y∥2 . Extienda el resultado

para espacios de Banach complejos.

33. Sea 1 ≤ p <∞ y supongamos que para todo par de funciones f, g ∈ Lp

se cumple la ley del paralelogramo: ∥f+g∥2p+∥f−g∥2p = 2(∥f∥2p+∥g∥2p) .

Demuestre que p = 2 .

34. Sea φ(t) una función creciente continua sobre la semirrecta 0 ≤ t <∞ ,

con derivada continua para t > 0 y tal que φ(0) = 0 . Probar que

para cualquier función medible no negativa f : IR n → IR y cualquier

conjunto medible E ⊂ IR n ,∫
E

φ(f(x))dx =

∫ ∞

0

m(E ∩ {f > t})φ′(t)dt.

35. Lφ∞ es un subespacio cerrado de Lφ .

36. Si E tiene medida finita verifique L∞(E) ⊂ Lφ(E) ⊆ L1(E) . Observe

que la primera inclusión es propia.

37. Sea A un conjunto de medida finita tal que φ(m(A)) > 0 . Demuestre

que

∥χA∥φ = 1/φ−1 (1/m(A))



CAPITULO VIII

DIFERENCIACION DE LA INTEGRAL

1. La función maximal de Hardy-Littlewood.

En este caṕıtulo consideraremos funciones con valores en la recta real

extendida. Para una función localmente integrable f (integrable sobre

cualquier cubo Q ⊂ IR n ), definimos el promedio de f sobre Q por medio

de la fórmula

fQ =
1

m(Q)

∫
Q

f(x) dx .

Cuando f es continua en un punto x0 , tenemos que

lim
m(Q)→0

fQ = f(x0) ,

donde se han considerado aquellos cubos que contienen al punto x0 .

El primer objetivo de este caṕıtulo será analizar la validez del ĺımite

anterior cuando la función f es integrable. A lo sumo podemos esperar un

resultado válido en casi todo punto, ya que para f y g iguales en casi todo

punto tenemos fQ = gQ para cada cubo Q .

A continuación definimos una función que mayora puntualmente a todos

los promedios. Para f localmente integrable ponemos

Mf(x) = sup
Q

|f |Q = sup
Q

1

m(Q)

∫
Q

|f(y)| dy ,

donde el supremo se toma sobre todos los cubos que contienen al punto x .

226
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La función Mf recibe el nombre de función maximal de Hardy-

Littlewood. Veamos que Mf es semicontinua inferiormente y en conse-

cuencia medible.

En efecto, para cada número real positivo t definimos:

Et = {x ∈ IR n : Mf(x) > t} .

El conjunto Et es abierto puesto que la integral de Lebesgue es absolutamente

continua.

Hemos definido un operador M sobre las funciones localmente inte-

grables con valores en las funciones medibles. Este operador es sublineal, lo

que significa que:

M(af + bg)(x) ≤ |a|Mf(x) + |b|Mg(x) ,

para cada par f, g de funciones, números a, b cualesquiera y cada x ∈ IR n .

El operador M transforma el espacio L∞ en śı mismo, más precisamente

tenemos ∥Mf∥∞ ≤ ∥f∥∞ . Por otro lado M no preserva la integrabilidad

de funciones. En efecto, Mf /∈ L1( IR n) si f ̸= 0 (ver ejercicios).

La integrabilidad de f no implica que Mf sea localmente integrable,

como surgirá de la siguiente consideración.

Sea f una función no negativa definida sobre la recta real. Entonces

Mf(x) ≥ 1

x

∫ x

0

f(y) dy (x > 0) .

Integrando la expresión anterior sobre el intervalo [0, 1] y usando el

teorema de Tonelli, obtenemos:∫ 1

0

log(1/x) f(x) dx ≤
∫ 1

0

Mf(x) dx .

En consecuencia Mf no será integrable sobre [0, 1] si log(1/x) f(x) no

lo es en dicho intervalo. Por otra parte, existen funciones f integrables en

[0, 1] , tales que log(1/x) f /∈ L1[0, 1] .

Observemos que si a una función integrable f le imponemos que

log(1/x)f ∈ L1[0, 12 ) , solamente estamos pidiendo una condición extra de
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integrabilidad en la cercańıa del punto x = 0 . Condiciones semejantes para

f , pero globales, están dadas por expresiones del tipo∫ 1

0

|f(x)| log+ |f(x)| dx <∞ ,

donde log+ t es cero si 0 ≤ t ≤ 1 y vale log t para t ≥ 1 .

Si para una función f la integral anterior es finita, diremos que f

pertenece a la clase L log+ L[0, 1] .

El lector puede verificar que si f ∈ L log+ L[0, 1] , entonces f(x) log(1/x)

es integrable a [0, 1] . La rećıproca de esta afirmación es cierta si f es no

negativa y decreciente.

Más adelante veremos que si una función f está en la clase L log+ L ,

entonces su función maximal es localmente integrable.

El siguiente teorema es de suma importancia en la teoŕıa de diferen-

ciación de la integral.

(8.1) Teorema de Hardy-Littlewood. Para cada f ∈ L1( IR n) y t > 0

se tiene

m({x : Mf(x) > t}) ≤ c

t

∫
IR n

|f(x)| dx ,

donde c es una constante finita que no depende ni de f ni de t .

El teorema anterior se obtendrá fácilmente usando el siguiente lema de

cubrimiento.

(8.2) Lema de cubrimiento. Sea K un subconjunto compacto de IR n

y C un cubrimiento de K por cubos abiertos. Entonces se puede

seleccionar de C una familia finita disjunta de cubos Q1, Q2, . . . , Qm

tal que

K ⊂
m∪
i=1

3Qi ,

donde 3Qi denota el cubo concéntrico con Qi cuyo lado tiene tres

veces la longitud del lado de Qi .

Demostración del lema: Por el teorema de Heine-Borel podemos selec-

cionar cubos I1, I2, . . . , Iℓ de la clase C cuya unión cubre a K . Denotemos

por Q1 un cubo Ij que tenga longitud de lado máxima entre los ℓ cubos

anteriores.
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Observemos que si un cubo Ij tiene intersección no vaćıa con el cubo Q1 ,

entonces Ij ⊂ 3Q1 . Aśı nos quedamos con los cubos Ij que no intersecan

a Q1 y dentro de ellos elegimos como Q2 a un cubo de longitud de lado

máxima.

Repitiendo este proceso obtenemos una familia Q1, . . . , Qm , m ≤ ℓ de

cubos disjuntos con la propiedad requerida por el lema.

Q.E.D.

Demostración del teorema de Hardy-Littlewood: Sea K un sub-

conjunto compacto del conjunto {x ∈ IR n : Mf(x) > t} . Para cada x ∈ K

elegimos un cubo abierto Q que contenga a x , tal que el promedio |f |Q sea

mayor que t .

Teniendo en cuenta la compacidad de K y el lema de cubrimiento (8.2),

existen cubos disjuntos Q1, . . . , Qm tal que:

K ⊂
m∪
i=1

3Qi , |f |Qi > t (i = 1, . . . ,m).

Ahora obtenemos fácilmente una estimación para m(K) . En efecto,

m(K) ≤
m∑
i=1

m(3Qi) = 3n
m∑
i=1

m(Qi) ≤

3n

t

m∑
i=1

∫
Qi

|f(x)| dx =
3n

t

∫∪m

1
Q1

|f(x)| dx ≤ 3n

t
∥f∥1 .

Usando la regularidad de la medida de Lebesgue (ver 3.31), obtenemos

la afirmación del teorema con c = 3n .

Q.E.D.

Diremos que una función medible f pertenece a L1( IR n)L1( IR n)L1( IR n) débil si existe

una constante c(f) tal que tλ|f |(t) ≤ c(f) para cada t > 0 , donde λ|f |(t) =

m({x : |f(x)| > t}) .

Por la desigualdad de Chebyshev se tiene que si f es integrable, pertene-

ce a L1( IR n) débil. La afirmación rećıproca no es cierta, por ejemplo te-

nemos que sobre la recta vale tλ 1
|x|

(t) = 2 .

El teorema (8.1) nos dice que la función maximal Mf pertenece a

L1( IR n) débil cuando f es una función integrable.
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2. El teorema de diferenciación de Lebesgue.

Nos interesa ver bajo qué condiciones se cumple la igualdad

(1) lim
Q→x

fQ = f(x) ,

donde el ĺımite se toma sobre la familia de los cubos Q que contienen al

punto x cuando m(Q) → 0 .

Si f es la función caracteŕıstica de un intervalo I , fácilmente se ve que

la igualdad (1) se cumple para x ∈ I◦ ó x /∈ I . Luego dicha relación se

cumple en casi todo punto si f is una función escalonada. Por otro lado, la

relación (1) se cumple si x es un punto de continuidad para la función f .

Por lo tanto tenemos dos clases densas en L1 (las funciones escalonadas y

las funciones continuas con soporte compacto) para las cuales la igualdad (1)

se cumple en todo punto o bien al menos en casi todo punto.

(8.3) Teorema de diferenciación de Lebesgue. Sea f una función

localmente integrable en IR n . Entonces los promedios

1

m(Q)

∫
Q

|f(y) − f(x)| dy

tienden a cero cuando Q→ x , para casi todo x ∈ IR n .

Demostración: Podemos suponer, sin pérdida de generalidad, que

f ∈ L1( IR n) . Definamos ahora el siguiente operador sobre L1( IR n) :

Γf(x) = lim sup
Q→x

1

m(Q)

∫
Q

|f(y) − f(x)| dy ,

o más precisamente

Γf(x) = inf
δ>0

sup

{
1

m(Q)

∫
Q

|f(y) − f(x)| dy : m(Q) ≤ δ, Q ∋ x

}
.

Debemos demostrar que Γf es cero en casi todo punto, o lo que es

equivalente veremos que para todo t > 0 el siguiente conjunto tiene medida

cero

Et(f) = {x : Γf(x) > t} .
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Dado que Γ es un operador sublineal y que Γg(x) es cero en casi todo

punto siempre que g sea una función escalonada, tenemos que me(Et(f)) ≤
me(Et(f − g)) .

Puesto que Γf ≤Mf + |f | , obtenemos

me(Et(f)) ≤ m({M(f − g) + |f − g| > t})

≤ m({M(f − g) > t/2}) +m({|f − g| > t/2}) .

Usando el teorema de Hardy-Littlewood y la desigualdad de Chebyshev,

obtenemos

me(Et(f)) ≤ 2

t
(c+ 1) ∥f − g∥1 ,

para cada g en la clase de las funciones escalonadas. Puesto que dicha clase

es densa en L1( IR n) , tenemos que m(Et(f)) = 0 .

Q.E.D.

Los promedios fQ en el teorema de diferenciación de Lebesgue se con-

sideraron sobre cubos Q de aristas paralelas a los ejes coordenados. A con-

tinuación extenderemos el teorema para promedios sobre conjuntos más ge-

nerales.

Supongamos que para cada x ∈ IR n se ha definido una clase Cx de

conjuntos medibles, de modo que se cumplen las condiciones siguientes:

(a) Para cada E ∈ Cx existe un cubo Q tal que x ∈ Q , Q ⊇ E y

m(Q) ≤ c m(E) , siendo c una constante independiente de x y E .

(b) Para cada ε > 0 y x ∈ IR n existe E ∈ Cx tal que m(E) < ε .

Un ejemplo de clase Cx con las condiciones (a) y (b) es el de una familia

de bolas Br(x) = {y ∈ IR n : |x− y| < r} con radios r tendiendo a cero.

Si A es un conjunto medible acotado de medida positiva ponemos Cx =

{x + rA : r > 0} , con rA = {ra : a ∈ A} . Es fácil ver que esta clase Cx
cumple (a) y (b).

Dada una clase Cx nos interesa nuevamente averiguar si se verifica la

igualdad

lim
E→x

fE = f(x) ,

donde

fE =
1

m(E)

∫
E

f(x) dx

y al escribir E → x debe entenderse que nos aproximamos al punto x con

conjuntos E de la clase Cx .
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(8.4) Teorema. Sea {Cx}x∈ IR n una familia que cumple las condiciones

(a) y (b) y f una función localmente integrable. Entonces para casi

todo x ∈ IR n , tenemos

lim
E→x

1

m(E)

∫
E

|f(y) − f(x)| dy = 0 .

Demostración: Definimos

Γ∗f(x) = lim sup
E→x

∫
E

|f(y) − f(x)| dy

Luego Γ∗f(x) ≤ cΓf(x) , siendo c la constante que aparece en la condi-

ción (a) de la definición de la familia Cx y Γf la función que se introdujo en

la demostración del teorema (8.3).

Dado que Γf es cero en casi todo punto, también lo es Γ∗f . Más aún

hemos demostrado que si para un punto x vale la afirmación del teorema

(8.3) para ese mismo punto es cero el ĺımite en (8.4).

Q.E.D

Decimos que x es un punto de Lebesgue de la función f si

lim
r→0

r−n
∫
|y|≤r

|f(x+ y) − f(x)| dy = 0 .

Una breve meditación muestra que x es un punto de Lebesgue de f si

y sólo si el ĺımite en el teorema (8.3) es cero. Por lo tanto si f es localmente

integrable, entonces casi todo punto x es un punto de Lebesgue de f .

Si E es un conjunto medible, para casi todo x ∈ IR n vale

lim
r→0

m(E ∩Br(x))

m(Br)
= χ

E(x) .

Un punto x para el cual el ĺımite anterior vale 1 se llama punto de

densidad del conjunto E . Por lo tanto casi todo punto de E es punto de

densidad del mismo conjunto. El resto de esta sección puede omitirse en una

primera lectura.

A continuación damos una aplicación del concepto de punto de densidad.

Sea d : IR n → IR una función continua y denotemos por E el conjunto

de sus ceros. Dado que E es cerrado este conjunto es medible.
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Supongamos ahora que la función d satisface la siguiente condición: para

cada x ∈ E ,

d(x+ y) = O(|y|) cuando |y| → 0 .

Esto es, para cada x ∈ E existe una constante M (que puede depender

de x ) y un número δ > 0 tal que |d(x+ y)| ≤M |y| si |y| ≤ δ .

Un ejemplo de función d con estas propiedades se obtiene tomando la

distancia de un punto x a un conjunto cerrado E . En este caso la constante

M vale 1 y δ es cualquier número positivo.

Demostraremos que para casi todo punto x ∈ E se tiene d(x+y) = o(|y|)
cuando |y| → 0 . O sea, dado ε > 0 existe δ > 0 tal que |d(x+ y)| ≤ ε|y| si

|y| ≤ δ .

En otras palabras, bajo las suposiciones hechas para la función d , vere-

mos que en casi todo punto de E la función d es diferenciable y su diferencial

vale cero.

Necesitamos demostrar primero la proposición siguiente:

(c) Sea x un punto de densidad para un conjunto medible F , es decir,

lim
r→0

m(F ∩Br(x))

m(Br)
= 1 .

Entonces para cada ε > 0 , existe δ > 0 tal que F ∩ Bε|y|(x + y) ̸= ∅ si

|y| ≤ δ .

En efecto, siempre tenemos la siguiente inclusión Bε|y|(x + y) ⊂
B|y|+ε|y|(x) . Si para algún valor de y ocurre que Bε|y|(x + y) ∩ F = ∅ ,

entonces tendremos

m
(
F ∩B|y|+ε|y|(x)

)
m
(
B|y|+ε|y|

) ≤
m
(
B|y|+ε|y|(x)

)
−m

(
Bε|y|(x+ y)

)
m
(
B|y|+ε|y|(x)

)
= 1 −

(
ε

1 + ε

)n
.

Para ε > 0 fijo, haciendo |y| → 0 , la desigualdad anterior contradice la

existencia del ĺımite en el enunciado de (c) .

Ahora estamos en condiciones de demostrar que d(x+ y) = o(|y|) , para

casi todo x ∈ E . Con este fin definimos

Ek = {x ∈ E : |d(x+ y)| ≤ k|y| si |y| ≤ 1/k} .
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Los conjuntos Ek son cerrados por ser d una función continua; además

tenemos E =
∪
k≥1

Ek .

Para k fijo, sea x ∈ Ek un punto de densidad para este conjunto.

Usando (c) tenemos que para ε > 0 existe δ > 0 y z ∈ Ek ∩Bε|y|(x+ y) , si

|y| ≤ δ . Supongamos además que εδ ≤ 1/k .

Luego tenemos las desigualdades

|d(z + u)| ≤ k|u| si |u| ≤ 1/k ,

|z − (x+ y)| ≤ ε|y| .

Por lo tanto |d(x+ y)| = |d(z + x+ y − z)| ≤ k|x+ y − z| ≤ kε|y| .
Q.E.D.

3. Medidas abstractas.

En el parágrafo siguiente usaremos en IR n medidas diferentes a la de

Lebesgue y aprovechamos esta oportunidad para introducir el concepto de

medida en forma general.

El concepto de σ -álgebra en IR n se introdujo en Caṕıtulo III, parágrafo

10. Ahora reemplazaremos IR n por un conjunto no vaćıo X arbitrario.

Decimos que una clase de conjuntos Σ ⊂ P(X) es una σσσ - álgebra de

subconjuntos de X si se verifican las siguientes condiciones:

(1) X ∈ Σ .

(2) Toda unión numerable de miembros de Σ es un miembro de Σ .

(3) El complemento de cada miembro de Σ es un miembro de Σ .

Lamaremos conjuntos medibles a los miembros de Σ .

Ejemplos triviales de σ -álgebras para un conjunto X son Σ = {∅, X} y

Σ = P(X) . Para X = IR n hemos considerado las σ - álgebras de Lebesgue

y de Borel.

Si X es un espacio métrico, la mı́nima σ -álgebra que contiene a todos

los conjuntos abiertos de X recibe también el nombre de σ -álgebra de

Borel. Esta σ -álgebra se obtiene como la intersección de las σ -álgebras que

incluyen a los conjuntos abiertos.

En σ -álgebras concretas hemos analizado en detalle la medida de Lebes-

gue y también hemos introducido la medida de Lebesgue-Stieltjes. Damos

ahora el concepto axiomático de medida.
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Sea X un conjunto y Σ una σ -álgebra de subconjuntos de X . Decimos

que µ es una medida sobre ΣΣΣ si es una función con valores en [0,∞] que

cumple:

µ(
∪
j

Ej) =
∑
j

µ(Ej) ,

para cada sucesión (Ej) en Σ de conjuntos disjuntos dos a dos. Además

suponemos que µ(∅) = 0 .

Insistimos que en la suma anterior, y también en la unión, solamente

permitimos, a lo más, una cantidad infinita numerable de conjuntos medibles.

De la definición de medida obtenemos: A,B ∈ Σ y A ⊂ B =⇒ µ(A) ≤
µ(B) .

Cuando µ es una medida sobre una σ -álgebra Σ la terna (X,Σ, µ)

recibe el nombre de espacio de medida.

Veamos otro ejemplo de medida sobre IR n equipado con la σ -álgebra de

Lebesgue. Sea f una función medible no negativa tal que sobre un conjunto

de medida positiva es no nula y finita. Para un conjunto medible E ponemos

µf (E) =

∫
E

f(x) dx .

La función µf es una medida sobre la σ -álgebra de Lebesgue de IR n .

Además µf toma valores distintos de 0 e ∞ . Notemos al pasar que si

m(A) = 0 entonces µf (A) = 0 . Esta propiedad se enuncia diciendo que la

medida µf es absolutamente continua con respecto a la medida m .

En general, dadas dos medidas µ, ν sobre una σ -álgebra Σ , decimos que

ν es absolutamente continua con respecto a µ si ν(A) = 0 cada vez

que µ(A) = 0 . En tal caso escribimos ν ≪ µ . Medite el lector cómo deber

ser una función no-negativa f para que valga simultáneamente µf ≪ m y

m≪ µf .

Siendo Σ una σ -álgebra en X y x0 un punto de X , para cada A ∈ Σ

definamos

δx0(A) =

{
1 si x0 ∈ A

0 si x0 /∈ A.

Esta función δx0 define una medida sobre Σ que se llama la delta de

Dirac concentrada en x0 .
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Una generalización de la delta de Dirac es la función

µ(A) =
∞∑
j=1

aj δxj (A) ,

donde (xj) es una sucesión de puntos de X y (aj) una sucesión de números

reales positivos. Esta función µ es una medida sobre Σ (ver ejercicios).

Damos un último ejemplo de medida µ sobre una σ -álgebra abstracta

Σ . Para cada A ∈ Σ ponemos

µ(A) =

{
número de elementos de A si A es finito

∞ si A es infinito

La función anterior es una medida (“counting measure”) que se usa con

cierta frecuencia.

Sea µ una medida sobre una σ -álgebra Σ en el espacio X . Si A y B

son conjuntos medibles, tales que A ⊂ B y µ(A) <∞ , entonces es fácil ver

que µ(B −A) = µ(B) − µ(A) .

(8.5) Teorema. Sea (X,Σ, µ) un espacio de medida y (Ej) una sucesión

en Σ . Entonces valen las afirmaciones siguientes:

(a) Si (Ej) es monótona creciente, entonces

µ

 ∞∪
j=1

Ej

 = lim
j→∞

µ(Ej) .

(b) Si (Ej) es monótona decreciente y µ(E1) <∞ , entonces

µ

 ∞∩
j=1

Ej

 = lim
j→∞

µ(Ej) .

(c) Si µ(X) < ∞ , se verifican las desigualdades µ(lim infEj) ≤
lim infµ(Ej) ≤ lim supµ(Ej) ≤ µ(lim supEj) .

La demostración de estas propiedades es análoga a la ya realizada para

la medida de Lebesgue y se deja como ejercicio. Observe que en (c) la finitud

de µ(X) se necesita sólo para demostrar la última desigualdad.
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Recordemos que si E es un conjunto medible Lebesgue en IR n , pode-

mos aproximar m(E) con las medidas de los conjuntos abiertos que lo con-

tienen y con las medidas de los conjuntos compactos contenidos en él. A

continuación extenderemos esta propiedad a medidas más generales.

Sea X un espacio métrico y µ una medida de Borel sobre X , o sea

una medida definida sobre la σ -álgebra de Borel de X . Decimos que µ es

una medida regular si se cumplen las tres condiciones siguientes:

(1) µ(E) = inf{µ(G) : G ⊃ E,G abierto } , para cada conjunto medible E .

(2) µ(E) = sup{µ(F ) : F ⊂ E,F compacto} , para cada abierto E o cada

conjunto medible E de medida finita.

(3) µ(E) <∞ si E es compacto.

Observe que la siguiente condición es claramente equivalente a (1) si la

medida del espacio total es finita.

(2’) µ(E) = sup{µ(F ) : F ⊂ E,F cerrado } , para cada conjunto medible

E .

En los casos más interesantess (2) puede ser reemplazada por (2’). Si

X es un espacio σσσ -compacto (o sea que se puede expresar como una unión

numerable de conjuntos compactos) y además vale (3), entonces (2) es equiv-

alente a (2’).

(8.6) Teorema. Sea X un espacio métrico σ -compacto y µ una medida de

Borel finita sobre cada conjunto compacto. Entonces µ es una medida

regular.

Demostración: Suponemos primero que X es un conjunto compacto y

definimos

C =

{
E ∈ Σ : µ(E) = inf

G⊃E
µ(G) y µ(E) = sup

F⊂E
µ(F )

}
,

donde Σ es la σ -álgebra de Borel, G abierto y F cerrado.

La clase C contiene a los conjuntos abiertos de X . En efecto, para cada

E ⊂ X abierto pongamos

Ej = {x ∈ X : d(x,CE) ≥ 1/j} ,

con d(x,CE) = inf{d(x, y) : y /∈ E} y d( . , . ) la métrica sobre X .
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Los conjuntos Ej son compactos, no vaćıos desde cierto j en adelante,

y crecen monotonamente hacia el conjunto E . Luego cada conjunto abierto

está en C .

Para ver que C es una σ -álgebra es conveniente hacerlo en el siguiente

orden: C es cerrada bajo complementos, C es cerrada bajo uniones e in-

tersecciones finitas [es consecuencia de la fórmula µ(A ∪ B) + µ(A ∩ B) =

µ(A) + µ(B) ], C es cerrada bajo unión numerable disjunta.

Luego C = Σ si X es un conjunto compacto y el teorema queda de-

mostrado en este caso. El lector debeŕıa aportar los detalles faltantes en la

demostración de este teorema

Q.E.D.

Como consecuencia del teorema (8.6) tenemos que toda medida de Borel

sobre IR n , finita sobre cada cubo, es necesariamente una medida regular.

4. Diferenciación de una medida de Borel con respecto a la medida

de Lebesgue.

En este parágrafo µ denotará una medida de Borel sobre IR n , tal que

µ(Q) < ∞ para cada cubo Q . Con este tipo de medida estudiaremos el

ĺımite siguiente:

lim
Q→x

µ(Q)

m(Q)
.

En la sección 2 hemos considerado promedios sobre cubos, bolas eucĺıdeas

y otros conjuntos más generales (ver teorema (8.4)); lo mismo puede hacerse

con la medida µ .

Para cubrir una amplia clase de ejemplos, consideraremos sobre IR n

una métrica d que genere los mismos conjuntos abiertos que la distancia

eucĺıdea. Como es usual, definimos con esta distancia d las bolas

B = Br(x) = {y ∈ IR n : d(x, y) < r} .

Supondremos de ahora en adelante que existe una constante finita k tal que

(a) m(B2r(x)) ≤ k m(Br(x)) ,

para todo x ∈ IR n y r > 0 . Ver ejercicios 6 a 8.
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Nos interesará estudiar el comportamiento de los promedios µ(B)/m(B)

para B → x ; y esto nos induce a definir el siguiente operador maximal

Mµ(x) = sup
B∋x

µ(B)

m(B)
,

donde el supremo se toma sobre todas las bolas que contienen a x . Para

tener el ĺımite mencionado al comienzo de esta caṕıtulo hay que tomar las

bolas definidas por la métrica d(x, y) = max
1≤i≤n

|xi − yi| , donde xi, yi son las

i -ésimas coordenadas de x e y . Por otro lado, podemos estudiar promedios

no comprendidos en la clase descripta por el teorema (8.4). Ver Ejercicio 8.

Insistimos en que en el resto de esta sección, cuando hablemos de bolas

será en el sentido general señalado anteriormente. Sea C una colección de

bolas en IR n entonces existe una subfamilia maximal D de bolas disjuntas,

esto es D es una subfamilia disjunta de bolas y no existe ninguna bola en C
disjunta con todas las bolas de D. La afirmación anterior es una consecuencia

inmediata del lema de Zorn, véase por ejemplo la obra de Kelley [7].

(8.7) Lema de cubrimiento. Sea C una colección de bolas generadas por

una métrica d en IR n tal que

sup { δ(B) : B ∈ C } <∞ .

Entonces existe una subfamilia numerable D ⊆ C de bolas disjuntas

que verifica: ∪
B∈C

⊆
∪
B∈D

5B

Demostración: Sean d = sup{δ(B) : B ∈ C} < ∞, y Cj = {B ∈ C :

d2−j < δ(B) ≤ d2−j+1}, (j = 1, 2, . . .). Definamos Dj inductivamente como

sigue:

(a) D1 es una colección maximal de bolas disjuntas en C1.
(b) Supongamos que las familias de bolas Dj , (j = 1, . . . , k − 1) han

sido seleccionadas. Elegimos como Dk cualquier familia maximal de

bolas disjuntas contenida en

{B ∈ Ck : B ∩B′ = ∅ para toda B′ ∈ ∪k−1
j=1Dj} .
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Pongamos finalmente D = ∪∞
j=1Dj . Claramente D es una colección

numerable de bolas disjuntas contenidas en C. Nos resta demostrar que para

cada B ∈ C existe una bola B′ ∈ D tal que B ∩B′ ̸= ∅ y que B ⊂ 5B′.

En efecto, para B ∈ C existe j tal que B ∈ Dj , y teniendo en cuenta

la maximalidad de Dj existe una bola B′ ⊂ ∪jk=1Dj tal que B ∩ B′ ̸= ∅.
Como δ(B′) ≥ d2−j y δ(B) ≤ d21−j , resulta que δ(B) ≤ 2δ(B′) y por lo

tanto B ⊂ 5B′.

Q.E.D.

El siguiente teorema es una generalización en dos aspectos del teorema

(8.1). Por un lado nos da una acotación para la función maximal de una

medida en lugar de una función; y por otro lado los promedios se toman

sobre bolas en IR n generadas por una métrica d (que cumplan la condición

(a) señalada anteriormente).

(8.8) Teorema. Sea µ una medida de Borel sobre IR n , finita sobre cubos,

y sea

Mµ(x) = sup
B∋x

µ(B)

m(B)
.

Entonces existe una constante c independiente de la medida µ , tal

que

t me({x ∈ IR n : Mµ(x) > t}) ≤ c µ( IR n) ,

para cada t > 0 .

Demostración: La demostración de este teorema es similar a la del Teo-

rema (8.1) pero debemos usar el lema (8.7). Los detalles se dejan al lector

interesado.

Se dice que una medida µ está concentrada sobre un conjunto medible

E si µ(A) = µ(A ∩ E) para cada conjunto medible A . Dos medidas ν, µ

definidas sobre una misma σ -álgebra se llaman mutuamente singulares

(escribimos ν⊥µ ) si están concentradas en conjuntos medibles disjuntos.

La delta del Dirac es mutuamente singular con respecto a la medida de

Lebesgue. Dadas dos funciones no negativas f, g localmente integrables en

IR n , definimos las siguientes medidas de Borel sobre IR n :

µf (A) =

∫
A

f(x) dx, µg(A) =

∫
A

g(x) dx .
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Claramente µf , µg son medidas de Borel regulares y µf⊥µg si las fun-

ciones f y g tienen soportes disjuntos.

(8.9) Teorema. Sea µ una medida de Borel sobre IR n , finita sobre cu-

bos, y mutuamente singular con respecto de la medida de Lebesgue.

Entonces

lim
B→x

µ(B)

m(B)
= 0 ,

para casi todo x ∈ IR n .

Nota: En el ĺımite de arriba se toman todas las bolas (formadas con una

métrica dada d ) que contienen al punto x .

Demostración: Para t > 0 definamos

E(t) =

{
x ∈ IR n : lim sup

B→x

µ(B)

m(B)
> t

}
.

Sabemos que existe un conjunto medible A tal que m(A) =

µ( IR n − A) = 0 . Por ser la medida µ regular, dado ε > 0 existe un

conjunto abierto G tal que

G ⊃ IR n −A y µ(G) < ε .

Pongamos ahora E1 = E(t) ∩ ( IR n − A) y para cada x ∈ E1 elegimos

una bola Bx tal que x ∈ Bx ⊂ G y µ(Bx) > tm(Bx) .

Por el lema (8.7) existe una sucesión (Bxi) de bolas disjuntas contenidas

en G tal que E1 ⊂
∞∪
i=1

5Bxi
y µ(Bxi

) > tm(Bxi
) .

Por lo tanto, con k la constante que aparece en (a) ,

m(E1) ≤
∞∑
i=1

m(5Bxi) ≤ k3
∞∑
i=1

m(Bxi) ≤
k3

t

∞∑
i=1

µ(Bxi)

=
k3

t
µ

( ∞∪
i=1

Bxi

)
≤ k3

t
µ(G) <

εk3

t
.

Luego me(E1) = 0 , lo que implica me(E(t)) = 0 .

Q.E.D.



242 viii - diferenciación de la integral

El teorema (8.9) nos permite demostrar (como se hizo en el teorema

(8.3)) que si µ es una medida de Borel de la forma

µ(A) = µf (A) =

∫
A

f(x) dx ,

donde f es no negativa localmente integrable. Entonces se cumple

lim
B→x

µ(B)

m(B)
= f(x) ,

para casi todo x ∈ IR n .

Si λ y µ son dos medidas sobre una σ -álgebra, definimos la suma λ+µ

por medio de la fórmula (λ+ µ)(E) = λ(E) + µ(E) .

Teniendo en cuenta el teorema (8.9) hemos demostrado que si µ es una

medida de Borel regular de la forma µ = µf+ν con f localmente en L1( IR n)

y ν⊥m , entonces el ĺımite

lim
B→x

µ(B)

m(B)
,

existe y es igual a f(x) para casi todo x ∈ IR n .

Más adelante veremos que toda medida de Borel regular se puede expre-

sar de esta forma, en virtud del teorema de Radon-Nikodym.

Es interesante señalar que se puede demostrar la existencia en casi todo

punto del ĺımite anterior sin recurrir al teorema de Radon-Nikodym. Esto

no es dif́ıcil, pero no se hará aqúı . Consultar “Differentiation of Integrals in

IR n ”, por Miguel de Guzmán, Springer Verlag, (1975).

5. Continuidad en LpLpLp del operador maximal de Hardy-Littlewood.

Sea T un operador definido en Lp( IR n) , 1 ≤ p ≤ ∞ , con valores en

M( IR n) (el espacio de las funciones medibles Lebesgue). Decimos que T es

subaditivo si

|T (f + g)(x)| ≤ |T f(x)| + |T g(x)| ,

para cada f, g en  Lp .

Cuando hablemos de operadores definidos en Lp siempre supondremos

que son al menos subaditivos. Por ejemplo el operador maximal de Hardy-

Littlewood es subaditivo.
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Recordemos que, para un operador lineal T : Lp → Lq la continuidad

de T es equivalente a afirmar que existe una constante c , tal que

(a) ∥Tf∥q ≤ c∥f∥p (f ∈ Lp) .

Usando la desigualdad de Chebyshev en (a) obtenemos que

tqm({|Tf | > t}) ≤ (c∥f∥p)q ,

para toda f ∈ Lp y cada t > 0 . En la desigualdad anterior hemos supuesto

1 ≤ q <∞ .

Se dice que un operador T : Lp( IR n) → M( IR n) es de tipo débil

(p, q)(p, q)(p, q) si cumple la última desigualdad con una constante c independiente de

f y de t . Por ejemplo, el operador maximal de Hardy-Littlewood es de tipo

débil (1, 1) .

Si un operador T cumple la desigualdad (a) decimos que es de tipo

fuerte (p, q)(p, q)(p, q) . Aqúı q = ∞ está permitido. Hemos demostrado que si un

operador es de tipo fuerte (p, q) , entonces es de tipo débil (p, q) .

Decimos que una función medible f pertenece a Lp( IR n)Lp( IR n)Lp( IR n) débil si existe

c tal que

tpm({|f | > t}) ≤ cp ,

para todo t > 0 . Hemos supuesto p <∞ .

Es un ejercicio fácil ver que Lp( IR n ) débil contiene estrictamente a

Lp( IR n) .

Sabiendo que un operador T es simultáneamente de tipo débil (p1, p1)

y (p2, p2) , se puede inferir que T es de tipo fuerte para “valores intermedios”

de p . Esta es una situación t́ıpica dentro de una vasta teoŕıa conocida con

el nombre de interpolación de operadores.

Pongamos L1( IR n) + Lr( IR n) = {f + g : f ∈ L1, g ∈ Lr} . Claramente

L1( IR n) + Lr( IR n) ⊃ Lp( IR n) si 1 < p < r .

El siguiente teorema nos bastará para nuestros propósitos.

(8.10) Teorema de Interpolación de Marcinkiewicz. Sean 1 < r ≤ ∞ y

T un operador subaditivo definido en L1( IR n) +Lr( IR n) con valores

en el espacio de las funciones medibles, el cual es simultáneamente de
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tipo débil (1, 1) y (r, r) . Entonces T es de tipo fuerte (p, p) para

1 < p < r .

Más explicitamente, supongamos que para f, g se verifican las desigual-

dades:

(1) |T (f + g)(x)| ≤ |Tf(x)| + |Tg(x)| .
(2) tm({|Tf | > t}) ≤ c1 ∥f∥1 .

(3) trm({|Tf | > t}) ≤ crr ∥f∥rr .

(para el caso r = ∞ suponemos ∥Tf∥∞ ≤ c∞∥f∥∞ ). Entonces

∥Tf∥p ≤ cp∥f∥p (f ∈ Lp( IR n)) ,

para todo p en el intervalo (1, r) . Siendo cp una constante que de-

pende de c1, cr, p y r , pero no de la función f .

Demostración: Supondremos r < ∞ . El caso r = ∞ es más fácil y lo

dejamos como ejercicio.

Para f ∈ Lp , 1 < p < r , deseamos estimar ∥Tf∥p para lo cual usaremos

la fórmula

(4) ∥Tf∥pp = p

∫ ∞

0

tp−1 λ(t) dt ,

donde λ(t) = m({|Tf | > t}) . Ver caṕıtulo VII, sección 6.

Para cada t > 0 definimos

f1(x) =

{
f(x) si |f(x)| > t

0 si |f(x)| ≤ t

y f2 = f − f1 . Claramente f1 ∈ L1 y f2 ∈ Lr y tenemos que

λ(t) ≤ m({|Tf1| + |Tf2| > t})

≤ m({|Tf1| > t/2}) +m({|Tf2| > t/2}) .

En la primera desigualdad anterior hemos usado (1). Ahora usando (2)

y (3) llegamos a la desigualdad siguiente

λ(t) ≤ 2c1
t

∫
|f(x)|>t

|f(x)|dx+

(
2cr
t

)r ∫
|f(x)|≤t

|f(x)|rdx .

Poniendo en (4) la estimación obtenida arriba para λ(t) y usando el

teorema de Tonelli obtenemos el teorema con una constante cp dada por

cpp = 2c1
p

p− 1
+ (2cr)

r p

r − p
.
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Para el caso r = ∞ es conveniente poner

f2(x) =

{
f(x) si |f(x)| ≤ t/2c

0 si |f(x)| > t/2c ,

f1 = f − f2 , siendo ∥Tf∥∞ ≤ c∥f∥∞ .

En este caso la constante cp estará dada por

cp = 2c
1/p
1 c1/p

′
(

p

p− 1

)1/p

, 1/p+ 1/p′ = 1 .

Q.E.D.

(8.11) Teorema. Si M es el operador maximal de Hardy-Littlewood, en-

tonces valen las siguientes desigualdades

(i) tm({Mf > t}) ≤ c1∥f∥1 f ∈ L1 .

(ii) ∥Mf∥p ≤ cp∥f∥p f ∈ Lp , 1 < p ≤ ∞ ,

(iii) ∥χEMf∥p ≤ ap(m(E))
1−p
p ∥f∥1 f ∈ L1 ,

donde 0 < p < 1 y E ⊂ IR n es de medida finita.

(iv) ∥χEMf∥1 ≤ 2m(E) + 2c1
∫
|f(x)| log+ |f(x)|dx ,

con m(E) <∞ .

Nota: Las constantes que aparecen en el teorema tienen el siguiente

comportamiento: cp = O
(

1
p−1

)
cuando p→ 1 ,

cp = O(1) si p→ ∞ .

app = 2 + 2c1
p

1−p para 0 < p < 1 .

Demostración: La parte (i) es consecuencia del teorema (8.1) o del teorema

(8.8).

Dado que el operador maximal Mf es de tipo débil (1, 1) y fuerte

(∞,∞) , el teorema de interpolación (8.10) nos asegura la validez de (ii)

Para demostrar (iii) ponemos

λ(t) = m(E ∩ {Mf > t}) .

Luego, en forma análoga a lo hecho para p ≥ 1 , tenemos∫
E

|Mf(x)|p dx = p

∫ ∞

0

tp−1λ(t) dt

= p

∫ s

0

tp−1λ(t) dt+ p

∫ ∞

s

tp−1λ(t) dt

= I1 + I2 ,
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siendo s > 0 un valor a elegir dentro de un momento.

Por un lado I1 ≤ spm(E) . Por otro lado, usando la parte (i) del teorema,

se tiene

I2 ≤ p

∫ ∞

s

tp−1c1 t
−1∥f∥1dt = c1

p

1 − p
sp−1∥f∥1 .

La demostración de (iii) finaliza eligiendo s = ∥f∥1/m(E) .

Para demostrar (iv) utilizamos la siguiente descomposición para f (ya

usada en la demostración del teorema de interpolación),

f2(x)

{
f(x) si |f(x)| ≤ t

0 si |f(x)| > t,

f = f1 + f2 .

Luego

m({Mf > 2t}) ≤ m({Mf1 > t}) ≤ c1
t

∫
|f(x)|>t

|f(x)| dx .

Usando la función λ(t) introducida en la demostración de (iii) y la

desigualdad anterior, tenemos∫
E

Mf(x) dx =

∫ ∞

0

λ(t) dt

≤ 2m(E) +

∫ ∞

2

λ(t) dt

≤ 2m(E) +

∫ ∞

2

2c1
t

(∫
2|f(x)|>t

|f(x)|dx

)
dt .

Usando el teorema de Tonelli en la integral iterada anterior se concluye

la demostración del teorema.

Llegado a este punto es muy probable que el lector haya observado que la

demostración de (ii) a (iv) del teorema (8.11) sólo depende de las siguientes

propiedades del operador maximal M : es de tipo débil (1,1), ∥Mf∥∞ ≤
∥f∥∞ , es sublineal y homogéneo (M(af) = |a|Mf) . La demostración no

depende de ninguna propiedad especial de la función maximal de Hardy-

Littlewood fuera de las ya mencionadas.
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6. Aproximaciones de la identidad.

Consideremos los siguientes promedios para una función f localmente

integrable:

fε(x) =
1

m(Bε)

∫
|x−y|≤ε

f(y) dy (ε > 0) ,

donde m(Bε) representa la medida de Lebesgue de una bola de radio ε .

Poniendo B = {y : |y| ≤ 1} , K(x) = [m(B)]−1 χ
B(x) , Kε(x) =

ε−nK(x/ε) , es conveniente expresar fε como la siguiente convolución

fε(x) = Kε ∗ f(x) =

∫
Kε(x− y) f(y) dy ,

Obsevemos que para cualquier ε > 0 ,
∫
Kε(x) dx =

∫
K(x) dx = 1 .

Hemos demostrado en secciones anteriores que fε(x) converge puntual-

mente a f(x) cuando ε→ 0 . O sea, usando la expresión de arriba, que con-

volucionando la función f con ciertos “núcleos” Kε obtenemos una aproxi-

mación de esta función.

Nuestro siguiente objetivo será obtener una aproximación para f usando

núcleos más generales.

Decimos que una familia de funciones {Kε}ε>0 es una aproximación

de la identidad sobre IR n si se cumplen las siguientes condiciones:

I1.
∫
|Kε(x)|dx ≤ c <∞ (ε > 0) .

I2.
∫
Kε(x)dx = 1 (ε > 0) .

I3. para cada δ > 0 tenemos

lim
ε→0

∫
|x|≥δ

|Kε(x)|dx = 0 .

El ejemplo t́ıpico de aproximaciones de la identidad se obtiene tomando

K ∈ L1( IR n) con
∫
K(x)dx = 1 y poniendo Kε(x) = ε−nK(x/ε) . Para

otros ejemplos ver los ejercicios.

(8.12) Teorema. Sea {Kε}ε>0 una aproximación de la identidad y 1 ≤ p <

∞ . Entonces, para cada f ∈ Lp( IR n) tenemos que ∥Kε ∗f−f∥p → 0

cuando ε→ 0 . Más todav́ıa, vale la siguiente desigualdad

∥f −Kε ∗ f∥p ≤ cω(δ) + 2∥f∥p
∫
|x|≥δ

|Kε(x)|dx ,
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donde c es la constante que aparece en I1 , δ > 0 es arbitrario y

ω(δ) = sup
|x|≤δ

{∫
|f(y − x) − f(y)|pdy

}1/p

Demostración: Será suficiente demostrar la desigualdad anterior, ver el

ejercicio 10 del caṕıtulo VII.

Desde que vale I2 , tenemos las siguientes igualdades

Kε ∗ f(x) − f(x) =

∫
Kε(x− y)(f(x− y) − f(x))dy

=

∫
|y|≤δ

Kε(y)(f(x− y) − f(x))dy+

+

∫
|y|>δ

Kε(y)(f(x− y) − f(x))dy .

Usando la desigualdad de Minkowski para integrales (ejercicio 16 del

caṕıtulo VII) obtenemos la desigualdad del teorema.

Q.E.D.

Desde ahora en adelante nos restringiremos al caso de aproximaciones

de la identidad de la forma Kε(x) = ε−nK(x/ε) con K integrable y de

integral igual a uno. Nos interesará buscar condiciones suficientes sobre K

que aseguren la existencia en casi todo punto del ĺımite

lim
ε→0

Kε ∗ f(x) , 1 ≤ p ≤ ∞ , f ∈ Lp( IR n) .

Se podŕıa demostrar, aunque no se hará aqúı , que la integrabilidad de la

función K no es condición suficiente para la convergencia puntual de Kε ∗ f
cuando f ∈ Lp y 1 ≤ p < ∞ . El caso f ∈ L∞ es excepcional, como lo

demuestra el siguiente teorema.

(8.13) Teorema. Sea K una función integrable cuya integral vale uno y f

una función en L∞( IR n) . Entonces, para casi todo x tenemos que

Kε ∗ f(x) → f(x) cuando ε → 0 . Más todav́ıa, dicha relación ĺımite

se cumple en cada punto de Lebesgue de f .

Demostración: Descompongamos adecuadamente al núcleo K(x) . Para

un número positivo N definimos

K1
N (x) = K(x)χ{|x|≤N}(x),

K2
N (x) = K(x) −K1

N (x).



6. aproximaciones de la identidad 249

Usando los núcleos K1
N ,K

2
N escribimos Kε ∗ f(x) de la forma

Kε ∗ f(x) = J1 + J2 + J3,

donde

J1 =
∫
|K1

N
(y)|≥T K

1
N (y)(f(x− εy) − f(x)) dy ,

J2 =
∫
|K1

N
(y)|<T K

1
N (y)(f(x− εy) − f(x)) dy ,

J3 =
∫
K2
N (y)(f(x− εy) − f(x)) dy ,

y T es un número que luego será elegido.

Sea ahora x un punto de Lebesgue de la función f y δ > 0 arbitrario.

Elijamos el número N tal que

|J3| ≤ (∥f∥∞ + |f(x)|)
∫
|y|>N

|K(y)|dy < δ .

Fijado N elegimos T de modo que cumpla

|J1| ≤ (∥f∥∞ + |f(x)|)
∫
|K1

N
(y)|≥T

|K1
N (y)|dy < δ .

Ahora, puesto que x es un punto de Lebesgue de f , tenemos

lim sup
ε→0

|J2| ≤ T lim sup
ε→0

∫
|y|≤N

|f(x− εy) − f(x)|dy = 0 .

Resumiendo, acabamos de demostrar, que para todo δ > 0 vale

lim sup
ε→0

|Kε ∗ f(x) − f(x)| ≤ 2δ ,

cuando x es un punto de Lebesgue de f .

Q.E.D.

A cada función K definida sobre IR n con valores en la recta real ex-

tendida le asociamos la llamada mı́nima mayorante radial no creciente

y la designaremos con ℓ . Más precisamente, para x ∈ IR n definimos

ℓ(x) = sup
|x|≤|y|

|K(y)| .

La función ℓ es radial (ℓ(x) = ℓ(y) si |x| = |y|) . Usaremos ℓ0 para

la función definida sobre la recta real positiva por ℓ0(r) = ℓ(x) con |x| = r .

La función ℓ0 es decreciente.
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(8.14) Teorema. Sea K una función medible definida sobre IR n . Supone-

mos que la mı́nima mayorante radial no creciente ℓ asociada a K es

una función integrable y la integral de la función K vale uno. En-

tonces valen las afirmaciones siguientes:

(a) supε>0 |f ∗Kε(x)| ≤ cn
(∫
ℓ(y) dy

)
Mf(x) , donde cn es una con-

stante que depende sólo de la dimensión y Mf es la función maximal

de Hardy-Littlewood.

(b) Para f ∈ Lp( IR n) , 1 ≤ p ≤ ∞ y para casi todo x ∈ IR n se

cumple que f ∗Kε(x) → f(x) cuando ε→ 0 .

(c) Si f ∈ Lp , 1 ≤ p <∞ , la convergencia de f ∗Kε hacia f cuando

ε→ 0 , es en la norma Lp .

Demostración: La parte (c) fue demostrada en (8.12) bajo condiciones

más débiles. No obstante, observe que (c) es una consecuencia directa de

(a), (b), el teorema (8.11)(ii) y el teorema de la convergencia dominada de

Lebesgue cuando 1 < p <∞ .

Pasamos a demostrar (a) y por simplicidad en la notación suponemos

f ≥ 0 . Luego tenemos

|Kε ∗ f(x)| ≤ ε−n
∫
ℓ0(|y|/ε)f(x− y) dy

=

+∞∑
−∞

ε−n
∫
ε2j≤|y|≤ε2j+1

ℓ0(|y|/ε)f(x− y)dy

≤
∞∑
−∞

ε−nℓ0(2j)

∫
|y|≤ε2j+1

f(x− y)dy

≤ c

∞∑
−∞

2jnℓ0(2j)Mf(x)

≤ c Mf(x)

∫
ℓ(x)dx ,

donde hemos utilizado la misma letra c para dos constantes distintas que

dependen sólo de la dimensión.

La demostración de (b) es muy similar a la del teorema de diferenciación

de Lebesgue. Pese a ello la realizaremos en detalle para el caso p <∞ .

Si f es una función continua con soporte compacto, (b) se cumple en

todo punto. Esto es consecuencia del teorema (8.13) o de un cálculo muy

sencillo.
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Para f ∈ Lp( IR n) ponemos

Γf(x) = lim sup
ε→0

|Kε ∗ f(x) − f(x)| .

Demostraremos que para todo t > 0 se cumple me({Γf > t}) = 0 , y

con esto finalizaremos la demostración del teorema.

Por la parte (a) resulta que

Γf(x) ≤ |f(x)| + c Mf(x) .

Usando el teorema (8.11) y la desigualdad de Chebyshev obtenemos la

siguiente desigualdad para una constante c independiente de f y de t :

me({Γf > t}) ≤ c t−p∥f∥pp .

Por otro lado si g es continua con soporte compacto Γf ≤ Γ(f − g) .

Combinando estas dos últimas desigualdades llegamos a

me({Γf > t}) ≤ c t−p∥f − g∥pp ,

para cada g continua con soporte compacto y usando la densidad de estas

funciones en Lp , obtenemos que me({Γf > t}) = 0 .

Q.E.D.

El teorema (8.14) da condiciones suficientes para la convergencia en casi

todo punto de una aproximación de la identidad, obtenida a partir de un

núcleo K que puede no ser acotado en el origen. Más todav́ıa, estas condi-

ciones no permiten singularidades para K fuera del origen. En conexión con

esto último compare el lector con el teorema (8.13) y el ejercicio 20.

Quizá no escapó a la observación del lector que el teorema (8.14), si

bien nos asegura la convergencia en casi todo punto para una función f , no

nos dice cuáles son los puntos donde hay convergencia. El próximo teorema

subsanará esta situación.

(8.15) Teorema. Sea K una función medible sobre IR n , tal que su mı́nima

mayorante radial no creciente es integrable. Sean 1 ≤ p ≤ ∞ ,

f ∈ Lp( IR n) y x un punto de Lebesgue de la función f . Entonces se

tiene

lim
ε→0

∫
IR n

|Kε(y)| |f(x− y) − f(y)|dy = 0 ,



252 viii - diferenciación de la integral

donde Kε(x) = ε−nK(x/ε) .

Demostración: Nos restringiremos a 1 ≤ p <∞ ; el caso p = ∞ se analizó

en el teorema (8.13).

Si x es un punto de Lebesgue de f , dado ρ > 0 existe δ > 0 tal que si

0 < r ≤ δ entonces

r−n
∫
|y|≤r

|f(x− y) − f(x)|dy ≤ ρ .

Definamos

g(y) =

{
|f(x+ y) − f(x)| si |y| ≤ δ

0 si |y| > δ

Es fácil ver que Mg(0) ≤ cρ , con una constante c que depende sólo de

la dimensión.

Ahora acotamos convenientemente la función Aεf definida por

Aεf(x) =

∫
|Kε(y)| |f(x− y) − f(x)|dy .

Es claro que

Aεf(x) ≤
∫
|y|≤δ

|Kε(y)|g(−y)dy +

∫
|y|>δ

|Kε(y)| |f(x− y)dy+

+ |f(x)|
∫
|y|>δ

|Kε(y)|dy

=J1 + J2 + J3 .

Claramente J3 → 0 cuando ε→ 0 .

Como J1 = |K|ε ∗ g(0) resulta, usando la parte (a) del teorema (8.14),

que

J1 ≤ cn

∫
ℓ(x)dx Mg(0) ≤ c cnρ .

Para estimar la integral J2 observamos las siguientes desigualdades

J2 ≤

(∫
|y|≥δ

|Kε(y)|dy

)1/p′ (∫
|y|≥δ

|Kε(y)| |f(x− y)|pdy

)1/p

≤ ∥K∥1/p
′

1

(
ε−nℓ0(δ/ε)

)1/p ∥f∥p .
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Puesto que tnℓ0(t) → 0 cuando t → ∞ (ver ejercicio 18), tenemos que

J2 → 0 cuando ε→ 0 .

Resumiendo, hemos demostrado que para cada ρ > 0 ,

lim sup
ε→0

Aεf(x) ≤ c cnρ .

Q.E.D.

7. Ejemplos y aplicaciones de aproximaciones de la identidad.

El núcleo de Poisson para el semi espacio superior.

Llamamos núcleo de Poisson a la siguiente función

P (x, t) = cn
t

(|x|2 + t2)(n+1)/2
(x ∈ IR n, t > 0) .

Observemos que P (x, t) es de la forma t−nK(x/t) con K(x) =

cn(|x|2 + 1)−(n+1)/2 . El valor de la constante cn se calcula a partir de

la igualdad ∫
K(x)dx = 1 .

Para f ∈ Lp( IR n) , 1 ≤ p ≤ ∞ la siguiente función se llama integral

de Poisson de f :

u(x, t) =

∫
P (x− y, t)f(y)dy .

La función u(x, t) es armónica en IR n+1
+ = {(x, t) : x ∈ IR n, t > 0} ,

esto es
∑n
i=1

∂2u
∂x2

i

+ ∂2u
∂t2 = 0 , en dicho conjunto (ver ejercicio 21).

Si la función f es continua con soporte compacto, su integral de Poisson

u(x, t) es armónica en IR n+1
+ , continua en la adherencia de este conjunto y

u(x, 0) = f(x) para cada x ∈ IR n . Ver ejercicio 22.

En otras palabras, dada una función continua f , con soporte compacto,

su integral de Poisson u(x, t) es una solución al problema de Dirichlet en

el semiespacio superior IR n+1
+ con dato f sobre IR n .

Si sólo suponemos que f ∈ Lp , la integral de Poisson u(x, t) tenderá

al dato f(x) cuando t → 0 , siempre que x sea un punto de Lebesgue de
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la función f . En efecto, el teorema (8.15) se puede usar para este caso

particular de aproximación de la identidad.

El núcleo del calor.

Este núcleo está dado por la función

Γ(x, t) = cn t
−n/2exp(−|x|2/4t)

para x ∈ IR n y t > 0 . La constante cn se determina por la igualdad

cn

∫
exp(−1|x|2/4) dx = 1 .

Poniendo Γ(x) = cnexp(−|x|2/4) resulta Γ(x, t) = Γ 1√
t
(x) =

1
tn/2 Γ(x/

√
t) .

Para f ∈ Lp( IR n) , 1 ≤ p ≤ ∞ , ponemos

H(x, t) =

∫
Γ(x− y, t)f(y) dy .

No es dif́ıcil verificar que la función H(x, t) es solución de la ecuación del

calor ∂u
∂t =

∑n
j=1

∂2u
∂x2

j

en la región IR n+1
+ . Además, si x es un punto de

Lebesgue de f , entonces H(x, t) → f(x) cuando t→ 0 .

A continuación daremos algunas aplicaciones de las aproximaciones de

la identidad. Cuando se quiere verificar cierta propiedad para una función f ,

a veces es más conveniente demostrar dicha propiedad para las funciones

regularizadas o las funciones modificadas, fε = Kε ∗f , donde K es un

cierto núcleo suave. Posteriormente uno espera obtener la propiedad para f

haciendo ε→ 0 .

Para f ∈ Lp( IR ) hemos definido su transformada de Fourier f̂ por

medio de la fórmula

f̂(x) =
1√
2π

∫ ∞

−∞
eixyf(y) dy .

Sabemos que f̂ es una función continua que se anula en el infinito, ver

ejercicios del caṕıtulo VII.

La antitransformada de Fourier de una función integrable f la de-

notamos por f̌ , y viene dada por la siguiente expresión

f̌(x) =
1√
2π

∫ ∞

−∞
e−ixyf(y) dy .
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(8.16) Teorema. (Inversión de la transformada de Fourier.)

Sea f ∈ L1( IR ) tal que f̂ ∈ L1( IR ) . Entonces la antitransformada

de Fourier de f̂ coincide en casi todo punto con f .

Demostración: Usaremos la siguiente expresión para el núcleo de Poisson

Pε(x) =
1

π

ε

ε2 + x2
=

1

2π

∫ ∞

−∞
e−ε|y|eixy dy .

La igualdad anterior se obtiene integrando por partes la siguiente integral

1

2π

∫ ∞

−∞
e−ε|y|eixy dy =

1

π

∫ ∞

0

e−εy cos yx dy .

Usando el teorema de Fubini y la expresión de arriba para Pε , la función

hε(u) =
1√
2π

∫ ∞

−∞
f̂(x)e−ε|x|eiux dx ,

se puede expresar como

1√
2π

∫ ∞

−∞

(
1√
2π

∫ ∞

−∞
eixyf(y) dy

)
e−ε|x|e−ixudx

=

∫ ∞

−∞
f(y)

(
1

2π

∫ ∞

−∞
e−ε|x|eix(y−u)dx

)
dy

= Pε ∗ f(u) .

Como f̂ es integrable, hε(u) tiende uniformemente en u a la integral

1√
2π

∫ ∞

−∞
f̂(x) e−ixu dx ,

cuando ε→ 0 .

Por el teorema (8.14) Pε ∗ f(u) → f(u) cuando ε → 0 para casi todo

u . Consecuentemente la igualdad siguiente se verifica en casi todo punto.

f(y) =
1√
2π

∫ ∞

−∞
e−ixy f̂(x) dx .

Q.E.D.
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(8.17) Teorema. (Titchmarsh). Sea f una función integrable tal que∫ ∞

−∞
|f(x+ t) − f(x)| dx = o(|t|) , t→ 0 .

Entonces f es constante en casi todo punto.

Demostración: Suponemos primero que f tiene segunda derivada continua

en IR .

Integrando sobre un conjunto E la siguiente desigualdad

|f ′(x)t| ≤ t2

2
sup
x∈E

|f ′′(x)| + |f(x+ t) − f(x)| ,

tenemos que∫
E

|f ′(x)| dx ≤ m(E)
t

2
sup
x∈E

|f ′′(x)| +
1

t

∫ ∞

−∞
|f(x+ t) − f(x)| dx .

Haciendo t → 0 obtenemos
∫
E
|f ′(x)|dx = 0 . Por lo tanto f es una

constante en este caso.

Si f ∈ L1( IR ) consideramos una aproximación de la identidad fε(x) =

Kε ∗ f(x) con un núcleo K ∈ C2
0 ( IR ) . La función fε ∈ L1( IR ) , tiene

segunda derivada continua y además cumple∫ ∞

−∞
|fε(x− t) − fε(x)|dx ≤ ∥K∥1

∫ ∞

−∞
|f(x+ t) − f(x)|dx = o(|t|) .

Por lo tanto, para cada ε > 0 existe una constante cε tal que fε = cε .

Por un lado fε(x) converge a una constante c en todo punto x . Por

otro lado fε(x) → f(x) en casi todo x cuando ε→ 0 . Luego, f = c .

Q.E.D.

Recordemos que f : IR → IR es una función de Lipschitz con una

constante de Lipschitz c si se cumple

|f(x) − f(y)| ≤ c|x− y| , x, y ∈ IR .

(8.18) Teorema. Sea f una función continua sobre IR . Entonces f es

una función de Lipschitz con una constante c si y sólo si se cumple∣∣∣∣∫ ∞

−∞
f(x)φ′(x)dx

∣∣∣∣ ≤ c

∫ ∞

−∞
|φ(x)|dx ,
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para toda φ ∈ C1
0 ( IR ) .

Demostración: Veamos primero que la condición anterior es suficiente. Sea

φ ∈ C1
0 ( IR ) no negativa con integral igual a uno y pongamos fε = φε ∗ f .

Para cada t > 0 , tenemos que

fε(y + t) − fε(y) =

∫ ∞

−∞
f(x) (φε(y + t− x) − φε(y − x)) dx

=

∫ ∞

−∞
f(x)

∫ t

0

φ′
ε(s+ y − x)dsdx .

Luego

|fε(y + t) − fε(y)| ≤
∫ t

0

c

∫ ∞

−∞
φε(x)dxdt = ct .

Teniendo en cuenta la continuidad de f , tenemos que |f(y+ t)− f(y)| ≤ ct .

Para demostrar que la condición es necesaria supongamos, sin pérdida

de generalidad, que la función f es integrable.

Observemos que si f es derivable, trivialmente se verifica∣∣∣∣∫ ∞

−∞
φ′(x)f(x)dx

∣∣∣∣ ≤ sup
x

|f ′(x)|
∫ ∞

−∞
|φ(x)|dx ,

para toda φ ∈ C1
0 ( IR ) .

Sea ahora fε(x) = Kε ∗ f(x) , donde {Kε} es una aproximación de la

identidad con K ∈ C1
0 ( IR ) , K > 0 .

Si f tiene una constante de Lipschitz c , entonces para cada ε > 0

tenemos |fε(x+ t) − fε(x)| ≤ ct .

Por lo tanto |f ′ε(x)| ≤ c para cada ε > 0 y x ∈ IR . Aśı , usando la

desigualdad de arriba, vemos que∣∣∣∣∫ ∞

−∞
φ′(x)fε(x)dx

∣∣∣∣ ≤ c

∫ ∞

−∞
|φ(x)|dx ,

para cada φ ∈ C1
0 ( IR ) .

Como fε → f en L1 cuando ε→ 0 , se tiene que∫ ∞

−∞
φ′(x)fε(x)dx→

∫ ∞

−∞
f(x)φ′(x)dx , ε→ 0 .

Q.E.D.
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∗∗∗ 8. Ĺımite no tangencial.

Nos interesa puntualizar la siguiente situación geométrica para una apro-

ximación de la identidad {Kε} sobre IR n .

Sea f una función continua con soporte compacto y definamos

u(x, ε) =

{
Kε ∗ f(x) si ε > 0

f(x) si ε = 0.

Esta función u es continua en el semiespacio superior

IR
n+1

+ = {(x, t) : x ∈ IR n, t ≥ 0} .

Si f ∈ Lp( IR n) y {Kε} es de la forma ε−nK(x/ε) hemos demostrado,

con condiciones bastantes generales para K , que u(x, ε) se aproxima a

u(x, 0) si x es un punto de Lebesgue de f , y la aproximación se realiza a lo

largo de la semirrecta perpendicular a IR n que pasa por el punto (x, 0) .

Será nuestra tarea en lo que sigue obtener teoremas sobre aproximaciones

de la identidad, cuando el acercamiento se hace dentro de regiones más subs-

tanciosas que la recta vertical antes mencionada. A tal efecto introducimos

algunas notaciones.

Sea ℓ una función con valores no negativos definida sobre [0,∞) , de-

creciente y acotada. Para δ > 0 y x ∈ IR n ponemos

ℓ̃δ(x) = sup
|y|≤δ

ℓ(|x− y|) .

La afirmación siguiente queda como ejercicio.

(8.19) Sean ℓ, ℓ̃δ las funciones descriptas arriba. Entonces tenemos:

(i) ℓ̃δ es una función radial y verifica

ℓ̃δ(x) ≤ ℓ(0)χ {|x|≤δ}(0) + ℓ(|x| − δ)χ {|x|≥δ}(x).

(ii) Si llamamos ℓδ(x) al miembro derecho de la última desigualdad, entonces

ℓδ es radial y decreciente pensada sobre [0,∞) . Además la integral∫ ∞

0

rn−1ℓδ(r)dr

es finita cuando lo es la integral∫ ∞

0

rn−1ℓ(r)dr .
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En IR n+1
+ definimos cono con vértice (x0, 0) y abertura δ > 0 al

conjunto

Γδ(x0) = {(x, t) ∈ IR n+1
+ : |x− x0| < tδ} .

Sea u una función definida sobre IR n+1
+ y Γδ(x0) un cono. Definimos

la función maximal no-tangencial de u mediante la fórmula

Mδ(u)(x0) = sup{|u(x, t)| : (x, t) ∈ Γδ(x0)} .

Si f ∈ Lp y {Kε} es una aproximación de la identidad denotamos por

Mδ(f)(x0) a la función Mδ(u)(x0) , donde u(x, ε) = Kε ∗ f(x) .

(8.20) Teorema. Sea K una función medible tal que su mı́nima mayorante

radial no creciente es integrable y acotada. Entonces

Mδ(f)(x) ≤ A Mf(x) ,

donde la constante A es independiente de la función f , pero depende

de n , K y δ . Una expresión para esta constante se obtendrá durante

la demostración del teorema.

Demostración: Sea ℓ la mı́nima mayorante radial no creciente de K y ℓδ
la función definida en (8.19) usando la función ℓ̃δ definida en esta sección.

Fácilmente se pueden verificar las siguientes desigualdades en la región

|y| ≤ εδ :

|Kε ∗ f(x0 + u)| ≤
∫
IRn

|Kε(x0 + y − x)| |f(x)| dx

≤ ε−n
∫
IRn

ℓ̃δ

(
x0 − x

ε

)
|f(x)| dx

≤ ε−n
∫
IRn

ℓδ

(
x0 − x

ε

)
|f(x)| dx

= (ℓδ)ε ∗ |f |(x0)

≤ cn

∫ ∞

0

rn−1ℓδ(r) drMf(x0) .

La siguiente es una expresión para la constante A

A = cn

(
δn

n
ℓ(0) +

∫ ∞

0

(r + δ)n−1ℓ(r) dr

)
,
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donde cn depende sólo de la dimensión.

De ahora en adelante supondremos que Mδ(f) es una función medible.

El lector no tendrá dificultad en demostrar la medibilidad de Mδ(f) para los

ejemplos dados en la sección anterior.

La siguiente afirmación es consecuencia inmediata del teorema (8.20) y

las propiedades del operador maximal de Hardy-Littlewood Mf .

(8.21) Teorema.

(i) ∥Mδ f∥p ≤ cp∥f∥p 1 < p ≤ ∞ ,

donde cp depende de δ pero no de f .

(ii) t m({Mδ(f) > t}) ≤ c1∥f∥1 .

(8.22) Teorema. Sea K una función medible, tal que su mı́nima ma-

yorante radial no creciente es integrable y acotada. Si 1 ≤ p < ∞ ,

f ∈ Lp( IR n) y x0 es un punto de Lebesgue de f , entonces para cada

δ > 0 tenemos ∫
|Kε(x− y)| |f(y) − f(x0)|dy → 0 ,

cuando (x, ε) → (x0, 0) , (x, ε) ∈ Γδ(x0) .

Demostración: Si u(x, ε) = Kε ∗ f(x) y |x| ≤ εδ , se verifica

|u(x0 + x, ε) − u(x0, 0)| ≤
∫

|Kε(x0 + x− y)| |f(y) − f(x0)|dy

≤ ε−n
∫
ℓ̃δ

(
x0 − y

ε

)
|f(y) − f(x0)|dy

≤
∫

(ℓδ)ε(y)|f(x0 − y) − f(x0)|dy

Por (8.19) podemos usar el teorema (8.15) para p < ∞ y obtenemos el

teorema.

Q.E.D.

Veamos que la afirmación del teorema (8.21) también es cierta para

p = ∞ . Primero observamos:

(8.23) Si 1 ≤ p ≤ ∞ , f ∈ Lp( IR n) y x0 es un punto de Lebesgue de f ,

entonces ∫
|y|≤N

|f(x+ ty) − f(x0)|dy → 0
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cuando (x, t) → 0 , (x, t) ∈ Γδ(x0) . Donde δ > 0 y N es un número fijo.

El ĺımite en (8.23) se obtiene usando la definición de punto de Lebesgue

y la de cono Γδ(x0) y significa que cada punto de Lebesgue de f es también

un “punto de Lebesgue no tangencial” de f .

Con la observación (8.23) en mente, es fácil repetir los argumentos del

teorema (8.13), y aśı obtener el siguiente teorema.

(8.24) Teorema. Sean K ∈ L1( IR n) , f ∈ L∞( IR n) y x0 un punto de

Lebesgue de la función f . Entonces tenemos∫
|Kε(x− y)| |f(y) − f(x0)|dy → 0 ,

cuando (x, ε) → (x0, 0) , (x, ε) ∈ Γδ(x0) .

EJERCICIOS

1. La función maximal de Hardy-Littlewood Mf no es integrable sobre

IR n , si f no es cero en casi todo punto.

2. Sea (xj) una sucesión de puntos de un conjunto X y aj una sucesión de

números reales positivos. La siguiente función define una medida sobre

P(X)

µ(A) =
∞∑
j=1

aj δxj (A) ,

donde δxj es la delta de Dirac concentrada en xj .

3. Demuestre el teorema (8.5). ¿Qué pasa con las desigualdades de la parte

(c) del teorema para el caso µ(X) = ∞ ?

4. Para cada función f localmente integrable sobre IR n ponemos

MF (f)(x) = sup
I∋x

1

m(I)

∫
I

|f(y)|dy ,

donde I es un intervalo acotado en IR n que contiene al punto x .

Demuestre que si 1 < p ≤ ∞ tenemos

∥MF (f)∥p ≤ cp ∥f∥p (f ∈ Lp( IR n)) ,
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donde cp es una constante independiente de f .

La función MF (f) definida arriba se conoce como función maximal

fuerte.

Sugerencia: Considere, por ejemplo, n = 2 . El promedio de una función

sobre un rectángulo en el plano está acotado por la iteración de dos

funciones maximales unidimensionales. Use que la función maximal de

Hardy- Littlewood es de tipo fuerte (p, p) , 1 < p ≤ ∞ .

5. El siguiente ejemplo demuestra que el operador maximal fuerte MF no

es de tipo débil (1, 1) . Para 1 < k y 1 ≤ j ≤ k ponemos Ik,j =

[0, j] × [0, k/j] , Ik =
∪k
j=1 Ik,j , I =

∩k
j=1 Ik,j .

Si f = χ I , entonces claramente se tiene

Ik ⊆ {MF (f) > 1/2k} .

Por lo tanto

k−1 m({MF (f) > 1/k}) → ∞, cuando k → ∞ .

6. Sea ∥ . ∥ una norma sobre IR n y Br(x) = {y ∈ IR n : ∥x− y∥ < r} .

Entonces tenemos m(Br(x)) = rn m(B1(0)) . Luego se cumple

m(B2r(x)) = 2n m(Br(x)) .

7. Sea 0 < α ≤ 1 y Br(x) la bola

{(y1, . . . , yn) :
n∑
i=1

|xi − yi|α < r} .

Entonces, existe una constante c = c(n, α) tal que m(B2r(x) ≤
c m(Br(x)) , para todo x ∈ IR n y r > 0 . ¿Puede generalizar este

resultado para otras funciones cóncavas φ(t) distintas de tα ?

8. Sea φ una función convexa sobre [0,∞) tal que φ(0) = 0 y φ(x) > 0

para x > 0 . Para λ > 0 definimos la siguiente elipse

Cλ = {(x, y) ∈ IR 2 :
x2

λ2
+

y2

φ2(λ)
= 1} .

Si P ∈ IR 2 , P ̸= 0 , entonces denotamos por ∥P∥ el único número

λ > 0 tal que P ∈ Cλ . Cuando P = 0 , ponemos ∥P∥ = 0 .
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(a) Demuestre que d(P,Q) = ∥P − Q∥ es una métrica sobre IR 2 que

genera los mismos abiertos que la métrica eucĺıdea.

(b) Sea Br(P ) la bola centrada en P de radio r generada por la métrica

anterior. Supongamos que existe una constante c tal que φ(2x) ≤ c φ(x)

para cada α ∈ IR 2 . Entonces m(B2r(P )) ≤ 2c m(Br(P )) .

(c) Encuentre funciones convexas φ tales que m(B2r(0))/m(Br(0)) →
∞ cuando r → ∞ (r → 0) .

Sugerencias:

(a) Para demostrar la desigualdad triangular pongamos: ε1 = ∥P∥ ,

ε2 = ∥Q∥ y (s, t) = P +Q . Entonces(
s

ε1 + ε2

)2

+

(
t

φ(ε1 + ε2)

)2

≤ 1 .

En la demostración de la desigualdad anterior use la convexidad de la

función t2 y además que (φ(ε1)/φ(ε1 + ε2)) ≤ ε1/(ε1 + ε2) .

(b) Observe que Br(0) es precisamente el interior de la elipse Cr .

9. Demuestre el teorema (8.8).

10. Demuestre el teorema (8.10) para el caso r = ∞ .

11. La siguiente desigualdad, (iv) en teorema (8.11), ∥Mf∥L1(E) ≤ 2m(E)+

2c1
∫
IR n |f(x)| log+ |f(x)|dx , puede ser reformulada usando la norma de

Luxemburg ∥ . ∥φ con φ(t) = t log+ t .

Demuestre que para todo f ∈ Lφ se tiene

∥Mf∥L1(E) ≤ 2(m(E) + c1)∥f∥φ .

La desigualdad anterior dice que el operador maximal de Hardy-Little-

wood es un operador continuo de Lφ( IR n) en L1(E) , si m(E) <∞ .

Sugerencia: Observe que si
∫
φ(|f |)dx = 1 , entonces Mf ≤ 2(m(E) +

c1) .

12. La condición (I2) en la definición de una aproximación de la identidad

{Kε}ε>0 puede ser reemplazada por (I ′2)
∫
Kε(x)dx→ 1 cuando ε→ 0 .

Demuestre que el teorema (8.12) es válido con esta nueva condición.

13. Sea (Eε) una familia de conjuntos en IR n medibles y acotados. Supong-

amos que para cada δ > 0 existe ε0 tal que 0 < ε ≤ ε0 implica

Eε ⊂ Bδ(0) .
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Demuestre que Kε = [m(Eε)]
−1 χ

Eε es una aproximación de la identi-

dad.

14. Sea {Kε}ε>0 una aproximación de la identidad y f una función medible

acotada. Para F ⊆ IR n y δ > 0 ponemos

ΩF (f, δ) = sup
x∈F,|y|≤δ

|f(x− y) − f(x)| .

Verifique que

sup
x∈F

|f(x) −Kε ∗ f(x)| ≤ c ΩF (f, δ) + 2∥f∥∞
∫
|x|>δ

|Kε(x)|dx ,

donde c es la constante que aparece en la definición de una aproximación

de la identidad.

Convengamos, para este ejercicio, en decir que f es uniformemente con-

tinua sobre una región F si ΩF (f, δ) → 0 cuando δ → 0 . Por lo tanto,

la última desigualdad nos asegura que fε tiende a f uniformemente en

la región donde f es uniformemente continua.

15. Existe una función K ∈ C∞
0 ( IR n) no negativa y de integral igual a uno.

Sugerencia: considere la función exp(1/(|x|2 − 1)) sobre |x| ≤ 1 e igual

a cero fuera de la bola unidad.

16. El conjunto C∞
0 ( IR n) es denso en Lp( IR n) , 1 ≤ p <∞ .

17. Sea F ⊆ IR n un conjunto compacto y G un abierto que lo contiene.

Entonces existe una función φ ∈ C∞
0 ( IR n) indénticamente igual a 1

sobre F , con soporte contenido en G y 0 ≤ φ ≤ 1 .

Sugerencia: Sea G1 un conjunto abierto acotado tal que K ⊆ G1 ⊆
G1 ⊆ G . Para K ∈ C∞

0 (B1(0)) , con integral igual a uno ponemos

fε = χ
G1

∗Kε . Es fácil ver que existe ε0 para el cual fε0 cumple las

condiciones requeridas.

18. Sea ℓ una función nonegativa, decreciente en (0,∞) , que verifica∫ ∞

0

rn−1ℓ(r)dr <∞ .

Entonces rnℓ(r) → 0 cuando r → 0 o r → ∞ .
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19. Sea ℓ una función como en el ejercicio 18. Entonces para cada j ≥ 1

existe una función ℓj ∈ Cj(0,∞) tal que

ℓ(r) ≤ ℓj(r) ≤ ℓ(r/2j) , r > 0 .

Más aún, la función ℓj puede ser elegida decreciente en (0,∞) .

Sugerencia: Para j = 1 considere la función definida por

ℓ1(x) =
n2n

2n − 1

1

xn

∫ x

x
2

tn−1 ℓ(t) dt .

Para analizar la monotońıa de ℓ1(x) es conveniente hacerlo suponiendo

primero que ℓ(x) = aχ (0,b)(x) , y luego aproximar la función por sumas

de funciones de este último tipo.

20. Sea K ∈ Lp( IR n) , 1 < p < ∞ , una función son soporte compacto.

Pongamos

Tf(x) = sup
ε>0

|Kε ∗ f(x)| ,

con Kε(x) = ε−nK(x/ε) . Demostrar:

(a) Si f ∈ Lq( IR n) , p/(p− 1) ≤ q , entonces la función Tf es medible.

En efecto, para cada ε > 0 , Kε ∗ f es una función continua.

(b) Para toda f ∈ Lq( IR n) , p/(p− 1) ≤ q ≤ ∞ se tiene que

lim
ε→0

Kε ∗ f(x) = f(x)

∫
K(x) dx ,

para casi todo x ∈ IR n .

Sugerencia: Dado que el soporte de K es acotado, por la desigualdad

de Hölder se tiene

|Kε ∗ f(x)| ≤ c∥K∥p(M |f |p
′
(x))1/p

′
,

donde 1
p + 1

p′ = 1 , donde la constante c es independiente de f y M es

el operador maximal de Hardy-Littlewood.

21. El núcleo de Poisson P (x, t) = cn t (|x|2 + t2)−(n+1)/2 es una función

armónica en la región IR n+1
+ . Las derivadas del núcleo de Poisson son

funciones integrables sobre IR n , para cada t > 0 fijo.

22. Sea f una función continua con soporte compacto y u(x, t) su integral

de Poisson. Demuestre que la función u(x, t) es armónica en IR n+1
+ ,

continua en la adherencia de este conjunto y u(x, 0) = f(x) para cada

x ∈ IR n .



CAPITULO IX

EL TEOREMA DE RADON-NIKODYM

1. La integral en espacios abstractos.

En la sección 3 del caṕıtulo VIII hemos definido el concepto de espacio

de medida, formado por una terna (X,Σ, µ) en la que X es un conjunto, Σ

una σ -álgebra de subconjuntos de X y µ una medida sobre Σ .

Diremos que una función f : X → IR es medible (con respecto a Σ )

si para cada número real a , el conjunto

{f > a} = {x ∈ X : f(x) > a}

pertenece a la σ -álgebra Σ . En tal caso también se dice que f is Σ -medible.

Las funciones con valores en IR medibles con respecto a Σ forman un

álgebra de funciones (clase cerrada bajo suma, producto y multiplicación

por constantes) que es cerrada bajo supremo e ı́nfimo de sucesiones y por

consiguiente cerrada para el ĺımite puntual de sucesiones.

Si consideramos la clase de funciones medibles con valores en IR , valen

consideraciones similares a las enunciadas para funciones medibles con va-

lores en IR excepto en lo referente a la suma de funciones medibles. En

efecto la suma f + g de dos funciones medibles con valores en IR no está

definida en el conjunto medible

D = {f = +∞ y g = −∞} ∪ {f = −∞ y g = +∞} .

Es fácil demostrar que si f y g son dos funciones medibles con valores

en IR y f+g se define arbitrariamente como una función medible sobre D ,

266
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entonces f + g es medible (por ejemplo si f + g es una función constante

sobre D ).

Las demostraciones son completamente análogas a las del caṕıtulo IV y

por esta razón se dejan a cargo del lector. Todos los conceptos introducidos

en aquel caṕıtulo, por ejemplo, función caracteŕıstica, función simple, con-

vergencia en casi todo punto, convergencia en medida, pueden desarrollarse

en la misma forma en esta situación más general, y además se mantienen

válidos entre otros los teoremas (4.9) y (4.15), con idénticas demostraciones.

En particular, diremos que una propiedad P (x) se verifica para casi todo

x (con respecto a µ ) si el conjunto E de los puntos donde P (x) es falsa

cumple µ(E) = 0 .

El concepto más importante es el de integral de una función medible

f sobre un conjunto E ∈ Σ . Si f es no negativa, la integral de f sobre el

conjunto E con respecto a la medida µ se define, análogamente, por medio

de la fórmula ∫
E

f dµ = sup

N∑
i=1

vi µ(Ei) ,

donde el supremo se toma sobre todas las particiones finitas del conjunto E

en conjuntos medibles disjuntos E1, E2, . . . , EN y vi denota el ı́nfimo de f

sobre Ei .

La integral de una función medible f con valores de distinto signo, se

define como en el caṕıtulo V, por medio de la fórmula∫
E

f dµ =

∫
E

f+ dµ−
∫
E

f− dµ ,

siempre que las dos integrales del miembro derecho sean finitas, en cuyo caso

decimos que f es integrable sobre E .

A veces la integral se denota por el śımbolo∫
E

f(x)dµ(x) =

∫
E

fdµ.

Cuando E = X suele omitirse el śımbolo E en el extremo inferior del śımbolo

integral. Aśı , ∫
f(x)dµ(x) =

∫
fdµ

representa la integral de f sobre X .
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Los teoremas de linealidad y convergencia desarrollados en las secciones

1 a 7 del caṕıtulo V mantienen su validez.

Con algún detalle analizaremos la validez de los teoremas de Fubini y

Tonelli para la integral en espacios abstractos.

Sean (X,Σ) e (Y,Γ) un par de espacios medibles, i.e. conjuntos

abstractos con sus correspondientes σ -álgebras de conjuntos. Sobre el pro-

ducto cartesiano X × Y definimos la σσσ -álgebra producto de ΣΣΣ por ΓΓΓ

como la mı́nima σ -álgebra que contiene a todos los conjuntos A×B con A

en Σ y B en Γ ; para esta σ -álgebra usamos la notación Σ ⊗ Γ . Los con-

juntos R de la forma R = A×B con A ∈ Σ y B ∈ Γ se llaman rectángulos

medibles.

Seguidamente definiremos una medida producto µ⊗ ν sobre Σ ⊗ Γ ,

siendo µ y ν medidas sobre Σ y Γ respectivamente, de modo tal que se

cumpla

µ⊗ ν(R) = µ(A) ν(B)

para cada rectángulo medible R = A×B .

Para evitar complicaciones innecesarias, cada vez que consideremos un

espacio de medida abstracto (X,Σ, µ) , supondremos que éste es σσσ -finito,

es decir, que existe una sucesión creciente (Xn) de conjuntos en Σ tal que

X =
∪∞
n=1Xn y µ(Xn) es finito para cada n .

La existencia de la medida producto se obtendrá como una consecuencia

del siguiente resultado. El lector debeŕıa meditar sobre las diferencias entre

los resultados (5.23) y (9.1).

(9.1) Teorema. Sea E un conjunto medible en la σ -álgebra producto

Σ ⊗ Γ . Entonces

(i) Ex = {y : (x, y) ∈ E} ∈ Γ para todo x ∈ X .

(ii) Ey = {x : (x, y) ∈ E} ∈ Σ para todo y ∈ Y .

(iii) ν(Ex) y µ(Ey) son funciones medibles sobre X e Y , respecti-

vamente.

(iv)
∫
X
ν(Ex) dµ(x) =

∫
Y
µ(Ey) dν(y) .

Demostración: Ver el ejercicio 6.

Veamos que el teorema (9.1) nos permite construir una medida producto

µ⊗ ν sobre Σ⊗Γ . En efecto, es fácilmente verificable que si E = A×B es

un rectángulo medible, ambos miembros de (iv) nos dan el mismo resultado
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µ(A) ν(B) . Además la función de conjunto

γ(E) =

∫
X

ν(Ex) dµ(x) =

∫
Y

µ(Ey) dν(y) ,

es una medida σ -finita sobre Σ ⊗ Γ .

El siguiente teorema nos asegura la unicidad de la medida producto.

(9.2) Teorema. La medida producto es única. Más precisamente, dados dos

espacios de medida σ -finitos (X,Σ, µ) e (Y,Γ, ν) existe a lo sumo una

medida σ -finita γ sobre la σ -álgebra producto Σ ⊗ Γ , tal que para

cada rectángulo medible R = A×B verifica γ(R) = µ(A) ν(B) .

Demostración: Para entender la demostración sugerimos primero hacer los

ejercicios 2 a 5 del presente caṕıtulo.

Sean γ1 y γ2 dos medidas σ -finitas sobre Σ ⊗ Γ que tienen el mismo

valor sobre cada rectángulo medible. Tomemos dos sucesiones (Xn) , (Yn)

de conjuntos medibles tales que X =
∪
nXn , Y =

∪
n Yn y para cada n

ambas medidas µ(Xn) y ν(Yn) son finitas.

Para n fijo definimos

Fn = {E ∈ Σ ⊗ Γ : γ1(E ∩Xn × Yn) = γ2(E ∩Xn × Yn)} .

Se ve fácilmente que Fn es una clase monótona que contiene a la semiál-

gebra de los rectángulos medibles y también el álgebra generada por ellos,

por lo tanto Fn es la σ -álgebra producto Σ ⊗ Γ . Luego para cada n y

E ∈ Σ ⊗ Γ tenemos

γ1(E ∩Xn × Yn) = γ2(E ∩Xn × Yn) .

Haciendo n tender a ∞ obtenemos γ1(E) = γ2(E) .

Q.E.D.

En definitiva los teoremas (9.1) y (9.2) aseguran que la medida producto

µ⊗ ν existe, es única y está dada por la expresión

µ⊗ ν(E) =

∫
X

ν(Ex) dµ(x) =

∫
Y

µ(Ey) dν(y) .

Si f(x, y) es una función definida sobre X × Y con valores en R ,

usaremos la notación f(x, . ) para indicar la función y 7→ f(x, y) de Y
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en R , llamada la sección de fff en xxx . Análogamente se define la sección

de fff en yyy , f( . , y) , que es una función de X en R .

El siguiente teorema es una inmediata extensión del teorema (9.1).

(9.3) Teorema de Fubini-Tonelli. Sean (X,Σ, µ) e (Y,Γ, ν) dos espacios

de medida σ -finitos. Sea f(x, y) una función no negativa medible con

respecto a la σ -álgebra producto Σ ⊗ Γ . Entonces

(i) f(x, . ) es Γ -medible para cada x ∈ X .

(ii) f( . , y) es Σ -medible para cada y ∈ Y .

(iii) las funciones ∫
Y

f( . , y)dν(y),

∫
X

f(x, . )dµ(x)

son Σ y Γ -medibles, respectivamente.

(iv) ∫
X

(∫
Y

f(x, y) dν(y)

)
dµ(x) =

∫
Y

(∫
X

f(x, y) dµ(x)

)
dν(y)

=

∫
X×Y

f(x, y) d(µ⊗ ν)(x, y) .

Demostración: Poniendo

E = {(x, y) : f(x, y) > a} ,

las afirmaciones (i) y (ii) son consecuencia directa de las respectivas afirma-

ciones del teorema (9.1).

Sea F la clase de funciones no negativas y Σ⊗Γ -medibles que cumplen

las afirmaciones (iii) y (iv) del teorema. Claramente F contiene a las fun-

ciones simples no negativas y esta clase es cerrada para el ĺımite puntual

creciente. Por lo tanto F es precisamente la clase de las funciones Σ ⊗ Γ -

medibles y no negativas.

Q.E.D.

Conocido el teorema de Fubini-Tonelli o también llamado teorema de

Tonelli, el siguiente teorema se obtiene fácilmente repitiendo lo realizado en

(5.25).
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(9.4) Teorema de Fubini. Sean (X,Σ, µ) e (Y,Γ, ν) dos espacios de

medida σ -finitos y f una función integrable en el espacio de medida

(X × Y,Σ ⊗ Γ, µ⊗ ν) . Entonces

(i) para casi todo x , la función f(x, . ) es una función integrable en

el espacio de medida (Y,Γ, ν) .

(ii) para casi todo y , la función f( . , y) es una función integrable en

el espacio de medida (X,Σ, µ) .

(iii) las funciones∫
Y

f( . , y) dν(y),

∫
X

f(x, . ) dµ(x)

son funciones integrables en X e Y respectivamente.

(iv) ∫
Y×X

f(x, y) d(µ× ν)(x, y) =

∫
Y

(∫
X

f(x, y) dµ(x)

)
dν(y)

=

∫
X

(∫
Y

f(x, y) dν(y)

)
dµ(x) .

Todos los conceptos y propiedades del caṕıtulo VII permanecen válidos

enunciados en un espacio de medida abstracto (X,Σ, µ) . Por ejemplo, para

1 ≤ p < ∞ , decimos que una función f , definida sobre X y medible con

respecto a Σ , pertenece al espacio Lp(µ) = Lp(X,Σ, µ) si |f |p es integrable

sobre todo el espacio con respecto a la medida µ .

El espacio Lp(µ) es un espacio de Banach con la norma

∥f∥p =

(∫
|f |p dµ

)1/p

.

El espacio L∞ se define de la misma manera que se hizo en IR n . En

espacios de medida abstractos valen las correspondientes versiones de las de-

sigualdades de Minkowski, Hölder y Jensen y también es cierto el importante

teorema (7.10). Para la demostración de los resultados citados no se necesitan

nuevas ideas.

Más adelante completaremos en este caṕıtulo la demostración del teo-

rema (7.11).
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2. El teorema de Radon-Nikodym.

Recordemos dos conceptos ya definidos en el caṕıtulo VIII en una situa-

ción particular. Sea Σ una σ -álgebra de subconjuntos de X y supongamos

definidas dos medidas µ y ν sobre Σ . Decimos que ν es absolutamente

continua con respecto a µ , y escribimos ν ≪ µ si y sólo si ν(E) = 0 cada

vez que µ(E) = 0 . Las medidas µ y ν son mutuamente singulares,

y denotamos este hecho por ν⊥µ , si y sólo si existen conjuntos medibles

disjuntos A y B tales que ν(E) = ν(E ∩A) y µ(E) = µ(E ∩B) para cada

E ∈ Σ , o de otra manera si y sólo si µ y ν están concentradas en conjuntos

disjuntos. La suma de dos medidas λ y µ sobre Σ se define naturalmente

por la fórmula

(λ+ µ)(E) = λ(E) + µ(E) (E ∈ Σ).

Por lo tanto para cualquier función medible no negativa f , se cumple∫
f d(λ+ µ) =

∫
f dλ+

∫
f dµ,

donde las integrales se extienden a todo espacio X . La fórmula mantiene su

validez si f ∈ L1(λ+ µ) .

Como hemos visto, el ejemplo t́ıpico de dos medidas absolutamente con-

tinuas es el siguiente: si (X,Σ, µ) es un espacio de medida y f una función

medible no negativa sobre X , poniendo

µf (E) =

∫
E

f dµ (E ∈ Σ) ,

se tiene µf ≪ µ .

(9.5) Teorema de Radon-Nikodym. Sean µ y ν dos medidas finitas

sobre el espacio medible (X,Σ) . Entonces existe un único par de me-

didas νa, νs sobre Σ tal que:

(1) ν = νa + νs, νa ≪ µ, νs⊥µ .
(2) existe una única función h ∈ L1(µ) que verifica

νa(E) =

∫
E

h(x) dµ(x) (E ∈ Σ) .
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El par (νa, νs) se llama la descomposición de Lebesgue de ν con

respecto a µ . Además νa y νs son mutuamente singulares.

Demostración: La demostración de la unicidad de νa , νs y h en (1)

y (2) es un sencillo ejercicio que dejamos a cargo del lector. Nosotros nos

ocuparemos de demostrar la existencia de la descomposición. La funcional

lineal que a cada función f le hace corresponder
∫
f dν es continua sobre

L2(µ+ ν) , por lo tanto existe g en este espacio tal que∫
f dν =

∫
f g d(µ+ ν) (f ∈ L2(ν + µ)) .

Dado que para cada E ∈ Σ se verifica la desigualdad

0 ≤
∫
E

g d(µ+ ν) ≤ µ(E) + ν(E) ,

obtenemos inmediatamente que 0 ≤ g ≤ 1 en casi todo punto con respecto a

la medida µ + ν , por lo tanto supondremos que siempre g toma valores en

[0, 1] .

La igualdad anterior la escribimos de la forma∫
f(1 − g) dν =

∫
f g dµ (f ∈ L2(ν + µ)) .

Poniendo f = (1 + g + . . .+ gn)χE , tenemos

(a)

∫
E

(1 − gn+1)dν =

∫
E

g(1 + g + . . .+ gn)dµ (E ∈ Σ) .

La función h del teorema se obtiene poniendo h(x) =
∑∞
n=1 g

n(x) .

Esta última serie es convergente salvo sobre el conjunto B = {g = 1} , pero

µ(B) = 0 por (a), luego h ∈ L1(µ) y verifica

(b) ν(E ∩A) =

∫
E∩A

h(x) dµ(x) (E ∈ Σ) ,

donde hemos puesto A = {g < 1} .

Ahora si ponemos νa(E) = ν(A ∩ E) y νs(E) = ν(B ∩ E) , claramente

se tiene ν = νa + νs y νa⊥νs .

La parte (2) del teorema es consecuencia de (b) y como µ(B) = 0 se
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tiene que νs⊥µ .

Q.E.D.

La demostración anterior se debe esencialmente a J. von Neumann, 1903-

1957.

El teorema (9.5) admite generalizaciones que son casi inmediatas. Aśı el

teorema es válido cuando µ es una medida σ -finita y ν una medida finita.

En efecto, basta considerar X como una unión disjunta de conjuntos X con

µ(Xn) finita y usar el teorema en cada Xn .

La mayor parte del teorema se puede extender al caso de que ambas

medidas µ y ν sean σ -finitas. La única parte del teorema que no vale en su

totalidad es la afirmación (2), donde ahora la función h no es necesariamente

integrable sobre todo X , pero śı lo es sobre cada Xn , donde
∪
Xn = X y

µ(Xn) <∞ .

3. Medidas signadas.

Siendo f una función con valores reales, integrable sobre un espacio de

medida (X,Σ, µ) , pongamos

µf (E) =

∫
E

f dµ (E ∈ Σ) .

La función µf está definida sobre Σ con valores en los reales y dado que

es una función σ -aditiva decimos que µf es una medida real o medida

signada.

Por cierto, si hubiéramos partido de una función f con valores en los

números complejos, µf seŕıa una función σ -aditiva con valores complejos

y por lo tanto un ejemplo de medida compleja. En cualquiera de los dos

casos, la función µf cumple

|µf |(E) ≤
∫
E

|f | dµ = µ|f |(E) ,

donde hemos usado |µf |(E) para denotar la expresión

sup

{ ∞∑
i=1

|µf (Ei)| :
∞∪
i=1

Ei = E, Ei medibles y disjuntos

}
.
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Más aún, si f es una función real es fácil ver que |µf |(E) =
∫
E
|f | dµ ,

por lo tanto |µf | es una medida finita sobre Σ .

Motivados por el ejemplo de arriba daremos la siguiente definición. Una

función µ : Σ → IR se llama una medida real o medida signada si es

σ -aditiva, es decir,

µ

( ∞∪
i=1

Ei

)
=

∞∑
i=1

µ(Ei) ,

para cada sucesión disjunta (Ei) incluida en Σ .

Es importante notar que la serie
∑∞
i=1 µ(Ei) es absolutamente conver-

gente. En efecto, el valor de esta serie no se altera por un reordenamiento

arbitrario de sus términos.

En forma análoga se define el concepto de medida compleja.

Dada una medida signada µ sobre Σ , para cada E ∈ Σ ponemos

|µ|(E) = sup

{ ∞∑
i=1

|µ(Ei)| :

∞∪
i=1

Ei = E, (Ei) ⊂ Σ, disjunta

}
.

La función |µ| aśı definida se llama la variación total de µ .

Se puede demostrar con relativa facilidad (ver ejercicios) que la variación

total del µ es una medida sobre Σ . Más aún, la variación total de µ es una

medida finita. Este hecho es menos evidente y lo demostraremos a conti

nuación.

(9.6) Teorema. La variación total de una medida signada es una medida

finita.

Demostración: Suponemos ya demostrado que la variación total |µ| es

una medida; luego resta ver que |µ|(X) <∞ .

Demostraremos primero que si para algún conjunto medible E tenemos

|µ|(E) = ∞ , entonces existen conjuntos medibles disjuntos A y B tal que

A ∪ B = E , |µ(A)| > 1 y |µ|(B) = ∞ . Bastará encontrar conjuntos

disjuntos A y B con A ∪B = E , tales que |µ(A)| > 1 y |µ(B)| > 1 , pues

la variación total es una medida y la variación total de µ sobre alguno de los

dos conjuntos es infinita.

Para probar la existencia de A y B consideremos una partición (Ei)

de E tal que
∞∑
i=1

|µ(Ei)| > 2(1 + |µ(E)|) .
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Luego para algún n se verifica

n∑
i=1

|µ(Ei)| > 2(1 + |µ(E)|) .

Es fácil ver que existe un conjunto de ı́ndices S ⊂ {1, 2, 3, . . . , n} tal que

2

∣∣∣∣∣∑
i∈S

µ(Ei)

∣∣∣∣∣ ≥
n∑
i=1

|µ(Ei)| .

Pongamos A =
∪
i∈S Ei . Claramente |µ(A)| > 1 y si B = E − A se

verifica |µ(B)| = |µ(E)−µ(A)| ≥ |µ(A)|−|µ(E)| > (1+|µ(E)|)−|µ(E)| = 1 .

Ahora es fácil concluir la demostración del teorema: supongamos que

|µ|(X) = ∞ . Luego existen conjuntos E1 y F1 que parten a X con

|µ|(E1) = ∞ y |µ|(F1) > 1 . Pero como |µ|(E1) = ∞ , existe una par-

tición de E1 , digamos E1 = E2 ∪ F2 , tal que |µ|(E2) = ∞ y |µ(F2)| > 1 .

Aśı siguiendo, construimos una sucesión (Fi) de conjuntos disjuntos tal que

|µ(Fi)| > 1 para todo i . Esto último no es posible pues la serie
∑∞
i=1 µ(Fi)

es convergente.

Q.E.D.

Para una medida signada µ definimos, con ayuda de la variación total

|µ| , las siguientes medidas:

µ+ = (|µ| + µ)/2 µ− = (|µ| − µ)/2 .

Observe que µ = µ+ − µ− y |µ| = µ+ + µ− .

Las medidas µ+ y µ− son no negativas y finitas y la fórmula µ =

µ+ − µ− se conoce como la descomposición de Jordan de la medida µ .

Definimos la integral f con respecto a una medida signada µ mediante

la expresión: ∫
f dµ =

∫
f dµ+ −

∫
f dµ− ,

si f es integrable simultáneamente con respecto a µ+ y µ− . Nótese que

con la definición anterior tenemos que si

µf (E) =

∫
E

f dµ ,
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entonces se verifica

|µf (E)| ≤
∫
E

|f | d|µ| .

Por lo tanto si µ es una medida signada y f ∈ L1(|µ|) , entonces la función

µf definida arriba es nuevamente una medida real y verifica

|µf |(E) ≤
∫
E

|f | d|µ| (E ∈ Σ) .

Más aún, en la desigualdad anterior vale la igualdad para todo E ∈ Σ (ver

ejercicio 12).

El teorema (9.5) se puede extender fácilmente al caso en que la medida

µ es finita y la medida ν es signada. La noción de mutua singularidad para

medidas signadas tiene el mismo sentido que para medidas, y el concepto de

ν absolutamente continua respecto de µ se transcribe textualmente para el

caso de que µ sea una medida y ν una medida signada.

Veamos una primera aplicación del teorema de Radon-Nikodym.

Sea (X,Σ) un espacio medible y µ una medida signada sobre Σ . De

acuerdo con el ejercicio 11 existe una función h tal que

(c) µ(E) =

∫
E

h d|µ| (E ∈ Σ) .

y además |h| = 1 salvo en un conjunto de medida |µ| nula. Luego supon-

dremos |h| = 1 sobre todo el espacio X . Poniendo

P = {h = 1} y N = {h = −1} ,

tenemos que

µ(A) ≥ 0 si A ⊆ P y

µ(A) ≤ 0 si B ⊆ N .

Por razones obvias, el conjunto P es llamado un conjunto positivo

para µ y N un conjunto negativo para µ . Las medidas definidas por:

µ1(E) = µ(E ∩ P )

µ2(E) = −µ(E ∩N) ,

son mutuamente singulares y además se verifica µ1−µ2 = µ , µ1 +µ2 = |µ| .
El lector no tendrá dificultad en probar que µ+ = µ1 y µ− = µ2 .
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Una descomposición del conjunto X en dos conjuntos medibles disjun-

tos P y N , tales que µ es positiva sobre cualquier subconjunto medible

de P y negativa sobre cualquier subconjunto medible de N se llama una

descomposición de Hahn para (X,Σ, µ) .

Si µ es una medida signada, la expresión (c) anterior nos sugiere la

siguiente definición de la integral de una función f con respecto a la medida

µ ∫
X

f dµ =

∫
X

f h d|µ| ,

para cada f ∈ L1(|µ|) .

Dejamos al lector verificar que esta nueva definición de
∫
f dµ , coincide

con la dada anteriormente en términos de las medidas µ+ y µ− .

4. Aplicaciones del teorema de Radon-Nikodym.

A. Esperanza Condicional. Sea (X,Σ, µ) , µ ≥ 0 , un espacio de medida

σ -finito y Σ0 una σ -álgebra contenida en Σ , tal que µ es σ -finita cuando

la restringimos a Σ0 . Veremos que para cada f ∈ L1(X,Σ, µ) existe una

única función E [f/Σ0] = E[f ] en L1(X,Σ0, µ) tal que∫
A

E[f ] dµ =

∫
A

f dµ (A ∈ Σ0) .

La función E [f/Σ0] se conoce con el nombre de esperanza condi-

cional de f dada la σ -álgebra Σ0 .

La existencia y unicidad de E [f/Σ0] es consecuencia inmediata del teo-

rema de Radon-Nikodym. En efecto, bastaŕıa usar el teorema (9.5) con

ν(A) =

∫
A

f dµ (A ∈ Σ0) ,

y el hecho de que el teorema es válido para una medida σ -finita.

Supongamos µ(X) finito y f en L2(X,Σ, µ) . Usando la definición de

esperanza condicional y la desigualdad de Cauchy-Schwarz obtenemos∣∣∣∣∫ E [f/Σ0] g dµ

∣∣∣∣ ≤ ∥f∥2 ∥g∥2 ,

para cada función simple g medible con respecto a Σ0 .
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Luego, por (7.10)’, la esperanza condicional E [f/Σ0] está en

L2(X,Σ0, µ) si f ∈ L2(X,Σ, µ) . Además tenemos que∫
E [f/Σ0] g dµ =

∫
f g dµ

(
g ∈ L2 (X,Σ0, µ)

)
.

Esta última igualdad se puede reformular diciendo que si f pertenece a

L2(X,Σ, µ) , la función E [f/Σ0] es la proyección de f sobre el subespacio

cerrado L2(X,Σ0, µ) del espacio de Hilbert L2(X,Σ, µ) .

Pensar la esperanza condicional como una proyección en un espacio de

Hilbert, nos da un camino para definirla sin usar el teorema de Radon-

Nikodym (ver ejercicio 13).

Para evitar algunas complicaciones supondremos µ(X) < ∞ en el si-

guiente teorema, lo cual es habitual cuando se trabaja con la esperanza condi-

cional.

(9.7) Teorema. Sea (X,Σ, µ) un espacio de medida finito y Σ0 una sub

σ -álgebra de Σ . Entonces

(1) 0 ≤ f implica 0 ≤ E [f/Σ0] .

(2) |E [f/Σ0]| ≤ E [|f |/Σ0] .

(3) Sea f ∈ Lp(X,Σ, µ) , 1 ≤ p ≤ ∞ y 1
p + 1

p′ = 1 . Entonces∫
f g dµ =

∫
E [f/Σ0] g dµ

(
g ∈ Lp

′
(X,Σ0, µ)

)
.

(4) ∥E [f/Σ0] ∥p ≤ ∥f∥p , 1 ≤ p ≤ ∞ .

(5) Si µ(X) = 1 y φ es una función convexa cuyo dominio contiene

al rango de f , tal que f y φ(f) son integrables. Entonces

φ (E [f/Σ0]) ≤ E [φ(f)/Σ0] .

Demostración: Ver ejercicio 14.

B. Dualidad de los espacios LpLpLp . Consideraremos espacios Lp sobre un

espacio de medida σ -finito (X,Σ, µ) . Para 1 ≤ p < ∞ y g ∈ Lp
′

con

1/p+ 1/p′ = 1 , ponemos

ℓg(f) =

∫
f g dµ .
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Claramente ℓg es una funcional lineal continua definida sobre Lp , más

todav́ıa ∥ℓg∥ = ∥g∥p′ .

Para verificar la afirmación anterior basta repetir los argumentos rea

lizados en la sección 5 del caṕıtulo VII.

Recordemos que por el dual de Lp , denotado por (Lp)∗ , entendemos el

dual topológico, o sea el espacio de las funcionales lineales continuas definidas

sobre Lp .

Nos proponemos ahora completar las demostración del teorema (7.11),

cuya versión para espacios de medida abstracta es la siguiente.

(9.8) Teorema. Sea 1 ≤ p < ∞ y ℓ en el dual de Lp . Entonces existe

una única g ∈ Lp
′
tal que ℓ = ℓg .

Demostración: Supondremos µ(X) < ∞ , dejando como ejercicio el caso

en que X es σ -finito.

Dada ℓ ∈ (Lp)∗ , definimos la siguiente función sobre Σ

ν(E) = ℓ(χE) .

Suponiendo que ℓ toma valores reales, ν es una medida con signo sobre Σ

y además es absolutamente continua con respecto a la medida µ . Por el

teorema de Radon-Nikodym, existe g ∈ L1(X,Σ, µ) , tal que

ℓ(χE) =

∫
E

g dµ , (E ∈ Σ) .

Usando la continuidad de ℓ y (7.10)’ obtenemos que g ∈ (Lp)∗ y de

aqúı fácilmente resulta

ℓ(f) =

∫
f g dµ ,

para cada f ∈ Lp , y esto concluye la demostración del teorema.

Q.E.D.

C. Diferenciación de una medida con respecto a la medida de

Lebesgue. Sea µ una medida sobre los conjuntos medibles Lebesgue de

IR n y supongamos que es finita sobre cada conjunto acotado. Luego, por el

teorema (8.6), µ es una medida regular y por el teorema de Radon-Nikodym
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podemos escribir µ = µs + µa donde µs es singular con respecto a la me-

dida de Lebesgue y µa absolutamente continua con respecto a dicha medida.

Además existe una función h localmente integrable sobre IR n , tal que

µa(E) =

∫
E

h dx .

Usando los teoremas (8.3) y (8.9) obtenemos que

lim
Q→x

µ(Q)

m(Q)
= h(x) ,

para casi todo x .

Los cocientes µ(Q)/m(Q) , pueden ser reemplazados por µ(B)/m(B) ,

donde B son bolas determinadas por una adecuada métrica en IR n , (véase

el parágrafo 4 del caṕıtulo 8).

5. Convergencia débil en LpLpLp .

Hemos visto las nociones de convergencia en norma, puntual, en medida,

etc. A ellas añadimos el siguiente importante concepto de convergencia.

Dada (fn) una sucesión de funciones en Lp(E) , 1 ≤ p < ∞ , decimos

que fn converge débilmente hacia una función f ∈ Lp(E) si para cada

g ∈ Lp
′
(E) tenemos que∫

E

fn g →
∫
E

f g , n→ ∞ .

Observe que la definición anterior tiene sentido para p = ∞ , siendo

ahora Lp
′
(E) = L1(E) . En este caso la convergencia débil es llamada por

algunos autores convergencia débil estrella.

Nosotros usaremos la definición de convergencia débil anterior aun para

el caso p = ∞ . El lector interesado en comprender la diferencia existente en-

tre convergencia débil y convergencia débil estrella en el espacio L∞ , debeŕıa

consultar algún texto de análisis funcional.

En lo que resta de esta sección nos restringiremos a Lp = Lp(E) con

E ⊆ IR n un conjunto medible Lebesgue. La medida subyacente es la medida

de Lebesgue.
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(9.9) Teorema. Sea 1 < p ≤ ∞ y (fn) una sucesión de funciones acotadas

en Lp , es decir supn ∥fn∥p es finito. Entonces existe una subsucesión

(fnk
) de (fn) que converge débilmente hacia una función f ∈ Lp .

Demostración: Sea F un conjunto numerable denso en Lp
′
. Por el proceso

de diagonalización de Cantor existe una subsucesión (fnk
) de (fn) tal que

para cada g ∈ F existe el siguiente ĺımite

ℓ(g) = lim
k→∞

∫
E

fnk
g .

Como la sucesión (fn) es acotada en Lp existe una constante finita c

tal que:

|ℓ(g)| ≤ c∥g∥p′ (g ∈ F ) .

Observemos que siempre podemos elegir el subconjunto denso F de

modo tal que sea un espacio vectorial sobre el cuerpo de los números raciona-

les.

Es fácil ver que podemos extender la función ℓ a todo Lp
′

en forma

lineal y continua. En efecto sea g ∈ Lp
′

y (gn) una sucesión en F tal que

∥gn − g∥p′ → 0 cuando n→ ∞ . Luego

|ℓ(gn) − ℓ(gm)| = |ℓ(gn − gm)| ≤ c∥gn − gm∥p′ .

Por lo tanto podemos definir ℓ(g) como el ĺımite de la sucesión (ℓ(gn)) . Es

fácil ver que ℓ(g) no depende de la sucesión (gn) elegida.

Por la definición de ℓ obtenemos que

|ℓ(g)| ≤ c∥g∥p′ (g ∈ Lp
′
) .

Para ver que ℓ es una función lineal sobre Lp
′

recordemos que ℓ es adi-

tiva sobre F y homogénea con respecto a escalares racionales. Resumiendo,

ℓ ∈ (Lp
′
)∗ y por el teorema (9.8) existe f ∈ Lp tal que

ℓ(g) =

∫
E

f g (g ∈ Lp
′
) .

Nos resta demostrar que

ℓ(g) = lim
k→∞

∫
E

fnk
g (g ∈ Lp

′
) .
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Sea g ∈ Lp
′

y ε > 0 elegimos gn0 ∈ F tal que |ℓ(g) − ℓ(gn0)| < ε y

además ∥g − gn0∥p′ < ε . Sea k0 tal que si k ≥ k0 se tiene∣∣∣∣ℓ(gn0) −
∫
E

gn0 fnk

∣∣∣∣ < ε .

Por lo tanto∣∣∣∣ℓ(g) −
∫
E

g fnk

∣∣∣∣ ≤ |ℓ(g) − ℓ(gn0)| +

+

∣∣∣∣ℓ(gn0) −
∫
E

gn0 fnk

∣∣∣∣ +

∣∣∣∣∫
E

(gn0 − g)fnk

∣∣∣∣
≤ 2ε + εc ,

cuando k ≥ k0 .

Q.E.D.

La siguiente afirmación es útil.

(9.10) Si fn converge débilmente a f en Lp , 1 ≤ p ≤ ∞ . Entonces

∥f∥p ≤ lim inf
n→∞

∥fn∥p .

Demostración: En efecto para cada g ∈ Lp
′
, ∥g∥p′ ≤ 1 tenemos∫

E

f g = lim
n→∞

∫
E

fn g

≤ lim inf
n→∞

∥fn∥p ∥g∥p′

≤ lim inf
n→∞

∥fn∥p .

Ahora, la afirmación (9.10) resulta de la igualdad

∥f∥p = sup
∥g∥p′≤1

∫
E

f g .

Q.E.D.

En la afirmación (9.10) la convergencia débil puede ser reemplazada por

convergencia en medida, aśı tenemos:
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(9.11) Sean (fn) , f medibles finitas en casi todo punto de E , tal que fn
converge a f en medida cuando n tiende a infinito. Entonces para

cualquier p ≥ 1

∥f∥p ≤ lim inf
n→∞

∥fn∥p .

Demostración: Sin pérdida de generalidad supondremos fn , f no negati-

vas. Sea

α = lim inf
n→∞

∥fn∥p .

Entonces existe una sucesión n1 < n2 < n3 < . . . tal que ∥fnk
∥p → α .

Consideremos ahora una nueva sucesión (fnki
) que converge a f en casi

todo punto cuando i→ ∞ .

Para g ∈ Lp
′
, g ≥ 0 y ∥g∥p′ ≤ 1 tenemos∫

E

|f | g ≤ lim inf
i→∞

∫
E

|fnki
|g ≤ lim inf

i→∞
∥fnki

∥p = α.

Tomando supremo sobre las anteriores g se obtiene (9.11).

Q.E.D.

(9.12) Teorema. Sean (fn) y f funciones en Lp(E) , 1 ≤ p < ∞ , tal

que ∥fn∥p → ∥f∥p cuando n → ∞ y fn converge a f en medida.

Entonces

(a) Para cada A ⊆ E medible

∥χA fn∥p → ∥χA f∥p .

(b) ∥f − fn∥p → 0 cuando n→ ∞ .

Demostración: Veamos primero (a). Teniendo en cuenta (9.11) se verifica

(1) ∥χA f∥pp ≤ lim inf
n→∞

∥χA fn∥pp .

Poniendo B = E −A , por (9.11) tenemos:

∥χB f∥pp ≤ lim inf
n→∞

∥χB fn∥pp
= lim inf

n→∞

(
∥fn∥pp − ∥χA fn∥pp

)
= ∥f∥pp − lim sup

n→∞
∥χA fn∥pp .
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Luego

(2) lim sup
n→∞

∥χA fn∥pp ≤ ∥χA f∥pp .

Las desigualdades (1) y (2) implican (a).

Para ε > 0 elegimos A ⊆ E con m(A) <∞ , tal que

∥χE−A f∥p < ε .

En virtud de (a) existe n0 , tal que para todo n ≥ n0

∥χE−A fn∥p < 2ε .

Por lo tanto para demostrar (b) podemos suponer sin pérdida de genera-

lidad que m(E) <∞ . Además bastará demostrar que existe una subsucesión

(fnk
) de (fn) tal que ∥fnk

− f∥p → 0 cuando k → ∞ .

Existe (fnk
) tal que fnk

→ f en casi todo punto de E , y por el teorema

de Egorov existe B ⊆ E tal que fnk
converge uniformemente a f sobre B

y m(E −B) < δ , donde δ > 0 es elegido de forma tal que se cumpla:

si m(A) < δ entonces ∥χA f∥p < ε .

Teniendo en cuenta (a) existe n0 tal que si n ≥ n0 se verifica

∥χA fn∥p < 2ε .

Ahora es fácil estimar la norma de f − fnk
. En efecto, tenemos

∥f − fnk
∥p ≤ ∥χB(f − fnk

)∥p + ∥χE−Bf∥p + ∥χE−Bfnk
∥p

< ∥χB(f − fnk
)∥p + 3ε .

Teniendo en cuenta que fnk
→ f uniformemente sobre B tenemos (b).

Q.E.D.

A continuación extenderemos el teorema (7.5) a los espacios Lp con

1 < p <∞ , para lo cual usaremos los resultados (9.9) y (9.10).

Suponemos para el siguiente teorema que C es un subconjunto con-

vexo en Lp(E) que cumple:Si (fn) es una sucesión de elementos en C que
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converge débilmente hacia una función f ∈ Lp(E) , entonces f ∈ C . Un

conjunto C con esta propiedad se llama débilmente cerrado.

Se puede demostrar que para conjuntos convexos la propiedad de ser

débilmente cerrado es equivalente a ser cerrado con respecto a la norma en

Lp . Por ejemplo véase el libro Nociones de Espacios Normados por Mischa

Cotlar y Roberto Cignoli.

En algunas situaciones se demuestra que un conjunto convexo es débil-

mente cerrado sin usar el resultado anteriormente mencionado (véanse los

ejercicios).

(9.13) Teorema. Sea C ⊆ Lp(E) un conjunto convexo débilmente cerrado,

1 < p < ∞ . Entonces existe un único elemento f0 ∈ C de norma

mı́nima, o sea

∥f0∥p = inf
f∈C

∥f∥p .

Demostración: Sean a = inff∈C ∥f∥p y (fn) una sucesión en C tal que

∥fn∥p → a cuando n→ ∞ .

Por (9.9) existe una subsucesión (fnk
) de (fn) tal que fnk

converge

débilmente a una función f0 ∈ Lp . Luego por (9.10) ∥f0∥p ≤ a y como C

es débilmente cerrado f0 ∈ C y por lo tanto ∥f0∥p = a .

Para demostrar la unicidad del elemento de norma mı́nima referimos al

lector a los ejercicios.

Q.E.D.

6. Diferenciación de funciones.

En los parágrafos 2 y 4 del caṕıtulo VIII hemos visto resultados sobre

diferenciación de funciones de conjunto, donde se consideró el ĺımite de co-

cientes de dos medidas. En esta sección haremos una breve incursión dentro

del tema de diferenciación de funciones, dando condiciones suficientes para

que una función tenga derivada en casi todo punto.

Sea O un conjunto abierto en IR n y f una función real definida sobre

O . Recordemos que f es diferenciable en x0 ∈ O (o que tiene derivada

en ese punto) si existe un vector f ′(x0) ∈ IR n tal que

f(x0 + h) − f(x0) = (f ′(x0), h) + o(h) para h→ 0 ,
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donde ( . , . ) denota el producto escalar en IR n y o(h) es una “ o chica de

h” (o sea o(h)/h→ 0 cuando h→ 0 ).

Se demostró en el caṕıtulo anterior que si d(x) es la distancia del punto

x a un conjunto cerrado E ⊆ IR n , entonces d(x+h) = o(h) cuando h→ 0 ,

para casi todo x ∈ E . En otras palabras d(x) tiene derivada cero en casi

todo punto de E .

El teorema siguiente es una extensión del resultado anteriormente men-

cionado.

(9.14) Teorema. Sea E un subconjunto de IR n no necesariamente medi-

ble y f una función medible definida en un entorno del conjunto E .

Suponemos que para cada x ∈ E existen números reales M y δ > 0

tales que |f(x + h)| ≤ M |h| si |h| ≤ δ . Entonces f(x + h) = o(h)

cuando h→ 0 para casi todo punto x ∈ E .

Demostración: Uniformamos las acotaciones definiendo los conjuntos si-

guientes:

Fk = {x ∈ E : |f(x+ h)| ≤ k|h| para |h| ≤ 1/k} .

Sea F̃k un conjunto medible tal que F̃k ⊃ Fk y para cada conjunto

medible A se verifica me(Fk ∩ A) = m(F̃k ∩ A) , ver ejercicio 9 del caṕıtulo

III. Es suficiente probar la afirmación del teorema para cada x0 ∈ Fk tal que

m(F̃k ∩Br(x0))

m(Br(x0))
→ 1 cuando r → 0 .

A continuación repetiremos argumentos ya usados en el parágrafo 2 del

caṕıtulo VIII. No obstante creemos conveniente realizar la demostración en

detalle.

Sean ε > 0 e y ∈ IR n y supongamos por un momento que

m(F̃k ∩ Bε|y|(x0 + y)) = 0 . Teniendo en cuenta que Bε|y|(x0 + y) ⊆
B|y|(1+ε)(x0) , obtenemos

m
(
F̃k ∩B|y|+ε|y|(x0)

)
m(B|y|+ε|y|)

≤
m(B|y|+ε|y|(x0)) −m(Bε|y|(x0))

m(B|y|+ε|y|)

= 1 −
(

ε

1 + ε

)n
.
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Puesto que x0 es punto de densidad 1 para F̃k , se obtiene una con-

tradicción haciendo y → 0 en la desigualdad anterior. Luego para cada

ε > 0 existe δ > 0 tal que si |y| ≤ δ , entonces m(F̃k ∩Bε|y|(x0 + y)) > 0 .

Dado que

m(F̃k ∩Bε|y|(x0 + y)) = m(Fk ∩Bε|y|(x0 + y)) ,

si |y| ≤ δ existe z ∈ Fk tal que |x0 + y − z| ≤ ε|y| .
Por otra parte como |h| ≤ 1/k implica |f(z + h)| ≤ k|h| , tenemos que

|f(x0 + t)| = |f(z + x0 − z + t)| ≤ k|x0 − z + t| ≤ k ε|t| ,

siempre que |t| ≤ δ y δε ≤ 1/k .

Q.E.D.

Una función f de IR en IR es de variación acotada sobre IRIRIR si

existe una constante finita cf tal que

n∑
i=1

|f(xi) − f(xi−1)| ≤ cf ,

para cualquier elección finita de puntos x1 < x2 < . . . < xn en IR . Lla-

mamos variación total de f al supremo de las sumas anteriores y éste es

denotado por V (f, IR ) o simplemente por V (f) .

En forma análoga se define la variación total de f sobre un intervalo I

(acotado o no) la cual será denotada por V (f, I) .

Se puede ver, sin mucha dificultad, que si una función es de variación

acotada el conjunto de sus puntos de discontinuidad es a lo sumo numerable.

Para verificar la afirmación anterior observe que si ponemos

ω(x) = lim sup
δ→0

|f(x+ δ) − f(x)| ,

el conjunto {x : ω(x) ≥ 1/k} tiene a lo sumo k V (f) elementos.

Las funciones monótonas acotadas y las funciones derivables con deriva-

da acotada son de variación acotada sobre un intervalo acotado I .

Sea µ una medida real definida sobre los conjuntos medibles Lebesgue

de la recta y pongamos

fµ(x) = µ((−∞, x)) .
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La función fµ es de variación acotada sobre IR , pues si x0 < x1 <

. . . < xn entonces tenemos

n∑
i=1

|fµ(xi) − fµ(xi−1)| ≤
n∑
i=1

|µ([xi−1, xi))|

≤ |µ| (IR) ,

luego V (fµ) ≤ |µ|( IR ) , y por el teorema (9.6) tenemos |µ|( IR ) < ∞ . Más

todav́ıa, se puede ver que V (fµ) = |µ|( IR ) (ver ejercicios).

Notemos que la función fµ definida arriba es continua por la izquierda

en todo punto y que fµ(x) → 0 cuando x→ −∞ . Decimos que una función

de variación acotada fff está normalizada o abreviadamente que fff es

VAN, si la función es continua por la izquierda y tiende a cero cuando su

argumento tiende a menos infinito.

Hemos demostrado que una medida real µ genera una función fµ que es

VAN. Veremos a continuación que si f es una función de variación acotada,

una traslación de ésta la transforma “practicamente” en VAN. Necesitamos

primero demostrar la siguiente propiedad:

(9.15) Para toda función de variación acotada f existen sus ĺımites laterales

en cualquier punto, aśı como los números reales:

cf = lim
x→−∞

f(x) , Cf = lim
x→+∞

f(x) .

Demostración: a modo de ejemplo veamos que si −∞ < x0 ≤ +∞ en-

tonces existe el ĺımite lateral izquierdo f(x0−) . El caso restante se demuestra

análogamente.

Sea (xn) una sucesión que converge a x0 en forma creciente. Como f

es de variación acotada tenemos que

∞∑
n=1

|f(xn+1) − f(xn)| <∞ .

Pero si la serie anterior es finita, entonces (f(xn)) es una sucesión de Cauchy.

También se ve que le ĺımite es independiente de la sucesión (xn) .

Q.E.D.
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Sea f una función de variación acotada y definamos g(x) = f(x−)−cf .

Dejamos al lector demostrar que g es VAN. Notemos que salvo un conjunto

numerable de puntos f(x) − g(x) = cf . Veremos como una aplicación del

teorema (9.14) que la función f(x) − g(x) tiene derivada cero en casi todo

punto.

(9.16) Teorema. Sea f una función de variación acotada que se anula en

casi todo punto de la recta. Entonces para casi todo x la derivada

f ′(x) existe y vale cero.

Demostración: Sobre el conjunto E = {f = 0} definimos la siguiente

función:

∆(x) = lim sup
h→0

|f(x+ h)|
|h|

.

Si demostramos que ∆ es finita en casi todo punto el teorema será

consecuencia de (9.14).

Definamos E∞ = {∆ = ∞} y sea ℓ > 0 . Para cada x ∈ E∞ existe

ε > 0 tal que

ℓ ε ≤ |f(x− ε)| ó ℓ ε ≤ |f(x+ ε)| .

Usando el lema de cubrimiento (8.7), existe una sucesión disjunta de

intervalos ((xi − εi, xi + εi)) tal que E∞ ⊂ ∪i(xi − 5εi, xi + 5εi).

Por consiguiente,

me(E∞) ≤ 10

ℓ

∑
i

|f(xi ± εi)| ≤
10 V (f)

ℓ
.

Por lo tanto me(E∞) ≤ 10 V (f)/ℓ para cada ℓ , esto es m(E∞) = 0 .

Q.E.D.

(9.17) Teorema. Si f es una función de variación acotada existe una única

función g VAN y una constante c , tal que f(x) = g(x) + c en cada

punto de continuidad de f . Además en casi todo punto la función

f − g tiene derivada igual a cero.

Demostración: Ya hemos construido la función g y la segunda parte de

(9.17) es consecuencia de (9.16).

Para verificar la unicidad basta recordar que g por ser VAN es continua

por la izquierda y coincide con f(x)− c en cada punto de continuidad de f .
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Q.E.D.

Sabemos que si µ es una medida de Borel signada sobre IR , entonces la

función fµ(x) = µ((−∞, x)) es VAN. Rećıprocamente tenemos al siguiente

teorema.

(9.18) Teorema. Si f es una función VAN existe una única medida de

Borel signada µ sobre IR tal que fµ = f .

Demostración: Primero el lector debeŕıa hacer los ejercicios 24, 25 y 26 al

final de este caṕıtulo.

Si la función f del teorema es además no-decreciente la construcción de

la medida µ está dada en el ejercicio 25. La igualdad fµ = f es consecuencia

inmediata de la definición y de que estas funciones son continuas por la

izquierda.

Para obtener la unicidad de la medida µ use que fµ = f y el ejercicio

27 de este caṕıtulo.

Dado que podemos diferenciar una medida de Borel regular con respecto

a la medida de Lebesgue (ver caṕıtulo VIII, sección 4) tenemos como conse-

cuencia de (9.18) que si una función f es VAN entonces tiene derivada en

casi todo punto. Más todav́ıa hemos demostrado el siguiente teorema.

(9.19) Teorema. Una función de variación acotada es derivable en casi todo

punto.

Volvamos al caso en que f es una función VAN. Recordemos la igualdad

µ(−∞, x) = f(x) , donde µ es la medida de Borel signada asociada a f .

Usando el teorema de Radon-Nikodym podemos escribir

µ(E) = µs(E) +

∫
E

h(t) dt ,

donde µs es una medida singular con respecto a la medida de Lebesgue y h

una función integrable Lebesgue.

Poniendo E = (−∞, x) y fs(x) = µs(−∞, x) en la igualdad anterior,

resulta:

(9.20) f(x) = fs(x) +

∫ x

−∞
h(t) dt .
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En (9.20) la función fs tiene derivada cero en casi todo punto por (9.16).

Además f ′(x) = h(x) en casi todo x , como consecuencia del teorema de

diferenciación de la integral.

Una función f : IR → IR es absolutamente continua si para cada

ε > 0 existe δ > 0 tal que para cualquier sucesión x1 < y1 < x2 < y2 < . . . <

xn < yn , la relación
∑n
i=1(yi − xi) < δ implica

∑n
i=1 |f(yi) − f(xi)| < ε .

Toda función absolutamente continua es uniformemente continua y ade-

más es de variación acotada sobre todo intervalo acotado (probarlo). Siendo

h integrable sobre IR con respecto a la medida de Lebesgue, definamos

f(x) =

∫ x

−∞
h(t) dt .

Por las conocidas propiedades de la integral, f es absolutamente continua.

Sea ahora f una función VAN absolutamente continua y consideremos la

medida µ asociada a f por medio de f(x) = µ(−∞, x) . Se puede demostrar

que en esta situación (ver ejercicios) la medida µ es absolutamente continua

con respecto a la medida de Lebesgue. Usando (9.20) obtenemos

(9.21) f(x) =

∫ x

−∞
h(t) dt (x ∈ IR ) .

Resumimos lo anterior en el siguiente teorema.

(9.21) Teorema. Sea f VAN. Entonces f es una función absolutamente

continua si y sólo si existe h integrable Lebesgue sobre IR que verifica

(9.21).

Se comprende sin dificultad que el concepto de función absolutamente

continua puede definirse en la misma forma para una función f definida sobre

un intervalo acotado I . En tal caso podemos suponer que I es cerrado,

pues toda función absolutamente continua en el interior de un intervalo I

es uniformemente continua y puede extenderse por continuidad hasta los

extremos de I .

El siguiente teorema se obtiene fácilmente de (9.22).

(9.23) Teorema. Sea f definida sobre un intervalo acotado [a, b] . Entonces

f es absolutamente continua si y sólo si existe una función h inte-

grable Lebesgue en [a, b] tal que

f(x) = f(a) +

∫ x

a

h(t) dt (a ≤ x ≤ b) .



ejercicios 293

EJERCICIOS

1. Sea (X,Σ) un espacio medible y f una función sobre X con valores

en IR tal que {f > a} ∈ Σ para todo a ∈ D , siendo D un conjunto

denso en IR . Demuestre que f es medible.

Para lo que sigue es necesario establecer dos definiciones:

(a) Una clase S de subconjuntos de X se llama una semiálgebra en el

espacio X si tiene las siguientes propiedades:

(1) ∅ ∈ S , X ∈ S
(2) S1, S2 ∈ S ⇒ S1 ∩ S2 ∈ S
(3) S ∈ S ⇒ existen S1, ..., Sn ∈ S disjuntos dos a dos, tales que

Sc = X −S = S1 ∪ ...∪Sn (el complemento de cada miembro de S
es una unión finita disjunta de miembros de S )

(b) Una colección A de subconjuntos de X se llama un álgebra si

(1) ∅ ∈ A
(2) A ∈ A ⇒ Ac = X −A ∈ A
(3) A1, A2 ∈ A ⇒ A1 ∩A2 ∈ A .

2. Probar que si S es una semiálgebra de subconjuntos de X , entonces la

clase A formada por las uniones finitas disjuntas de miembros de S es

un álgebra de subconjuntos de X ; más aún, A es la mı́nima álgebra

que incluye a S o como se dice, el álgebra generada por S .

3. Dados dos espacios medibles (X,Σ) e (Y,Γ) , sea R la clase de todos

los conjuntos R de la forma R = A × B con A ∈ Σ y B ∈ Γ , llama-

dos rectángulos medibles. Probar que R es una semiálgebra en el

producto X × Y .

4. Para cualquier colección C ⊂ P(X) existe una mı́nima σ -álgebra de

subconjuntos de X que incluye a C . Dicha σ -algebra, que denotare-

mos por σσσ (C) , es la σσσ -álgebra generada por C y se obtiene formando

la intersección de todas las σ -álgebras Σ , tales que C ⊂ Σ .

Probar que si A es el álgebra generada por una semiálgebra S de sub-

conjuntos de X , entonces σσσ (S) = σσσ (A) .

5. Una clase de conjuntos M ⊂ P (X) se llama monótona si la unión

de cualquier sucesión creciente de miembros de M y la intersección de
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cualquier sucesión decreciente de miembros de M son miembros de M
(clase cerrada bajo ĺımites monótonos).

Probar que para cualquier colección C ⊂ P(X) existe una mı́nima

clase monótona mmm (C) que incluye a C , a la que llamaremos la clase

monótona generada por C .

Probar las afirmaciones siguientes:

(i) toda σ -álgebra es una clase monótona.

(ii) toda álgebra monótona es una σ -álgebra.

(iii) si A es un álgebra, entonces mmm (A) = σσσ (A) .

Sugerencia para (iii): en virtud de (i), mmm (A) ⊂ σσσ (A) . En virtud

de (ii), para probar la inclusión opuesta basta demostrar que mmm (A)

es un álgebra y para ello conviene seguir los siguientes pasos:

(a) mmm (A) es cerrada bajo complementos, como resulta de comprobar

que la colección

M∗ = {E : Ec ∈ mmm (A)}

es una clase monótona que incluye al álgebra A .

(b) mmm (A) es cerrada bajo intersecciones finitas. En efecto, para cada

E ⊂ X ,

ME = {F : E ∩ F ∈ mmm (A)}

es una clase monótona.

Claramente, F ∈ ME si y sólo si E ∈ MF y si A ∈ A , entonces

A ⊂ MA , de donde mmm (A) ⊂ MA . Luego, si E ∈ mmm (A) y A ∈ A ,

tendremos E ∈ MA ; o sea, A ∈ ME , de donde A ⊂ ME y por lo

tanto, mmm (A) ⊂ ME .

6. Complete los detalles de la demostración del teorema (9.2).

7. Sea f ∈ Lp(X,Σ, µ) , 1 ≤ p < ∞ , donde el espacio de medida no es

necesariamente σ -finito. Probar que E = {f ̸= 0} es unión numerable

de conjuntos de medida finita.

8. Demuestre las afirmaciones sobre unicidad en (9.5).

9. Sea µ una medida real sobre (X,Σ) y |µ| la variación total de µ .

Entonces |µ| es una medida sobre Σ .

10. Sea Σ una σ -álgebra de conjuntos sobre X y M(X) el conjunto de

medidas reales definidas sobre Σ . Demuestre que M(X) es un espacio

normado completo con ∥µ∥ = |µ|(X) .
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11. Sea µ una medida real sobre (X,Σ) . Entonces existe una función me-

dible f tal que |f | = 1 en cada punto y para cada E ∈ Σ verifica

µ(E) =

∫
E

f d|µ| .

Sugerencia: de la desigualdad |µ|(E) ≤
∫
E
|f | d|µ| se obtiene |f | ≥ 1 en

casi todo punto con respecto a |µ| ; y de
∣∣∫
E
f d|µ|

∣∣ ≤ |µ|(E) obtenemos

que |f | ≤ 1 en casi todo punto.

12. Sea µ una medida real y f ∈ L1(|µ|) . Para cada E ∈ Σ pongamos

µf (E) =

∫
E

f dµ =

∫
E

f dµ+ −
∫
E

f dµ− ,

donde µ+ − µ− = µ es la descomposición de Jordan de la medida µ .

Demuestre que la variación total de la medida real µf está dada por

|µf |(E) =

∫
E

|f | d|µ| (E ∈ Σ) .

13. Dado un espacio de medida σ -finito (X,Σ, µ) y una sub σ -álgebra

Σ0 , demuestre sin usar el teorema de Radon-Nikodym que para cada

f ∈ L1(X,Σ, µ) existe una única función g ∈ L1(X,Σ0, µ) tal que∫
E

f dµ =

∫
E

g dµ (E ∈ Σ0) .

Sugerencia: Suponga primero que µ(X) < ∞ , y use el teorema de

representación de Riesz para la funcional sobre L2(Σ0) definida por

ℓ(g) =

∫
f g dµ .

14. Demuestre el teorema (9.7).

15. Complete la demostración del teorema (9.8) para una medida σ -finita.

16. El teorema (9.9) no vale para p = 1 .

Sugerencia: considere fn = n χ
[0, 1n ] .

17. Sea Mp el conjunto de las funciones de [0, 1] en IR crecientes contenidas

en Lp[0, 1] . Demuestre:
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(a) Mp es un subconjunto convexo y cerrado en Lp , 1 ≤ p <∞ .

(b) Mp es débilmente cerrado en Lp , 1 ≤ p <∞ .

Sugerencia: para la demostración de (b) puede usarse el teorema (8.14)

parte (b).

18. Sea (fn) una sucesión de funciones crecientes de (0, 1) en IR tal que

para cada 0 < x < 1 supn |fn(x)| < ∞ . Entonces existe unas sub-

sucesión (fnk
) y una función creciente f tal que para cada x ∈ (0, 1)

la sucesión (fnk
(x)) tiende a f(x) cuando k → ∞ .

Sugerencia:

(a) Usando el principio de diagonalización de Cantor se puede extraer

una subsucesión (fnk
) de (fn) tal que fnk

(x) → f(x) cuando k → ∞
para todo racional en (0, 1) .

(b) La función f obtenida en (a) se puede extender a una función cre-

ciente sobre todo (0, 1) . Esta función f es continua salvo en un conjunto

F ⊂ (0, 1) a lo más numerable. Demuestre que si x /∈ F la sucesión

fnk
(x) → f(x) cuando k → ∞ .

(c) Usando nuevamente el proceso de diagonalización de Cantor existe

una subsucesión
(
fnki

)
de (fnk

) tal que
(
fnki

(x)
)

converge para cada

x ∈ F .

19. Sea (fn) una sucesión de funciones crecientes tal que∫ 1

0

|fn(x)| dx ≤ 1 ,

para todo n . Entonces existe una subsucesión (fnk
) de (fn) tal que

para cada x ∈ (0, 1) la sucesión (fnk
(x)) converge hacia una función

creciente f(x) .

20. Una norma ∥ . ∥ se llama estrictamente convexa si ∥x∥ = ∥y∥ = 1 ,

x ̸= y implica ∥1/2(x+ y)∥ < 1 . Demuestre que ∥ . ∥p , 1 < p <∞ son

normas estrictamente convexas.

Sugerencia: revise la demostración de la desigualdad de Minkowski dada

por nosotros. Compare con el ejercicio 19 del Caṕıtulo II.

21. Sea E ⊂ IR un conjunto cerrado y d(x) = inf{|x − y| : y ∈ E} ,

entonces d es una función diferenciable en casi todo punto de la recta.

22. Sea µ una medida real sobre IR y fµ(x) = µ(−∞, x) . Entonces

V (fµ) = |µ|( IR ) .
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23. Sea f : IR → IR una función de variación acotada. Pongamos (ver

(9.15)) f(x−) = lim
y→x,y<x

f(x) , cf = lim
x→−∞

f(x) g(x) = f(x−) − cf .

La función g es una función de variación acotada sobre IR . Poniendo

V (x) para la variación total de f sobre el conjunto (−∞, x] , demuestre

que

(a) x < y =⇒ |f(x) − f(y)| ≤ V (y) − V (x) .

(b) f = f1 − f2 donde f1 y f2 son funciones crecientes. Por ejemplo

f1 = (V + f)/2 , f2 = (V − f)/2 .

(c) Si f es VAN entonces V es VAN.

25. Sea f una función creciente en IR , acotada y continua por izquierda.

Para cada conjunto E ⊆ IR pongamos

Φ(E) =
∪
x∈E

[f(x), f(x+)] ,

Σ = {E ⊂ R : E y Φ(E) son borelianos } . Demuestre que Σ es la

σ -álgebra de Borel y que µ(E) = m(Φ(E)) es una medida sobre Σ .

26. Sea f VAN y µ la medida asociada a f por medio de f(x) = µ(−∞, x) .

Entonces µ es absolutamente continua con respecto a la medida de

Lebesgue si sólo si f es absolutamente continua.

27. Demuestre que si dos medidas borelianas reales µ y ν verifican la

relación µ((−∞, x)) = ν((−∞, x)) para cada x ∈ IR , entonces µ = ν .

Sugerencia: Considere la clase de los conjuntos borelianos E tales que

µ(E) = ν(E) y use el ejercicio 5.

28. Sea φ de [0,∞) en śı mismo convexa, con φ(0) = 0 . Entonces existe

una función f ≥ 0 creciente, tal que

φ(x) =

∫ x

0

f(t) dt .

Sugerencia:

φ(y) − φ(x) ≤ (y − x) .D−φ(n) si 0 < x < y ≤ n , y use (9.23).
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bra, Madrid, 1979.
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GLOSARIO

A

Abertura de un cono, 259
Absoluta continuidad, 155
Absolutamente convergente

(serie), 220
Absolutamente continua (función), 292
Acotada (aplicación lineal), 197
Algebra de conjuntos, 293
Algebra de funciones, 266
Aplicación

diferenciable, 180, 286
elemental, 176

Aproximación de la identidad, 247
Area

exterior, 74
interior, 74

B

Beppo Levi (teorema de), 143
Bola abierta, 28, 62

C

Cadena (regla de la), 181
Cantor, 54

Cantor-Bendixon (teorema), 60
Cápsula convexa, 38
Caratheodory (condición de), 112
Cardinal transfinito, 18
Casi todo punto (en), 126
Cauchy-Schwarz (desigualdad de), 26
Cavalieri (pricipio de), 159
Chebyshev (desigualdad de), 150
Clase,

de conjuntos, 6
densa en Lp

′
, 210

de partes, 6
monótona, 293

Complemento, 7
Conjunto

abierto, 28
absorbente, 66
acotado, 38
boreliano, 102

de la recta extendida, 116
cerrado, 29
compacto, 42
convexo, 38
débilmente cerrado, 286
de clase Fσ, 96
de clase Gδ, 96
de medida nula, 95, 149

300
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denso en L1, 195
denso en śı mismo, 54
derivado, 53
de Vitali, 105
elemental, 47
finitamente medible, 88
medible, 87, 234
medible no boreliano, 135
negativo, 277
no medible, 105
perfecto, 54
positivo, 277
σ-elemental, 81
simétrico, 66
ternario de Cantor, 54

Cono (abertura), 259
Cota esencial, 196
Continuidad absoluta, 155
Convergencia

débil, 281
en medida, 128
en norma, 193
mayorada, 149
puntual, 121

Convolución, 167
Cubo, 40

lado de, 40
Cubrimiento abierto, 42

D

Débilmente cerrado, 286
Delta de Dirac, 235
De Morgan (leyes de), 7
Densidad

de probabilidad, 174
(punto de), 232

Desarrollo b-ario, 16
Descomposición

de Hahn, 278

de Jordan, 276
de Lebesgue, 273

Desigualdad
de Cauchy-Schwarz, 26
de Chebyshev, 150
de Hölder, 208
de Jensen, 209
de Minkowski, 27, 207
triangular, 28

Diámetro de un conjunto, 37
Diferencia simétrica, 7
Diferenciable (función), 286
diferenciación (de la integral), 230
diferenciación (de medidas), 242, 280
Dı́gito b-ario, 16
Dirichlet (problema de), 253
Distancia, 28, 60

entre conjuntos, 36
Dual (espacio), 197

E

Ecuación del calor, 254
Elección (axioma de), 24
Encaje (principio de), 2
Entorno, 30
Envolvente semicontinua, 172
Escalar (producto), 199
Esencialmente igual, 128, 192
Espacio,

completo, 62
de Banach, 193
de medida, 235
de Orlicz, 213
dual, 197, 280
euclidiano, 25
L1, 192
L1 débil, 229
L2, 198
L∞, 196
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Lp, 206
Lp débil, 243
métrico, 60
normado, 63, 65, 193
separable, 62, 195
σ-compacto, 237
σ-finito, 268
vectorial reticulado, 213

Esperanza condicional, 278
Estrictamente convexa, 296
Exponente conjugado, 208
Extremo

inferior, (ver ı́nfimo)
superior, (ver supremo)

F

Familia
de conjuntos, 6
disjunta, 7

Fatou (lema de), 144
Fatou-Lebesgue (teorema de), 148
Figura elemental, 74
Fourier

antitransformada, 254
transformada, 223, 254

Fubini (teorema de), 165, 271
Fubini-Tonelli (teorema de), 163, 270
Función

absolutamente continua, 292
beta, 174
boreliana, 117, 118
caracteŕıstica, 122
continua, 33, 62
convexa, 67, 203
de distribución, 211
de variación acotada, 288, 289
diferenciable, 286
escalonada, 157
esencialmente acotada, 196
finita, 33
gamma, 172

integrable, 145, 267
lineal acotada, 197
localmente integrable, 226
maximal

de Hardy-Littlewood,226, 227
fuerte, 262
no tangencial, 259

medible, 115
con respecto a una σ-álgebra,

117, 266
no negativa, 123
radial, 249
regularizada, 254
simple, 123
singular de Cantor, 132
uniformemente continua, 33
VAN, 289

Funcional lineal acotada, 197

H

Hahn (descomposición), 278
Hardy-Littlewood

operador de, 227
teorema de, 228

Hiperplano, 50

I

Imagen
directa, 9
inversa, 9

Infimo, 1
Integrable

(función), 145, 267
Riemann, 156

Integral
de funciones con valores complejos,

151
de funciones no negativas, 136, 267
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de funciones simples, 139
de Poisson,253
de una función con valores de
distinto signo, 145
fraccionaria, 174

Interpolación de operadores, 243
Interseccion, 6
Intervalo

abierto, 1, 39
cerrado, 1, 39
componente, 32
degenerado, 42
diádico, 129

Invariancia bajo translaciones, 104,
153

J

Jacobiano (determinante), 181
Jordan (descomposición de), 276

L

L1, 192
L1 débil, 229
L∞, 196
Lp, 206
Lp débil, 243
Lema de cubrimiento, 228, 239
Lema de Fatou, 144
Lemniscata, 23
Ley

de complementación, 7
distributiva, 8

Ĺımite
de una sucesión, 28, 62
de una sucesión de conjuntos, 7
inferior, 4
no tangencial, 258, 260
por la derecha, 35
por la izquierda, 35

superior, 4
superior e inferior de una función,

34
Lipschitz (función de), 256
Longitud, 2

M

Mayorante radial no creciente, 249
Medida

absolutamente continua, 235
concentrada en un conjunto, 240
de Borel, 237
de conjunto σ-elemental, 81
de conjuntos elementales, 77
de intervalos, 75
de Lebesgue-Stieljes, 108
exterior de Lebesgue, 85
producto, 268
regular, 237
sobre una σ-álgebra, 235

Medida compleja, 274
Medida real (o signada), 275
Medidas mutuamente singulares, 240, 272
Mı́nima mayorante radial no creciente, 249
Módulo, 25
Monótona (clase), 293

N

Norma, 25, 63, 65
absolutamente continua, 218
de Luxemburg, 216
de Orlicz, 69
estrictamente convexa, 72, 296
euclidiana, 63
monótona, 72

Núcleo
del calor, 254
de Poisson, 253
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Número
algebraico, 17
trascendente, 17

O

Operador
de tipo débil (p, q), 243
de tipo fuerte (p, q), 243
homogéneo, 246
subaditivo, 242

Ortogonales (vectores), 26

P

Paralelogramo (ley del), 200
Partes positiva y negativa de f , 125
Partición, 22

de dominios (teorema), 19
Perpendicular (vector), 201
Poisson

núcleo de, 253
integral de, 253

Potencia
del continuo, 15
de un conjunto, 11

Principio de Cavalieri, 159
Punto

de acumulación, 52
de adherencia, 30
de condensación, 59
de densidad, 232
de Lebesgue, 232
interior, 30

Problema de Dirichlet, 253
Producto

cartesiano, 9
escalar o interno, 25, 199

Promedio de una función sobre un
cubo, 226

Proyección de un vector, 200

R

Radial (función), 191, 249
Radon-Nikodym (teorema de), 272
Recta

real extendida, 3
Rectángulo medible, 293
Regla de la cadena, 181
Regularización de funciones, 254
Representación de funcionales, 201, 211
Riemann (integral de), 156
Riemann-Lebesgue (lema), 220

S

Sección
de una función, 270
de un conjunto, 158, 268

Segmento, 26
Semiálgebra, 293
Semicontinua (función), 34, 35
Semiespacio, 50
Simple, 38, 162
Soporte, 195
σ-aditividad, 80, 84, 93, 155
σ-álgebra, 100, 234
σ-álgebra de Borel, 234
σ-álgebra generada, 101, 293
σ-álgebra producto, 268
σ-elemental, 81
σ-finito (espacio), 268
σ-subaditividad, 86
Subaditividad de la medida, 78
Sucesión

convergente, 5, 62, 64
creciente (de conjuntos), 8
de conjuntos, 6
de conjuntos medibles
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creciente, 94
decreciente, 95

decreciente (de conjuntos), 8
de funciones medibles, 121
finita, 6
fundamental en medida, 129
fundamental o de Cauchy, 62
minimizante, 199

Suma desordenada, 22
Supremo, 1

T

Teorema
de Beppo-Levi, 143
de diferenciación de Lebesgue, 230
de Hardy-Littlewood, 228
de interpolación de Marcinkiewicz,

243
de Fatou-Lebesgue, 148
de Fubini, 165, 271
de Fubini-Tonelli, 163, 270
de la convergencia mayorada, 149
de Radon-Nikodym, 272
de Titchmarsh, 256

Tipo débil (p, q), 243
Tipo fuerte (p, q), 243
Transformación

jacobiana, 180,
lineal, 175

U

Unión, 6
Unitario (vector), 26

V

Variación total
de una función, 288

de una medida, 275
Vector unitario, 26
Vértice (de un intervalo), 82
Vitali (conjunto de), 105

Z

Zermelo (axioma de), 105
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