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PRESENTACION

El concepto moderno de integral, construido por Lebesgue a principios de
este siglo sobre la base de una profunda revision de la teoria de la medida, ha
permitido superar las dificultades que presentaba la nocion clésica de integral
debida a Cauchy y Riemann (la misma que se estudia en los primeros cursos
de “Célculo” o Anélisis Elemental).

Las ventajas del método de Lebesgue son tan evidentes, y su uso se
encuentra tan difundido, que uno se siente tentado de aceptar literalmente la
opinién de J. Dieudonné:

“Es razonable creer que la integral de Riemann, si no fuera por el presti-
gioso nombre que la acompana, habria desaparecido desde hace tiempo de la
ensenanza universitaria o —con el debido respeto al genio de Riemann— habria
quedado relegada a la categoria de un modesto ejercicio dentro de la teoria
general de la medida y la integracién”.

El presente libro estd destinado a quienes deseen iniciarse en la teoria
de la medida y la integral de Lebesgue con vistas a sus aplicaciones: Series
e Integrales de Fourier, Ecuaciones Diferenciales, Teoria de Probabilidades,
ete.

Hemos eludido en lo posible todos los aspectos que no sean “instrumen-
tales”: el libro estd escrito para que pueda ser leido con facilidad por estu-
diantes de Matematica, Fisica o Ingenieria que necesiten manejar el concepto
de integral con la soltura y generalidad que requiere el Anélisis moderno.

Después de haber ensenado el tema bajo formas diversas, nos ha pare-
cido que la méas conveniente para quienes deben estudiarlo por vez primera es
la presentacion intuitiva que sdlo puede hacerse en los espacios euclidianos,
postergando la inevitable generalizacién para cuando se hayan comprendido
las ideas fundamentales y se advierta su necesidad. Tradicién que reconoce
como insignes antecedentes los cursos de Anadlisis Real que durante varios

vii



viii PRESENTACION

anos tuvieron a su cargo Antoni Zygmund en la Universidad de Chicago y
Mischa Cotlar en la de Buenos Aires.

En relacién con dicha forma de presentacién, confiamos en haber su-
perado el engorro de algunas demostraciones que no satisfacian los criterios
normales de rigor (teorema 3.1 y proposiciones 2.19 y 2.21). Dificultad que
llevé a veces a preferir el planteo abstracto, aparentemente méas “limpio”.

La introduccién de las normas y los espacios de Orlicz ayudan a com-
prender el papel de la convexidad en ciertos espacios de funciones y presentan
el marco adecuado para la solucién de algunos problemas del “Andlisis Real”,
del que forma una parte importante el contenido de esta obra.

La relacién entre la teoria de la integral y la teoria de la diferenciacion
ha sido tratada con especial atencién: “El mérito de Lebesgue —ha escrito
S. Saks— no consiste solamente en haber creado una nueva y més general
nocién de integral, ni siquiera en haber establecido su intima conexién con
la teoria de la medida. El valor de su trabajo consiste primordialmente en
su teoria de la derivacion, que es paralela a la de integracién. Esto permitio
a su descubrimiento hallar numerosas aplicaciones en las mas diversas ramas
del Analisis y, desde el punto de vista metodoldgico, hizo posible unificar dos
concepciones fundamentales de la integral, a saber, la de integral definida
y la de primitiva, que parecen quedar definitivamente separadas tan pronto

como la integracion se sale del dominio de las funciones continuas”.

Los AUTORES

Buenos Aires, 1995



PLAN DE LA OBRA

Los dos primeros capitulos proveen los conceptos necesarios sobre la
teoria de conjuntos y la topologia de los espacios euclidianos. Las nociones de
intervalo y conjunto elemental se desarrollan en el segundo capitulo —parrafos
6, 8 y 9—, tinicas secciones de dicho capitulo cuya lectura no conviene omitir.

El tema principal del libro comienza en el tercer capitulo, a partir del
cual se construyen los conceptos de la teoria de Lebesgue: medida exterior y
conjuntos medibles, medida, funciones medibles, integral, teoremas de paso
al limite, teoremas de Tonelli y Fubini y férmula del cambio de variables
(capitulos IIT al VI).

A partir del capitulo VII la lectura es més exigente, porque se estudian
los aspectos mas profundos y generales de la teoria: los espacios de funciones;
la diferenciaciéon de integrales y de medidas; las medidas en los espacios
abstractos y el teorema de Radon-Nikodym.

Los conceptos de medida e integral en espacios abstractos son indispen-
sables en capitulos importantes del Andlisis y la Teoria de Probabilidades. No
es posible, por lo tanto, instalarse definitivamente en los espacios euclidianos,
aunque en ellos todavia sean posibles algunas generalizaciones ttiles.

Los parrafos cuyo titulo se senala con una estrella pueden omitirse sin

perjuicio en primera lectura.

X
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CAPITULO I

INTRODUCCION

1. Numeros reales.

Supondremos al lector familiarizado con las propiedades algebraicas y
de orden del cuerpo IR formado por todos los nimeros reales; en parti-
cular, con el hecho de que todo conjunto no vacio y acotado superiormente
A C IR posee una cota superior minima llamada el extremo superior
o bien el supremo de A y denotada cominmente por el simbolo sup A.
Simétricamente, si el conjunto A C IR es no vacio y acotado inferiormente,
entonces entre sus cotas inferiores hay una que es méxima, llamada el ex-
tremo inferior o infimo de A y denotada por inf A.

El ntimero real s es el supremo de A siysélosil”) cada x € A verifica
x < s y2°) para cada nimero £ > 0 existe al menos un elemento = € A
tal que x > s —e. Y en forma simétrica se enuncian las propiedades que
caracterizan al nimero inf A en el caso de que exista.

Dados dos ntimeros reales a y b tales que a < b hay cuatro intervalos
con extremo izquierdo a y extremo derecho b, a saber, [a,b] = {z € IR :
a<z<b}, (a,b)={zre€eR:a<z<b}, (a,b)]={x € R:a<z<b}y
[a,b) ={z € IR : a <z < b}. El primero se llama un intervalo cerrado; el
segundo, un intervalo abierto, y los dos tltimos son intervalos semicerrados
(o semiabiertos).

Es conveniente incluir entre los intervalos al conjunto vacio, con lo que se
logra eludir la consideracién de casos excepcionales en la siguiente proposicion
que, aunque elementalisima, jugard mas adelante un importante papel:

(1.1) Proposicién. La interseccion de dos intervalos es un intervalo. La
diferencia de dos intervalos es la union de dos intervalos disjuntos.

1



2 I - INTRODUCCION

Consideremos, para fijar ideas, los intervalos I = (a,b) y J = (¢, d].
Luego, INJ={x:a <z, x <b, ¢ <z, x<d}. Ahora bien; la conjuncién
de las dos desigualdades del mismo sentido x < b y = < d es equivalente
a una sola de ellas: a la primera si b < d o la la segunda si b > d; y
analogamente para las relaciones del mismo sentido a < z y ¢ < z, lo cual
demuestra que I N J es un intervalo, eventualmente vacio. En cuanto a la
diferencia I —J ={x:x € I, = ¢ J}, sus elementos son los que satisfacen
a < x < b y alguna de las relaciones incompatibles =z < ¢, * > d. Por
consiguiente,

I—-J={x:a<z<b z<ctU{z:a<z<b, x>d}

es la unién de dos intervalos disjuntos en virtud de una consideraciéon analoga

a la anterior.

La medida o longitud de cualquier intervalo con extremos a y b es el

numero b —a.

De fundamental importancia es el llamado principio de encaje de
intervalos cerrados, enunciado en la siguiente proposicion.

(1.2) Proposicién. Si I, = [an,by], n = 1,2,3,..., es una sucesidn de
intervalos cerrados que verifican las inclusiones

LDO>LDOI3D...D, DI 11D...,

entonces existe un niumero real x que pertenece a cada intervalo de la

sucesion.

En efecto, de la inclusiéon I,1; C I, se deducen las relaciones a, <
Gnt1 < bpt1 < by, lo cual muestra que los nimeros a,, forman una sucesién
creciente y los b, una decreciente:

a1 <ax<az <., by > by >b3>....

Por consiguiente, si m < n tendremos a,, < a, < b, y también a, < b, <
b ; es decir, a, < b,, cualesquiera que sean los indices m y n. Luego,

sup a,, = sup{ai, as,as,...} < by (m=1,2,3,...),
n



1. NUMEROS REALES 3

de donde supa, < infb,, y el nimero z = supa, verifica a, < x < b,
n m n
(n=1,2,3,...); es decir, = € I,, para cada n.

Q.E.D.

Otra importante consecuencia del hecho de que todo conjunto no vacio
y acotado superiormente de ntimeros reales posea una cota superior minima
es que el conjunto IN = {1,2,3,...} no admite ninguna cota superior. La
demostracién es por el absurdo: si IN admite un cota superior, entonces,
como no es vacio, posee una cota superior minima s = sup IN y como
s — 1 < s, existe un elemento n € IN tal que n > s — 1; pero entonces el
numero natural n + 1 es mayor que s, lo cual es absurdo.

(1.3) Corolario. Todo intervalo abierto no vacio contiene nimeros racio-
nales.

Para demostrarlo, tomemos dos ntimeros reales a y b tales que a < b
y supongamos primero que a es positivo. En virtud de lo anterior, existe un
nimero natural n tal que n > (b —a)~!. Considerando el minimo entero
positivo m tal que a < m/n, tendremos

a<m/n=(m-1)/n+1/n<a+(b—a)=>b

y el nimero racional r = m/n verifica a <r <b.

Si a no es positivo, existe un nimero natural k tal que a+k es positivo;
y como a+ k < b+ k, la demostracion se reduce al caso anterior.

Para indicar que el conjunto A C IR no es acotado superiormente es-
cribiremos sup A = 4o00; la notacién inf A = —oco se usa para senalar que
A no es acotado inferiormente.

Con la introduccién de los elementos +00 y —oo, que no son nimeros,
y la convencién de que para cada niimero real z, —oo < x < +00, podemos
afirmar que todo conjunto no vacio A C IR posee un supremo y un infimo.
El conjunto IR = IR U{—o00,+c} se llama la recta real extendida; y los
numeros reales, por oposicién a los nuevos elementos introducidos, se llaman

los elementos finitos de IR .

Las operaciones de suma y producto entre niimeros reales se extienden
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a los elementos de IR con arreglo a las convenciones siguientes:

(+00) + (+00) = +o0,
(o) +(~o0) = —oc,
(+00) + (=00) = (=00) + (+00) =0,
(+00) - (+00) = (=00) - (=00) = +o0,
(+00) - (—00) = (=00) - (+00) = —00;

si & es un numero real,

x + (+00) = (+00) + 2 = +0o0, x4 (—00) = (—o0) + = —o0,

+oo sixz >0
x- (o) = (+oo) -2 =<0 siz=0
Foo six <0.
Obsérvese que 0 - (+o0) = (£o0) -0 =0.
La utilidad de estas convenciones se ird percibiendo cada vez mas clara-
mente a medida que se desarrolle el tema principal de este libro.

El limite inferior ¢ y el limite superior L de una sucesién (ax) de
nimeros reales se definen por medio de las férmulas

{ =lim inf _,,car = sup (inf ak> ,
j \k=J

L = lim sup x—o0br = inf (sup ak> .
i \k>j
De la definicion se deducen facilmente las dos propiedades que caracte-
rizan al elemento L € IR ; a saber,
1*) para cada 8 > L, existe un entero positivo j tal que si k > j, entonces
ap < B
2%) para cada o < L y para cada entero positivo j, existe un entero k > j,
tal que a < ay, .
La primera afirma que si § > L, entonces ay < § para k suficiente-
mente grande; la segunda que si o < L, entonces a < aj para infinitos
indices k.
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Ejercicio: Probar que si el elemento A € IR posee las dos propieda- des
anteriores, entonces A = L. Sugerencia: probar las relaciones A < L y
L<A.

En forma simétrica, las dos propiedades que caracterizan al elemento
¢ € IR son:

1) para cada « < ¢ existe un entero positivo j tal que si k& > j, entonces
a < ag,

2%) para cada 8 > ¢ y para cada entero positivo j, existe un entero k > j,
tal que ax < 3.
Definiendo b; y ¢; por medio de las expresiones b; = zgfj ag, ¢j =

sup ay , tendremos
k>j

bj<cj, b1 <by<b3<.., c1>2c2>c32> .,

£ =sup b, L =inf ¢;.
j J
Por consiguiente, £ < L.

Por definicién, la sucesién (ay) tiende al limite a € IR si se verifica
{ =1L =a;y en tal caso escribimos a = lim aj. Si el limite a existe y es

k—o0
finito, decimos que la sucesién es convergente o que converge al valor a.

Toda sucesién mondtona tiende a un limite en IR , igual al supremo de
todos sus valores si es creciente e igual al infimo de todos sus valores si es
decreciente.

Sia, >0, n=1,2,3,..., entonces la sucesién s, =a; +as+ ...+ a,
es monoétona creciente; de donde se sigue que el limite

oo n

E ar = lim s, = lim E ar
n— oo n—oo

k=1 k=1

tiene un sentido bien preciso en la recta real extendida. Por ejemplo, 1+ 1+
14...=+400.

Consideremos ahora dos sucesiones monotonas con valores no negativos:

0<ar <az<az<

y 0<b <bpy<b3<...

Es fécil probar que cualesquiera que sean los limites de estas sucesiones (fini-

tos o no) se cumplen las relaciones

lim (a, + b,) =lim a, + lim b,, lim (a,b,) = (lim a,)(lim b,,).
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Considerando el ejemplo a, = 0 para todo n, b, = n, se comprende la
necesidad del convenio 0-(+00) = 0 para que se mantenga la validez de la
segunda.

2. Familias y sucesiones de conjuntos.

Frecuentemente sera necesario considerar conjuntos cuyos elementos son
conjuntos. Tales conjuntos se llaman clases o colecciones de conjuntos.
Por ejemplo, si X es un conjunto, la clase P(X) formada por todos los
subconjuntos de X se llama la clase de partes de X . En simbolos,

P(X)={A:AcC X}

Debe tenerse presente que X y @ son miembros de P(X).

Consideremos ahora un conjunto I y una funcién F : I — P(X) que
asigna a cada elemento i € I un conjunto A; = F(i) que es un subconjunto
de X . En estas condiciones, la funcién F se llama una familia de con-
juntos y se escribe F = (A4;, i € I) para destacar los conjuntos A; que se
llaman los miembros de la familia; los elementos de I se llaman los indices
de la familia F'.

La unién y la interseccién de una familia F' = (A;, ¢ € I) se definen,
respectivamente, por medio de las férmulas

UF: UAi ={z:2 € A; para algin i € I},
icl
ﬂF: ﬂAi ={x:x € A; para todo i € I}.
il
Una familia (Ag, k£ =1,2,3,...) cuyos indices son los enteros positivos

se llama una sucesién de conjuntos. En este caso, la unién y la interseccion
se representan por medio de los simbolos

oo o0
U 4 (N Ak
k=1 k=1
y en el caso de una sucesion finita (A;, 1 <k <n), escribiremos

n n
U 4 M A
k=1 k=1
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en lugar de Ay UAsU...UA, vy A1NAsN...NA,, respectivamente.

Diremos que los conjuntos de la familia F' = (A;, i € I) son disjuntos o
bien, con mas propiedad, que F' es una familia disjunta si para cada par
de indices i # j se verifica A;NA; =0.

Todos los conjuntos que se consideran en una teoria son subconjuntos de
un determinado conjunto X llamado espacio con el fin de sugerir una in-
terpretacion geométrica. Los elementos de X se llaman entonces los puntos
del espacio; y para cada A C X, el conjunto de todos los puntos del espacio
que no pertenecen a A se llama el complemento de A y se denota por A€
o bien por C'A.

Si A y B son conjuntos, definimos A — B por A— B = AN B¢,
AAB por AAB=(A—B)U(B—A). El conjunto AAB es la diferencia
simétrica entre A y B.

Dejaremos a cargo del lector la demostracion de las formulas

i€l iel il icl

que se conocen con el nombre de leyes de complementacion o de De
Morgan (para demostrar que dos conjuntos son idénticos hay que mostrar
que cada elemento de uno de ellos pertenece al otro y viceversa).

Dada una sucesién de conjuntos (Ey, k=1,2,3,...), los conjuntos

oo o0

lim inf Ek:U ﬂEk , lim sup Ek:m UEk ,

J=1 \k>j j=1 \k>j

se llaman, respectivamente, el limite inferior y el limite superior de la
sucesién (Ej).
Poniendo A = lim inf Ejy, B =lim sup FEj, se tiene:
1°) z € A siy sblo si existe un entero positivo j tal que para todo k > j,
T € k.
2°) x € B siy sé6lo si para cada j existe un entero k > j tal que = € F,.
Por consiguiente, A C B.

En el caso de se verifique A = B, se dice que la sucesién (Ey) converge
al limite L = A= B.
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Si la sucesién (FEy) verifica By C Es C E3 C ... C By C Ex1q C ...,
decimos que es una sucesién creciente; y en este caso el limite de la sucesion
existe y es igual a la unién de todos los conjuntos Ej .

Si la sucesién (FEy) verifica E1 D Es D E3 D ... D Ey D Extq1 D ...,
decimos que es decreciente; en tal caso también existe el limite de la sucesién
y es igual a la interseccién de todos los conjuntos Fj .

Si (A, t€I)y (Bj, j€J) son dos familias de conjuntos, su cumple
la ley distributiva

<U Ai>m U B | =JUMinB).

i€l jeJ i€l jeg

Ademds, si ambas familias son disjuntas, entonces la familia (A;NBj, (i,j) €
I xJ), cuya unién es precisamente el miembro derecho de la dltima igualdad,
es también disjunta.

A modo de ejercicio ttil sugerimos que el lector demuestre las siguientes
férmulas (las dos primeras generalizan las leyes de De Morgan):

B-() 4=JB-4)

el el
B—J Ai=B-4)
el el
U 4i-B={J i - B).
iel el

Si C es una coleccién de conjuntos, la funcién F : C — C definida por
F(A) = A para cada A € C nos permite pensar a C como una familia
F en la que el conjunto de indices es el mismo conjunto C. La unién y
la interseccion de esta familia se designan, en este caso, por medio de los
simbolos

Uc=Ufd:4eC} y NC=N{A:AecC},

respectivamente. Por consiguiente, el punto = pertenece a la unién de C
si y solo si & pertenece al menos a un miembro de C y z pertenece a la
interseccién de C siy sélo si & pertenece a cada miembro de C.

Obsevemos de paso que, por lo visto, la nocién de familia es mas general
que la de coleccion o clase de conjuntos.
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3. Imagenes directas e inversas.

Sea f: X — Y una funcién (o aplicacién) de X en Y. Para cada
A C X, el conjunto

f(A)={y €Y :y= f(x) para algin z € A}
es la imagen de A por f y para cada B C Y, el conjunto
FUB) = {ve X : f(x) € B}

se llama la imagen inversa de B por f.

Es facil ver que A C f71(f(A)), f(f7*(B) c By f"Y(Y -B) =
Y — f71(B); ademés, la igualdad vale en la primera de estas relaciones si f
es inyectiva y en la segunda si f es suryectiva. Si (Bj, j € J) es una familia
de subconjuntos de Y, entonces

FAUB  =Usrs) y OB =B

jeJ JjeJ jeJ jeJ

Estas férmulas muestran que la aplicacién f=1 : P(Y) — P(X) tiene la
importante propiedad de preservar todas las operaciones entre subconjuntos
de Y.

4. Productos cartesianos.

El producto cartesiano de una familia finita (Aj, Ao, ..., A,) se define
como el conjunto Ay X As X ... X A, formado por todas las sucesiones finitas
(a1, az,...,a,) tales que a; € A; para cada entero i que verifique 1 <i <n.
De acuerdo con esta definicién, cada elemento del producto cartesiano no es
mé&s que una funcién f cuyo dominio es el conjunto I, = {1,2,...,n} con
la propiedad de que f(i) € A; para cada ¢ € I,,. La tdnica particularidad,
puramente notacional, consiste en la convencién de escribir f en la forma
(f(1), f(2),..., f(n)). En particular, el producto cartesiano A x B estd for-
mado por todos los pares ordenados (x,y), tales que z € A e y € B.

Para que el producto cartesiano resulte asociativo es necesario establecer
una convencién: si a = (ay,...,a,) es un elemento de A; X ... x 4, y b=
(b1, ..., by) un elemento de By X ... X B,,, interpretaremos el par ordenado
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(a,b) como la sucesion finita (aq,...,an,b1,...,by). Con esta convencién
resulta (A; X ... X Ap) X (By X ... X Byp) = A1 X ... X Apy X By X ... X By, .
Por su sencillez, dejaremos a cargo del lector la demostracion de las

férmulas

(A1 X ... x Ap) N (By X ... X By) = (A1 N By) X ... x (A, N By),
(O Al> X O Bj = U U(AZ X Bj)
i=1 j=1 i

El miembro derecho de la segunda es la unién de la familia F = (A; X
By, (i,7) € I, x I;,) y serd util observar que si los conjuntos A; son disjuntos

del mismo modo que los B;, entonces F' es una familia disjunta.

El siguiente lema tiene un valor auxiliar en la demostracion de la proposi-
ci6én (2.21) del siguiente capitulo.

(1.4) Lema. Si el producto cartesiano Ax B es la unidn de los productos no
vacios y disjuntos Ay X By y As X Bs, entonces, o bien A = AU As
con AjNAy =0 y B= By = By, o0 bien B= B{UBy con BiNBy =)
Yy A= A1 = A2 .

DEMOSTRACION: De la hipdtesis se sigue facilmente que ninguno de los con-
juntos del enunciado es vacio y ademéds, A=A, UA, y B=B;UBsy .

Puesto que
(A1 N Ag) X (Bl N Bz) = (Al X Bl) n (AQ X BQ) = @,
debe cumplirse el menos una de las relaciones

AN Ay =0, BiNBy=0.

Suponiendo que se verifica la primera, probaremos que B = Bj, para
lo cual es suficiente probar que B C Bj. Si esto iltimo no fuera cierto,
entonces existirfa un elemento b € B, tal que b ¢ Bj .

Eligiendo un elemento a € A;, tendriamos a ¢ As, pues A; y A
son disjuntos. Ahora bien; (a,b) € A x B y sin embargo, (a,b) ¢ A; X By
y (a,b) ¢ As x Ba, lo cual contradice la hipétesis. Luego, B = By y
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analogamente se demuestra que B = Bs.
Q.E.D.

La notacién A™ se usa para designar el producto cartesiano A x A x
. x A (n factores); es decir, el conjunto de todas las sucesiones finitas
(a1,az2,...,a,), tales que a; € A (i =1,2,....,n).

5. Conjuntos numerables.

Diremos que el conjunto X es equivalente al conjunto Y y escribiremos
X ~Y si existe una aplicacién biyectiva f : X — Y . En tal caso también
se dice que X e Y tienen igual potencia o bien que son coordinables.

Como la aplicacion idéntica de X en si mismo es biyectiva, se tiene siem-
pre X ~ X ; puesto que la inversa de una aplicacién biyectiva es biyectiva,
si X ~Y entonces Y ~ X ; finalmente, puesto que la composiciéon de dos
aplicaciones biyectivas es biyectiva, si X ~Y e Y ~ Z, entonces X ~ 7.

Demotaremos por IN al conjunto de los enteros positivos y llamaremos
una seccién inicial a cualquier conjunto I,, de la forma I,, = {1,2,...,n} =
{k€ IN : k <n}, donde n representa un entero positivo.

Por definicién, un conjunto es finito si es vacio o si es equivalente a
alguna seccién inicial y es infinito en caso contrario.

De acuerdo con la definiciéon precedente, las secciones iniciales son los
conjuntos finitos tipicos.

Por induccién sobre n se demuestran facilmente las siguientes afirma-
ciones:

(a) Cualquier subconjunto de I,, es finito.

(b) No existe ninguna aplicacién inyectiva de Ip,41 en I,,.

De la primera se deduce que todo subconjunto de un conjunto finito es finito;
de la segunda, que si m < n, no existe ninguna aplicacién inyectiva de I,
en I, y por consiguiente, que todo conjunto finito no vacio es equivalente a
una unica seccién inicial.

Otra consecuencia de (b) es que el conjunto IN es infinito, pues si
existiera una aplicacién biyectiva f : IN — I,,, la restriccién de f a I,41
nos daria una aplicacién inyectiva de este dltimo conjunto en I,,, en con-
tradiccién con (b).

Confiando en su evidencia, aceptaremos sin demostracion la siguiente
proposicién:
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(¢) Todo conjunto infinito contiene un conjunto equivalente a IN . En otras
palabras, si X es un conjunto infinito, existe una aplicacién inyectiva
f:IN = X.

Un conjunto A se llama numerable si es finito o bien si A ~ IN .

De acuerdo con esta definicién, el conjunto A es numerable si y sélo si es

posible representar la totalidad de sus elementos en la forma de una sucesién

ai,as,as, ... finita o infinita.

(1.5) Proposicién. Cualquier subconjunto de un conjunto numerable es
numerable.

Sea B un subconjunto del conjunto numerable A. Si A es finito, en-
tonces B es numerable en virtud de (a). Supongamos que A = {aq,as,as, ...}
es equivalente a IN y que B es un subconjunto infinito de A. Sea np el
minimo de los enteros positivos n tales que a, € B; y suponiendo definido
ny , llamemos ng4; al minimo entero n > ny, tal que a, € B.

Con este procedimiento inductivo queda definida una sucesién creciente
de enteros positivos (nx), tal que a,, € B, k = 1,2,3,.... Consideremos
ahora el conjunto numerable

C ={an,,an,,0n;, ...}

Sabemos que C C B y la proposiciéon quedara demostrada si probamos que
B=C.

Si x € B, entonces x = a,, para algin n > n;. Consideremos el minimo
entero k tal que n < nyg. Sifuera n <mng serfa k>1y ng_1 <n <ng,en
contradiccién con lo supuesto. Luego n =ng y = € C'. Hemos probado que
B C C y junto con ello la proposicién.

(1.6) Proposicién. Si A es numerable y f : A — B es suryectiva, en-
tonces B es numerable.

Sin restriccién de generalidad, podemos suponer que A = IN , pues si
A es numerable, existe una aplicacién suryectiva de IN sobre A cuya com-
posicién con f nos da una aplicacién suryectiva de IN sobre B. Suponiendo
pues que A = IN | para cada b € B sea g(b) el minimo entero n € IN tal
que f(n) = b; de modo que f(g(b)) = b para cada b € B. De aqui se
deduce que g es una aplicacién inyectiva de B en IN y por consiguiente,
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B ~ g(B); pero g(B) es numerable por ser un subconjunto de IN . Luego,

B es numerable como queriamos demostrar.

(1.7) Proposicién. IN x IN ~ IN .

Teniendo en cuenta que todo niimero natural admite una tinica descom-
posicién como producto de una potencia de dos por un nimero impar, se
sigue que la funcién f: IN x IN — IN , definida por

fl,5) =225 - 1)

es biyectiva.
Q.E.D.
Si A y B son numerables, entonces existe una aplicacién suryectiva de
IN x IN sobre A x B. Luego, A x B es numerable en virtud de (1.6) y
(1.7).
Por induccién sobre n resulta que si (Aj, As, ..., A,) es una sucesién
finita de conjuntos numerables, entonces A; X A X ... X A,, es numerable.

Ejemplos.

1) El conjunto Z formado por los ntimeros enteros es numerable, pues
la funcién f: Z — IN definida por f(a) =2a si a >0y f(a) =2la]+1
si a <0, es biyectiva.

2) El conjunto @ formado por los niimeros racionales es numerable, pues
la funcién f: Z x IN — @ definida por f(a,n) = a/n es suryectiva.

3) El conjunto Q™ formado por todas las n-uplas (ri,79,...,7,) de
nimeros racionales es numerable.

4) El conjunto Q[X] formado por todos los polinomios con coeficientes
racionales es numerable. En efecto, si a cada polinomio A = ag+a1 X +... +
a, X" le asignamos la sucesiéon f(A) = (ag, a1, ...,a,) € Q1 tendremos
una aplicacién inyectiva f de Q[X] en el conjunto U Q" que es numerable

n=1
por ser la unién de una sucesién de conjuntos numerables.

(1.8) Proposicién. La unidn de cualquier sucesion de conjuntos nume-
rables es numerable.
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Sea (A,, n =1,2,3,...) una sucesién de conjuntos numerables. Para
cada n, existe una funcién suryectiva f, : IN — A, .

Si A es la unién de todos los conjuntos A, , la férmula
g(n, k) = fn(k) (ne IN, ke IN),

define una aplicacién suryectiva g: IN x IN — A, lo cual prueba que A es
numerable.

6. Potencia del continuo.

La teoria de los conjuntos infinitos no tendria mucho interés si todos
los conjuntos infinitos fueran equivalentes. El descrubrimiento de que no es
asi representa uno de los momentos cruciales en la historia de las Mateméti-
cas como cuando los griegos descubrieron que la diagonal de un cuadrado es
inconmensurable con el lado del mismo.

(1.9) Proposicién. El intervalo unitario U = [0,1] es un conjunto no
numerable.

Suponiendo por el absurdo que sea posible representar los elementos de
U en la forma de una sucesién

U= {I17I27l’3, }a

dividamos el intervalo U en tres intervalos cerrados de igual longitud:
[0,1/3],[1/3,2/3],[2/3,1]. Entonces es claro que uno de estos intervalos ce-

I1 X4

rrados, al cual llamaremos I, tiene la propiedad de que z; ¢ I . Subdivi-
diendo I; en forma andloga, podemos elegir un intervalo cerrado I C I,
tal que zo ¢ I5.

Si continuamos indefinidamente con este proceso obtendremos una suce-
sién decreciente de intervalos cerrados U D Iy D Is D ... D Iy D ..., con
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la propiedad de que para cada entero positivo k, x ¢ I . Pero entonces,
ningun punto de U pertenece a cada intervalo de la sucesion, en contradiccion
con el principio de “encaje” de intervalos cerrados. Obviamente, la con-
tradiccién provino de suponer que U es numerable.

Q.E.D.

Diremos que un conjunto tiene la potencia del continuo si es equiva-
lente al intervalo unitario U. Veamos algunos ejemplos.

1) El intervalo abierto V = (0,1) tiene la potencia del continuo, pues si
ponemos A=QNU, B=QNV, tendremos:

U=(U-AUA, V =(U-A)UB.

Puesto que A y B son subconjuntos infinitos de @, se tiene A ~ B en
virtud de (1.5). Luego, existe una aplicacién biyectiva f: A — B.

Si ahora definimos g : U — V' por medio de la expresion

= sizelU—A
9(o) = f(x) sizeA,

es facil ver que g es biyectiva, de donde U ~ V. Andlogamente se demuestra
que los intervalos (0,1] y [0,1) tienen la potencia del continuo.

2) Si a < b, el intervalo [a,b] tiene la potencia del continuo, pues la
funcién lineal

flz)=a+ (b—a)x 0<z<1)

es una aplicacién biyectiva de U sobre [a,b]. Por consiguiente, cualquier
intervalo que no sea vacio ni se reduzca a un solo punto tiene la potencia del
continuo.

3) El conjunto IR formado por los nimeros reales tiene la potencia del
continuo, pues la funcién estrictamente creciente f: IR — (—1,1), definida
por f(z) =x/(1+ |z|) es biyectiva.

Para estudiar el siguiente ejemplo es necesario recordar que si b es un
entero mayor que 1, cada nimero x € U admite un desarrollo “b-ario”
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donde cada u; es un digito b-ario; es decir, igual a uno de los nimeros
0,1,..,b—1. Ademss, si x admite dos desarrollos b-arios distintos > uy, /b*
y > v /b¥, entonces para k suficientemente grande se cumple up = 0 y
vy =b—1 o viceversa:uy = b—1 y vy = 0. Como consecuencia, ningin
namero admite méas que, a lo sumo, dos desarrollos b-arios distintos y si x
admite dos desarrollos, entonces x es un numero de la forma n/b™. Ahora
si veamos el ejemplo.

4) El conjunto T formado por todas las sucesiones u = (u1,us,us, ...)
de digitos binarios (cada uy igual a cero o uno) tiene la potencia del continuo.

Para demostrarlo, comencemos observando que hay exactamente 2"
elementos de T, tales que ux = 0 para todo k > n. Luego, el conjunto Ty
formado por todos los elementos u € T', tales que ur = 0 para k suficien-
temente grande es numerable por ser la unién de una sucesién de conjuntos
finitos. Andlogamente, el conjunto 77 formado por los u € T, tales que
ui = 1 para k suficientemente grande es numerable.

Poniendo Ty =T — (ToUTY), sea A el conjunto de todos los niimeros de
la forma n/2™ dentro del intervalo U = [0, 1]; es decir, aquellos que admiten
dos desarrollos binarios distintos. Puesto que A es numerable, tenemos

A~TyUTy.

Por otro lado, cada © € U — A posee un unico desarrollo binario

b
=

donde u = (u1,us,us,...) € To. Como la funcién que asigna al elemento z
la sucesiéon u dada por su tnico desarrollo binario es biyectiva, resulta

U—-A~T,.

Finalmente, puesto que U = AU (U — A) y T = (To UTy) UT5, concluimos
que U ~ T como habiamos anunciado.

5) El conjunto S = IR — Q formado por todos los niimeros irracionales
tiene la potencia del continuo. En efecto, puesto que IR = QU S, vemos
que S es no numerable (si S fuera numerable, resultaria IR numerable).

Por ser infinito, S contiene un conjunto A equivalente a IN y de las
igualdades obvias S = (S—A)UA, IR = SUQ = (S—A)U(AUQ), teniendo
en cuenta que A ~ AUQ, resulta S ~ IR .
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Con el mismo método se prueba que si X es infinito y B numerable,
entonces X U B ~ X (hdgalo el lector como ejercicio).

6) Un ntmero (real o complejo) se llama algebraico si es raiz de algiin
polinomio con coeficientes enteros. Por ejemplo, el ntimero racional a/b es
algebraico por ser raiz del polinomio a — bx; /2 es algebraico por ser raiz

2

de z* — 2. Los niimeros que no son algebraicos se llaman trascendentes.

El problema de exhibir un niimero trascendente no es trivial. El primero
en lograrlo fue Liouville, quien prob6 que el niimero

0,1100010... = 107" + 1072 + ... +107™ + ...

es trascendente.

La demostracién de que 7 es trascendente se debe a Lindemann (1882);
y el teorema de Lindemann generalizado afirma que si « es un numero alge-
braico no nulo, entonces e* es trascendente. Pero la demostracién de estos
resultados que pueden estudiarse en el libro de Niven [10], dista de ser facil.
En cambio, la solucién de Cantor al problema de la existencia de nimeros
trascendentes es sencilla: el conjunto A de los nimeros algebraicos es nu-
merable, pues es numerable el conjunto de los polinomios con coeficientes
enteros y cada uno de éstos tiene un niimero finito de raices. Luego IR — A
(el conjunto de los niimeros trascendentes) tiene la potencia del continuo; en
particular, no es vacio.

Aun siendo infinito, el conjunto de los niimeros algebraicos esta esparcido
sobre la recta “como las estrellas en el firmamento” cuya densa obscuridad
corresponde, en esta metafora de E.T. Bell, a los nimeros trascendentes.

6) El conjunto IR™ formado por todas las n-uplas de nimeros reales
tiene la potencia del continuo.

Puesto que IR ~ T (ejemplo 4), es suficiente probar que T ~ T™.
Con este proposito definimos una aplicacion f : T — T™ de acuerdo con el
esquema siguiente:

(ul, Un+1, UQn+1, )
(U2, Unt2, Uant2, .--)

(’LL17UQ,U3, ) —

(un7u2nuu3na )

Observando que para cada u € T' las n sucesiones que componen f(u)
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permiten reconstruir el elemento w, concluimos que f es biyectiva; y por
consiguiente, T~ T™.

7) El conjunto IR*° formado por todas las sucesiones (x1,x2,x3,...) de
nimeros reales tiene la potencia del continuo.

Por lo mismo que antes, si designamos por 7°° el conjunto de todas las
sucesiones de elementos de T, es suficiente que probemos que T ~ T°°. Con
este fin definimos una aplicacion g de T en T°° haciendo corresponder a la
sucesiéon u = (u1, ug,us,...) € T' la sucesién de elementos de T dados por

(’LL]_, us, us, )a

(UQ, U, U10, )7

(’LL4, U12, U420, )a
ey

donde en la i-ésima fila figuran aquellos elementos de u con subindices
iguales a 2¢71(2k—1),k = 1,2, 3, ...; en otras palabras, g(u)=((u1,us,us, ...),
(u2, ug, u10, --.), --.) -
Puesto que a partir de la sucesién g(u) es posible reconstruir u, se
deduce que g es biyectiva; de donde T ~ T°°.
Q.E.D.

7. Cardinales transfinitos.

En la teoria de conjuntos, a cada conjunto X se le asigna un objeto
Card (X), llamado el cardinal o potencia de X, con la propiedad de que
Card (X) =Card (Y) siysdlosi X ~ Y . La definicién se da de tal modo que
resulta Card (()) = 0, Card (I,) = n; de manera que el cardinal de un con-
junto representa una generalizacion del concepto de niimero de elementos
de un conjunto finito.

El cardinal de un conjunto infinito se llama un cardinal transfinito
y se demuestra que hay infinitos cardinales transfinitos distintos. Ademsds,
entre los nimeros cardinales se establece en forma natural una relacién de
orden y se desarrollan ciertas nociones aritméticas; a saber, suma, producto
y potenciacion de cardinales.

El lector interesado en estudiar estos temas puede consultar la obra
clasica de Sierpinski [14]. El apéndice a la obra de Kelley [7] desarrolla la
teoria de los conjuntos desde un punto de vista axiomatico, sin exigir del
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lector mas que conocimientos rudimentarios de légica y cierta familiaridad
con el estudio de una teoria en un marco formal y abstracto. Superada esta
barrera inicial, la exposicion de Kelley es de notable elegancia; pero conviene
advertir que el estudio de los aspectos formales conviene postergarlo hasta
haber adquirido cierta madurez matemaética, como la que resulta de haber
estudiado el tema de este libro o bien un curso de Topologia.

8. Particién de dominios; el teorema de Schréeder-Bernstein.

El teorema de Schréeder-Bernstein establece que si el conjunto X es
equivalente a una parte de Y e Y es equivalente a una parte de X, en-
tonces X es equivalente a Y. Para demostrarlo utilizaremos el siguiente
teorema, debido al matemético Stefan Banach, que se conoce con el nombre
de “teorema de particiéon de dominios”.

(1.10) Teorema. Si f es una aplicacion de X en'Y , y g una aplicacion de
Y en X, entonces existe un subconjunto A de X y un subconjunto
B de Y, tales que

f(4) = B, g(Y —B)= X - A.

Es decir, f aplica A sobre B y g aplica el complemento de B relativo
a Y sobre el complemento de A relativo a X .

DEMOSTRACION: Consideremos la aplicacion @ : P(X) — P(X), definida
para cada subconjunto A de X por medio de la férmula

(4) = X —g(Y - f(A)), AeP(X).

Se verifica facilmente que ® es “creciente”; es decir, que si A; y As
son subconjuntos de X, la relacién A; C A implica ®(A;) C P(As).
Denotemos por I' la coleccién formada por todos los subconjuntos G de X,
tales que ®(G) C G.

Puesto que ®(X) C X, se sigue que X € I', de modo que I' no es vacia.

Llamemos A a la interseccién de la coleccién I'; es decir, definamos el
conjunto A poniendo A =T.

Si G €T, entonces A C G y por consiguiente, ®(4) C ®(G) C G, lo
cual muestra que ®(A) estd contenido en cada miembro de I'; de donde se
infiere que ®(A) C A.
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Aplicando ® a cada miembro de la ultima relacion, obtenemos
(D(A)) C 2(A),

la cual significa que ®(A) es un miembro de I' y por consiguiente, A C
®(A). Esta inclusién, juntamente con la inclusién opuesta que ya habjamos
obtenido, nos da la igualdad ®(A) = A; es decir,

X —g(Y - f(4) =A

Poniendo B = f(A), tendremos X —¢g(Y —B) = A. Esta relacién mues-
tra que g(Y — B) es el complemento de A relativo a X , que es precisamente
lo que queriamos probar.

Q.E.D.

Afirmar que X es equivalente a una parte de Y equivale a decir que
existe una aplicacién inyectiva f: X — Y . Por este motivo es conveniente
dar al teorema de Schroeder-Bernstein el siguiente enunciado:

(1.11) Teorema. Si f es una aplicacidn inyectiva de X en Y, y g es
una aplicacion inyectiva de Y en X , entonces existe una aplicacion
biyectiva h: X — Y .

DEMOSTRACION: Consideremos los conjuntos A C X y B C Y cuya exis-
tencia garantiza el teorema anterior.

Puesto que g es inyectiva, para cada elemento x del conjunto X — A =
g(Y — B), existe un unico elemento y de Y — B, tal que x = g(y). En
forma natural escribiremos y = g~ !(z).

Definiendo la aplicacién h: X — Y por medio de la férmula:

h(z) =

flx) six € A,
g Hz) sizeX - A,

se comprueba muy facilmente que h es biyectiva.
Q.E.D.
Del teorema demostrado extraemos un corolario que resultard 1itil en el

capitulo siguiente: si un subconjunto E de IR™ contiene un conjunto con
la potencia del continuo, entonces FE tiene la potencia del continuo.
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En efecto, puesto que IR™ ~ IR, se sigue que E es equivalente a una
parte de IR . Por otro lado, la hipdtesis nos dice que IR es equivalente a
una parte de F; luego, '~ IR .

EJERCICIOS

1. Probar las férmulas

A-B=A—-ANB
AN(B-C)=AnB-ANC
(A-B)-C=A—-(BUC)

AN(BAC) = (AAB)AC
AN(BAC)=(ANB)A(ANC)
A—B°=B-— A°

()A4i—B=()(4-B)

i€l i€l

2. ;Coémo debe se el conjunto X para que se cumpla AANX = A7

3. Sea f una aplicacién de X en Y.
(a) Probar que si Ay y As son subconjuntos de X , entonces

f(ATUA2) = f(A1)U f(A2) ¥

f(Al N AQ) C f(Al) N f(AQ)

Generalizar estas relaciones y dar un ejemplo donde la inclusién de la
segunda sea propia.

(b) Probar que f es inyectiva si y sélo si f~1(f(A)) = A para cada
ACX.

(c) Probar que f es suryectiva si y sélo si f(f~1(B)) = B para cada
BcCcY.

4. Probarquesi f: X =Y, g:Y —-Z y h=go f, entonces para cada
ccz, hi(C)=f"(g1C)).
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5. Mostrar que la sucesién de conjuntos

(0,1 —1/k) sik es par
B, =
[1/k,1) si k es impar

no es mondétona, pero tiende a un limite.

Probar que si (ax) y (bg) son sucesiones de nimeros reales y ¢ € IR,
entonces
a) lim sup (ar + bx) < lim sup ay + lim sup by
b) lim inf (ax + br) > lim inf aj + lim inf by
¢) lim sup (¢ + ax) = ¢+ lim sup ax
d) lim inf (¢ — ax) = ¢ — lim sup ay,
e)si ¢y — ¢ (k — 00), entonces lim sup (cx + ai) = ¢+ lim sup a,
f) si ¢ >0, lim sup (cax) = ¢ lim sup ay .

Si (24, o € A) es una familia arbitraria (no necesariamente numerable)
de valores no negativos de la recta extendida IR , entonces definimos la
suma desordenada de dicha familia por medio de la férmula

Zxa 7sup Zza,

acA a€F

donde el supremo se toma sobre todos los subconjuntos finitos F' de A.
Probar las siguientes afirmaciones:
a) Si A= {aq,a9,...} es numerable, entonces

o0
g Lo = To, T Tay + .0 = E Loy, -
k=1

acA

b) Si > ,ca%a < 00, entonces el conjunto de todos los «, tales que
T > 0 es numerable.

¢) Si (A;, ¢ € I) es una particién de A, es decir, una familia disjunta
cuya unién es A, entonces

Sr-Y Y

acA icl acA;

(férmula de la asociatividad).
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Usar la férmula de asociatividad del ejercicio precedente para probar
que si (ank) es una sucesién doble de nimeros no negativos entonces,
denotando por IN el conjunto de los nimeros naturales,

0o o 0o oo
E Apk = E E Apk = E § Anjk

(n,k)€ IN x IN n=1k=1 k=1n=1

(una serie doble con términos no negativos puede sumarse en cualquier

orden).

Probar que los siguientes conjuntos son numerables:

a) el conjunto de todos los intervalos con extremos racionales

b) cualquier coleccién de intervalos abiertos disjuntos

¢) el conjunto de todas las sucesiones finitas de elementos de un conjunto
numerable

d) el conjunto F(A) formado por todos los subconjuntos finitos de un
conjunto numerable A

e) cualquier coleccién de lemniscatas disjuntas del plano (se llama lem-
niscata a cualquier curva continua cerrada que se autointersecta en uno
de sus puntos, en forma de ocho)

f) el conjunto de puntos de discontinuidad de una funcién monétona.

Probar que los siguientes conjuntos tienen la potencia del continuo:

a) el conjunto de todas las sucesiones estrictamente crecientes n; < ng <
ns < ... de enteros positivos

b) el conjunto de todas Is sucesiones de enteros positivos

¢) la coleccién de todos los intervalos

d) el conjunto C' formado por todas las funciones continuas sobre un
intervalo. Sugerencia: denotando por 71,79, ... los puntos racionales del
intervalo, asignemos a cada funcién continua f una sucesiéon de nimeros
reales, de acuerdo con el esquema,

[ (f(r), f(ra), o)

Dicha asignaciéon define una aplicacién inyectiva de C' en el conjunto
IR* formado por las sucesiones de nimeros reales (equivalente a IR ).
Puesto que por otro lado las funciones constantes forman un subconjunto
de C' con la potencia del continuo, la afirmacién resulta del teorema de
Schréeder-Bernstein.
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Nota: Los ejercicios siguientes requieren el uso del axioma de eleccion,

11.

12.

13.

el cual establece que para cualquier conjunto X , si denotamos por
Po(X) la coleccién formada por los subconjuntos no vacfos de X |
entonces existe una aplicaciéon e : Po(X) — X, tal que e(A) € A
para cada A en Py(X).
Obsérvese que la funcién e “elige” un punto dentro de cada sub-
conjunto no vacio de X .

Probar que si existe una aplicacion suryectiva f de X sobre Y, entonces
CardY < Card X . Sugerencia: usar el axioma de eleccién para definir
una aplicacién g : Y — X, tal que fog = idy = aplicacion idéntica de

Y en s mismo.

Si X es un conjunto infinito y IN el conjunto de los niimeros naturales,
entonces existe una aplicacién inyectiva f : IN — X . Sugerencia:
definir f por medio de las férmulas recursivas

Probar que si AU B tiene la potencia del continuo, entonces al menos
uno de los dos conjuntos tiene la potencia del continuo. Pista: partiendo
de una aplicacién biyectiva f: AUB — IR x IR , razonar por el absurdo
suponiendo que ni A ni B tienen la potencia del continuo. Entonces
las imagenes 71 (f(A4)) v m2(f(B)), donde 71 y w2 son las proyecciones
de IR x IR sobre IR , son subconjuntos propios de IR en virtud del
ejercicio 11.



CAPITULO II

ESPACIOS EUCLIDIANOS

1. Espacio IR".

Como es usual en el estudio del dlgebra lineal y de las funciones de varias
variables, interpretaremos cada n-upla de niimeros reales

x=(x1,...,%n)

como un punto o bien como un vector de un espacio n-dimensional al que
llamaremos el espacio euclidiano IR™, que no es otra cosa que el producto
cartesiano IR x ... x IR (n factores) provisto de una estructura de espacio
vectorial con un producto interno, la cual extiende en forma natural ciertas
nociones geométricas familiares del plano y del espacio tridimensional.

La suma de los vectores © = (x1,...,2,) € ¥y = (Y1,..-,Yn) ¥ €l pro-
ducto del vector z por el numero real A se definen, respectivamente, por
medio de las férmulas

xJFy:(lerylw--,lEnern), >\$:(AI1,,A$n)
El niimero real
T-Yy=x1Y1+ ...+ TplYn

se llama el producto escalar o producto interno de los vectores = e
y. La n-upla 0 = (0,...,0) se llama el vector nulo u origen y el vector
—x = (—x1,...,—x,) esel vector opuesto o simétrico de z. Por definicién,

r—y=x+(-y).
Llamaremos médulo o norma del vector z al nimero no negativo

7| = Vz 7 =\/22+ ... +22.

25
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En muchas cuestiones la dimensién n desempena un papel secundario
y entonces es conveniente imaginar los elementos de IR™ en un diagrama

como el de la figura, que tiene el mérito de adaptarse al plano del dibujo.

y

Decimos que dos vectores = e y son ortogonales cuando su producto
escalar es igual a cero. Los vectores de médulo igual a uno se llaman vectores
unitarios.

Por el segmento que une a los puntos « e y entendemos el conjunto
de todos los puntos z de la forma z= (1 —-X)z+ Ay (0<A<1).

El teorema fundamental sobre productos escalares es la llamada de-
sigualdad de Cauchy-Schwarz:

(2.1) Teorema.

|z - y| < |2 |y]
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DEMOSTRACION. Notemos que para cualquier nimero real A se cumple
0< (e —y)- (e —y) =X (z-2) =2z y) + (y - y).

Poniendo A=z-z, B=x-y, C =y -y, podemos escribir estas relaciones
en la forma
0< |\ —y*>=A4AN —2BA+C.

Si A =0, entonces x =0 y la desigualdad es trivialmente verdadera en
este caso. Suponiendo A > 0, podemos completar cuadrados en el miembro
derecho, obteniendo

(1) 0 < |z —y[*> = A\ - B/A)? + (AC — B?)/A.

Si en esta relacién elegimos A = B/A, resulta 0 < AC — B?; o sea,
|B| < VAVB, que es precisamente la afirmacién del teorema.

La desigualdad es estricta, a menos que los vectores z e y sean lineal-
mente dependientes. En efecto, si AC — B2 = 0 y x # 0, entonces para
A= B/A, se deduce de (1) que Az —y =0.

(2.2) Teorema (desigualdad de Minkowsksi).

|z +y| < |z| + |yl

DEMOSTRACION. [z 4+ y]? = (z+y) - (z+y) = |z + 2z -y + [y|* <
2?4 2|z - y| + ly[* < J2f? + 2l ly| + y1* = (2] + [y])”-
Q.ED.
Puesto que |Az|> = (Az) - (A\z) = X2(z - ) = |AP[z]? = (JA]]z])?, se
deduce

(2.3) |Az| = |\ z|.

Las relaciones (2.2) y (2.3), juntamente con el hecho de que |z| =0 si
y s6lo si = 0, constituyen las propiedades fundamentales de la funciéon
numérica |z| cuyo dominio es IR".

Si observamos que para cualquier par de vectores = e y se tiene |z| =
[(z —y) +y| < |x—y|+]|y|, concluimos que |z|—|y| < |[x—y|. Andlogamente,
ly| — |z| < |y — z| = |z — y|. Por consiguiente,
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(2.4) el =yl | < |z —yl.

Ahora estamos en condiciones de introducir la nocién fundamental de
este capitulo, a saber, la distancia del punto z al punto y se define como
el nimero no negativo

|(£7y| = \/(xl *y1)2+"'+ (xn 7yn)2'

La relacién |z—y| < |x—z|+|2—y|, que resulta de aplicar la desigualdad
de Minkowski a la suma « —y = (v — 2) + (2 — y), se llama desigualdad
triangular, pues expresa el hecho geométrico de que en un tridngulo de
vértices x, y, z, la longitud de cada lado es menor que la suma de las
longitudes de los otros dos.

La distancia es una funcién simétrica del par (x,y); es decir, |z —y| =
ly —x|. Ademas, |x —y| =0 siysélosi z=y.

2. Conceptos topolégicos.

Se dice que la sucesion xx = (Tg1,Tg2,---,Tkn), k = 1,2,3,..., de
puntos de IR"™ tiende al punto a del mismo espacio si |z —a|] — 0 cuando
k — oo. En tal caso se dice que a es el limite de la sucesién y se escribe
a =limzy o bien xx — a.

La bola abierta B(a,r) con centro en el punto a y radio r > 0 se
define como el conjunto de todos los puntos x tales que |x —a| <.

Un conjunto G C IR™ se llama abierto si para cada = € G, existe
r >0, tal que B(z,r) CG.

Cada bola abierta B(a,r) es un conjunto abierto. En efecto, si z €
B(a,r), se tiene p = |r—a| < r y podemos probar que B(z,r—p) C B(a,r),
puessi |y —xz| <r—p,entonces |y —a| <|ly—z|+|z—a|<(r—p)+p=r
(ver figura).
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El espacio IR™ y el conjunto vacio @ son abiertos. En el caso del
conjunto vacio, la afirmacién se basa en el hecho de que cualquier proposicién
de la forma “si x € (), entonces ...” es verdadera por ser falso el antecedente.
El lector enemistado con este tipo de razonamiento puede aceptar que el vacio

es abierto por convencién.

Un conjunto F© C IR™ se llama cerrado si su complemento CF =
IR™ — F es abierto.

(2.5) Proposicién.

(a) La unidn de cualquier familia de conjuntos abiertos es un conjunto
abierto;

(b) La interseccion de una familia finita de conjuntos abiertos es un
conjunto abierto;

(¢) La interseccion de cualquier familia de conjuntos cerrados es un
conjunto cerrado;

(d) La unidn de una familia finita de conjuntos cerrados es un conjunto
cerrado.
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DEMOSTRACION. Llamando U a la unién de la familia (G;,% € I), cuyos
miembros son abiertos, para cada x € U, existe ¢ € I, tal que x € G;; ¥y
como G; es abierto, existe r > 0, tal que B(z,r) C G; C U, lo que prueba
que U es abierto.

Sea V la interseccién de la familia finita (G1, Ge,...,G,,) cuyos miem-
bros son abiertos.

Si x € V, entonces z € G; (i = 1,2,...,m) y como cada G; es
abierto, existe r; > 0, tal que B(z,r;) C G;. Llamando r al minimo de
los ntimeros r;, tendremos B(z,r) C B(z,r;) C G; (1 <1i < m), de donde
B(z,r) C V, lo que prueba que V es abierto.

Habiendo probado (a) y (b), notemos que (c) y (d) se obtienen de las
dos anteriores por una aplicacion de las leyes de complementacién.

Cualquier conjunto abierto V', tal que z € V', se llama un entorno del
punto z. En particular, cada bola B(z,r), r > 0, es un entorno de x.

Intuitivamente, dar un entorno de x equivale a fijar un grado de proxi-
midad a dicho punto.

Diremos que z es un punto interior del conjunto A si existe un entorno
V de x, tal que V C A. El conjunto de los puntos interiores de A se llama
el interior de A y se donota por A°.

De acuerdo con la definicién, A° es la unién de todos los conjuntos
abiertos V tales que V C A. Luego, A° es un conjunto abierto incluido en
A. Més atin: si V' es abiertoy V C A, entonces V C A°. Es decir, A° es
el méas grande de los conjuntos abiertos incluidos en A.

El punto z se llama un punto de adherencia (o de clausura) de A
si cada entorno V' de z contiene al menos un punto de A; es decir, si para
cada entorno V de =, ANV # (. El conjunto de los puntos de adherencia
de A se llama la adherencia (o clausura) de A y se denota por A.

Intuitivamente, x € A si y sélo si hay puntos de A tan préximos a
como se desee. Notemos que A C A.

Si z € A, entonces eligiendo un punto ar € AN B(z,1/k), k =
1,2,3,..., tendremos una sucesién (ay) de puntos de A, tal que ax — x;
de modo que x € A si y sélo si existe una sucesién de puntos de A que
converge al punto x.

La afirmacién x ¢ A es equivalente a afirmar que existe un entorno V'
de z,tal que ANV =0, 0sea, VC CA, lo cual, a su vez, equivale a la
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afirmacién x € (CA)°. Hemos probado la férmula

(2.6) CA = (CA

es decir, el complemento de la clausura es el interior del complemento.

Puesto que el interior de cualquier conjunto es un subconjunto abierto
del mismo, de (2.6) se desprende que A es un conjunto cerrado que contiene
a A. Por otra parte, si F es cerrado y F DO A, entonces CF C CA
y por consiguiente, CF C (CA)° = CA, pues CF es abierto. Tomando
nuevamente complementos, resulta F O A.

Hemos probado que A es el mds pequefio conjunto cerrado que contiene
a A. En consecuencia, A es cerrado si y sélo si A = A, para lo cual es
suficiente que se verifique A C A, pues la inclusién opuesta se verifica para
cualquier conjunto. Resumiendo: un conjunto A es cerrado si y sélo si A
contiene a todos sus puntos de adherencia.

Ejemplos.

1) El conjunto Z formado por los nimeros enteros es cerrado en R',

pues su complemento es la unién de los intervalos abiertos (a,a + 1),
a € Z .

2) Cualquier intervalo cerrado [a,b] es un subconjunto cerrado de IR',
del mismo modo que cualquier semirrecta [a,00) = {z € IR : > a} o
(00,0 ={z € R : x <b}.

3) Cualquier “bola cerrada” K(a,r) = {z € IR" : |zt —a] < r} es un
subconjunto cerrado de IR". En efecto, si © ¢ K(a,r), entonces |z —
al| = p > r y se verifica facilmente que B(x,p —r) estd contenida en el
complemento de K (a,r), el cual, por consiguiente, es abierto.

4) El conjunto A = {1,1/2,1/3,1/4,...} no es cerrado, pues 0 € A, pero
0¢ A.

5) Cualquier conjunto finito F C IR™ es cerrado, pues si ¢ € CF, lla-
mando 7 al minimo de los ndmeros |z — y|, y € F, es claro que
B(z,r) C CF.

6) Q no es cerrado en IR', pues la adherencia de Q es IR', ya que
cualquier intervalo abierto (a —r,a+ ), r > 0, contiene puntos racio-

nales.

7) Si AC IR' es no vacio y acotado superiormente, entonces sup A € A.
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En el siguiente teorema la palabra “intervalo” se usa por unica vez para
designar un conjunto de la forma {z € IR : a < z < b}, donde a y b son
elementos de la recta extendida; por ejemplo, se aceptan como intervalos las
semirrectas (—oo,b), (a,00) y aun el mismo conjunto IR = (—o0,00).

(2.7) Teorema. Todo conjunto abierto de IR* es la unién de una sucesion

de intervalos abiertos disjuntos.

DEMOSTRACION. Sea G un subconjunto abierto de IR'!. Un intervalo
I = (a,b) se llama un intervalo componente de G si I C G, a ¢ G,
b ¢ G. Comenzaremos probando que cada punto de G pertenece a un
intervalo componente. En efecto, si € G, pongamos a = sup{y : y <
z,y € CG} = sup[(—o0,z] N CG], con la convencién de que a = —oo si el
conjunto es vacfo. Andlogamente, definamos b = inf{y : y > z,y € CG},
con la convencién de que b = +oo si el tltimo conjunto es vacio.

Por ser & un punto de G (abierto), se sigue que a < x < b. Puesto que
los conjuntos (—oo,z]NCG y [x,00)NCG son cerrados, vemos que a ¢ G y
b ¢ G. Finalmente, es claro que (a,b) C G. Hemos probado que el intervalo
I = (a,b) es un intervalo componente de G, tal que z € I.

Luego, G es la unién de la coleccién C formada por los intervalos com-
ponentes de G y sélo nos queda probar que C es disjunta y numerable.
En efecto, si dos intervalos componentes (a,b) y (c, d) tuvieran un punto
comun, entonces necesariamente, a = c¢ y b = d, lo cual muestra que C es
una coleccién disjunta.

Si ahora definimos una funcién f : C — @ eligiendo para cada I € C un
ntmero racional f(I) € I, es claro que f resulta inyectiva, en vista de que
C es disjunta, de donde se sigue que C es equivalente a un subconjunto de
Q y por lo tanto, C es numerable. Luego, C = {(ax,br);k =1,2,3,...} y
por todo lo dicho més arriba,

G = J(ax, br),

k=1

con (ag,bg) N (a;,bj) =0 si k#j.
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3. Funciones.

Sean A un subconjunto de IR™ y xg un punto de A. Una funcién o
aplicacién f : A — IR™ se llama continua en el punto z si para cada
nimero ¢ > 0, existe un nimero § > 0, tal que las relaciones = € A,
|z — x| < 0 implican |f(z) — f(zo)| < €. Es decir, si a cada e positivo
corresponde un ¢ también positivo, tal que f (AN B(xo,d)) C B (f(xo),¢€).

De la definicién precedente resulta facilmente que f es continua en xg
si y s6lo si para cada entorno U de f(xg) en el espacio IR™, existe un
entorno V de 2o en IR"™, talque f(VNA)CU.

Si f es continua en cada punto de A, decimos que f es continua sobre
A, o bien que f es continua.

(2.8) Para una funcién f: IR™ — IR™ son equivalentes las afirmaciones:

(a) f es continua;

(b) para cada congunto abierto U de IR™, la imagen inversa
f7Y(U) es un subconjunto abierto de IR"™ ;

(¢) para cada conjunto cerrado A de IR™, la imagen inversa
f7L(A) es un subconjunto cerrado de IR™ .

La equivalencia entre las dos primeras se demuestra facilmente, teniendo
en cuenta que la relacion f(V) C U equivalea V C f~1(U). La equivalencia
entre las dos ultimas se obtiene inmediatamente tomando complementos.

La funcién f: A — IR™ se llama uniformemente continua sobre A
si para € > 0, existe 0 > 0, tal que las relaciones € A, y € A, |z—y| <,
implican |f(z) — f(y)| <e.

Maés adelante resultard conveniente considerar funciones f con valores
en la recta extendida IR , de modo que (ademés de los niimeros reales) —oo
y +oo son valores posibles para f. En tal caso diremos que f es finita sobre
E si |f(z)] < oo para cada xz € E. Una funcién se llama finita cuando es
finita en cualquier punto.

Tratédndose de una funcién f: IR™ — IR con valores en la recta exten-
dida, para cada punto de xg de IR™ y cada § > 0, definimos:

M;(x) = sup{f(z) : 0 < |z — z0| < &},

mf(xo) = inf{f(x) : 0 < |z — zo| < 6}.
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La “prima” se usa para destacar la exclusién del punto zy (comparar con el
ejercicio 10).

El limite superior L y el limite inferior [ de la funcién f en el
punto zg se definen ahora por medio de las férmulas:

L = limsup f(z) = gnf(;Mg(xo),
>

Tr—xo

[ =liminf f(x) = sup mj(zo).
T—TQ >0

El nimero L se caracteriza por la siguiente propiedad: si s < L < t,
entonces 1°) existe d > 0, tal que 0 < |z — x| < ¢ implica f(z) <t y2°)
para cada ¢ > 0, existe al menos un punto z, tal que 0 < |[x — x| < § ¥
ademds, f(z) > s.

Simétricamente, el nimero [ se caracteriza por la siguiente propiedad:
si s <l <t,entonces 1°) existe § > 0, tal que 0 < |z — z¢| < ¢ implica
f(x) > s y 2°) para cada § > 0, existe al menos un punto z, tal que
0<|x—mo| <0 yademds, f(z)<t.

La demostracién de estas propiedades es un ejercicio muy instructivo
sobre supremos e infimos que dejaremos a cargo del lector.

De las propiedades enunciadas se deduce que [ < L. Cuando estos dos
valores coinciden, es decir, cuando se verifica [ = L, decimos que f tiene
limite en el punto zy o bien que f(z) tiende al valor [ = L cuando z tiende

a xg y escribimos lim f(z) = L.
r—rxo

Afirmar que f es continua en el punto xy equivale a decir que f(zg) es
finito y ademds, lim f(z) = f(xo).
T—rTo

Diremos que la funcién f : IR™ — IR es semicontinua superior-
mente (abreviado, s.s.) en el punto xg, si se verifica

limsup /(2) < f(z0)-

T—rxTQ
Si f ess.s. en cada punto de IR™, entonces decimos que [ es s.s.
Por ejemplo, la funcién de Dirichlet f: IR — IR, definida por f(z) =1
si x esracional y f(x) =0 si x esirracional, es s.s. en cada punto racional,

pero no lo es en puntos irracionales; la funcién g : IR — IR definida por
glx)=1six>0y glx)=0si <0 esss.
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Afirmar que f es s.s. en el punto xg, equivale a decir que para cada
t > f(zg), existe un entorno V de xzq, tal que la relacién = € V implica
flz) <t.

Simétricamente, diremos que f es semicontinua inferiormente
(abreviado s.i.) en el punto xg, si se verifica

Jim inf f(z) > f (o).

Sif es s.i. en cada punto de IR"™, entonces decimos que f es s.i.

Si f(xo) es finito, entonces f es continua en zg siy sélosi f ess.s.y
s.i. en dicho punto. Por consiguiente, una funcién finita f es continua si y
sblo si f ess.s. y s.i.

(2.9) Para una funcion f: IR™ — IR son equivalentes las afirmaciones:

(a) f es semicontinua superiormente;
(b) para cada t € IR, {x € IR™: f(z) <t} es abierto;
(¢c) para cada t € IR, {x € IR": f(z) >t} es cerrado.

Dejaremos a cargo del lector la facil demostracién y el enunciado de la
proposicién andloga para la semicontinuidad en el otro sentido.

En el caso de una funcién f : IR — IR, decimos que f tiene limite
por la derecha igual a t en el punto zq, si para cada ¢ > 0, existe un
ntmero § > 0, tal que la relacién g < & < xp 4+ § implica |f(x) —¢t| < €.
En tal caso, el niimero ¢ se denota por f(zo+) o bien por mlgﬁr(h_ f(x).

Anélogamente, el nimero s se llama el limite por la izquierda de f
en el punto z(, si para cada € > 0, existe un nimero § > 0, tal que la
relacién zg — 0 < z < xy implica |f(x) —s| < e. Y en este caso, el nimero
s se denota por f(xo—) o bien por lim f(z).

T—xo—

Una funcién f con valores reales, definida sobre un intervalo de la recta
se llama mondétoma creciente en dicho intervalo, si la relaciéon 1 < x9
implica f(z1) < f(x2). Simétricamente se define el concepto de funcién
mondtona decreciente.

Para una funcién mondétona (creciente o decreciente), los limites laterales
f(z+) v f(z—) existen en cada punto interior de su dominio. Por ejemplo,
si f es creciente, se verifica facilmente que

flz—) = sup fs) 'y flat) = inf f(1);
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ademds, f(z—) < f(x) < f(z+); de modo que f es continua en x si y sélo
si estos tres valores coinciden.

Suponiendo que z e y son dos puntos de discontinuidad de la funcién
creciente f, tales que z < y, tendremos f(z—) < f(z+) < f(y—) < f(y+),
lo cual implica que los intervalos abiertos no vacios

(f@=), fla4) vy (Fly=), fly+))

no tienen ningtin punto comun. Por consiguiente, llamando D(f) al conjunto
formado por todos los puntos donde f es discontinua, la coleccién formada
por todos los intervalos abiertos no vacios

(f(z=), f(z+)) (z € D(f)),

es disjunta; pero sabemos que una coleccién de intervalos con estas propie-
dades es forzosamente numerable. Luego, D(f) es numerable.

Hemos demostrado que el conjunto formado por todos los puntos de

discontinuidad de una funcién mondtona es numerable.

4. Distancia y didmetro; conjuntos acotados.

La distancia entre dos conjuntos no vacios A y B se define como
el infimo del conjunto de nimeros |a — b|, tales que a« € A y b € B.

|a-b|

AT .
/

Para denotarla, usaremos el simbolo d(A4, B). En particular, la distancia
del punto z al conjunto no vacio A es, por definicién, el numero d(z, A) =
d({z}, A) = inf{|zr—a| : a € A}. Notemos que = € A siysdlosi d(x, A) =0.
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Es 1til conocer la relacion
(2.8) ld(z, A) — d(y, A)| < |z —yl,

la cual implica que d(z,A) es una funcién uniformemente continua de z.
Para demostrarla, observemos que para cualquier a € A, |z —a| < |z —y|+
ly — al; luego, d(z, A) < |z —y|+ |y — al, de donde, tomando el infimo del
miembro derecho para todos los a € A, resulta d(z, A) < |z —y|+d(y, A);
o sea, d(x,A) —d(y,A) < |z —y|. Sien esta relacién permutamos x con y,
obtenemos d(y, A) — d(x, A) < |z — y|, la cual, juntamente con la anterior,
demuestra (2.8).

El didmetro de un conjunto no vacio A se define como el supremo del
conjunto de todos los nimeros de la forma |x—y|, donde x e y son elementos
de A. El simbolo §(A) serd usado para designar el didmetro del conjunto

A.

6(A) = sup |z —y
r,yeA

Por ejemplo, el didmetro de la bola B(a,r) es 2r. En efecto, si x e
y son puntos de dicha bola, entonces |x —y| < |z —a| + |a — y| < 2r;
de modo que 6 (B(a,r)) < 2r. Por otro lado, si consideramos el vector
u = (1,0,...,0), es claro que |u| = 1 y para cualquier entero positivo k,
los vectores a &+ k~'(k — 1)ru son puntos de B(a,r) cuya diferencia tiene
modulo igual a 2(k — 1)r/k. Luego, 6 (B(a,r)) >sup2(k — 1)r/k = 2r.
k

Si A y B son no vacios, se tiene

(2.9) §(AUB) < 5(A) + 6(B) + d(A, B).

En efecto, si z e y son puntos de AUB, a € A, b € B, suponiendo
primero que z € A e y € B, tendremos |z —y| < |z —a|+]a—b|+|b—y| <
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0(A) + d(B) + |a — b| y esta desigualdad se mantiene vélida aunque = e y
pertenezcan a un mismo conjunto (A o B). Luego, §(AU B) < §(4) +
0(B) + |a — b| para cualquier par de puntos a € A, b € B, de donde resulta
(2.9).

El conjunto no vacio A se llama acotado si 6(A) < oo, lo que equivale
a afirmar que A estd contenido en alguna bola B(a,r).

La relacién (2.9) muestra que la unién de dos conjuntos acotados es
acotada y por induccién se demuestra que cualquier unién finita de conjuntos
acotados es un conjunto acotado. En particular, cualquier conjunto finito es
acotado.

5. Conjuntos convexos.

Un conjunto A se llama convexo si juntamente con cada par de puntos
xe A, ye A, el conjunto A contiene a todo el segmento que une x con y.

Cada bola B(a,r) es un conjunto convexo, pues si z = (1 — Az + Ay,
donde x,y € B(a,r), 0 < XA < 1, entonces |z —a|] = |(1 — \)(z —a) +
Ay —a)] < [QA =N —-al+ My —a)l = 1 =N]z—al+ Ay —a| <
dI=XNr+Xr=r.

Cualquier interseccién de conjuntos convexos es un conjunto convexo
(probarlo). La interseccién de todos los conjuntos convexos que contienen
al conjunto A se llama la cdpsula convexa de A y se denota por A. De
modo que A es un conjunto convexo que contiene a A y si C' es convexo y
A C C, entonces Acc.

Por ejemplo, si F = {ag,a1,...,a,} es un conjunto formado por
n + 1 puntos de IR™, tales que los vectores ar —ag (k = 1,2,...,n)
son linealmente independientes, la cdpsula convexa de F' se llama el simple
con vértices ar (k=0,1,...,n). Este conjunto consta de todos los puntos
z de la forma = = tgag + t1a1 + ... + tpa, , donde cada t; es no negativo y
>t =1 (ejercicio 5).

El siguiente ejemplo lo consignamos aqui por parecernos a la vez sencillo
e interesante.

(2.10) El didmetro de cada conjunto es igual al didmetro de su cdpsula con-

vexra.
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Puesto que A C A, §(A) < §(A). Por otro lado, si r > §(A), entonces
para cualquier par z, y de elementosde A, |y—z| < r dedonde A C B(z,r)
y como la bola es convexa, tenemos

A C B(z,r) (x € A).

De aqui se sigue que para cualquier u € A y cualquier = € A, se tiene
|u—z| <r,dedonde AC B(u,r) y por consiguiente,

Luego |v—u| < r para cualquier par de puntos v € A, u € /Al, lo cual prueba
que 6(A) <r para cada r > §(A); es decir, §(A) < §(A).

Mas detalles sobre capsulas y conjuntos convexos hallaré el lector en los
ejercicios al final del capitulo.

6. Intervalos.

Llamaremos intervalo a cada conjunto I C IR™ que pueda expresarse
como el producto cartesiano de n intervalos lineales. Por consiguiente, I es
un intervalo de IR"™ siy sélo si existen intervalos de la recta I,..., I, , tales
que I =1 x...x1I,.

Un intervalo consta de todos los puntos « = (z1,...,2,) que satisfacen
en cada coordenada una desigualdad de alguno de los siguientes tipos:

(1) a; <x; < b
(2) a; < xp < b
(3) a; < x; < b;
(4) a; < x; < b;

Si todas las desigualdades son de la forma (1), el intervalo se llama ce-
rrado; si todas ellas son de la forma (4), el intervalo se llama abierto.

En el caso de la recta (n = 1), la representacién geométrica de un
intervalo cerrado es un segmento; en el caso del plano (n = 2), un rectdngulo
de lados paralelos a los ejes, como se muestra en la figura; y en el caso del
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espacio tridimensional (n = 3), un paralelepipedo de aristas paralelas a los
ejes.

IZ I=I1x12

I,

Cada uno de los intervalos lineales I1,...,I, se llama un lado del in-
tervalo I =I; x ... x I,,. Obviamente I es vacio si y sélo si lo es alguno de
sus lados; por consiguiente, el conjunto vacio es un intervalo de IR"™.

Un intervalo cuyos lados tienen todos la misma longitud se llama un

cubo.

Dados un punto a = (ay,...,a,) y un ntmero € > 0, el conjunto
Qa,e)={ze R":|z; —a;|<e (i=1,2,...,n)}

representa un cubo abierto cuyos lados son los intervalos lineales (a; —¢, a; +
), cada uno con longitud igual a 2e. El punto a se llama el centro del
cubo Q(a,¢).
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(2.11) Toda bola abierta B(a,r) contiene un cubo Q(a,&) con el mismo cen-
tro y viceversa.

En efecto, tratemos de encontrar un nimero ¢ > 0 de modo tal que se
cumpla Q(a,e) C B(a,r). Si z € Q(a,¢), tendremos
|t —al® = (x1 —a1)* 4+ ...+ (z, —a,)? < ne’.
Poniendo ne? = r? | resulta ¢ = r/y/n. Luego, Q(a,r/\/n) C B(a,r).
Puesto que para cada i = 1,2,...,n se cumple |z; — a;] < | — al, se
sigue que B(a,e) C Q(a,¢€).

(2.12) Corolario. Todo intervalo abierto es un conjunto abierto. Todo in-
tervalo cerrado es un conjunto cerrado.

Sea z = (z1,...,2,) un punto del intervalo abierto J = (a1,b1) X ... %
(an,by). Luego, a; < z; <b; (i=1,2,...,n) y podemos elegir un nimero
e >0, tal que

a; < zi—e<zite<lb (i=1,2,...,n),

de donde se sigue que Q(z,e) C J y por consiguiente, B(z,¢) C J, lo cual
prueba que J es un conjunto abierto.

Para probar que el intervalo cerrado I = [a1,b1] X ... X [an,b,] es un
conjunto cerrado, lo mas sencillo es mostrar que su complemento CI es un

conjunto abierto, tarea que dejaremos como ejercicio a cargo del lector.

El principio de encaje de intervalos cerrados es vélido para intervalos de
IR™: dada una sucesion decreciente de intervalos cerrados no vacios

(1) L DI, DI3D...

hay un punto z € IR"™ que pertenece a cada intervalo de la sucesién. En
efecto, si I, = I} x ... x I}', donde cada I} es un intervalo lineal cerrado,
en virtud de la hipétesis, para cada j = 1,2,...,n, tendremos If D Ig D
I g D ... yen virtud del principio de encaje para intervalos de la recta, existe
un nimero real x; que pertenece a cada intervalo de esta ultima sucesion.
Luego, el punto = = (x1,...,x,) pertenece a cada intervalo de la sucesién

(1).
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Definicién. Un intervalo cuyo interior es vacio se llamard degene-
rado.

Por ejemplo, en el plano IR?, cada intervalo degenerado es vacio, o bien
un segmento paralelo a uno de los ejes, o bien un conjunto unitario.

7. Cubrimientos abiertos; conjuntos compactos.

Una coleccién de conjuntos I' se llama un cubrimiento del conjunto
A si cada punto de A pertenece al menos a un miembro de I'; es decir, si
A esta contenido en la unién de I'. Un cubrimiento I' se llama abierto si
cada miembro de T es un conjunto abierto.

Diremos que el conjunto K C IR™ es un conjunto compacto si para
cada cubrimiento abierto I' de K, existe una coleccién finita I'g C I', tal
que I'g es un cubrimiento de K. En otras palabras: K es compacto si
y sélo si cada cubrimiento abierto de K contiene un cubrimiento finito de
dicho conjunto.

(2.13) Todo cubo cerrado es un conjunto compacto.

Sea @ un cubo cerrado en el espacio IR™ y sea I' un cubrimiento
abierto de @@. Debemos probar que existe una coleccién finita I'y C I' que
es también un cubrimiento de @ .

Supongamos lo contrario; es decir, supongamos que ninguna coleccion
finita de miembros de I' sea suficiente para cubrir Q.

Dividiendo cada lado de @ en dos intervalos cerrados de igual longitud
(con el punto medio de cada segmento como tinico punto comin entre ambos
subintervalos) podemos expresar () como la unién de 2™ cubos cerrados con
didmetro igual a la mitad del diametro de Q.

Si cada uno de estos cubos més pequenos pudiera cubrirse con una
coleccién finita de miembros de I', entonces todo ) podria cubrirse con una
coleccién finita 'y C I', contrariamente a lo que hemos supuesto. Luego,
al menos uno de estos cubos més pequenos, al cual llamaremos @, tiene
la propiedad de que ninguna coleccién finita de miembros de I' es un cubri-
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miento de Q1.

Q.

Subdividiendo @; en la misma forma que el cubo anterior, encontra-
remos un cubo cerrado Q2 C @ con didmetro §(Q2) = (1/2)6(Q1) =
(1/4)6(Q) y con la propiedad de que ninguna coleccién finita de miembros
de T" es un cubrimiento de Q5.

Subdividiendo @2 en la misma forma y prosiguiendo con el mismo pro-
ceso de seleccién, tendremos una sucesién decreciente de cubos cerrados:

(1) QOQiDQDQ3D...

ninguno de los cuales se puede cubrir con una coleccién finita de miembros
de T'; ademds, 6(Q) — 0 cuando k — 0.

En virtud del principio de encaje de intervalos cerrados, existe un punto
x que pertenece a cada cubo de la sucesion (1); en particular « € Q. Ahora
bien; por ser I' un cubrimiento abierto de (@), existe un conjunto abierto
G €T, tal que x € G y por ser G un conjunto abierto, existe un nimero
r >0, tal que B(z,r) CG.

Eligiendo k suficientemente grande, tendremos §(Qr) < r y como = €
Qk , se verifica Qi C B(x,r), de donde Q C G: el cubo @y cubierto por
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un solo miembro de I', en contradicciéon con la forma en que elegimos los
cubos de la sucesién (1).

La contradiccién provino de suponer que ninguna coleccién finita T'g C T’
es un cubrimiento de (. Luego, alguna coleccién finita {G4,...,Gx} C T
verifica @ C G1 U ...UGyg, que es lo que queriamos demostrar.

(2.14) Cualquier conjunto cerrado y acotado es un conjunto compacto.

Consideremos un conjunto A cerrado y acotado y sea I' un cubrimiento
abierto de A. Por ser A acotado, existe un cubo cerrado @, talque A C Q y
la coleccién TV =TU{CA} es un cubrimiento abierto de @ (el complemento
de A es abierto por ser A un conjunto cerrado).

Siendo @ compacto, existe una coleccién finita {G1,...Gr} C T', tal
que

QCGLU...UGLUCA,

de donde se sigue que A C Gy U...UG.

(2.15) Un congunto no puede ser compacto a menos que sea cerrado y acotado.

Si A no es cerrado, existe un punto b, tal que b€ A, b ¢ A.

Puesto que |z —b| (la distancia del punto z al punto b) es una funcién
continua de z, los conjuntos

1
Uk:{x:|x—b|>k} (k=1,2,3,...)
son abiertos, forman una sucesién creciente: Uy C Uy C U3 C ..., y cubren
A. Sin embargo, ninguno de ellos cubre totalmente al conjunto A, en vista
de que b € A. Luego, el cubrimiento abierto (Uj) no contiene ningin
cubrimiento finito de A.

Si A no es acotado, los conjuntos B(0,k) = {z : |z| < k} (bola con
centro en el origen y radio k) forman un cubrimiento abierto de todo el
espacio, en particular de A, que no contiene ningin cubrimiento finito de

A.

(2.16) Si A es un conjunto compacto del espacio IR"™ y f:A— IR™ una
funcidn continua, entonces f(A) es compacto.
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En efecto si T' es un cubrimiento abierto de f(A), entonces para cada
x € A existe un conjunto U € T, tal que f(x) € U,y como f es continua,
existe un entorno V' del punto x, tal que f(VNA) C U. Luego, la coleccién
IV formada por todos los conjuntos abiertos V' de IR™, tales que f(V N A)
estd contenido en algin miembro de I' es un cubrimiento abierto de A.
Puesto que A es compacto, existe una coleccién finita {Vi,...,V,.} C IV que
es un cubrimiento de A, de donde se sigue que

A:(VlﬂA)U(VQﬂA)U...U(VTﬂA).

Por otra parte, para cada i, 1 <i < r, existe un conjunto U; € I', tal que
f(V;nA) C U;. Por consiguiente (ejercicio 3, cap. I),

T T

rA=Usrvina cJu.

i=1 i=1

Hemos demostrado que la coleccién finita {U;,...,U,.} C T es un cu-
brimiento de f(A), lo cual prueba que este conjunto es compacto.

Corolario. Toda funcion continua con valores reales cuyo dominio
es un conjunto compacto es acotada y alcanza en sendos puntos del

dominio un valor mdxrimo y uno minimo.

En efecto, si A es un subconjunto compacto de IR" y f: A — IR es
continua, el conjunto B = f(A) es un subconjunto compacto de IR ; por
consiguiente, acotado y cerrado. Luego, supB € B e inf B € B.

(2.17) Toda funcién continua cuyo dominio es un subconjunto compacto de
IR™ es uniformemente continua en dicho conjunto.

Sea A un subconjunto compacto de IR"™ y f : A — IR™ continua.
Debemos probar que para cada € > 0 existe un nimero § > 0, tal que las
relaciones x € A, y € A, |z —y| < d, implican |f(z) — f(y)| <e.

Puesto que f es continua, para cada punto z de A existe un nimero
r(x) > 0, tal que las relaciones y € A, |y — x| < r(z), implican |f(y) —
fl@)|<e.

Puesto que la coleccién formada por todas las bolas B(z,r(x)/2), x €
A, es un cubrimiento abierto de A, existe una sucesién finita x1,xo,..., TN
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de puntos de A, tal que

N

AcC U B(xg, r(zk)/2).

k=1

Llamando ¢ al minimo de los nimeros r(x;)/2 (k=1,2,...,N), supon-
gamos que z e y son puntos de A que verifican |z —y| <.

Puesto que y € A, existe un indice k, 1 < k < N, tal que
ly — okl <r(zx)/2,
de donde |z — x| < |z —y|+ |y — zx| < r(zk)/2 + r(zk)/2 = r(zk) . Luego
[f(@) = flee)l <&, [f(y) — flaw)| <e

y por consiguiente, |f(x)— f(y)| < 2¢.

8. Conjuntos elementales.

La teoria de la medida en espacios euclidianos, que desarrollaremos en
el capitulo siguiente, se basa en las propiedades de los intervalos y de los
conjuntos elementales que vamos a definir en esta seccién. Por este motivo
nos proponemos hacer un estudio detallado de dichas propiedades.

La interseccién de dos intervalos de IR™ es un intervalo de dicho espacio.
En efecto, si I =1 x...x I, y J=J x...xJ, son dos intervalos de
IR™, tendremos

IﬂJ:(Ilﬁjl)x...x(InﬂJn).

Ahora bien; en virtud de la proposicién (1.1), cada una de las intersecciones
IynJ, (k=1,2,...,n) es un intervalo de la recta, lo cual prueba que INJ
es un intervalo de IR".

En la figura que sigue hemos representado la interseccién de dos inter-
valos I y J del plano IR?.
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Si I y J son intervalos de IR™, la diferencia I — J no es en general
un intervalo, como puede apreciarse enseguida a simple vista. Sin embargo,
siempre es posible expresar I — J como una unién finita de intervalos dis-
juntos.

Es un hecho curioso que la demostracion rigurosa de esta propiedad in-

tuitivamente clara no sea tan inmediata como podria esperarse.

Dada la importancia que este hecho tiene en el capitulo que sigue, vamos
a dar una demostracién correcta; pero antes debemos introducir la siguiente

definicién.

Definicién. Un conjunto A C IR" se llama un conjunto elemental
si existen intervalos disjuntos Ir,...,In del espacio IR™, tales que

N
A=J L
k=1

De la definicién se sigue que la uniéon de dos conjuntos elementales dis-
juntos es un conjunto elemental. Ademads, si

N
A=Jn y B=U
k=1 i

son conjuntos elementales, la formula

N M
AnB=]JJunz)

k=1i=1
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nos muestra que la interseccién de dos conjuntos elementales es siempre otro
conjunto elemental. Mas generalmente, cualquier interseccion finita de con-

juntos elementales es un conjunto elemental.

(2.18) Si A es un conjunto elemental de IR™ y B un conjunto elemental de
IR™, entonces A x B es un conjunto elemental de IR™™ .

En efecto, sean

N M
A=Jn vy B=U%
k=1 i=1

donde los I, son intervalos disjuntos de IR™, en tanto que los J; son inter-
valos disjuntos de IR™ . Por un lado tenemos

N M
AxB= UU(Ikai).
k=1:=1

Por otro, los productos Ij x .J; son intervalos de IR™™ que forman una
familia disjunta, pues si k # k' o bien ¢ # ', se verifica

(Ik X Jz) N (Ik/ X Jl/) = (Ik ﬂIk/) X (Jz N Jz/) = @
Ahora estamos en condiciones de probar la siguiente proposicion.

(2.19) Si I y J son interevalos de IR"™, la diferencia I —J es un conjunto

elemental.

DEMOSTRACION. La desmostracién es por induccién sobre la dimensién n.

El caso n =1 estd contenido en la proposicién (1.1).

Si I y J son intervalos de IR™, podemos representarlos en la forma
I=ILxI' 'y J=J xJ,

donde I; y J; son intervalos lineales, en tanto que I’ y J’ son intervalos
de IR™'. Escribiendo cada punto 2 de IR™ en la forma z = (z1,2') con
1€ IR y 1’ € R ! , es facil deducir la férmula

I—J=[(L—J)xU[(LNJ)x (I’ —J).



8. CONJUNTOS ELEMENTALES 49

Ahora bien; si (2.19) es verdadera en el espacio IR™ ™', la diferencia I' — .J’
es un conjunto elemental de este espacio y en virtud de (2.18), la dltima
férmula nos muestra que I — J es la unién de dos conjuntos elementales
disjuntos, de donde resulta que I — J es un conjunto elemental.

(2.20) Si A y B son conjuntos elementales del espacio IR", la diferencia
A — B es también un conjunto elemental.

DEMOSTRACION. Supongamos que A es la unién de los intervalos disjuntos
Ii,...,In,entanto que B esla unién de los intervalos disjuntos Ji,...,Jas -
Luego, A— B esla unién de los conjuntos disjuntos Iy—B (k=1,2,...,N)
y en virtud de lo dicho anteriormente sera suficiente con mostrar que cada
uno de estos conjuntos es un conjunto elemental. En efecto, en virtud de las
leyes de complementacion,

M M
L= B=1I.—|JJi =k~ Ji).
1=1 =1

Luego, A — B es un conjunto elemental.

Corolario. Si A y B son conjuntos elementales de IR"™, entonces
la union AU B es también un conjunto elemental.

En efecto, AUB = AU(B— A) es la unién de dos conjuntos elementales
disjuntos. Los conjuntos elementales més sencillos son los intervalos. Cada
conjunto elemental es acotado, de donde se sigue que el complemento de un
conjunto elemental no puede ser nunca otro conjunto elemental.

Consideremos ahora un intervalo I de IR™ que representaremos en la
forma I = I; x I' donde como antes, I; es un intervalo lineal e I’ un
intervalo de IR™'. Si J; y Jo son dos intervalos lineales disjuntos cuya
unién es I, tendremos

T=(J UJ)xI'=(J xI'NU(JyxI')=HUL,

donde H = J; x I' y L = Jy x I’ son dos intervalos disjuntos del espacio
IR™. La siguiente proposicién afirma que esta es, esencialmente, la tinica
forma de partir un intervalo de IR"™ en dos intervalos disjuntos.

(2.21) Cualquier particion de un intervalo I en dos intervalos disjuntos H y
L, resulta de dividir un lado de I en dos intervalos lineales disjuntos.
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DEMOSTRACION. La demostracién se realiza nuevamente por induccidn.
Cuando la dimensién n es igual a uno, la verdad de (2.21) no requiere de-
mostracién.

Supongamos que el intervalo I del espacio IR™ es la unién de los in-
tervalos no vacios y disjuntos H y L. Escribiendo al modo de antes

I=IL xI', H=H xH, L=1IL xL,

el lema (1.4) nos dice que debe verificarse una de las siguientes alternativas:
la) [ =H, ULy con HHNLi =0y H =L =1,

2a) I'=H'UL con HNL' =0y Hi=L, =1 .

En caso de verificarse la primera, el lado dividido resulta ser I; . Supon-
gamos que se verifica la segunda. Si (2.21) es verdadera en el espacio IR™ ™!,
puesto que los lados de I' = Iy x ... x I, son lados de I, la proposicién
resulta verdadera también en el espacio IR™, lo cual completa la induccién.

9. Hiperplanos y semiespacios.

El conjunto de todos los puntos = = (z1,...,x,) del espacio IR™ que
satisfacen una ecuacion de la forma

flx) = Zakxk =c,
k=1

donde ¢ y los ap son numeros reales fijos y al menos uno de los aj es
distinto de cero, se llama un hiperplano. Cada uno de los subconjuntos de
IR™ determinados por las relaciones

se llama un semiespacio correspondiente a dicho hiperplano.

Los semiespacios f(z) < ¢ y f(z) > ¢ se llaman complementarios
por ser cada uno de ellos el complemento del otro; andlogamente para los
semiespacios f(z) <cy f(z)>c.

La ecuacién xj = ¢ representa un hiperplano ortogonal al eje xj ; més
precisamente, ortogonal al vector unitario e; = (0,...,0,1,0,...,0), con el
uno en la k-ésima coordenada.
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(2.22) La interseccion de un intervalo I de IR™ con uno cualquiera de los
semiespacios T < ¢, T > C, Xk < C, T > ¢ es un intervalo.

Consideremos, para fijar ideas, la interseccion de I =11 x I X ... X I,
con el semiespacio S = {x : z; < ¢}. Claramente,

INS=[(—o0,c] NI1] x Iy X ... X I,

lo cual demuestra nuestra afirmacion, pues la interseccién de un intervalo
lineal con una semirrecta es un intervalo.

(2.23) Si I y J son dos intervalos disjuntos de IR™, entonces existe un
hiperplano H de ecuacion x, = c, tal que I estd contenido en uno
de los semiespacios correspondientes a H y J en el semiespacio com-
plementario.

DEMOSTRACION. Sean I =1y x ... x I, vy J=J; x...x J,. Puesto que
INJ =10, existe un entero k, 1 <k <mn,tal que Iy NJ =0.

En el caso més desfavorable, los intervalos I y Jr pueden tener un
extremo comun, como se muestra en la figura. Pero en tal caso, I esta
contenido en el semiespacio x; < ¢ y J en el semiespacio z > ¢, que es
precisamente el semiespacio complementario del anterior.

(Vg Y
N>
a,\-ld

Anélogamente se resuelven los otros casos que podrian presentarse y que
no vale la pena enumerar.

En general, decimos que un hiperplano H separa a los conjuntos A
y B si A estd contenido en uno de los semiespacios correspondientes a
H, en tanto que B esta contenido en el semiespacio complementario. La
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proposicién (2.23) se expresa diciendo que si dos intervalos de IR™ son dis-
juntos, entonces existe un hiperplano H de ecuacién xj; = ¢ que los separa.

10. Puntos de acumulacién; conjuntos perfectos.

Todos los conjuntos de esta seccién son subconjuntos del espacio eucli-
diano IR™.

Un punto z se llama un punto de acumulaciéon del conjunto A si
cada entorno V' de z contiene al menos un punto de A distinto de x.

Si x es un punto de acumulacién de A, entonces cada bola B(z,r)
contiene infinitos puntos de A. En efecto, si AN B(x,r) fuera finito, de-
notando por ai,as,...,ay todos los puntos de A dentro de la bola B(z,r)
que son distintos de z, y llamando § al minimo de los nimeros |ay — |
(k = 1,2,...,N), es claro que dentro de la bola B(z,§) no hay ningin
punto de A, con la posible excepcién del mismo punto z en el caso de que
éste sea un elemento de A. Pero esto contradice la afirmacién de que = es
un punto de acumulacién de A. Luego, x contiene infinitos puntos de A.

Un punto de A que no sea un punto de acumulacién de A se llama un
punto aislado de dicho conjunto.

(2.24) Todo conjunto infinito y acotado posee al menos un punto de acumu-
lacion.

En efecto, si A es infinito y acotado, entonces existe un cubo cerrado
@, tal que A C . Siningin punto de ) es un punto de acumulaciéon de A,
entonces para cada = € @), existe un entorno V' del punto z, tal que ANV es
finito; y como @ es compacto, bastard una coleccién finita {Vi,Va, ..., Vx}
de dichos entornos para cubrir @ ; pero entonces, la relacién

N N
AAm(U vk) =J@nw)

k=1 k=1

implica que por ser una unién finita de conjuntos finitos, el conjunto A es
finito, en contra de lo supuesto. La contradiccién provino de suponer que
ningin punto de @ es un punto de acumulacién de A.

Corolario. Toda sucesion acotada contiene una subsucesion conver-
gente.
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Si (ag) es una sucesién acotada de puntos de IR"™, consideremos el

conjunto
A= {a17a27a3, . }
formado por todos los valores de la sucesién (este conjunto no debe con-

fundirse nunca con la sucesién misma). Si A es finito, hay un valor de la

sucesion que se repite infinitamente:
T =ag, =af, = A, = ... (k1<k'2<k3<...);

y entonces, la subsucesién constante (ax;) converge al valor x.

Si A es infinito, como es acotado por hipdtesis, tiene un punto de acu-
mulacién. Supongamos que z es un punto de acumulaciéon de A. Luego,
para cada entorno V de x, existen infinitos indices k, tales que a € V.

Comencemos por seleccionar un indice ki, tal que |ay, — 2| < 1 y a
continuacioén, un indice ke > ki, tal que

|ak2 _'Tl < 1/2;
luego un indice ks > ko, tal que
|a’7€3 —.’I?l < 1/3;

y asf siguiendo, es claro que obtendremos una subsucesién (ag;) que converge
al punto = cuando j — 0.

El conjunto de todos los puntos de acumulacion del conjunto A se llama
el conjunto derivado de A y se denota por A’.

Vamos a probar la férmula
(2.25) A=AuA

Supongamos que z € A. Si x ¢ A, entonces cada entorno V de x
contiene un punto de A que no puede ser el mismo z, ya que éste no es un
elemento de A; luego, z € A’.

Hemos demostrado que el miembro izquierdo de (2.25) esté contenido en
el miembro derecho; y como la inclusién opuesta es obvia, queda demostrada
la igualdad.

De la férmula demostrada se deduce que A es cerrado siy sélosi A’ C A.
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Si cada punto de A es un punto de acumulaciéon de A, es decir, si
A C A’, decimos que el conjunto A es denso en si mismo. Un conjunto
cerrado denso en si mismo se llama un conjunto perfecto. Por consiguiente,
el conjunto A es perfecto si y sélosi A= A’.

Es claro que un conjunto finito no puede tener ningiin punto de acu-
mulacién; en particular, §’ = @. Luego, el conjunto vacio es un conjunto
perfecto.

Cualquier intervalo cerrado que no se reduzca a un inico punto es otro
ejemplo de conjunto perfecto.

Al final de la préxima secciéon daremos la demostracién de la siguiente

proposicién:

(2.26) Todo conjunto perfecto no vacio tiene la potencia del continuo.

11. Conjunto ternario de Cantor.

En esta seccién construiremos un conjunto perfecto en la recta real IR!,
al cual le asignamos mucha importancia por tratarse de un ejemplo que sirve
para dar respuesta a muchas preguntas interesantes.

Dividamos el intervalo cerrado [0,1] en tres intervalos de igual longitud
y substraigamos los puntos del intervalo abierto (1/3,2/3) que representa el
tercio central. Nos queda el conjunto cerrado

Fy =10,1/3]U[2/3,1]

que es la unién de dos intervalos cerrados de longitud 1/3, a los que llamare-
mos, respectivamente, Iy e I .

Subdividiendo a cada uno de estos intervalos en la misma forma y subs-
trayendo de cada uno de ellos un intervalo abierto que representa su tercio
central, nos queda el conjunto cerrado

Fy = 1[0,1/9] U [2/9,1/3] U [2/3,7/9] U [8/9, 1]

que es la unién de cuatro intervalos cerrados de longitud 1/9, a los que
llamaremos, respectivamente, Iog, Io1, [0, I11-
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o I, 1/3 2/3 1, 1
! 1 — F ' -
1 1 1 |
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1 ] | ]
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| 1 | 1
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: ] 1 . ) 1 i |
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1 1 ! 1 ] I 1 1
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. . 1 . . 1 ! |
1 1 ! 1 1 | 1 |
bt =d — bt — R —— bt [

IDDD ID'ID 101 I111

Continuando indefinidamente con este procedimiento, obtendremos para
cada n un conjunto cerrado Fj, que es la unién de 2" intervalos cerrados
disjuntos de longitud 1/3™:

(1) Ty, (cada u; igual a cero o uno).

Por conveniencia, los subindices se colocan de tal manera que resulte
Ty upungs C Lup.u, - Por ejemplo, Ipig e Ip11 son subintervalos de Iy .

El conjunto ternario de Cantor se define por la férmula

pP= ﬁFn

n=1

la cual muestra claramente que P es cerrado.

Para demostrar que P es perfecto, comencemos observando que los ex-
tremos de cada intervalo de la familia (1) son elementos de P.
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Si x es un elemento de P, para cada entorno (x — e,z + ¢) del punto
x, podemos elegir un nimero n, tal que 1/3" < e; y como z € F, , existe
un intervalo I de la familia (1), tal que

xelC(x—e,x+e).

Puesto que ambos extremos de I pertenecen a P, el entorno considerado
contiene al menos un elemento de P distinto de z. Luego, x es un punto
de acumulacién de P. Hemos demostrado que P C P’, lo cual prueba que
P es perfecto.

Vamos a probar que P tiene la potencia del continuo: con ese fin, para
cada sucesion de digitos binarios u = (u1,u2,us,...), sea = f(u) el tnico
punto que pertenece a cada intervalo de la sucesién decreciente

Ly D Luyuy O Tujugug D - - -

El punto x, cuya existencia estd asegurada por el principio de encaje de
intervalos cerrados del mismo Cantor, es un elemento de P, pues para cada
n, € Lyjuy.u, C Fn. Ademds es bien claro que la funcién f establece
una correspondecia biunivoca entre los elementos del conjunto 1" formado
por todas las sucesiones de digitos binarios y los elementos de P, de donde
resulta que P tiene la potencia del continuo.

La demostracién de (2.26) se inspira en lo que acabamos de ver y por
esa razon la hemos postergado hasta este momento: si P es un conjunto
perfecto no vacio del espacio IR", eligiendo dos puntos distintos a y b del
conjunto P, podemos construir dos cubos cerrados disjuntos Qg y @1 con
centros en dichos puntos y didmetro menor que uno.

Puesto que a € P’, en el interior del cubo Qg existe un punto ¢ del
conjunto P, tal que ¢ # a. Por consiguiente, dentro del cubo @y podemos
construir (entiéndase elegir) dos cubos cerrados disjuntos Qoo y ®Qo1 con
centros en los puntos a y ¢ y didmetro menor que 1/2. Andlogamente,
dentro del cubo @7 existen dos cubos cerrados disjuntos Q19 y (11 con
centros en sendos puntos de P y didmetro menor que 1/2.
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Qo

Qo1

Qoo

Continuando inductivamente con este proceso, habremos asignado a cada
k-upla de digitos binarios un cubo cerrado Qu,u,...u, CUyo centro es un ele-
mento de P y cuyo didmetro es menor que 1/k; ademds, los cubos corres-
pondientes a dos k-uplas distintas son disjuntos, y los indices se eligen de
tal manera que Qu,uy...upurss C Quius..cus, -

Ahora, para cada sucesién de digitos binarios © = (u1,uz,us,...), lla-
memos f(u) al dnico punto de IR™ que pertenece a cada cubo de la sucesién
Quy s Quing s Quiusus s ---- Es claro que f(u) es un punto de adherencia
del conjunto cerrado P, de donde, f(u) € P. Puesto que la aplicacién
f:T — P es inyectiva, se sigue que P tiene la potencia del continuo, como
queriamos demostrar.

Utilizando la misma idea de la demostraciéon que acabamos de ver, es
inmediato probar que si x es un elemento del conjunto perfecto P, entonces,
para cada entorno V' de z, el conjunto PNV tiene la potencia del continuo.

Volviendo al conjunto de Cantor P, tanto sus elementos como los inter-
valos de la familia (1) pueden describirse en términos puramente aritméticos,
pues es facil probar por induccién sobre n que el punto x pertenece al in-
tervalo I, ., siy solo si

n

0<z—) (2ux)/3* <1/3™

k=1
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Por consiguiente, x € P siy sélo si x admite un desarrollo ternario
o0
x = Zak/Sk =0,a1a20a3. .. (base tres)
k=1

tal que para cada k, ar =0 6 ar = 2, es decir, un desarrollo ternario que
no use el digito uno (un desarrollo ternario de este tipo particular es siempre
unico). Asi, por ejemplo, los puntos 1/3 y 1/4 que admiten respectivamente
los desarrollos

0,0222... y 0,020202... (base tres),

son elementos del conjunto de Cantor.

12. Puntos de condensacion.

En esta secciéon vamos a denotar por I' la coleccién numerable formada
por todas las bolas B(a,p) del espacio IR™, tales que a = (aj,...,a,) es
un punto con coordenadas racionales y p un nimero racional positivo. Para
lo que sigue, serd esencial que probemos la siguiente proposicién.

(2.27) Para cada bola B(z,r), existe una bola Bl(a,p) € T', tal que x €
B(a,p) C B(z,r).

La idea de la demostracion consiste en recordar que cualquier intervalo
abierto no vacio de la recta contiene nimeros racionales.

Para cada indice £k = 1,2,...,n, comencemos por elegir un nimero
racional ay, tal que |ap — x| < r/2y/n. Entonces, el punto de coordenadas
racionales a = (ay,...,a,) verifica

Si ahora elegimos un nimero racional p, tal que |a —z| < p < 1r/2, es
claro que z € B(a, p) y vamos a probar que ademds, B(a,p) C B(z,r). En
efecto, si y € B(a, p), entonces

ly—z|<l|ly—al+]a—z][<2p<r,



12. PUNTOS DE CONDENSACION 59

lo que significa que y es un elemento de B(z,r).

Diremos que un punto x es un punto de condensacién del conjunto
E, si para cada entorno V' de z, la interseccién ENV es un conjunto infinito
no numerable. Por ejemplo, cada punto de un conjunto perfecto no vacio es

un punto de condensacion del mismo conjunto.

Denotaremos por E* el conjunto formado por todos los puntos de con-
densacién de E.

(2.28) Si ENE® =, es decir, si ningin punto de E es un punto de con-
densacion del mismo conjunto, entonces E es numerable.

Por hipétesis, para cada punto x de E, existe una bola B(x,r) tal que
E N B(x,r) es numerable, y en virtud de (2.27), existe una bola B € T, tal
que z € B C B(z,r), de modo que ENB es numerable. Hemos demostrado
que la coleccién I'(E) formada por todas las bolas B de la coleccién I,
tales que N B es numerable, es un cubrimiento del conjunto E. Puesto
que I'(E) es numerable, podemos escribir I'(E) = {B1, By, Bs,...}. Ahora
bien; la relacion

E=EnN <U3k> = JEn By
k

k

nos muestra que el conjunto E es la unién de una familia numerable de
conjuntos numerables, de donde se sigue que E es numerable.

Corolario. Para cualquier conjunto E , el conjunto A =F — ENE*
es numerable.

En efecto, si A no fuera numerable, existiria al menos un punto x
perteneciente a la intersecciéon AN A°. El punto «, por ser de condensacién
de A, seria también de condensaciéon de E y por esta razén, no podria ser
un elemento de A, lo cual es absurdo.

(2.29) Para cualquier conjunto E | el conjunto E* es perfecto.

Probaremos solamente la inclusién E® C (E®)’, ya que la inclusién o-
puesta es muy facil. Si x € E*®, entonces para cualquier entorno V de x,
el conjunto H = EN(V — {z}) es no numerable y por consiguiente, existe
un punto y € HN H®. Este punto y verifica las relaciones y € V', y € E* |
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y # x . Hemos demostrado que cada entorno de x contiene un punto de E*
distinto de , es decir, z € (E®)".

Llegamos por fin a la proposicién méas importante de esta seccién, que
se conoce con el nombre de “descomposiciéon de Cantor-Bendixon”:

(2.30) Para cualquier conjunto cerrado F', existen un conjunto perfecto P y

un conjunto numerable A, tales que

F=PUA, PnA=0.

En otras palabras, todo conjunto cerrado es la unién disjunta de un
conjunto perfecto y un conjunto numerable. Para demostrarlo, no hay maés
que escribir P = F* y A= F — P, teniendo en cuenta que P C F' por ser
F' un conjunto cerrado.

Corolario. Todo conjunto cerrado no numerable tiene la potencia del
continuo.

13. Espacios métricos.

Las nociones fundamentales de limite y continuidad, asi como las de in-
terior, adherencia, conjunto abierto y conjunto cerrado, entorno, etc., pueden
desarrollarse en forma abstracta en los llamados espacios métricos. Este
proceso de abstracciéon permite distinguir con claridad los principios en que
reposa el Anélisis y ampliar notablemente el campo de aplicacién de los mis-

mos.

Supongamos que a cada par de elementos x e y de un cierto conjunto
E se le ha asignado un ndmero real no negativo d(z,y) que llamaremos la
“distancia entre = e y”, de modo tal que para cualquier terna z,y,z de
elementos de E se verifiquen las siguientes propiedades:

(M]-) d(l‘,y) = d(yvx) )
(M2) d(z,y) < d(x,2) + d(z,y),
(M3) d(z,y) =0 siysélosi v =y.

En tal caso, la funciéon d : E x E — IR se llama una métrica o bien
una distancia sobre el conjunto E y el par (E,d) se llama un espacio
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métrico. Los elementos de un espacio métrico E se llaman los puntos de

dicho espacio.

La propiedad M2 se conoce bajo el nombre de “desigualdad triangular”,

por expresar en forma abstracta el hecho geométrico de que cada lado de un

tridangulo es menor o igual que la suma de los otros lados.

Ejemplos.

Entre los numerosos ejemplos existentes elegiremos unos pocos que per-

mitan intuir el significado y el alcance de la nocién introducida.

1)

2)

El conjunto IR"™ con la distancia d(x,y) = |z —y| es un espacio métrico

al cual nos referimos como el espacio euclidiano R".

El mismo conjunto IR" con la distancia d(z,y) = max |z; —y;|, donde
1<i<n

xr; e y; representan las i-ésimas coordenadas de los puntos = e ¥y, es

un espacio métrico distinto del anterior.

El conjunto C|a, b] formado por todas las funciones continuas f(t) sobre
el intervalo cerrado a <t < b, con la distancia

d(f,g) = Jnax, |f(t) — g(t)]

es un espacio métrico muy ttil para el estudio de ciertas propiedades
relacionadas con la convergencia uniforme de funciones continuas.

El mismo conjunto C[a,b] del ejemplo anterior con la distancia d’ defi-

nida por la férmula

b
wugw:/|ﬂw—gmut

es un espacio métrico distinto del que hemos considerado en aquel ejem-
plo.

Sea M el conjunto formado por todas las sucesiones acotadas de nimeros
reales y si © = (xx) e y = (yx) son dos elementos de M , definamos la
distancia entre x e y por medio de la férmula d(z,y) = s%p |xe — vkl -

Siendo E un conjunto cualquiera, definamos la distancia entre elementos
de F poniendo d(z,y)=1si z #y, d(z,y) =0 si z=y.

En todos los ejemplos propuestos el lector puede probar sin dificultad que

la funcién d(z,y) que se define satisface los tres axiomas de una distancia;
es decir, las propiedades M1, M2, M3.
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Diremos que una sucesién (zy) de puntos de E converge a un punto
x de dicho espacio si la distancia d(xy,x) tiende a cero cuando k tiende a
infinito. En tal caso también se dice que x es el limite de la sucesion y se
escribe = limz; o bien x; — x.

Una misma sucesién (zj) no puede converger a dos limites distintos x
e y,puessi xp — ¢ y xx — ¥y, la desigualdad triangular nos da d(z,y) <
d(x,x) + d(zg,y), y haciendo que k tienda a infinito, resulta d(z,y) =0,
de donde =z =y.

La bola abierta B(x,r) con centro en un punto x de E y radio r > 0
se define como el conjunto formado por todos los puntos y de E que verifican
la relacién d(y,x) < r. Las nociones de conjunto abierto, conjunto cerrado,
entorno de un punto, interior y adherencia de un conjunto, se desarrollan en
el espacio métrico £ del mismo modo que lo hicimos en el espacio euclidiano
R".

Si (E,d) y (E',d") son dos espacios métricos, una funcién f de E en
E’ se llama continua en un punto zy de E si para cada € > 0 existe un
0 >0, tal que la relacién d(z,xo) < ¢ implica d'(f(x), f(zg)) < e.

El espacio métrico F se llama separable si existe un conjunto numera-
ble A C E cuya adherencia es E. La teoria desarrollada en la seccién 12 de
este capitulo hasta la proposicién (2.30) inclusive (descomposicién de Cantor-
Bendixon) es valida no sélo en IR™ sino mds generalmente, en cualquier
espacio métrico separable.

Una sucesién (zj) de puntos de un espacio métrico FE se llama una
sucesién fundamental o de Cauchy si d(z, ;) tiende a cero cuando k y
j tienden a infinito. Toda sucesion convergente es una sucesién fundamental.

El espacio métrico E se llama un espacio completo si toda sucesién
fundamental es convergente.

Las nociones de separabilidad y completitud antes definidas juegan un
papel muy destacado en la teoria de los espacios métricos. El lector interesado
en estudiar la teoria de los espacios métricos puede consultar la obra de J.
Dieudonné, Foundations of Modern Analysis, Academic Press, New York
(1960), o bien la obra de I. Kaplansky, Set theory and metric spaces, Allyn
an Bacon, Boston (1972), mds especialmente dedicada al desarrollo de dicho
tema.
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*14. Espacios normados, normas de Orlicz sobre IR"™.
9

Sea X un espacio vectorial sobre el cuerpo de los niimeros reales o bien
sobre el cuerpo de los nimeros complejos. Diremos que X es un espacio
normado si a cada vector x de dicho espacio se le ha asignado un ntimero
no negativo ||z||, llamado la norma de z, de modo tal que se satisfagan las
propiedades siguientes:

(N1) [z +yll < llz]| + [yl
(N2) [Azl[ = AL |,
(N3) x =0 siysélosi |z|] =0,

para cualquier par de vectores x, y del espacio X y cualquier elemento A
del cuerpo de escalares (IR o C).

Una funcién || - || : X — IR que verifique dichas propiedades se llama
una norma sobre el espacio X .

El ejemplo més conocido es el de la norma euclididana o “norma dos”,

definida para cada vector & = (x1,22,...,2,) del espacio IR™ por medio
de la férmula

lellz = le] = \/a% + 23 + ... + 22,

A veces es necesario considerar distintas normas definidas sobre un mis-
mo espacio vectorial X . Por ejemplo, las férmulas

zlls = [z1] + 22| + ... + |20,

”:CHOO = maX(|»T1\> ‘x2|7 s |:Cn‘)a

definen otras dos normas distintas sobre el mismo espacio IR" a las cuales
llamaremos la “norma uno” y la “norma infinito”, respectivamente. El lector
puede verificar facilmente que estas funciones verifican las propiedades N1,
N2 y N3 del comienzo y son, por lo tanto, normas sobre el espacio IR".
Notemos también que la norma euclidiana o norma dos no es otra cosa

que el médulo o longitud del vector x.

Si ||+ || es una norma sobre el espacio X , la funcién

d(z,y) = [lz -yl

es una distancia entre elementos de X , como puede demostrarse muy facil-
mente, de modo que el par (X,d) es un espacio métrico. Por consiguiente,
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todo espacio normado es también un espacio métrico. En particular, podemos
decir que una sucesién de puntos () del espacio X converge al punto x
de mismo espacio, con respecto a la norma || - |, si la sucesién |z — x|
tiende a cero cuando k tiende a infinito.

Se comprende entonces que en un espacio normado también se definen las
nociones de conjunto abierto y conjunto cerrado, como en cualquier espacio
métrico.

La bola con centro z y radio r con respecto a la norma || - ||, es decir,
el conjunto

{y:yeX |ly—= <r}
se denota a veces en la forma B (z,7), especialmente cuando se han definido
varias normas sobre el mismo espacio y es necesario senalar a cuél de ellas se
refiere el concepto.

Es ilustrativo representar gréaficamente las bolas con centro en el origen
0= (0,0) y radio r =1 del espacio IR? con respecto a las normas

l2lla = /2t + 23, llzlh = o]+ 2ol ll2floo = max(jas ], [z2]).

A continuacién veremos que cualquier norma sobre el espacio euclidiano
IR™ genera los mismos conjuntos abiertos que hemos definido en la seccién 2,
lo cual se expresa diciendo que todas las normas sobre IR™ son equivalentes.
Miés precisamente, demostraremos que si || - || es una norma sobre IR"™,
entonces existen constantes positivas ky y ko, tales que para cualquier x €
IR™, se verifica

(2.31) kilz| < 2| < kalzl,

donde las constantes ki y ko dependen de la norma | - || dada.

Veamos primero la segunda desigualdad en (2.31). Pongamos e; para
el vector en IR™ cuya i-ésima componente es uno y las restantes cero. Un
repetido uso de las propiedades (N1) y (N2) nos da

n
lzll < Dl fleall
i=1

Si ky denota la constante ([ler]|? + ...+ [|e,]?

dad de Cauchy-Schwarz, obtenemos

)1/ 2 , usando la desigual-

(2.32) lz]] < ka|z|.



14. ESPACIOS NORMADOS; NORMAS DE ORLICZ 65

Dado que (N3) implica | ||| — |ly]] | < ||z — y|| tenemos, por (2.32),
(2.33) [zl =yl | < kalz =yl

Observe que (2.33) nos dice que la funcién = — ||z|| es uniformemente
continua sobre IR™. Asi, por el teorema de Weierstrass, el infimo k; de
lz|| para © € S = {& € IR" : |z| = 1} es alcanzado sobre ese conjunto,
pero como || - || es estrictamente positiva sobre S, tenemos que k1 > 0. En
particular si « # 0 el vector x/|z| € S y por consiguiente

= > ky
||

o bien

(2.34) ki|z] < [|lz].

Ahora (2.32) y (2.34) dan (2.31).

Las desigualdades (2.31) nos dicen que la nocién de convergencia de una
sucesién (zx) en IR™ hacia un vector x es independiente de la norma usada
para definir la convergencia. Ademds si B)(z,r) denota la bola centrada en
x y radio r definida con la distancia |z — y|, las desigualdades (2.31) nos
aseguran

(2.35) {Bn iz, ) € Byj(@,r/k1)

B, |(x, r) C By (z, kar)

Asi hemos demostrado que la métrica generada por una norma da ori-
gen exactamente a los mismos conjuntos abiertos que la métrica euclideana
d(z,y) = |z —yl.

El concepto de norma se puede definir sobre un espacio vectorial F
cualquiera cuyo campo de escalares son los ntimeros reales o los complejos.
Por lo tanto diremos que ||-|| es una norma sobre E si se cumplen las condi-
ciones (N1) a (N3), donde naturalmente ahora x,y son vectores en E y A
un numero real o complejo segin E sea un espacio vectorial real o complejo.
En esta situacién decimos que E es un espacio normado. En los ejemplos
3) y 4) de la seccién anterior se han definido dos distancias para el espacio
vectorial real C|a,b] y claramente aquellas distancias provienen de normas.
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Dejamos como ejercicio ver que dichas normas no son equivalentes. Esto nos
previene de que en espacios normados de dimensién infinita la convergencia
depende fuertemente de la norma usada para definirla. Importantes ejemplos
de espacios normados de dimensién infinita serdn analizados en detalle en el
Capitulo VIII.

Por el momento insistiremos sobre normas definidas en IR"™. Dada una

norma | -| pongamos
C={zxe R":|z| <1}

Senalamos las siguientes propiedades del conjunto C', todas facilmente
verificables:

(1) El conjunto C es convexoy 0 € C.

(2) Elconjunto C absorbe cualquier puntode IR",i.e. dado z € IR"
existe € > 0 tal que ex € C.

(3) El conjunto C' es simétrico respecto al origen, i.e. x € C siy sélo
si —xeC.

(4) No existe ninguna recta contenida en C'.

Hacemos notar que las propiedades (1) a (4) son puramente algebraicas.

Sea C C IR™ un conjunto no vacfo que cumpla (1) a (4) y definamos
para v € IR"
(z) = (a:):inf{)\>0'f ec}
pc P 3 :

La funcién p(z) es conocida con el nombre de funcional de Minkow-
ski del convexo C'. De la propiedad (2) se sigue que p(x) es una funcién

con valores reales no negativos.

(2.36) Teorema. Dado un conjunto C C IR"™ con las propiedades (1) a (4),
su funcional de Minkowski pc(z) es una norma sobre IR™ .

DEMOSTRACION. Si & =0 como 0 € C entonces p(0) = 0. Sea p(z) =0;
luego existe una sucesiéon A\ N\, 0 tal que x/A\; € C' y si x fuera no nulo
el conjunto C' contendria la recta {tx :¢t € IR} lo que contradice (4). Asi
x =0 siysélosi p(z) =0.

Veamos que se cumple la desigualdad triangular p(z+y) < p(z) +p(y) .
Sean (Ar) v (ux) sucesiones tales que A\ N\, p(z) ¥y pr \(p(y) con x/A, € C
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e y/ux € C. Entonces por ser C' convexo tenemos

A
vy M T M Y o
A+t A e Ax o Ap e pk

Asl p(x+y) < Mg+ pr y haciendo tender k& — oo obtenemos la desigualdad.
Demostraremos ahora que p(cz) = |c|p(z) cuando ¢ # 0 (el caso ¢ =0
es trivial). Sea A \,p(z) con x/A, € C. Por (3)

c x cx
——=—€C,
lef A fefAx
de donde p(cx) < |e|Ag, v haciendo k& — oo, p(ex) < |c|p(z).
Ahora bien, por la desigualdad que acabamos de probar, también ten-
dremos

p(z) =p (i cx) < %p(cw);

es decir p(cz) > |c|p(x).

Dejamos como ejercicio demostrar las siguientes afirmaciones:

(2.37) {re R":pc(x)<1l}cCcC{ze R" :pc(x) <1}

(2.38) Si C es ademds un congunto cerrado en IR"™

C={ze R":pc(x)<1}.

Gracias al teorema (2.36) se nos amplian considerablemente los ejemplos
de normas en IR™, pues basta dar un convexo C' con las propiedades ade-
cuadas. A continuacién consideraremos algunos ejemplos que més adelante
tendran sus analogos en espacios de dimensién infinita.

Una funcién numérica ¢ : I — IR definida sobre un intervalo I de la
recta se llama convexa si para cualquier par de puntos ¢, u de dicho intervalo
y cualquier nimero A que verifique 0 < A < 1, se cumple

P+ (1 = Nu) < Ap(t) + (1 = Np(u).
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Graficamente esto significa que el arco de la grafica de ¢ comprendido
entre los puntos (t,¢(t)) v (u,¢(u)) estd por debajo de la cuerda determi-
nada por dichos puntos (ver figura)

(u, @ (uy) /

mh

En lo que resta de esta seccion, los simbolos ¢, con o sin subindices
denotardn funciones convexas no negativas en el intervalo [0,1], iguales a
cero en el punto ¢ = 0 e iguales a uno en el punto ¢ = 1. En particular, de
la relacion ¢ = (1 —¢)-0+¢-1 resulta 0 < ¢(t) < t, lo cual muestra que ¢
es continua en el origen.

Mas adelante se demostrard que la convexidad de ¢ implica necesa-
riamente su continuidad en (0,1), pero este hecho no serd utilizado por el
momento. Sin embargo, ¢ puede no ser continua en el extremo derecho del

intervalo, como lo muestra el caso de la funcién convexa ¢, que definimos

asi:
0 0 si0<t<1
t =
voo 1 sit=1.
Ademas, para cada p > 1 definimos la funcién convexa ¢, por la
férmula

eplt) = 17 (0<t<1).
Entonces es claro que en cualquier punto ¢ se cumple

Poo(t) = lim p(t).

pP—>00

Sea @ el cubo cerrado de IR™ con centro en el origen y radio 1, es
decir, el conjunto de los puntos = que verifican ||z] < 1. Es inmediato
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verificar que para cada ¢ el conjunto
Co={zeQ:) o) <1}
i=1

cumple las propiedades (1) a (4). La norma asociada a este convexo que serd
denotada por || - ||, se llama la norma de Orlicz correspondiente a .

Dejamos como ejercicio la demostracion de las desigualdades siguientes:

n l/p
(2.39) [zlle, = llzll, = <Z |Iv:|p> ;

i=1
[2llow = ll2lloo

Notemos que para 1 < p < oo se cumple C,, = {zr € R" : |z, < 1}.
Sin embargo, esta relacién no se mantiene valida para p = co; por ejemplo,
para n =2, C,_ es el cuadrado () menos sus cuatro vértices.

Para finalizar ilustraremos las desigualdades (2.31) con las normas |||, .
Notemos que si ¢ < ¥, es decir, si (t) < 9(t) para cada t, entonces
Cy C Oy, y en consecuencia ||z]|, < ||z|/y . En particular, puesto que para
cualquier funcién convexa ¢ se cumple @ < ¢ < ¢1 podemos enunciar la
siguiente proposicién.

(2.41) Si ¢ < ¢ entonces para cada x € IR™ tenemos ||zl < ||z, <
lly < [l -
Un caso particular de (2.41) merece un enunciado especial:
(2.42) Si 1 < p < q < oo entonces para cada x de IR™ tenemos ||x)oo <

[ellq < llllp < -

Las desigualdades en (2.42) asi{ como en (2.41) son éptimas, lo
que significa que para algunos x se alcanza la igualdad. Por ejemplo
I(1,0,...,0)||, = 1 para cualquier p. Es facil obtener desigualdades en
sentido inverso al de las (2.42). Por ejemplo ||z|1 < n||z||s ¥ esta desigual-
dad es también éptima, como se ve eligiendo = = (1,1,...,1). Asi (2.42)
junto con la ultima observacién implica que si ¢ < p entonces ||z||, < n|z,-
Por consiguiente, para este tipo de normas hemos encontrado explicitamente
las constantes k1 y k2 de (2.31) a saber:
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(2.43) Si p < q,se tiene

1
—Jlzl, < < |z,
lzlly < llzll < 2l

La constante n de la ultima proposicion no es éptima; mas adelante
veremos que como consecuencia de teoremas mas generales, se cumple ||z, <

11 - :
n»4||zll, v que aqui si, a veces, se alcanza la igualdad.

EJERCICIOS

1. Probar que en la desigualdad de Minkowski (teorema 2.2) la igualdad se
verifica si y sélo si uno de los dos vectores es igual al producto del otro
por un numero no negativo.

2. Probar que |z —y| = |z —z|+]|z—y| siysblosi z pertenece al segmento
que une x con y.

3. Probar que la bola cerrada K(a,r) = {z : |z —a|] <r} es la adherencia
de la bola abierta B(a,r).

4. Probar que si A es un subconjunto convexo de IR"™, entonces cada
vector = de la forma

r =1t1a1 + toas + ... + trak,

donde k es cualquier entero positivo, cada a; es un punto de A y los
t; son nimeros no negativos que verifican t; +¢3+ ...+t =1, es un
punto de A. Cada vector x de dicha forma se llama una combinacién
convexa de puntos de A. Sugerencia: induccién sobre k.

5. Probar que si A es un subconjunto de IR™, la cdpsula convexa de A
estd formada por todas las combinaciones convexas de puntos de A.

6. Siendo A C IR™, probar que f: A— IR™ es continua si y sélo si para
cada conjunto abierto U C IR™ , existe un conjunto abierto G de IR™,
tal que f~1(U) =GN A. Sugerencia: llamar G a la unién de todos los
abiertos V de IR™, tales que f(VNA)CU.

7. Probar que f: IR™ — R es s.s. siy sélosi —f ess.i.
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Probar las relaciones

lim sup{ f(z) + g(x)} < limsup f(z) + limsup g(z),

T—To T—T0 Tr—rTo

lirginf{f(x) +g(x)} > lirginff(x) + lim inf g(z),

Tr—xo

Si f y g son ambas s.s., también lo son f+g¢g y Af, siempre que A sea
un nimero no negativo.

Dada una funcién f: IR"™ — IR, para cada x de IR" definimos
Ms(z) = sup{f(y) : ly — =| <},

ms(x) = inf{f(y) : [y — x| <},

M(z) = inf Ms(x), m(x) = supmgs(x).
6>0 5>0
Probar que M (x) es s.s., en tanto que m(z) es s.i.; que en cada punto
x se verifica m(z) < f(z) < M(x) y finalmente, que f es continua en
x siy sélo si estos tres valores coinciden.

Probar que para cualquier funcién f : IR"™ — R, el conjunto D(f)
formado por todos los puntos = donde f es discontinua (conjunto de
discontinuidad de f) es una unién numerable de conjuntos cerrados.
Sugerencia: observar que

D(f) = | J{a : M(x) — m(x) > 1/k}.
k=1

Sean A C IR™, BC IR™ y consideremos dos aplicaciones
f:A=>B y g¢:B— R

Probar que si f es continua en el punto xy de A y g es continua en el
punto f(xo), entonces la funcién compuesta h = go f es continua en
xg . Concluir que la composicién de dos funciones continuas es siempre

una funcién continua.

El didmetro de un cubo Q(a,p/2) cuyos lados tienen longitud p, es
igual a py/n (proporcional a p).
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Probar que cada intervalo de IR™ es un conjunto convexo.
El didmetro de cualquier conjunto es igual al diametro de su adherencia.

Probar que f: IR™ — IR es semicontinua superiormente en el punto
xo siy solo si para cada sucesién (ay), tal que ap — xg cuando k — oo,
se verifica limsup f(ax) < f(zo).

Probar que si f : IR™ — IR es s.s., entonces f alcanza un valor
méximo sobre cada conjunto compacto A C IR"™. Sugerencia: si M es
el supremo de todos los valores de f sobre A, considerar una sucesién
(ar) de elementos de A, tal que f(ax) tiende a M cuando k tiende a

infinito.

Para f € C[0,1] definimos

0<t<1

1
[fllee = max [f(8)],  [lf] =/O |F(t)]dL.

Las expresiones anteriores nos dan dos normas en C[0,1] que no son
equivalentes.

Una norma es estrictamente convexa si cada vez que z #y y 1 =
Izl = |lyll se verifica ||z + y|| < 2. Las normas || |l1 ¥ || |lcc no son
estrictamente convexas sobre IR"™ pero silo es [|z|2 = |z].

Demuestre las inclusiones en (2.37) y la igualdad en (2.38).

Demuestre (2.39) y (2.40). Dibuje en IR? el conjunto B, = {z : ||z, <
3

1} para p=1,5,2,3, y o0.
Una norma ||-|| sobre IR™ es monétonasi z, y € IR™ con |z;| < |y,
i =1,...,n, entonces |lz|| < |ly||. Las normas de Orlicz | - ||, son

monoétonas. Dé ejemplos de normas que no son monotonas.

El Teorema (2.36) vale, con la misma demostracién, si IR" es reem-
plazado por un espacio vectorial E sobre el campo de los reales. En las
propiedades (1) a (4) cada vez que aparece IR™ debe ser reemplazado
por E.

Sean E un espacio vectorial real con una norma | -| y e1,...,en, n
vectores linealmente independientes en F y sea F' el subespacio ge-
nerado por ej,es,...,e,. Entonces F' es un conjunto cerrado en F.
(Sugerencia: en IR™ podemos definir una norma || ||« por medio de
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lzll« = (@1, 2n)ll« = ||(z1€1 + ... + zpeyn)||. La funcién Lax =
xie1 + ...+ x,e, es continua y tiene inversa continua, use (2.31)).



CAPITULO III

MEDIDA DE LEBESGUE

1. Introduccién.

La definicién de integral que se estudia en los primeros cursos de Anélisis
Matematico, debida a los matematicos Cauchy y Riemann, corresponde al
procedimiento usado en la Geometria elemental para definir el area de una
figura plana: el area de un rectangulo se define como el producto de las
longitudes de sus lados, y el de una figura elemental, es decir, una unién
finita de rectangulos disjuntos, como la suma de las dreas de los rectangulos
que la componen.

En el caso de una figura plana acotada F' de forma arbitraria, definimos
el area interior de F' como el supremo de las areas de todas las figuras
elementales contenidas en F' y el area exterior de F' como el infimo de las
areas de todas las figuras elementales que contienen a F'. Si los dos nimeros
as{ obtenidos coinciden, decimos que F' es medible y que tiene un area igual
al valor comun de dichos nimeros.

La teoria clésica de la medida se desarrolla sobre la base de esta defincién.
Denotando por m(F) la medida o drea de F', el teorema fundamental de
dicha teoria afirma que si Fi, Fy,..., F} son figuras medibles disjuntas, en-
tonces Fy U Fy U...U F) es medible y ademas,

Sin embargo, este teorema deja de ser cierto al considerar uniones nu-
merables y pueden darse ejemplos muy sencillos de conjuntos que carecen de

74
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area, es decir, que no son medibles en el sentido cldsico. Por ejemplo, el con-
junto formado por todos los puntos (z,y) del cuadrado unitario 0 < x <1,
0 <y <1 cuyas coordenadas son ambas racionales, tiene area exterior igual
a uno y area interior igual a cero.

A principios del presente siglo, los matemédticos franceses E. Borel y
H. Lebesgue consiguieron superar las limitaciones de la vieja teoria de la
medida reemplazando los conjuntos elementales usados para definirla por
conjuntos o -elementales, que son los que pueden representarse como una
unién numerable de rectangulos disjuntos.

Esta fructifera idea, en unién con la teoria de los conjuntos que habia
comenzado a desarrollarse a fines del siglo anterior, conduce naturalmente a
una nueva y mas general nocion de integral: la integral de Lebesgue, cuyas
propiedades demostraron adaptarse a las necesidades del Andlisis Moderno,
particularmente bien en los procesos de paso al limite dentro de la integral,
que sélo pueden justificarse bajo hipdtesis demasiado restrictivas cuando se
trabaja con la definicion cldsica de Cauchy y de Riemann.

El presente capitulo se dedica a exponer desde sus fundamentos la teoria
de la medida de Lebesgue.

2. Medida de intervalos.

Recordemos que dados dos nimeros reales a y b, tales que a < b, la
medida o longitud de cualquier intervalo lineal J con extremo izquierdo a

y con extremo derecho b se define como el nimero no negativo
m(J) =b— a.

De modo que los cuatro intervalos (a,b), [a,b], (a,b] y [a,b) tienen la misma
longitud b — a; en particular, m(@) = 0.

Es inmediato verificar que si J; y Jo son dos intervalos lineales disjuntos
cuya unién es el intervalo J, entonces m(J) = m(Jy) +m(Jz).

El siguiente paso consiste en extender la nocién de medida a cualquier
intervalo I del espacio IR".

Si Ji,Ja,...,J, son intervalos lineales tales que I = J; X Ja X ... X J,
la medida o volumen de I se define por medio de la férmula

m(I) =m(J1) -m(J2) - ... - m(Jp).
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Es decir, la medida de un intervalo de IR"™ es el producto de las longitudes
de sus lados.

3.1 Teorema. Si el intervalo I es la union de los intervalos disjuntos
L, I,...,In, entonces m(I) = m(I) +m(l2) + ...+ m(In).

La demostracion es muy facil si N = 2, pues la tinica manera de des-
componer el intervalo I = J; X Jo X ... x J, como unién de dos intervalos
disjuntos I; e Iy consiste en dividir uno de sus lados Ji en dos intervalos
disjuntos J;, y J{/. Si por simplicidad en la notacién suponemos k = 1,

entonces
L=JxJyx...xJ, vy L=J'xJyx...xJy,

de donde
m(I) = m(Jy) m(J3) ... m(J,)

= [m(J1) + m(J{)]- m(J2) ... m(Jn)
= m(Il) + m(IQ)

La demostracién en general se realiza por induccién sobre N, del modo
siguiente: puesto que I; e Iy son disjuntos, existe un hiperplano de ecuacion
xr = ¢ que deja al intervalo I; completamente contenido en un semiespacio
S1 delos que él determina, y al intervalo I» en el semiespacio complementario
Sy=IR"— 5.

Si para cada intervalo J del espacio IR"™, ponemos

J’:JﬂSl y J”ZJQSQ,
tendremos m(J) = m(J") + m(J"); ademés,
IL=n, I'=0, Ib=0, I]=I,
de donde, recordando que I =1; Uly U...U Iy, resulta
I'=LULLu...Uly, I"=LUIjU...UIy.

Suponiendo que (3.1) ha sido demostrado para descomposiciones de un
intervalo cualquiera en N — 1 intervalos disjuntos, tendremos

m(I) =m(I') +m(I")
=m(L) +m(I) + ...+ m(Iy) + m(l) + m(I5) + ...+ m(Iy)
=m(lL)+m(lz) + ...+ m(Iy).
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con lo cual queda demostrada la propiedad aditiva de la medida de intervalos.

3. Medida de conjuntos elementales.

Si el conjunto elemental A del espacio IR™ es la unién de los interva-
los disjuntos Iy, Is,...,In de dicho espacio, llamaremos medida de A al
namero

m(A) =m(I) +m(l2) + ...+ m(In).

La definicién es correcta, pues si Jp, Jo, ...,y es otra sucesién finita
de intervalos disjuntos cuya unién es A, entonces cada intervalo I, de la
descomposicién anterior es la unién de los intervalos disjuntos I N J; (i =
1,2,...,M) y andlogamente, cada intervalo J; es la unién de los intervalos
disjuntos Iy NJ; (k=1,2,...,N),y en virtud de (3.1),

N N M M N
SomL) =Y m(Ing)=> > m(INJ;)
k=1 k=1 =1 =1 k=1

Es decir, el nimero m(A) no depende de la representacién particular de A

usada para calcularlo.

Como consecuencia inmediata de la definicién, tenemos:

(3.2) Si el conjunto elemental A es la unidn de los conjuntos elementales
disjuntos A, As,..., AN, entonces

m(A) =m(A;) + m(As) + ...+ m(An).

La siguiente propiedad es una consecuencia también inmediata de la que
acabamos de enunciar.

(3.3) Si el conjunto elemental A estd contenido en el conjunto elemental B,
entonces m(B — A) = m(B) — m(A) ; en particular, m(A) < m(B).

En efecto, puesto que B =AU (B — A), en virtud de (3.2) tendremos

m(B) = m(A) + m(B — A),
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lo cual demuestra la proposicién.

(3.4) Si A y B son conjuntos elementales, entonces
m(AUB) +m(AN B) =m(A) + m(B);
en particular, m(AU B) < m(A) +m(B).
La demostracién se obtiene sumando miembro a miembro las igualdades
m(A)=m(A—B)+m(ANB) y m(B)=m(B—-A)+m(ANB)
y teniendo en cuenta que m(A — B) + m(B — A) + m(AN B) =m(AUB).

Por induccién sobre N obtenemos el siguiente corolario.

(3.5) Si Ay, As,..., AN son conjuntos elementales cualesquiera, entonces

N N
k=1

k=1
La propiedad (3.5) se llama subaditividad de la medida.

(3.6) Si I es un intervalo, entonces para cada € > 0, existen un intervalo

cerrado H C I y un intervalo abierto J D I, tales que

m(H) > m(I) — ¢, m(J) <m(I)+e.

Comencemos observando que si I es un intervalo lineal (n = 1) con
extremos a y b,y ¢ un ndmero positivo, el intervalo cerrado H = [a+7, b—J]
y el intervalo abierto J = (a—§,b+6) verifican H C I C J y ademds, cuando
0 tiende a cero, los nimeros m(H) y m(J) tienden a m(I). Utilizando la
continuidad del producto, se puede hacer una consideracién analoga para
cualquier intervalo I del espacio IR".

(3.7) Si A es un conjunto elemental, entonces, para cada € > 0, existen un
conjunto elemental cerrado C C A y un conjunto elemental abierto
B D A, tales que

m(C) > m(A) —e, m(B) < m(A4) +¢.
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Para demostrarlo, supongamos que A es la unién de los intervalos dis-
juntos Iy, 1Is,...In. Para cada intervalo [j existen un intervalo cerrado
Hj, C I;; y un intervalo abierto Jy D I, tales que m(Hg) > m(Ix) —¢/N y
m(Jx) < m(Ix) +e/N . Poniendo

N N
c=UH vy B=U
k=1 k=1

tendremos C' C A C B. Ademss,

N N

m(C) =3 m(Hy) > S {m(I) —e/N} = m(4) <,

k=1 k=1

N N
m(B) < Zm(Jk) < Z{m([k) +¢e/N} =m(A) + ¢,
k=1 k=1
Puesto que C' es cerrado y B abierto, estos conjuntos satisfacen todas
las afirmaciones del enunciado.
Llegamos ahora al primer resultado que no pertenece a la teoria clasica
de la medida.

(3.8) Teorema. Si un conjunto elemental A estd contenido en la unidn de
una sucesion de conjuntos elementales Ay (k=1,2,3...), entonces

m(A) <Y m(Ag).

k=1

Si la serie de la derecha es divergente, su suma es +0o y la desigualdad
no requiere demostraciéon. Supongamos pues, que dicha serie es convergente.
Dado € > 0, esiste un conjunto elemental cerrado C' C A, tal que
m(C) > m(A) —e. Por otra parte, para cada indice k, existe un conjunto
elemental abierto By D Ay, tal que m(By) < m(Ag) +¢/2%. Ademés, las
inclusiones
o0 oo
CCcAcC U Ay, C U By
k=1 k=1
muestran que los conjuntos abiertos By forman un cubrimiento del conjunto
cerrado y acotado C'. Puesto que C' es compacto, existe un entero positivo
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S
s, tal que C' C U By y por consiguiente,
k=1

m(A) —e <m(C) <m (U Bk> <> m(Br) <> {m(Ag) +¢/2°} <
k=1 k=1 k=1

< {m(Ax) + E/Qk} = im(z‘lk) + €.

1 k=1

NE

k

En vista de que el numero & ha sido elegido en forma arbitraria, la
desigualdad del enunciado se obtiene haciendo que ¢ tienda a cero.

De la propiedad demostrada se obtiene el siguiente corolario.

(3.9) Si el conjunto elemental A es la union de una sucesion de conjuntos

elementales Ay (k=1,2,3,...), disjuntos dos a dos, entonces

m(A) =Y m(Ag).

k=1

La hipétesis implica que Ay N A; = 0 si k # j. Puesto que A estd
contenido en la unién de los conjuntos Ay, en virtud de (3.8),

(1) m(A) <Y m(Ay).
k=1

S
Por otra parte, para cada entero positivo s, U Ay C A y por consiguiente,

k=1
S S
> m(Ay) =m (U Ak> < m(A).
k=1 k=1
Haciendo s — oo en la ultima relacién, obtenemos

(2) > m(Ar) < m(4)
k=1

y la igualdad del enunciado resulta de comparar las relaciones (1) y (2).

La propiedad (3.9) se conoce con el nombre de o-aditividad de la
medida. Aclaremos que en esta teoria, la letra griega sigma se usa para
referirse a uniones o descomposiciones numerables.
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4. Conjuntos o-elementales.

Diremos que un conjunto U es o-elemental si existe una sucesién de
conjuntos elementales Ay (k=1,2,3,...), disjuntos dos a dos, tal que

U= UAk.

k=1
La medida del conjunto o-elemental U se define por la férmula

oo N
m(U) = ;m(Ak) = ]Vlflw];m(Ak)7
de modo que m(U) es un elemento no negativo de la recta extendida (posi-
blemente igual a +00).

La definicién es correcta, pues si B; (j =1,2,3,...) es otra sucesién de
conjuntos elementales disjuntos cuya unién es el mismo conjunto U , entonces,
cada Ay es la unién de los conjuntos elementales disjuntos Ay N B; (j =
1,2,3,...) y andlogamente, cada B; es la unién de los conjuntos elementales

disjuntos Ay N B; (k=1,2,3,...); y en virtud de (3.9),

o0

> om(Ar) =YY m(AcnBy) => > m(ANB;) =Y m(B;)
= Jj=1

k=1 k=1j=1 j=1k=1

(3.10) La unidn de cualquier sucesion de conjuntos elementales es un conjunto
o -elemental.

Debemos probar que si Ay (k=1,2,3,...) es una sucesién de conjun-
oo

tos elementales, entonces, el conjunto U = U Aj es o-elemental, lo que
k=1
significa exhibir una sucesién de conjuntos elementales disjuntos cuya unién

sea U. Con este fin, consideremos la sucesién de conjuntos elementales By,
definidos por las férmulas

By = Ay,

By = Az — Ay,

B3 = Az — (41 U Ay),
By=A,— (A1 UAy U Ag),
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y en general, para cada entero k > 1,
B, = A, — (A1UA2U...UA;€_1).

Los conjuntos Bj son disjuntos y para cada indice k, By C Ay, de
modo que llamando V' a la unién de todos los By, es claro que el conjunto
o-elemental V estd contenido en U. Por otra parte, si x es un elemento
de U, considerando el minimo indice k, tal que = € A, resultard x € By, .
Hemos probado que U C V', lo cual junto con lo anterior nos da U = V.
Luego, U es o-elemental.

La proposicién que acabamos de probar puede expresarse diciendo que
cualquier unién numerable de conjuntos elementales es un conjunto o -ele-
mental.

(3.11) La unidn de cualquier sucesion de conjuntos o -elementales es un con-
junto o -elemental. La interseccion de dos conjuntos o -elementales es
un conjunto o -elemental.

En efecto, si U, = U A (k=1,2,3,...), las férmulas
j=1

(@
(@:

Uy =

UAkj; UrnU; = U U(AucﬁAzj),
1 k=1j=1

k k=1j=1

1

en vista de (3.10), prueban las afirmaciones de (3.11).

(3.12) Todo conjunto abierto es un conjunto o -elemental.

DEMOSTRACION. Si I = J; X ...J, es un intervalo de IR™, un punto
v = (v1,...v,) se llama vértice de I, si para cada indice i, v; es un
extremo del intervalo lineal J; .

Es claro que la coleccién K formada por todos los cubos de IR™ cuyos

vértices son puntos con coordenadas racionales es una coleccién numerable.

Comenzaremos probando que para cada cubo
Q(x,0) = (x1 — 6,21 +0) X ... X (xy — 6,2y, +0)

existe un cubo Q' € K, tal que z € Q' C Q(z,d). En efecto, sea r un
numero racional que verifica /2 < r < §, y para cada indice ¢ (1 <i<n)
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elijamos un ndimero racional «a;, tal que z; — §/2 < a; < z;. En estas
condiciones, el intervalo con extremos racionales J; = (a;,a; + r) verifica
x; € J; C (x; — d,z; + §), de modo que el cubo Q' = J; X ... x J, es un
miembro de K que satisface z € Q' C Q(z,9).

Si G es un conjunto abierto del espacio IR™, llamemos K(G) a la
coleccién numerable formada por todos los miembros de K que estdn con-
tenidos en G, y sea U la unién de todos los miembros de la coleccién K(G),
de modo que U es o-elemental y ademas, U C G.

Por otra parte, si © € G, entonces existe un nimero § > 0, tal que
Q(z,9) C G (recuérdese que toda bola contiene un cubo) y en virtud de lo
que demostramos anteriormente, existe un cubo @’ € K, tal que =z € Q' C
Q(x,0). Por estar contenido en G, Q" es un miembro de K(G), de donde
se sigue que el punto x pertenece a U. Luego G C U, lo cual, junto con la
inclusiéon opuesta que ya teniamos, nos da G = U y por lo tanto, G es un

conjunto o -elemental.

(3.13) Si el conjunto o -elemental U estd contenido en la unidn de una
sucesion de conjuntos o -elementales Uy, (k=1,2,3,...), entonces

m(U) < Z m(Ug).
k=1

En efecto, supongamos que
[ee] oo
v=UJ4 v U= B
k=1 j=1

donde los conjuntos elementales A; son disjuntos y para cada indice &, los
conjuntos elementales By; (j =1,2,3,...) son también disjuntos. En vista
de la hipétesis, para cada entero positivo s, tenemos

S 00 oo 00
UAiCUC UUk: U UBkj
i=1 k=1 k=1j=1

y en virtud de (3.8),

Zm(Al) =m (U A1> S Z m(Bk]) = Zm(Uk)
i k=1j= k

i=1 j=1 =1



84

III - MEDIDA DE LEBESGUE

Por consiguiente,

S

m(U) =Y m(A;) = lim Y m(A;) <> m(U).
i=1 k=1

s—00 4
i=1

Para todo lo que sigue, conviene que enunciemos en general la siguiente

definicién.

Definicién. Diremos que una funcion ¢ : C — IR definida sobre una
clase de conjuntos C es o-aditiva, si para cada sucesion disjunta
(Ey) de miembros de C cuya unidn E pertenezca a C, se verifica

$(E) = ¢ (U Ek> = ¢(Er).
k=1 k=1

Por ejemplo, la proposicion (3.9) establece que la medida m es o -aditiva

sobre la clase de los conjuntos elementales.

Observaciones complementarias y ejemplos.

(1)

(2)

La medida de un conjunto elemental es siempre finita; en cambio hemos
observado que la medida de un conjunto o -elemental no siempre lo es.

Puesto que cada conjunto elemental es una unién finita de intervalos
disjuntos, se sigue que el conjunto U es o-elemental si y sélo si existe
una sucesion (Iy) de intervalos disjuntos, cuya unién es U .

Todo conjunto numerable es un conjunto o -elemental con medida igual
a cero, pues cada conjunto unitario {z} es un intervalo degenerado,
cuyos lados son intervalos lineales reducidos a un punto tnico.

Puesto que el conjunto vacio es un intervalo, todo conjunto elemental es
también un conjunto o -elemental.

El conjunto de Cantor P no es o-elemental: si existiera una sucesién
de intervalos I} cuya unién es P, entonces, puesto que P tiene interior
vacio, cada I deberia ser un conjunto unitario y P resultaria nume-
rable, lo que nos es cierto. Sin embargo, por la misma construccién
del conjunto de Cantor, sabemos que existe una sucesién de conjuntos
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elementales F}, cuya interseccién es P. Por consiguiente, la intersecciéon
de una sucesién de conjuntos o -elementales puede no ser un conjunto

o -elemental.

(6) Llamando U a la unién de todos los intervalos que substraemos de [0, 1]
para counstruir el conjunto de Cantor P, se tiene que P = [0,1] — U .
Luego, la diferencia entre dos conjuntos o -elementales puede no ser otro
conjunto o -elemental.

(7) Si U y V son conjuntos o-elementales que verifican U C V', en-
tonces m(U) < m(V). Esto se deduce de (3.13) escribiendo V =
Vubudu....

5. Medida exterior de Lebesgue.

Para cada subconjunto E del espacio IR"™, definimos la medida exte-
rior de E por medio de la férmula

me(E) = inf{m(U) : U D E},

donde el infimo se toma sobre todos los conjuntos o -elementales U que

contienen al conjunto E.

La definicién es correcta, pues al menos el espacio entero, que es un
conjunto o -elemental, contiene al conjunto E'.

De la definicién se deduce que para cada ntmero ¢ > 0, existe un
conjunto o-elemental U que contiene a E, tal que m(U) < m.(E) +¢€.

(3.14) La medida exterior goza de las siguientes propiedades:
(1) 0 <m.(FE) < +o0, me(0) =0;
(2) la relacion Ey C Ey implica me(Ey) < me(E2);

(3) Me <U Ek) < Zme(Ek);

k=1 k=1
(4) si V es un conjunto o -elemental, entonces me(V) =m(V);

(5) si By y Eq son dos conjuntos con medida exterior finita, denotando
por A la diferencia simétrica, se verifica

|me(E1) — me(E2)| S me(ElAEQ).
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Las dos primeras son una consecuencia inmediata de la definicion. En
cuanto a la tercera propiedad, que se conoce con el nombre de o -subadi-
tividad, s6lo hace falta probarla en el caso de que la serie de la derecha
sea convergente, pues de otro modo es trivialmente verdadera. Suponiendo
esto y dado un nimero positivo ¢, para cada indice k existe un conjunto
o -elemental Uy, tal que

E,.cUy, v m(Ug) <me(Eg)+ E/?k.

Poniendo - -
E=E y U=]U,
k=1 k=1

tendremos E C U y por consiguiente,

me(E) <m(U) <

m(Ux) < Y {me(Bx) +¢/28} =Y me(By) +e.

1 k=1 k=1

M8

ol
Il

Puesto que ¢ fue elegido en forma arbitraria, la propiedad (3) resulta ha-
ciendo que ¢ tienda a cero.

Si V' es o-elemental, para cualquier conjunto o -elemental U que con-
tenga a V', se verifica que m(V) < m(U). Luego, m(V) < m.(V). Por otra
parte, uno de los conjuntos o -elementales que contienen a V es el mismo
V', de donde m¢(V) < m(V) y por lo tanto, m.(V) =m(V).

La propiedad (5) es una consecuencia de las tres primeras. En efecto
de la inclusién E; C Fy U (E1AEs), deducimos que m(E1) < me(Fs) +
me(E1AEs) y andlogamente me(Fa) < me(E1) + me(E1AE3), lo cual de-
muestra (5).

Corolario. Si (Ey) es una sucesion de conjuntos con medida exterior
finita, tal que me(ExAE) tiende a cero cuando k tiende a infinito,
entonces la medida exterior de E es finita, y ademds,

me(E) = lim m.(Ey).

k—o0

En virtud de (5), sélo hay que probar que la medida exterior de E es
finita; pero esto sigue inmediatamente de aplicar la hipétesis en la relacion
me(E) < me(Ey) + me(EyAE).
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La medida exterior estd bien definida para cualquier subconjunto E del
espacio IR™, pero no es o -aditiva. En realidad, ni siquiera es aditiva, pues
segun probaremos mas adelante, existen dos conjuntos disjuntos F, y Fs,
tales que mq(FE1 U E2) # me(E1) + me(Es).

Para recuperar la propiedad de o-aditividad nos veremos obligados a
restringir la medida exterior m. a una clase especial de conjuntos que estu-

diaremos en la préxima seccién.

6. Conjuntos medibles

Diremos que un subconjunto E del espacio IR"™ es medible, si para
cada numero € > 0, existe un conjunto o-elemental U, tal que

EcU y m(U-E)<e.

Si E es medible, la medida exterior de E se llama simplemente la
medida de E y se donota por cualquiera de los simbolos

m(E), mE obien |E|.
De modo que para un conjunto medible cualquiera, “medida” es sinénimo de
“medida exterior”.

La notacién de las barras verticales para indicar la medida de un conjunto
es muy cémoda y se usa con frecuencia.
Veamos algunos corolarios inmediatos de la definicion:
(1) Todo conjunto o -elemental es medible, pues si U es o-elemental y ¢
un ndmero positivo, entonces U CU y me(U —U) =m(}) =0 < e.
(2) Todo conjunto de medida exterior nula es medible, pues si m.(F) =
0, entonces para cada € > 0, existe un conjunto o-elemental U que
contiene a E y verifica m(U) < e. Luego, m.(U — E) <m(U) < ¢, lo
cual muestra que F es medible.

(3.15) La unidn de cualquier sucesion de conjuntos medibles es un conjunto
medible. La interseccion de dos conjuntos medibles es medible.

Sea (E)) una sucesién de conjuntos medibles y llamemos E a la unién
de todos los Ej . Si € es un nimero positivo, para cada indice k existe un
conjunto o -elemental Uy, tal que

EpC U,  me(Up — Ey) <e/2%.
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Llamando U a la unién de todos los Uy, tendremos

EcUu, U-Ec|JU-E;
k=1
por consiguiente,

me(Ug — Eg) < 2:5/2’f =g,
1 k=1

[M]8

me(U — E) <

=
Il

lo cual demuestra que E es medible.

Si F1 y Es son dos conjuntos medibles y € un nimero positivo, existen
dos conjuntos o-elementales Uy y Us, tales que

FE, C U1, Es C UQ,

me(Ul — El) <eg, me(Ug — Eg) < €.
Poniendo £ = FE1NEy; y U =U; NU,y, tendremos
EcCU, U*EC(Ulel)U(UngQ),
de donde
me(U — E) <me(Up — Ey) +me(Uz — E2) < 2,

lo cual, en vista de que € se eligié arbitrariamente, demuestra que la inter-
seccién E es medible.

Definicion. Diremos que el conjunto E es finitamente medible si
es medible y su medida m(E) es finita.

El siguiente teorema, que caracteriza a los conjuntos finitamente medi-
bles, constituye uno de los resultados fundamentales de la teoria que estamos
desarrollando.

(3.16) Teorema. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(1) El conjunto E es finitamente medible;

(2) Para cada nimero € > 0, existe un conjunto elemental A, tal que
me(AAE) < €.
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DEMOSTRACION. Con el fin de probar que (1) implica (2), supongamos que
E es medible y m(E) < oco. Entonces, dado ¢ > 0, existe un conjunto
o-elemental U, tal que

EcU, me(U — F) < ¢

ademds, de la igualdad U = EU (U — E) deducimos que la medida de U es
finita, pues

m(U) =me(U) <m(E)+me(U - E) <m(E)+¢e < co.

Teniendo en cuenta que U es o-elemental, existe una sucesiéon (Ij) de

U= [j 1.
k=1

intervalos disjuntos, tal que

Puesto que
S m(l) = m(U) < o,
k=1

existe un entero positivo N, que verifica

oo

> ml) <e.

k=N+1

Ahora, si definimos los conjuntos

N 0o
A= v= | I
k=1 k=N+1

es claro que A es elemental, V' o-elemental, y ademds, U = AUV, de
donde

A-ECU—-FE y E-ACU-A=V.
Luego, m¢(A — E) < m.(U — E) < € y también

me(E—A) <m(V) = i m(l) <e.
k=N+1

Finalmente, tomando medidas exteriores en la relaciéon AAE = (A — E) U
(E — A), obtenemos

Me(AAE) <me(A—E)+me(E — A) < 2¢,
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lo cual, en vista de que € puede elegirse arbitrariamente, demuestra que (1)
implica (2).

Supongamos ahora que la afirmacién (2) es verdadera. Entonces, dado
e > 0, existe un conjunto elemental A, tal que m.(AAFE) < ¢, y en virtud
de la definicién de medida exterior, existe un conjunto o-elemental V', que
verifica las relaciones

AAE CV, m(V) <e.

El conjunto o-elemental U = A UV contiene al conjunto E, pues
ECAU(E—-A)C AUV =U, ysumedida m(U) es finita, de donde, en
primer lugar, m.(F) < co. Adem4s,

U-Ec(U-AUMA—-E)cVUV =V,

de donde, m.(U—E) < m(V) < . Luego, E es medible y su medida m(F)
es finita, con lo cual el teorema queda completamente demostrado.

Q.E.D.

Consideremos una sucesién (¢;) de ntimeros positivos, tal que g — 0
cuando k tiende a infinito. Si E es finitamente medible, entonces, en virtud
del dltimo teorema, para cada indice k existe un conjunto elemental Ay , tal
que me(ARAE) < ¢ . Esto muestra que la afirmacién (2) de dicho teorema
es equivalente al siguiente enunciado:

(2') Existe una sucesion (Ag) de conjuntos elementales, tal que
me(AAE) tiende a cero cuando k tiende a infinito.

A su vez, este enunciado adopta una forma intuitivamente més clara si intro-
ducimos la siguiente definicién:

Definicién. Diremos que una sucesion (Ey) de conjuntos con medida
exterior finita converge al conjunto E, y escribiremos Ep, — FE, si
me(ErAE) = 0 cuando k — o0

Con la ayuda de esta definicidn, la afirmacién (2') se puede expresar del
modo siguiente:

(2") Existe una sucesidn de conjuntos elementales (Ay), tal que Ap — E;
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y el teorema (3.16) adopta la siguiente forma que consideramos 1itil enunciar

explicitamente:

(3.17) El congunto E es finitamente medible si y solo si existe una sucesion

de conjuntos elementales (Ag), tal que Ap — E.

La utilidad de este teorema reside en el hecho de que las operaciones de
unién, interseccion y diferencia son “continuas” con respecto a la nocién de

convergencia que hemos introducido. Mas precisamente:

(3.18) Teorema. Si Ex, - E y Fy, — F, entonces

Ey,—F,—-F—-F, FEUF,—-FUF y ENF,—ENF.

DEMOSTRACION. La demostracién se basa en las siguientes inclusiones:
(i) (Ex — Fr)A(E — F) C (ExAE) U (FRAF),
(ii) (Ex UF,)A(EUF) C (ExAE) U (FLAF),
(iii) (ExNEF,)A(ENF) C (ExAE)U (FLAF),
cuya facil verificaciéon dejamos a cargo del lector.
Para completar la demostracién, no hay mas que tomar medidas exterio-

res en cada miembro de estas relaciones, teniendo en cuenta las propiedades
de la medida exterior, establecidas en la proposicién (3.14).

(3.19) Teorema. Si E y F son conjuntos medibles, entonces E — F es
medible.

DEMOSTRACION. Supongamos primero que E y F son finitamente medibles.
Entonces existen dos sucesiones de conjuntos elementales (Ag) y (Byg), tales
que Ay - F y By — F; y en virtud de (3.18), la sucesién de conjuntos
elementales (Ax—By) verifica Ay—By, — E—F . Luego, E—F es finitamente
medible y en particular, es medible.

Sean ahora E y I dos conjuntos medibles cualesquiera, y denotemos
por Qr = Q(0,k) el cubo con centro en el origen y lados de longitud igual
a 2k (k=1,2,3,...). Puesto que el espacio IR" es la unién de todos los
cubos @i, tendremos:

E—F= U (E-F)nQi = JUIENQ) - (FNQw)].
k=1

k=1
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Ahora bien; el cubo @y es finitamente medible y por consiguiente, E N Qy
y F N Qp son también finitamente medibles, en virtud de (3.15). Luego,
para cada indice k, la diferencia (EN Q) — (F N Q) es medible, de donde
resulta que E — F' es medible por ser la unién de una sucesién de conjuntos
medibles, nuevamente en virtud de (3.15).

(3.20) Corolario. El complemento de cada conjunto medible es medible.

En efecto, si E es medible, entonces CE = IR"™ — E es la diferencia de
dos conjuntos medibles.

(3.21) Teorema. La interseccidn de cualquier sucesion de conjuntos medibles
es un conjunto medible.

La demostracion resulta inmediatamente de las propiedades establecidas
y de la férmula de complementacién

ﬁEk:C<G C’Ek>.
k=1 k=1

Resumiendo, hemos demostrado que la unién y la interseccién de cual-
quier sucesién de conjuntos medibles son conjuntos medibles, y que el com-
plemento de cada conjunto medible es medible.

Nuestro préximo paso serd probar que la medida es o -aditiva sobre la
clase de los conjuntos medibles; en otras palabras, que si (Ej) es una sucesién
de conjuntos medibles disjuntos, entonces

Comenzamos probando que si F y F son dos conjuntos medibles cua-
lesquiera, entonces se verifica

(3.22) m(EUF)+m(ENF)=m(E)+m(F).

Si alguno de los conjuntos tiene medida infinita, entonces ambos miem-
bros son iguales a 4+o0o y la relacién es trivialmente cierta. Supongamos,
pues, que E y F son finitamente medibles. Entonces, existen dos sucesiones
de conjuntos elementales (Ag) y (Bg), tales que Ay — F y B — F, de
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donde se sigue que Ay UBy - EUF yv Ay N B, — ENF. Ahora bien; en
virtud de (3.4),

m(Ak @] Bk) + m(Ak N Bk) = m(Ak) + m(Bk)

Si en esta relacion tomamos el limite de cada miembro cuando k tiende

a infinito, obtenemos la igualdad (3.22).
Q.ED.

En particular, si £y F' son dos conjuntos medibles disjuntos, entonces
m(ENF)=m(0) =0,y la férmula (3.22) nos da la igualdad

m(EUF) =m(E) +m(F) (ENF=0).
Por induccién sobre N, obtenemos facilmente el siguiente cololario.

(3.23) Corolario. Si Ey,FEs,...,Eyx son conjuntos medibles disjuntos, en-
tonces

m(E1 UEyU...U EN) = m(El) + m(Eg) +... —l—m(EN)

Llegamos ahora a uno de los resultados mas importantes de la teoria de
Lebesgue:

(3.24) Teorema. Si el conjunto E es la unidn de una sucesion (Ey) for-
mada por conjuntos medibles disjuntos, entonces

m(E) = Z m(Eg).

k=1

DEMOSTRACION. Puesto que para cada conjunto medible E, m(E) =
m.(E), en el caso que estamos considerando, tendremos

m(E) = m, (U Ek> <Y me(Bp) = m(Ey).
k=1 k=1 k=1

Por otra parte, teniendo en cuenta que los conjuntos medibles Fj son
disjuntos, para cada entero positivo N,

N

N
> m(Ey) =m (U Ek> <m(E),
k=1

k=1
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de modo que haciendo que N tienda a infinito, resulta la relacién

> m(Ey) <m(E),

k=1

o0

y el teorema queda demostrado.

Observando la tltima demostracion, notemos de paso que para cualquier
sucesién de conjuntos medibles (Fj) — disjuntos o no —, se verifica

k=1

k=1

Esta propiedad se expresa diciendo que la medida es o -subaditiva.

(3.26) Si E es medible, F es finitamente medible y F C E, entonces
m(E —F)=m(E) —m(F).

La demostracién resulta de aplicar el corolario (3.23) en la relacién E =
FU(E-F).

7. Sucesiones monétonas de conjuntos medibles.

Veremos en esta seccién que, como consecuencia de la o -aditividad, la
medida de Lebesgue tiene ciertas propiedades de continuidad con respecto a
las sucesiones monétonas de conjuntos medibles.

(3.27) Para cualquier sucesion creciente de conjuntos medibles:
EyCE,C...CE, CEpy1C...,

se cumple

k=1

Para demostrarlo, notemos que el conjunto E igual a la unién de todos
los Ej se puede representar como la unién de una sucesiéon de conjuntos
medibles disjuntos de la siguiente manera:

E=FE U(Ey—E)U(Es— E)U...U(Ey—Ep_1)U...,
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y andlogamente
Er,=FE1U(Ey— E))U(E3s— E3)U...U(E — FEx_1).
Luego

m(E) = m(El) er(EQ — El) + ... +m(Ek — Ek—l) + ...
= kll)l{)lo{m(El) + m(Eg — El) + ...+ m(Ek — Ekfl)}

lim m(E}).
k—o0

(3.28) Si 1 D Ey D E3 D ... es una sucesion decreciente de conjuntos
medibles y si para algin k, m(E)) < oo, entonces

m (ﬂ Ek> = lim m(Ey).

k=1

Comencemos observando que el limite del miembro derecho existe y es
finito, en razén de que la sucesiéon m(Ey) es monétona decreciente.

Sin restriccién de generalidad, supongamos que m(E;) < co. Los con-
juntos By — Ey (k=1,2,3,...) forman una sucesién creciente, a la cual es
posible aplicar (3.27), de la manera siguiente:

() +(s-1e) = ()

k=1 k=1
= lim m(E, — Ex) = m(Ey) — lim m(E}),
k—o0 k—o0
y la igualdad del enunciado se obtiene cancelando el término m(F;) y cam-
biando los signos en la nueva igualdad.

8. Conjuntos de medida nula.

Hemos senalado que si Z es un subconjunto de IR™ que verifica
me(Z) = 0, entonces Z es medible y podemos escribir m(Z) = 0. Tales
conjuntos se llaman conjuntos de medida nula.
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Si (Zy) es una sucesién de conjuntos de medida nula, llamando Z a la
unién de todos los Zj , tendremos

m(Z) < im(Zk) =0.
k=1

Luego, cualquier unién numerable de conjuntos de medida nula, es también
un conjunto de medida nula.

Todo conjunto numerable es un conjunto de medida nula; pero existen
conjuntos de medida nula no numerables: esto es facil de ver si la dimensién
n es mayor que uno, pues cualquier segmento paralelo a uno de los ejes tiene
medida nula.

En el caso de la recta (n = 1), el conjunto de Cantor P tiene medida
nula, pues para cada entero positivo k, P estd contenido en un conjunto
elemental Fj, que es la unién de 2 intervalos cerrados disjuntos de longitud
1/3% | de donde se sigue que

m(P) < m(Fy) = (2/3)",

de modo que haciendo que k tienda a infinito, resulta m(P) =0.

9. Estructura de los conjuntos medibles.

En la teoria de la medida la letra griega delta se usa para simbolizar
intersecciones numerables, asi como la letra sigma se usa para referirse a

uniones numerables, en la forma que vamos a ejemplificar.

Diremos que un conjunto H es de clase G; si existe una sucesion de
conjuntos abiertos G1,G2,Gs, ..., tal que

H= Gy.

DX

ES
Il

1

Un conjunto E se llama de clase F}, siexiste una sucesién de conjuntos
cerrados (Fj) tal que

(@

E = Ey..

b
I
—

De las férmulas de complementacién resulta que el complemento de cada
conjunto de clase Gs es un conjunto de clase F, y viceversa.
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Cada conjunto abierto es medible por ser un conjunto o -elemental.
Luego, cada conjunto cerrado es medible por ser el complemento de un con-
junto medible. Ademds, de las definiciones anteriores se sigue que todos
los conjuntos de clase G5 y todos los conjuntos de clase F, son conjuntos
medibles.

El siguiente teorema y su corolario ilustran sobre la utilidad de las clases

de conjuntos que acabamos de definir.

(3.29) Teorema. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(a) el conjunto E es medible;

(b) para cada € > 0, existe un conjunto abierto G, tal que
EcG y m(G-E)<e;

(c) existen un conjunto H de clase Gs y un conjunto Z de medida
nula, tales que ¥ =H — Z .

DEMOSTRACION. Supongamos que E es medible y sea ¢ un ntimero positivo.
Entonces existe un conjunto o-elemental U, tal que

EcU y me(U-E)<e.

Por ser U un conjunto o-elemental, existe una sucesiéon de intervalos

disjuntos (I), tal que
oo
U:UQ,
k=1

y en virtud de (3.6), para cada indice k, existe un intervalo abierto Jj, tal

que
I, C Jg, m(Jx) < m(Ix) +€/2k.

El conjunto abierto

o
k=1

verifica las relaciones

(@

GH>UD>DE, G-UcC| |(J—I),

o>~
Il
—
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de donde

m(G—=U) <> m(Jy = Ir) = > _{m(Jx) — m(I)}
k=1

k=1
o0

< ZE/Qk =e.
k=1

Puesto que G — E = (G- U) U (U — E), por la aditividad de la medida,
tendremos

me(G—E)=m(G—E)=m(G-U)+m(U — E)
<e+e=2e.

Queda demostrado que (a) implica (b).
Supongamos ahora que la afirmacién (b) es verdadera. Entonces, para

cada nimero natural k, existe un conjunto abierto Gy, tal que E C Gy,
me(Gr — F) < 1/k.

El conjunto de clase G

H= )G

k=1

contiene a F , pues cada GG}, contiene a E. Ademds, para cada k, H—FE C
Gy — E. Luego,
me(H — E) <m.(Gy, — E) < 1/k,
y haciendo que k tienda a infinito, resulta m.(H — E) =0.
Si ahora definimos Z = H — E, es claro que £ = H — Z, donde H es
de clase G5 y m(Z) = 0. Hemos probado que (b) implica (c).
Finalmente, si la afirmacién (c) es verdadera, entonces E es medible

por ser la diferencia entre dos conjuntos medibles, lo cual demuestra que (c)
implica (a) y el teorema queda demostrado.

(3.30) Corolario. Todo conjunto medible es la unidn de un conjunto de clase
F, con un conjunto de medida nula.

En efecto, si F es medible, también lo es su complemento. Luego,
existen un conjunto H de clase Gs y un conjunto Z de medida nula, tales
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que CE=H—-7Z=HNCZ,de modoque E=CHUZ; pero CH es un
conjunto de clase Fy .

Veamos otra consecuencia 1til de (3.29).

(3.31) Si E es medible, entonces, para cada £ > 0, existen un conjunto
cerrado F' y un conjunto abierto G, tales que

FCcECG m(G—F) <e.

Para demostrar esta proposiciéon, comencemos por elegir un conjunto
abierto G, tal que G D E, m(G — E) < /2. Ademds, puesto que el
complemento de E es también medible, existe un conjunto abierto G’ tal
que G’ D CE, m(G' —CE) <¢/2.

Llamando F al complemento de G’, tendremos F' = CG' C E y
también E — F = G' — CE, de donde m(E — F) = m(G' — CE) < ¢/2.
Finalmente, de la igualdad G — F = (G — E) U (E — F), deducimos

m(G—F)=m(G—-E)+m(E—-F) <e,

lo cual demuestra la proposicién.
Q.E.D.
Si E es medible, existen un conjunto H de clase G5 y un conjunto Z
de medida nula, tales que E = H — Z. Ahora bien; en virtud de (3.26),
m(E) =m(H)—m(Z) = m(H). Hemos demostrado la siguiente afirmacién:

(3.32) Todo conjunto medible estd contenido en un conjunto de clase Gs con
igual medida; en particular, todo conjunto de medida nula estd con-

tenido en un conjunto de clase Gs de medida nula.

Otra consecuencia sencilla de (3.29) es que la medida exterior puede
definirse por medio de los conjuntos abiertos. Més explicitamente, vamos a
probar que para cada subconjunto E de IR™, se verifica

(3.33) me(E) = inf{m(G) : G D E},

donde el infimo se toma sobre todos los conjuntos abiertos G que contienen
a E.
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En efecto, para cada nimero € > 0, existe un conjunto o -elemental U,
tal que
EcU, m(U) < me(E) +e.

Ademads, puesto que U es medible, existe un conjunto abierto G, tal que
U CQG, m(G-U) <e.
De la relacién G =U U (G —U), deducimos
m(G) =m(U) +m(G —U) <m(E) + 2¢

y por consiguiente, inf{m(G) : G O E} < m.(E). Como la desigualdad
opuesta se verifica atin més facilmente, pues E C G implica m.(E) < m(G),
la férmula (3.33) queda demostrada.

10. Conjuntos borelianos.

Una clase de conjuntos ¥ se llama una o-algebra, si verifica las si-
guientes condiciones
1) Ve,
(2) Launidn de cualquier sucesién (Fj) de miembros de ¥ es un miem-
bro de ¥;
(3) El complemento de cada miembro de ¥ es un miembro X.
Si ¥ es una o-algebra, entonces
i) IR™ =C0 es un miembro de ¥;
i) La interseccién de cualquier sucesién (Fjr) de miembros de ¥ es un
miembro de 3.

La segunda afirmacién se deduce de la férmula de complementacion

ﬁEk_C’<G C’Ek>.
k=1 k=1

y de las propiedades (2) y (3).
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Ejemplos de o-algebras.

—_

La clase M formada por todos los conjuntos medibles .

[\

La clase T = {0}, IR™} cuyos tnicos miembros son el vacio y el espacio.

w

)
)
) La clase P(IR") formada por todos los subconjuntos del espacio IR"™.
)

>

La clase formada por todos los conjuntos F, tales que FE es numerable,
o bien el complemento de E es numerable.

5) La clase formada por todos los conjuntos F, tales que m(FE) =0 o bien
m(CE) =0.

(3.33) Si I' = (%) es una coleccion de o -dlgebras, entonces la interseccion
Yo=L={Z:XeT}
es una o -dlgebra.

Es decir, la interseccion de cualquier coleccién de o -algebras es una o -
algebra. La demostracion es un sencillo ejercicio si se tiene presente que por
definicién de interseccion, E € ¥y siy s6lo si F pertenece a cada miembro
de T' y que ademas, cada miembro de I' es una o -algebra.

Si C es una clase de subconjuntos de IR™, denotemos por o(C) a la
interseccién de todas las o-dlgebras X, tales que C C X (por lo menos hay
una, ya que C C P(IR™)).

En virtud de (3.33) la clase ¢(C) es una o -algebra que posee las siguien-
tes propiedades:
la) CCo(C);
2a) Si ¥ es una o-algebra que verifica C C X, entonces o(C) C X.

Es decir, o(C) es la minima o-élgebra que contiene a C.

Definicién 1. La clase o(C) se llama la o -dlgebra generada por la

coleccion C.

Es inmediato que si C; C Cz, entonces o(C1) C o(Cq).

En lo que sigue, denotaremos por Z, £, U y G, respectivamente, a las
clases formadas por todos los intervalos de IR"™, los conjuntos elementales,
los conjuntos o -elementales y los conjuntos abiertos. Claramente

IcécCcU y GCU (proposicion (3.12)).
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Definicién 2. La o -dlgebra B = o(Z), generada por la clase de los
intervalos, se llama la o -dlgebra de Borel. Los miembros de B se
llaman conjuntos borelianos.

Por ser la unién de una sucesion de intervalos, cada conjunto o -elemental
es un conjunto boreliano; en particular, todo conjunto abierto es boreliano.
Luego, todo conjunto cerrado es un conjunto boreliano.

Los conjuntos de clase G5 y los de clase F, son también conjuntos
borelianos, del mismo modo que los conjuntos de clase Gs, (uniones nume-
rables de conjuntos de clase Gs) y los conjuntos de clase F,s (intersecciones
numerables de conjuntos de clase Fy ).

Otras clases de conjuntos borelianos méas generales son los conjuntos de
clase G5o’67 Faéoa G6050 5 Faéo’éa etc.

La o-algebra de Borel B se puede construir por este proceso de etapas
sucesivas; pero para ello se requiere el conocimiento de los niimeros ordinales
y la induccién transfinita, conocimiento que no presuponemos en el lector.
Nos contentamos con senalar que la induccién finita no es suficiente para
construir la o-dlgebra de Borel. En cambio, un hecho importante que esté
inmediatamente a nuestro alcance el el siguiente:

(3.34) Todo conjunto boreliano es medible.

En efecto, puesto que Z C M y la segunda clase es una o -algebra, se
deduce que B=0(Z) C M.
Q.E.D.

Aparte de los intervalos, hay otras clases de conjuntos que generan la o -
algebra de Borel B. Para comprenderlo, comenzaremos probando la siguiente
proposicién

(3.35) Todo intervalo es un conjunto de clase Gy .

oo

Esto es inmediato en la recta. Por ejemplo, (a,b] = ﬂ(a,b + 1/k)
k=1
es la intersecciéon de una sucesién de intervalos abiertos, y andlogamente se

procede para los otros tipos de intervalos.
Sil=1Ix...xI, esunintervalode IR", consideremos para cada indice
i = 1,2,...,n, una sucesiéon de intervalos abiertos Ji(k) (k =1,2,3,...)
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cuya interseccién sea el intervalo I;. Llamando J®) al producto cartesiano
Jl(k) X oo X J,gk) , es claro que I es la interseccion de los intervalos abiertos
JF)

Q.E.D.

En virtud de (3.35), Z C o(G) y por consiguiente, B = o(Z) C o(G).
Por otra parte, habfamos visto que G C B, de donde o(G) C B; es decir,
B = o(G). En otras palabras: la o-algebra de Borel es idéntica a la o-
dlgebra generada por la clase de los conjuntos abiertos.

La clase F formada por todos los conjuntos cerrados, asi como las clases
€ y U son otras clases que generan la o-algebra de Borel. La facil de-
mostracién de estos hechos queda a cargo del lector.

Cuando exista alguna posibilidad de confusién, usaremos el simbolo 5,
para designar la o-algebra de Borel del espacio euclidiano n-dimensional
IR™. En particular, B; es la o-dlgebra de Borel de la recta, que jugars un
papel muy destacado en el capitulo siguiente.

11. Invariancia bajo translaciones

Dado un vector z = (z1,...,2,) del espacio IR™, la aplicacién T, de
IR™ en s{ mismo, definida por

T.(zx)=z+2z (x € IR™)

se llama la translacién segun el vector z.

La aplicacién T, asf como su inversa T, ! = T, son ambas continuas;
de modo que T, aplica cada conjunto abierto en otro conjunto abierto.

Para cada conjunto E C IR", escribiremos E + z en lugar de T,(E).

Si I es un intervalo definido por las desigualdades a; < x; < b; (i =
1,...,n), entonces I + z es el intervalo J definido por las desigualdades
a; +2z; < x; <b+2z (i=1,...,n). Por consiguiente, T, aplica cada
intervalo en otro intervalo de la misma medida.

Si G es un conjunto abierto, entonces existe una sucesién de intervalos
disjuntos () cuya unién es G, y el conjunto abierto G + z es la unién de
los intervalos I + z, también disjuntos, pues la translacién es una aplicacion
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biyectiva. Luego,

m(G+z) = Zm([k +2z) = Zm(]k) =m(G).
k=1 k=1

Vamos a probar que para cualquier conjunto FE', se verifica
(3.36) me(E 4 z) = me(E)

En efecto, si G es un conjunto abierto que contiene a FE , entonces G+ z
contiene a E + z, y por consiguiente,

me(E + 2) <m(G + z) = m(G),
y en virtud de (3.33), m.(F + z) < m.(E). Luego,
me(B) = me(E + 2) + (—2)) < me(E +2),

de donde resulta la igualdad (3.36).
Q.ED.

Si E es medible, entonces, para cada ¢ > 0, existe un conjunto abierto
G, tal que E C Gy m.G — FE) < e. Ahora bien; de estas relaciones se
deduce que E + z C G + 2z, y ademds,

me((G+2)—(E+2)=m((G—E)+2)=m.(G—FE) <e.

Luego, E + z es medible y podemos resumir todas las consideraciones prece-
dentes en el siguiente teorema.

(3.37) Teorema. Si E es medible, entonces el conjunto transladado E + z
es también medible y ademds, m(E + z) = m(E) .

El teorema (3.37) expresa una importante propiedad de la medida de
Lebesgue, que se conoce con el nombre invariancia bajo translaciones.

En general, vamos a decir que una funcién de conjunto ¢(F) definida
para cada conjunto E de cierta clase, con valores en la recta extendida, es in-
variante bajo translaciones, si cualquier transladado E+z de un conjunto
de la clase dada es un conjunto de la misma clase y ademds, ¢(E+z) = ¢(E).
Por ejemplo, la medida exterior m. es invariante bajo translaciones.
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12. Conjuntos no medibles; conjunto de Vitali.

En esta seccion demostraremos la existencia de conjuntos no medibles
en el sentido de Lebesgue y juntamente con ello la imposibilidad de extender
la medida de Lebesgue a todos los subconjuntos de IR™, preservando las
propiedades fundamentales de ¢ -aditividad e invariancia bajo translaciones.
Al mismo tiempo veremos que la medida exterior m, no es aditiva; es decir,
que existen dos conjuntos disjuntos S y T, tales que m.(SUT) < m.(S) +
me(T).

Por razones de simplicidad nos limitaremos a trabajar en el espacio IR';
pero el lector comprenderd sin dificultad que en lo principal los enunciados
se mantienen validos cualquiera que sea la dimensién.

Los razonamientos de esta seccion estaran basados en un axioma de la
teoria de los conjuntos que se conoce con el nombre de axioma de eleccién
o de Zermelo:

Axioma de Zermelo. Para cualquier coleccion de conjuntos mo
vacios y disjuntos, existe un conjunto que contiene exactamente un

elemento de cada conjunto de la coleccion dada.

El siguiente teorema se debe al matemético Giuseppe Vitali.

(3.39) Teorema. Eziste un conjunto V C IR que no es medible en el sentido
de Lebesgue.

DEMOSTRACION. Convengamos en decir que dos elementos cualesquiera x
e y del intervalo E = (0,1) son equivalentes si la diferencia x — y es un
nimero racional.

El lector verificard facilmente que la relacién asi definida es, efectiva-
mente, una relacién de equivalencia (reflexiva, simétrica y transitiva) entre

elementos de E.

Las clases de equivalencia C, (z € F') forman una particién de E, y en
virtud del axioma de Zermelo, exite un conjunto V' que contiene exactamente
un elemento de cada clase de equivalencia. Nos proponemos demostrar que el
conjunto V C E, comunmente llamado conjunto de Vitali, no es medible
en el sentido de Lebesgue.

Si x es un elemento de E, entonces existe un tunico elemento v del
conjunto V', tal que  — v = r es un ndmero racional del intervalo (—1,1).
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Denotando por A el conjunto de los niimeros racionales de dicho intervalo,
cada elemento x de E admite una tinica representacion de la forma = = v+r,
donde v es un elemento de V' y r un elemento de A, de donde se siguen
las inclusiones

(1) Ec|JWV+r) c(-12).
reA

Los conjuntos V 4+ r (r € A) son disjuntos, pues si V + r tuviera un
punto comtn z con el conjunto V + s, entonces existirian dos elementos v
y w del conjunto V', tales que z = v+r = w+ s, de donde se deduce que v
es equivalente a w, y por consiguiente, v = w y r = s, pues dos elementos
de V no pueden ser equivalentes, a menos que sean idénticos.

Suponiendo que V' sea medible, pongamos a = m(V). Entonces ten-
dremos m(V +r) = m(V) = a, en virtud de (3.37), y como A es numerable,
tomando medidas en las inclusiones (1), obtenemos

1<a+a+a+...<3.

Estas relaciones muestran que no puede ser a = 0, ni tampoco a > 0.
Llegamos asi a una contradicciéon que provino de suponer que V' es medible.
Q.E.D.

En la construccién anterior se puede substituir el intervalo (0,1) por
cualquier conjunto de medida positiva E C (0,1) o més generalmente, por
cualquier conjunto acotado de medida positiva. El resultado seria que todo
conjunto acotado de medida positiva contiene un conjunto no medible; y
aun la condiciéon de acotacién puede suprimirse, como se vera en uno de los
ejercicios al final del capitulo.

El siguiente corolario es una consecuencia inmediata de lo anterior.

(3.40) Corolario. No eziste ninguna funcidn de conjunto m’(S) definida
para cada conjunto S C IR, tal que m' sea o -aditiva, invariante
bajo translaciones, y verifigue m'(J) = m(J) para cualquier intervalo
J.

En efecto, si tal funcién existiera, volviendo a las inclusiones (1) y
poniendo a = m/(V) = m/(V + r), obtendriamos nuevamente la misma
contradiccién.
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El corolario que acabamos de demostrar afirma la imposibilidad de ex-
tender la medida de Lebesgue a todos lo subconjuntos de IR , preservando
las propiedades de ¢ -aditividad e invariancia bajo translaciones.

(3.41) Ezisten dos conjuntos disjuntos S y T, tales que

Me(SUT) # m(8) + me(T).

En efecto, si tales conjuntos no existieran, la medida exterior m, seria
aditiva y como es o -subaditiva, resultaria ser o-aditiva en virtud de una
demostracién completamente andloga a la del teorema (3.24). Puesto que
ademds m,. es invariante bajo translaciones y para cada conjunto medible
E se cumple m.(E) = m(E), estarfamos en contradiccién con el corolario
(3.40).

13. Medidas de Lebesgue-Stieljes.

Imitando con un poco de cuidado el procedimiento que hemos usado para
definir la medida de Lebesgue, es posible introducir un concepto de medida
mas general que tiene interés por sus importantes aplicaciones, particular-
mente en la teoria de las probabilidades. El cuidado se refiere a que mientras
la medida de Lebesgue de un conjunto unitario es igual a cero, no ocurrird
asi, necesariamente, con la nociéon que vamos a introducir.

Con esta nueva nocién de medida se gana en generalidad y se conserva
la propiedad de o -aditividad, pero se abandona la propiedad de invariancia
bajo translaciones.

En esta seccién, la palabra intervalo designa exclusivamente un con-
junto de la forma

I = (al,bl] X ... X (an,bn] (ai < bl),

es decir, un producto cartesiano de n intervalos lineales que en el caso de
no ser vacios incluyen el extremo derecho, pero no el extremo izquierdo. En
particular, un intervalo de la recta serd, exclusivamente, un intervalo de la
forma (a,b].

La interseccion de dos intervalos es un intervalo. Ademaés, por induccién
sobre la dimensién n se demuestra que la diferencia entre dos intervalos es
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un conjunto elemental, es decir, una unién finita de intervalos disjuntos.
De estas propiedades se deduce igual que antes que si A y B son conjun-
tos elementales, entonces AN B, A— B y AU B son también conjuntos
elementales.

Supongamos ahora que a cada intervalo I se le ha asignado un ntimero
real no negativo p(I), al cual llamaremos la medida de I, de modo tal que
se cumplen las siguientes propiedades:

la) (aditividad.) Si el intervalo I es la unién de los intervalos disjuntos
I, Is, ..., In, entonces

() = p(h) + p(l2) + ...+ p(In);

2a) (regularidad.) Si I es un intervalo, entonces, para cada ¢ > 0, existen
dos intervalos H y J, tales que H C I C J° y ademas,

p(H) > pl)—e y  p(J) <pl)+e.

Adviértase que la adherencia de un intervalo, o bien su interior, no son
generalmente intervalos en el sentido que usamos en esta seccién. En cambio,
si lo es el conjunto vacio; ademds, de la aditividad y de la descomposicién
D=0U0, se deduce que u(P) =0.

Una funcién de conjunto p definida sobre la clase de los intervalos y que
posea las propiedades de aditividad y regularidad, se llama una medida de
Lebesgue-Stieljes.

Ejemplo (medidas de Lebesgue-Stieljes en R! ).

Consideremos una funcién monétona creciente y continua por la derecha
F: IR — IR, de modo que en cada punto = € IR, tenemos F(z+) = F(z).
Una funcién con estas propiedades se llama una funcién de distribucion.

Para cada intervalo I = (a,b], definamos
u(1) = (D) = F(b) - F(a).

Dejaremos a cargo del lector, la facil verificacién de que la funcién p es
aditiva.
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Por otra parte, puesto que F' es continua por la derecha, dado ¢ > 0,
existen dos nidmeros a’ y b, tales que

a<a <b, b > b,

Fld)<F(a)+e y F@{)<F(b) +e,

de donde se deduce que si ponemos H = (a’,b] v J = (a,b], entonces
tendremos H C I C J° y ademdés,

u(H) = F(b) — F(d) > F(b) - F(a) — £ = p(I) — &,

p(J) = F(t') = F(a) < F(b) = F(a) —e = u(I) + &,

lo cual muestra que p es regular y por consiguiente, p es una medida de
Lebesgue-Stieljes sobre los intervalos de la recta.

Si en el ejemplo precedente se elige la funcién de distribucién F(z) = x,
entonces se obtiene p(I) = F(b)—F(a) = b—a, que es la medida de Lebesgue
del intervalo I.

Supongamos ahora que p es una medida de Lebesgue-Stieljes sobre los
intervalos de IR™. Si el conjunto elemental A es la unién de los intervalos
disjuntos Iy, Io, ..., In, pongamos

p(A) = p(Ir) + p(l2) + ...+ p(In).

De la definicién resulta que si los conjuntos elementales Ay, As,..., An
son disjuntos, entonces

(A1 U A2 UL UAN) = p(Ar) + p(A2) + ...+ p(An),

de donde se sigue que si A y B son dos conjuntos elementales cualesquiera,
entonces
n(AU B) + (AN B) = p(A) + pu(B);

en particular, u(AUB) < p(A)+ pu(B). Por induccién sobre N, se demues-
tra que si A, As,..., Ay es una sucesién finita de conjuntos elementales,
entonces

/J,(Al UAsU... U AN) < /L(Al) + /L(AQ) + ...+ ﬂ(AN)



110 III - MEDIDA DE LEBESGUE

Si el conjunto elemental A estd contenido en el conjunto elemental B,
entonces p(A) < u(B), pues u(B) = pu(A) 4+ u(B - A).

La regularidad es esencial para probar el siguiente resultado, analogo al
teorema (3.8): Si el intervalo I esta contenido en la unién de una sucesién de

o0

intervalos (Ix), entonces pu(l) < Z,u([k) . En efecto, dado € > 0, existe un
k=1

intervalo H , cuya adherencia estd contenida en T, tal que p(H) > u(I)—e.

Ademas, para cada entero positivo k, existe un intervalo J, cuyo interior
contiene a I, tal que u(Jy) < p(Iy) + &/2%. Puesto que la adherencia de
H es un conjunto compacto contenido en la unién de los conjuntos abiertos
Jp (k=1,2,3,...), se deduce que existe un entero positivo N, tal que
HC JTUJsU...UJx,dedonde H C JUJoU...UJN,y el resto de la
demostracién es completamente andloga a la del teorema (3.8).

De lo demostrado se deduce como en (3.9) que si el intervalo I es la unién

de los intervalos disjuntos I}, (k=1,2,3,...), entonces u(I) = Zu([k).
k=1

Diremos que un conjunto U es o-elemental, si existe una sucesion de
intervalos disjuntos (Ix) cuya unién es U ; y en tal caso, definimos la medida
de U por medio de la férmula

n(0) = 3" ll).
k=1
Para cada subconjunto E del espacio IR"™, definimos la medida exte-
rior de E como el nimero de la recta extendida

te(E) = inf{p(U) : U D E},

y diremos que el conjunto E es p-medible, si para cada € > 0, existe un
conjunto o-elemental U que contiene a F, tal que u.(U — E) < e. En el
caso de que E sea medible, escribimos p(E) = p.(E) y llamamos a este
nimero la medida de E.

La clase M, formada por todos los conjuntos p-medibles es una o-
algebra que contiene a la clase de los conjuntos o -elementales y entre estos,
a todos los conjuntos abiertos, de donde se sigue que M, contiene a la o-
algebra de Borel de IR"™. Ademds, u es no negativa y o -aditiva sobre la
clase de los conjuntos p-medibles; luego, también lo es sobre la o-4lgebra
de Borel.
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Los detalles que hemos omitido siguen exactamente los mismos pasos que
dimos para construir la medida de Lebesgue y por esta razon los dejaremos
como un excelente ejercicio de repaso a cargo del lector.

Resumiendo todo lo dicho, podemos enunciar el siguiente teorema:

(3.42) Teorema. Toda medida de Lebesque-Stieljes p se extiende a una
uncion de conjunto no negativa y o -aditiva sobre una o -dlgebra
ion d junt ti diti b ilgebra M,
que contiene a la o -dlgebra de Borel de IR™ .

En particular, toda medida de Lebesgue-Stieljes se extiende a la o-
algebra de Borel, preservando la propiedad de ser no negativa y o -aditiva.

También se prueba que esta extensién es tnica: si p’ es otra funcién
de conjunto no negativa y o -aditiva sobre la o-dlgebra de Borel, tal que
@' (I) = u(I) para cada intervalo I, entonces p'(E) = u(E) para cada
conjunto boreliano E'.

EJERCICIOS

1. Mostrar que cualquier conjunto con medida exterior positiva contiene un
conjunto acotado con medida exterior positiva.

2. Probar que si m.(E) > 0 y 0 < a < 1, entonces existe un intervalo
I, tal que me(E NI) > am(l). Sugerencia: suponiendo primero que
0 < me(E) < oo, considerar un conjunto o-elemental U = |J;o, I,
tal que U D E y m(U) < a~'m.(E); entonces al menos uno de los
intervalos I debe satisfacer la desigualdad del enunciado.

3. Probar que si E es un subconjunto medible de la recta que verifica
m(E) > 0, entonces el conjunto D(FE) formado por todas las diferen-
cias entre elementos de FE incluye un entorno del origen. Sugerencia:
considere un intervalo I = (a,b), tal que m(ENI) > (3/4)m(I) y sea
0= (1/4m(I). Si |z| < 4, el conjunto F' = E NI y su transladado
F + x tienen al menos un punto en comun, en vista de que ambos estan
incluidos en (a —4,b+ ).

4. El disco cerrado 22 +y? < 1 no es un conjunto o -elemental en el plano
R*?.
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La interseccién de una sucesién de conjuntos o -elementales y la difer-
encia entre dos conjuntos o -elementales pueden no ser o- elementales.

Sugerencia: considere el conjunto ternario de Cantor.

(Condicién de Caratheodory). Decimos que un conjunto E C IR"
satisface la condiciéon de Caratheodory si para cualquier conjunto
ScIR"™,

me(SNE)+me(S—E)=mq(S).

(a) Probar que todo conjunto medible F satisface la condicién de Cara-
theodory. Sugerencia: es suficiente probar que para cualquier conjunto
S se cumple m.(S N E) 4+ me(S — E) < me(S), en vista de que la
desigualdad opuesta se cumple en cualquier circunstancia, por la suba-
ditividad de la medida exterior.

(b) Probar que si E; y FE, satisfacen la condicién de Caratheodory,
entonces la interseccién de ambos conjuntos también la satisface. Su-
gerencia: el conjunto S — E1 N Es es la unidn de los conjuntos disjuntos
SNE,—Ey, (S—E|)NEyy (S—F;)—Es.

(c) Probar que si E satisface la condicién de Caratheodory, entonces E
es medible. Sugerencia: en virtud de (a) y (b) se puede suponer que E
es acotado.

La moraleja del problema es que los conjuntos medibles son exac-
tamente los que satisfacen la condicién de Caratheodory.

Para cualquier conjunto £ C IR™, existe un conjunto H de clase Gs,
tal que EC H y m.(E) =m(H).

Si el conjunto E es la unién de una sucesion creciente de conjuntos
FEy C By, C E5 C ..., entonces

me(E) = lim me(Ey).

k—o0
Sugerencia: para cada k elijase un conjunto Hj de clase Gy, tal que
Ey C Hy,, m(Hy) = me(E%); los conjuntos de clase G

Dy =HyNHgp1 N HpypoN oo (k‘:1,2,3,...)

forman una sucesién creciente que verifica Ey C Dy, m(Dy) = me(Ek)
y el conjunto E estd incluido en la unién de los Dy, de donde se sigue
que me(E) <limg_oo me(Fy). La desigualdad opuesta es inmediata.
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Probar que para cualquier conjunto F C IR"™ existe un conjunto H
de clase Gy, tal que E C H y para cualquier conjunto medible M se
cumple

me(ENM)=m(HNM)

Sugerencia: suponiendo primero que m.(E) < oo, considérese un con-
junto H de clase Gs como en le problema 7. El conjunto M satisface
la condicion de Caratheodory con respecto a E .

Probar que si F4 y Es son conjuntos medibles disjuntos, entonces para
cualquier conjunto S C IR™ se cumple

me(SNE) +me(SNE2) =me(SN(E1UE,)).

Generalizar a cualquier sucesién (Ej) de conjuntos medibles disjuntos.

Probar la equivalencia de las afirmaciones siguientes:

(a) el conjunto E es medible;

(b) para cada € > 0 existe un conjunto cerrado F' tal que F C F,
me(E —F) <e¢;

(¢) E=HUZ,donde H esdeclase F, y Z de medida nula.

Mostrar que existe un conjunto H incluido en el intervalo unitario [0,1],
de clase F,, de medida uno, formado exclusivamente por puntos irra-
cionales. Mostrar que H es uniéon numerable de conjuntos cerrados con

interior vacio.

Sea (Ej) una sucesién de conjuntos medibles. Probar que

(a) m(liminf Ey) < liminf m(Ey);

(b) si para algin j, m(U,s; Ek) < oo, entonces limsupm(Ey) <
m(limsup Fy) ;

(c) sila sucesién (Ej) tiende a un limite y todos los Ej, son subconjun-
tos de un conjunto fijo A de medida finita, entonces m(lim Ey) .
Exhibir una sucesién de conjuntos Ej en el intervalo unitario [0, 1], tal
que m(liminf Ey) < liminf m(Ey) < limsupm(Ey) < m(limsup Ey) .
Todas las desigualdades estrictas.

Probar que para cualquier conjunto medible E vale la férmula
m(E) =sup{m(K): K C E},

donde el supremo se toma sobre todos los conjuntos compactos K in-
cluidos en E.
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15. ;Cémo son los subconjuntos medibles del conjunto de Vitali 7

16. Mostrar que existen 2¢ conjuntos medibles, donde ¢ denota la potencia
del continuo. Sugerencia: considere todos los subconjuntos de un con-
junto de medida nula con la potencia del continuo. Muestre que la clase
de los conjuntos no medibles también tiene cardinal 2€¢.

17. Exhibir una sucesién decreciente de conjuntos acotados E1 D Fy D E3 D

..., cuya interseccién sea vacia y que sin embargo verifique

lim m.(Eg) > 0.

k—o0
Sugerencia: denotando por V' el conjunto de Vitali en el intervalo (0, 1),
considere la sucesién Ey, = J;5, V;, donde V; =V +1/j.

18. Probar que si A y B son subconjuntos borelianos de la recta, entonces

A x B es un conjunto boreliano en el plano IR2.

19. Probar que cualquier conjunto con medida positiva tiene la potencia del

continuo.

Nota: Para indicar que los conjuntos Fj (k = 1,2,3,...) forman una
sucesién creciente cuya unién es E (limite de la sucesién), se usa la no-
tacién Ey A E. Con esta notacién, el problema 8 del presente capitulo se

enuncia brevemente asi :
si By /' E, entonces me(Ey) / me(E).

Andlogamente, la notacién FEjy N\, F se usa para indicar que (E)) es una
sucesion decreciente cuya interseccion es E = lim Ey, .



CAPITULO IV

FUNCIONES MEDIBLES

1. El concepto de funcion medible.

En este capitulo vamos a considerar funciones f definidas sobre el es-
pacio IR™, con valores en la recta extendida IR , de modo que —o0o y +oo
son posibles valores de f.

Para cada ntmero real a, indicaremos por {f > a} (léase: “el conjunto
donde f es mayor que a”) al conjunto formado por todos los puntos del
espacio donde el valor de f es mayor que a. Es decir,

{f>a}={ze R": f(x) > a} = f~((a,00)).
Anélogamente se definen los conjuntos

(1) {fza}, {f<a}, {f<a}

que corresponden, respectivamente, a las desigualdades f(z) > a, f(z) <a
y f(z) < a. El simbolo {f = a} indica el conjunto formado por todos los
puntos donde f toma el valor a.

Diremos que f es una funcién medible si para cada nimero real a,
el conjunto donde f es mayor que @ es un subconjunto medible del espacio
IR™; es decir, si para cada ntimero real a, se verifica

{f>a} e M.

115
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Si f es medible, entonces los tres conjuntos (1) son medibles cualquiera
que sea el nimero a, en virtud de las férmulas

{fza}y=({f>a-1/k},
k=1

{f<a}=R"-{f>a}, {f<a}=R"-{f>a}.

Para que f sea medible es suficiente que cualquiera de los conjuntos (1)
sea medible para todo nimero a, en virtud de una consideracién andloga que
dejaremos a cargo del lector.

Si f esmedibley J = (a,b] un intervalo de la recta, entonces f~1(J) =
{f > a} N {f < b} es medible por ser la interseccién de dos conjuntos
medibles. En general, si f es medible y J un intervalo cualquiera de IR ,
entonces f~!(J) es un subconjunto medible de IR™.

Puesto que IR es la unién de una sucesién de intervalos (Jy), se sigue
que si f es medible, entonces también lo es f~!(IR), por ser la unién de la
sucesién de conjuntos medibles f~!(J;). El siguiente teorema amplia estas
consideraciones:

(4.1) Teorema. Si f es medible, entonces para cada conjunto boreliano
H C IR, el conjunto f~1(H) es medible.

Para demostrarlo, observemos que la clase de conjuntos
S={S:SC IR, *(5) es medible }

es una o -algebra de subconjuntos de IR , en virtud de las férmulas
f1<U Sk) =S, R = 8) = fHIR) - f7H(S).
k=1 k=1

Puesto que segin vimos anteriormente, S contiene a la clase Z; formada
por todos los intervalos de la recta, se sigue que la o -algebra de Borel B; =
o(Z;) esta contenida en S.

Q.E.D.
Los conjuntos de la forma HUA, donde H es un subconjunto boreliano

de IR y A un subconjunto del conjunto de dos elementos {—oo,+o0} =
IR — IR, se llaman conjuntos borelianos de la recta extendida.
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(4.2) La funcién f: IR™ — IR es medible si y sélo si para cada conjunto
boreliano M de la recta extendida, el conjunto f=1(M) es medible.

En efecto, si f es medible, los conjuntos
{F=+oc}={r>k} {f=-00}=[{f <k}
k=1 k=1

son ambos medibles y por consiguiente, si M = H U A es un conjunto
boreliano de la recta extendida, el conjunto f~'(M) = f~Y(H)U f~1(A) es
medible.

Reciprocamente, si para todo conjunto boreliano M de la recta exten-
dida, f~1(M) es un conjunto medible, tomando M = (a,—occ] se deduce
que {f > a} es medible para cualquier ntimero real a, lo cual prueba que f
es medible.

La condiciéon expresada en la tdltima proposicién puede tomarse como
definicién del concepto de funcién medible. Si se procede en esa forma, el
requerimiento de que {f > a} sea medible para cada ntmero real a se
convierte en un criterio de medibilidad.

M4s generalmente, si ¥ es una o-dlgebra de subconjuntos de IR™,
diremos que la funcién f : IR™ — IR es medible con respecto a X, si
para cada ndmero real a, se verifica {f > a} € X.

Imitando paso a paso las etapas anteriores, el lector no tendra dificultad
en probar por si mismo la siguiente proposicién:

(4.3) La funcion f : IR™ — IR es medible con respecto a ¥ si y sélo si
para cada conjunto boreliano M de la recta extendida, f~(M) es un
miembro de 3.

Las funciones medibles con respecto a la o-algebra M formada por
los conjuntos medibles del espacio IR™, son las que llamamos funciones
medibles, a secas.

Las funciones medibles con respecto a la o-dlgebra de Borel B = B,, se
llaman funciones medibles Borel, o bien funciones borelianas.

Puesto que B C M, concluimos que toda funcién boreliana es medible.

Si f es semicontinua inferiormente, {f > a} es un conjunto abierto y
por consiguiente boreliano. Luego, toda funcién semicontinua inferiormente
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es una funcién boreliana. Andlogamente se prueba que toda funcién semi-
continua superiormente es boreliana. En particular, toda funcién continua es
una funcién boreliana.

En lo que resta de esta seccién nos proponemos analizar la siguiente
cuestién: supongamos que f: IR™ — IR es medible y que g: IR — IR es
una funcién de la recta extendida en si misma. ;Bajo qué hipdtesis podremos
afirmar que la funcién compuesta h = go f es medible 7.

Para responder a esta pregunta comenzaremos introduciendo la siguiente
definicién: diremos que una funcién g de IR en si mismo es una funcién
boreliana si para cada conjunto boreliano M de la recta extendida, la ima-
gen inversa g~ 1(M) es un conjunto de la misma clase.

Para que una funcién g de IR en si mismo sea una funcién boreliana,
es suficiente que la restriccién g, de g a IR, definida por g.(z) = g(z) para
cada numero real x, sea una funcién medible con respecto a la o -algebra de
Borel de la recta. Esto sigue inmediatamente de la férmula

g (M) =g " (M)U[g~ (M) — IR].

Como veremos en los ejemplos, esta observacién provee un criterio de fécil

aplicacion.

(4.4) Si f: IR™ — IR es medible con respecto a ¥ y g: IR — IR es una
funcidon boreliana, entonces la funcion compuesta h = go f es medible
con respecto a X .

La demostracién resulta inmediatamente de la férmula h=1(M) =
f~1(g~*(M)) y de la proposicion (4.3).

Ejemplos.

Si f es medible con respecto a ¥, también lo son las funciones |f|, f?
(cuadrado de f), ef, |f|? (p un ntimero real positivo), log|f|, etc.

Con respecto al tdltimo ejemplo, aclaremos que por log |t| entendemos

la funcién g de IR en si mismo, definida de la siguiente manera:
log|t] siteRyt#0,
g(t) =4 — sit=0,

+00 sit=+oc0co0t=—o0.



2. OPERACIONES ALGEBRAICAS 119

Esta funcién es boreliana, pues su restriccién a IR es semicontinua en ambos

sentidos, como se ve enseguida analizando lo que ocurre en el origen.

Observaciones complementarias.

D

Si f es una funcién constante, para cada subconjunto M de IR la
imagen inversa f~!(M) es o bien vacfa, o bien igual a IR™. Por con-
siguiente, toda funcién constante es medible con respecto a cualquier
o-algebra 3, pues IR™ y () son miembros de X.

Si f es medible con respecto a ¥ y ¢ es un nimero real, el conjunto
{f=c} = f"1({c}) es un miembro de ¥, pues el conjunto unitario {c}
es un conjunto cerrado y por consiguiente, boreliano.

Si f y g son medibles con respecto a ¥, entonces el conjunto {f < g}
formado por todos los puntos x tales que f(x) < g(z) es un miembro de
>, pues si @ es el conjunto de los niimeros racionales, podemos probar
muy facilmente que

{f<gt=Jr<rin{g>r}h.

reqQ

En efecto, si f(x) < g(z), entonces existe un niimero racional r, tal que
fl@)y<ry glx)>r.

2. Operaciones algebraicas.

En esta seccion demostraremos que al realizar operaciones algebraicas

(suma, producto y cociente) entre funciones medibles con respecto a una

o -algebra X, resultan siempre funciones medibles con respecto a la misma

o -algebra. Sin embargo, las demostraciones se hardn suponiendo que las

funciones consideradas son finitas, y se completaran al final de la siguiente

seccién (recordemos que una funcién se llama finita cuando todos sus valores

son elementos de IR ).

(4.5

) Si f y g son funciones medibles con respecto a ¥ y ¢ es una constante
real, entonces f+ g, cf y fg son medibles con respecto a X .
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DEMOSTRACION. Denotando por @ el conjunto de los nimeros racionales,
se tiene
{f+g9>a}=J{f>rIn{g>a—r}).
reQ

En efecto, si en un punto z se verifica f(x)+ g(z) > a, entonces f(z) >
a — g(z) y existe un nimero racional r, tal que f(z) > r > a — g(x); es
decir, f(z) >r y g(x) > a—r. Reciprocamente, si para algin r, f(x) >r
y g(z) > a—r, entonces f(x)+ g(xz) > a. Puesto que f y g son medibles
con respecto a X, para cualquier nimero racional r, {f >r} y {g >a—1}
son miembros de ¥, de donde se infiere que también lo es {f +g¢g > a}, pues
() es numerable.

Sic>0, {cf>al={f>ac};si c<0, {cf >a}={f<ac'}ly
finalmente, c¢f =0 si ¢ =0. Luego, c¢f es medible con respecto a X.

Finalmente, la férmula

fg={l(f+97~ (F )},

en vista de que el cuadrado de cada funcién medible con respecto a ¥ es
medible con respecto a la misma o -dlgebra, prueba que fg es medible con
respecto a X.

Para estudiar el cociente entre funciones medibles, denotemos por 1/ f
la funcién que toma el valor 1/f(x) si f(x) #0 y el valor cero si f(z) =0.
Ademis, si para cada nimero real a, ponemos

Eo={f>0}n{af <1})U({f <0} n{af >1}),
se verifica facilmente que

E, sia>0,

{1/f>a}:{EaU{f:O} sia<0,

lo cual muestra que si f es medible con respecto a X, entonces también lo

es 1/f.

(4.6) Si f y g son medibles con respecto a X, entonces también lo es el
cociente f/g=f x(1/g).
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3. Sucesiones de funciones medibles.

En esta seccién veremos que la clase formada por todas las funciones
medibles con respecto a una o -dlgebra X es cerrada bajo limites puntuales.
El paso previo es la siguiente proposicion:

(4.7) Si (fr) es una sucesion de funciones medibles con respecto a %, en-
tonces las funciones

g(x) = inf fi(z), h(z) = Sup fr(z)

son también medibles con respecto a X .
La demostracién se deduce de las férmulas
(oo} (oo}
(h>a}=J{fe >a}, {g<a}=J{fr<a},
k=1 k=1

y del hecho de que para cada indice k, {fx > a} v {fx < a} son miembros
de X.

(4.8) Si (fr) es una sucesion de funciones medibles con respecto a %, en-

tonces las funciones

gx) = liminf fi(x) y  h(r)=lmsup fu(x)

k— o0
son también medibles con respecto a .

La demostracién resulta de aplicar (4.7) en las relaciones

g(w) = sup Inf fi(x),  h(z) = inf Sup ().

En particular, si la sucesién (f;) converge puntualmente a una funcién
f, es decir, si en cada punto =z de IR"™ se verifica

f(z) = lim fi(z),

k—o0

entonces f es medible con respecto a X.
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Las funciones g y h de la proposicién (4.8) suelen designarse en la forma
abreviada

g = liminf f, h = limsup fk.
k—o0 k—o0

Andlogamente, si (fx) converge puntualmente al limite f, escribimos f =

lim fk: .
k—oo

Completemos ahora la demostracién de (4.5) que se habia realizado bajo
la hipétesis adicional de que f y ¢ sélo tomaban valores finitos. Para li-
brarnos de esa restriccién, consideremos la sucesién de funciones (¢y) de IR
en si mismo, definidas por

t o osift|<k
or(t) =< k sit>k
—k  sit< —k.

Cada una de ellas es una funcién boreliana, pues la restriccién de ¢ a IR
es continua. Ademds, para cada t € IR, ¢, — t cuando k — oo. Por
consiguiente, las funciones

Jk=wvof vy gr=¢rog

son medibles con respecto a X, finitas, y convergen puntualmente a f y a
g, respectivamente, cuando k tiende a infinito. Luego las funciones

f+g=lm (fr+gr) vy fg= lim frg
k—o0 k—oo

son medibles en virtud de (4.8).

4. Funciones simples.

La funcidén caracteristica xg de un subconjunto F de IR" se define

(@) 1 sizeFl
xTr) =
e 0 siz¢FE.

por medio de la férmula

Es facil demostrar que xg es medible con respecto a X si y sélo si
EecX.
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Una funcién medible y finita ¢ : IR™ — IR se llama una funcién
simple si el conjunto de todos sus valores es finito; es decir, si ¢ es medible
y la imagen ¢(IR"™) es un subconjunto finito de IR .

De la definicién se sigue que si ¢ y ¥ son funciones simples y ¢ un
numero real, entonces ¢ + ¥, cp y 1 son también funciones simples.

La funcién caracteristica de un conjunto medible es el ejemplo mas sen-
cillo de lo que entendemos por una funcién simple.

Si {a1,...,an} es el conjunto formado por los distintos valores que
toma la funcién simple ¢, los conjuntos

E = {o = ai} = ¢~ (fu}) (1<i<N)

son medibles y forman una particién de IR™. Ademds, se compueba facil-

mente que
N
Y= Z Qi XE;-
i=1

Luego, toda funciéon simple es una combinacién lineal de funciones carac-
teristicas de conjuntos medibles y reciprocamente, toda funcién de esta forma
es una funcién simple.

Por ejemplo, la funcién caracteristica de los niimeros racionales (funcién

de Dirichlet) es una funcién simple sobre IR .

La notacién f < g se usarad para indicar que en cada punto z de IR"
se verifica f(x) < g(z). En particular, las funciones f que verifican f > 0
se llaman no negativas.

Las funciones simples desempenan un papel muy importante en la teoria
de la integracion que desarrollaremos en el proximo capitulo, en virtud del
siguiente teorema.

(4.9) Teorema. Si f: IR™ — IR es una funcion medible no negativa,
entonces existe una sucesion (pr) de funciones simples no negativas,
tal que

P11 <2 <3 <Ll f(x):klgrolo@k(x)

en cada punto x de IR™.

En otras palabras, toda funcién medible no negativa es el limite puntual
de una sucesién creciente de funciones simples no negativas.
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DEMOSTRACION. Para cada entero positivo k, dividamos el intervalo [0, k)
en k2F intervalos diddicos disjuntos:

L
[’%;k) (i=1,2,..., k2%

y definamos la funcién g, de IR en si mismo por medio de la férmula

(i—1)/28 sio<t<k, (i—-1)/28<t<i/2k
a(t)=1< k sit>k
0 sit<O.

Las funciones ¢, son borelianas, no negativas, y verifican

0<g1<g2<g3<..., klimgk(t):t (0 <t < +00).
—00

La relacién gx(t) < grt+1(t) es obvia si ¢t es negativo; y si t > 0 se
realiza distinguiendo tres casos:

1°) 0<t<k. Entonces gi(t) = (i —1)/2%, donde
(i—1)/2F <t<i/2k osea, (20i—2)/28 <t < 2i/2F L,
y para determinar el valor gr41(¢) hay que considerar dos casos:
t< (20 —1)/281 (20 —1)/2F1 <t

En el primero, gry1(t) = (2i —2)/2F1 = (i — 1)/2%F = gi(t); en el segundo
Gra1(t) = (20 — 1) /2871 > (20 — 2) /281 = g (1) .
2°) k<t<k+1. Enestecaso, gp(t) =k y grs1(t) = (j —1)/2kF1,
donde
(G —1)/2" T <t < /2"

pero entonces, j > t2Ft1 de donde j — 1 > k2**! y por consiguiente,
gr1(t) 2 k= gi(t).

3°)t>k+1. Entonces, gry1(t) =k +1> k= gi(t).

Por ultimo, si 0 <t < +o0, entonces 0 <t < k para todo k suficiente-
mente grande y por lo tanto, g (t) = (i—1)/2%, donde (i—1)/2% <t < i/2F,
de donde 0 <t — gi(t) < 1/2¥ para todo k suficientemente grande. Puesto
que gr(+o00) = k para todo k, se sigue que gr(+o00) — +oo cuando k
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tiende a infinito y nuestras afirmaciones acerca de la sucesién (gx) quedan
completamente demostradas.

Teniendo en cuenta que g5 toma exactamente k2* +1 valores distintos,
resulta que si f: IR™ — IR es medible y no negativa, las funciones

ok =grof (k=1,2,3,...)

son simples y verifican las afirmaciones del teorema.
Q.E.D.

Observaciones.

1) Si f es medible con respecto a una o-dlgebra ¥ C M, las funciones
o del teorema percedente son también medibles con respecto a ¥. En
particular, si f es medible con respecto a la o -dlgebra de Borel, también
lo son las funciones de la sucesién (py) .

2) Multiplicando cada funcién ¢y, por la funcién caracteristica de la bola
B(0, k) resulta una nueva sucesioén de funciones simples (1) que verifica
todas las afirmaciones del teorema (4.9) y ademds, cada v, es nula fuera
del conjunto acotado B(0, k).

3) Revisando la tdltima parte de la demostracién precedente, se ve que la
sucesion g (t) converge a la funcién ¢ uniformemente sobre cada inter-
valo finito 0 <t < M, de donde se sigue que si la funcién no negativa
f es acotada, entonces @i converge a f uniformemente.

5. Partes positiva y negativa.

Si f es una funcién medible con respecto a ¥, también lo son las fun-
ciones no negativas

f+ = Sup(07 f) y f_ = sup(O, _f)

llamadas, respectivamente, la parte positiva y la parte negativa de f.
La primera toma en cada punto z el maximo entre los dos valores cero y
f(z); la segunda, el maximo entre los valores cero y —f(x).
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El hecho de que fT y f~ sean medibles con respecto a ¥ puede verse
como un caso particular de (4.7).

Analizando por separado cada una de las dos alternativas f(z) > 0,
f(z) < 0, se verifica facilmente que en cada punto z, f(z) = f™(z)— f~(z)
y [f (@) = f*(z)+ f~(2); es decir,

f=rr=f, Afl=f+f.

Entre todas las descomposiciones de f como diferencia de dos funciones
no negativas, la descomposicién que hemos analizado se distingue por la
siguiente propiedad de minimalidad:

(4.10) Si f1 y f2 son dos funciones no negativas, tales que f = fi1 — fa,
entonces [T < f1y [~ < /2.

En efecto, f < fi v f > —f2, de donde f =sup(0, f) < sup(0, f1) =
f1 y ademds f~ =sup(0,—f) <sup(0, f2) = fa.

Si f es medible, aplicando el teorema (4.9) a las funciones f* y f~,
concluimos que existen dos sucesiones crecientes (¢r) v (1) de funciones
simples no negativas que convergen puntualmente a f* y a f, respectiva-
mente. Luego, la sucesién de funciones simples (¢ — 1) converge puntual-
mente a f y ademds, [ — ¥r| < @p +i < fH+ 7 =|f].

6. Propiedades verdaderas en casi todo punto.

La o-élgebra M formada por todos los conjuntos medibles del espa-
cio IR™ posee la siguiente propiedad, cuyas consecuencias nos proponemos
analizar en esta seccién: si m(E) = 0, entonces todo subconjunto de F es
un miembro de M. Recordemos que para una funcién f, “medible” significa
medible con respecto a M.

Si todos los puntos x del espacio IR™ con la posible excepcién de un
conjunto de medida nula poseen una cierta propiedad P(x), entonces diremos
que P es verdadera en casi todo punto, o bien que P(z) es verdadera para
casi todo x.

Por ejemplo, si f y g son dos funciones definidas sobre el espacio IR™
y si el conjunto de todos los puntos z tales que f(x) # g(x) tiene medida



6. PROPIEDADES VERDADERAS EN CASI TODO PUNTO 127

nula, entonces decimos que f = g en casi todo punto, o bien que f(x) = g(x)
para casi todo x.

(4.11) Si la funcion h es igual a cero en casi todo punto, entonces h es
medible.

Por hipétesis, el conjunto Z = {z : h(z) # 0} es de medida nula. Si
a >0, el conjunto {h > a} es de medida nula por estar contenido en Z; si
a < 0, entonces {h > a} es el complemento del conjunto {h < a}, el cual
es medible por estar contenido en Z.

Q.E.D.

(4.12) Corolario. Si f es una funcién medible y g = f es casi todo punto,
entonces g es medible.

Para demostrarlo, pongamos Z = {z : g(z) # f(x)}, de modo que por
la hipétesis, Z es un conjunto de medida nula. La identidad

9= fxcz+9xz,

en la que el segundo término del miembro derecho es medible por ser igual
a cero en casi todo punto, muestra que g es medible por ser la suma de dos
funciones medibles.

De acuerdo con la definicién dada al comienzo, diremos que una sucesion
de funciones (f;) converge en casi todo punto a la funcién f, si la

relacion

flx) = lim fi(z)

k—o0
se verifica en todos los puntos z del espacio IR"™, con la posible excepcién
de un conjunto de medida nula.

(4.13) Sila sucesion de funciones medibles (fy) converge en casi todo punto
a la funcion f, entonces f es medible.

En efecto, la funcién g(z) = likrgioréf fr(z) es medible, en virtud de (4.9).
Ademéds f =g en casi todo punto.

En la teoria de Lebesgue es conveniente identificar dos funciones f y g
cuyos valores coincidan en casi todo punto. Para comprender esta identifi-
cacion, notemos que la relacién “ f = g en casi todo punto” es una relacién de
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equivalencia (reflexiva, simétrica y transitiva). Ademds si f; es equivalente
a fo y g1 es equivalente a go, entonces f; + g1 es equivalente a fo + go ¥
f191 es equivalente a fags .

Si f = g en casi todo punto, decimos que f es esencialmente igual a

7. Convergencia en medida.

Denotaremos por E un subconjunto medible del espacio IR™. Si f es
una funcién definida sobre este espacio y § un nimero positivo, escribiremos
E(|f| > J) para denotar el conjunto de todos los puntos = de E, tales que
|f(z)] = 6.

M4s generalmente, si para cada punto x del espacio IR"™, tenemos una
proposicién, enunciado o afirmacién P(z) que puede ser tildada de verdadera
o falsa, escribiremos E(P) para denotar el conjunto EN{z: P(x)}.

Vamos a decir que la sucesién de funciones medibles (f;) converge en
medida a la funcién medible f sobre el conjunto FE, si para cada nimero
positivo 4, la medida del conjunto E(|fx — f| > ) tiende a cero cuando k
tiende a infinito.

Para afirmar que (f;) converge en medida a f sobre E, escribiremos
= f

Una misma sucesion (f) no puede converger en medida a dos funciones
f v g esencialmente diferentes dentro de E; pues si fir — f v fr — ¢,

tomando medidas en la inclusién

E(f—gl=6) CE(fx — fI<6/2) UE(fk — gl = 6/2)

y haciendo k — oo, resulta mE(|f — g| > 0) = 0 para cada 6 > 0. Puesto
que

E(f#9)=J E(f — gl = 1/k),
k=1
se sigue que mE(f # g) =0; es decir, f = g en casi todo punto de E.

(4.14) Sila medida de E es finita y si la sucesion de funciones medibles (fx)
converge a la funcion f en casi todo punto de E, entonces fr — f.
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Si Z es el conjunto de los puntos de E donde f; no converge a f,
entonces por hipdtesis, mZ = 0. Luego, dado § > 0, los conjuntos

B; =

s

E(|fk_f|26) (j:172a3,"')
k=j

forman una sucesiéon decreciente de conjuntos de medida finita cuya inter-
seccién es de medida nula por estar contenida en Z . Por lo tanto, la medida
de B; tiende a cero cuando j tiende a infinito, y como para todo k > j,
E(|fx — f| > 6) C By, se sigue que

lim mE(|fy — f| > d) =0,
k—o0

lo cual significa que f5 — f.
Q.E.D.

Por otro lado, es relativamente facil dar ejemplo de una sucesién de
funciones que converge en medida sobre un intervalo finito de la recta pero
que, sin embargo, no converge ni siquiera en un solo punto de dicho intervalo.
A tal efecto, dividamos el intervalo [0,1] primero en dos, luego en cuatro,
después en ocho, y asi siguiendo, intervalos de igual longitud y consideremos
la sucesion de intervalos diadicos:

0,1/2), [1/2,1], [0,1/4), [1/4,1/2), [1/2,3/4),
3/4,1], [0,1/8), [1/8,1/4), ...

Denotando por fi la funcién caracteristica del k-ésimo intervalo de esta
sucesion, una sencilla inspeccién a los graficos de estas funciones muestra que
fr = 0 sobre [0,1]. Sin embargo fi(z) no converge en ningiin punto z de
dicho intervalo.

Por consiguiente, si m(E) < oo, la nocién de convergencia en medida
sobre E es mds amplia (menos restrictiva) que la nocién de convergencia en
casi todo punto de E.

Diremos que una sucesién de funciones medibles (fx) es fundamental
en medida sobre el conjunto F, si para cada § > 0, la medida del conjunto

E(|fx = f;1 = 6)
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tiende a cero cuando k y j tienden a infinito; es decir, si para cada 6 > 0 y
cada € > 0, existe un nuimero natural N, tal que

mE(|fx — f;| > 0) <e,
a condicion de elegir ambos nimeros k£ y j no menores que N .

(4.15) Teorema. Sila sucesion de funciones (fi) es fundamental en medida
sobre E, entonces existe una subsucesidn (fi,) de la sucesidn dada
que converge a una funcion finita [ en casi todo punto de E . Ademds,
fr = f sobre E.

DEMOSTRACION. Por hipétesis, para cada entero positivo ¢, existe un
entero positivo k;, tal que

mE(|fx = f;] 2 1/2") <1/2,

a condicién de elegir ambos indices k& y j no menores que k;. Sin restriccién
de generalidad, podemos suponer que k; < ke < k3 < .... Por consiguiente,

poniendo
E; = E(|f’ﬂ+1 - sz| > 1/21)’

tendremos mE; < 1/2¢.
El conjunto Z C FE, definido por

o0
Z = Ei =limsup E; (Cap. I, sec. 2)
J=li>j

es un conjunto de medida nula, pues para cada j, Z C U¢>j E;, de donde

mZ < imEi < i% = 2].171.
i=j i=j

Si x € E — Z, entonces existe un j, tal que para todo i > j, x ¢ F;;
es decir,
|fki+1(x)7fki(m)| < 1/21 (7'2.7)

Luego, la serie funcional

(1) Jia (@) + s (@) = fra (@)} + s (%) = fro (@)} £
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es absolutamente convergente (y por consiguiente convergente) fuera de Z.

Llamando f(z) a la suma de la serie (1) si « ¢ Z y poniendo f(z) =0
en puntos de Z, es claro que f es una funcién finita. Ademads, puesto que la
suma de una serie es el limite de sus sumas parciales, para cada * € £ — 7,

tenemos

f(2) = lim fi, (),

—00
lo cual pueba que la subsucesién (fg,) converge a f en casi todo punto de
E cuando i tiende a infinito.

Probemos ahora que fi, — f cuando i — oo. En efecto, dado &§ > 0,
comencemos por tomar j suficientemente grande como para que se cumpla
1/2971 < §. Puesto que fuera de Z,

f: fk]‘ +(fkj+1 7fk‘j)+(fkj+2 7fkj+1) +..

deducimos que

B(fi, ~fl1286) czu||JE ],

i2]

de donde

(2) mE(|fx, — f] 2 6) <Y mE; <1/27!

i>j

para todo j suficientemente grande, lo cual muestra que fi, — f.

Finalmente, probemos que f; — f cuando k — oo. De la inclusién

E(|fs = f12 6) C E(lfk — fr;| 2 6/2) U E(|fx, — f1 = 6/2),

deducimos
mE(|fr — f| > 0) S mE(|fx — fr,| > 6/2) + mE(|fr, — f| > /2).

Ahora bien; puesto que (f) es fundamental en medida, dado ¢ > 0,
existe un ntiimero natural N, tal que

mE(|fx — fr;| = 0/2) <e (k= N,j=N).

Por otra parte, en virtud de (2) existe un nimero natural M, tal que si
J > M, entonces
mE(|fr, — f| > 9/2) <e.
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Por consiguiente, eligiendo un j mayor que los nimeros N y M , tendremos
mE(|fr — f| 2 6) < 2,

a condicién de elegir k> N . Hemos probado que fi — f.
Q.E.D.

8. Funcidn singular de Cantor

El conjunto de Cantor P (Cap. II, sec. 11) se define por medio de la

férmula
P=)Fa,
n=1

donde Fj, es la unién de 2™ intervalos cerrados disjuntos. El complemento
de F, relativo al intervalo [0, 1] es la unién de 2" —1 intervalos abiertos, que
numerados de izquierda a derecha podemos expresar en la forma J,; (i =
1,2,...,2" — 1). Entre los intervalos de dos etapas sucesivas existe la relacién
Jni = Jnt1,.2i-

Asi |, por ejemplo,

Ji1=(1/3,2/3), Ja1 = (1/9,2/9),
Ja2 = (1/3,2/3), Joz = (7/9,8/9).

Para cada n, definamos ahora una funcién continua ¢, (x) en el intervalo
0 <z <1, poniendo ¢,(0) =0, ¢,(1) =1, @,(x) =i/2" si x € J,;, com-
pletando la gréafica de ¢, mediante segmentos rectilineos de que modo que
resulte una gréfica poligonal continua. En el diagrama siguiente se muestran
las gréaficas de 1 y 2.
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] 23 78 89 q

Nétese que ¢,41 coincide con ¢, en cada unos de los J,; y ademas
|ont1 — ©n| < 1/2"T1 en cualquier punto del intervalo. Luego, la serie de
funciones continuas

o1+ (p2 — 1) + (3 — p2) + ...y

cuyas sumas parciales son las funciones ¢, , converge uniformemente a una
funcién continua ¢ que se conoce con el nombre de funcién singular de
Cantor. Es claro que ¢ es mondtona creciente y su restricciéon a cualquiera
de los intervalos J,, ; es constante.

La unién de dichos intervalos es un conjunto abierto G que representa el
complemento de P relativo a [0,1]. En los ejercicios al final del capitulo se
usa la funcién de Cantor para exhibir algunos ejemplos interesantes. A veces
es conveniente extender la funcién ¢ a toda la recta, poniendo ¢(z) =0 si
x<0, plr)=1s z>1.
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EJERCICIOS

. Probar que si f(z) es una funcién medible y h un vector de IR", la

“funcién transladada” f(xz + h) es también medible.
Demuestre que una funciéon f continua en casi todo punto es medible.

Sea (fx) una sucesién de funciones medibles que converge a una funcién
finita f en casi todo punto de un conjunto F de medida finita. De-
muestre que para cada § > 0 existe un conjunto Fs5 C E de medida
menor que §, tal que fi converge a f uniformemente sobre F—Ej (teo-
rema de Egorov). Pista: considérese para cada i la sucesién decreciente
de conjuntos
Erin: UE(lfk_flzl/Z) (m=1,2,3,...)
E>m

y elijase un indice m; tal que la medida de Efn sea menor que §/2°.
Llamese Ej a la unién de estos conjuntos.

Exhibir una funcién no medible f, tal que |f| es medible.

Probar que toda funciéon medible f coincide en casi todo punto con
una funcién boreliana. Sugerencia: suponer primero que f es la funcién
caracteristica de un conjunto medible; luego que f esuna funcién simple;
suponiendo f > 0 aplicar el teorema (4.9) y usar el limite superior.

Sea E un subconjunto medible de IR"™ y sea f una funcién medible
no negativa sobre IR™. Probar que el conjunto

Op(f)={(z,t)}: z€E, te IR, 0<t< f(x)}

es medible en IR™™'. Sugerencia: suponer primero que f es simple;
usar luego el teorema (4.9).

Mostrar que si (fx) es una sucesién creciente de funciones medibles no
negativas que tiende puntualmente a f, entonces los conjuntos Og( fx)
forman una sucesién creciente cuya unién es Og/(f).

Nota: algunos autores definen la integral de f sobre E como la medida
(n + 1)-dimensional de Og(f).

Siendo E un subconjunto de medida finita de IR™, para cada funcién
medible f y cada ndmero real ¢, pongamos

Ar(t) =m({z: z € E, f(x)>t})
=m E(f >1t).
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Probar que (i) A; es decreciente y continua por la derecha; (ii) si fr —
f, entonces Ay, (t) — Af(t) en cada punto ¢t donde As sea continua.
Sugerencia: de la inclusién

E(fy >t) CE(f>t—e)UE(fx — f] >¢)

se deduce limsupAy (t) < Af(t—) y andlogamente se prueba que

k—o0

(Ejemplo de conjunto medible no boreliano). Considérese la

funcién ¢ definida por la férmula ¢ (z) = x + ¢(z), donde ¢ es la

funcién singular de Cantor definida en la ultima seccién.

Mostrar que:

(i) 1 es estrictamente creciente y continua; su inversa ¢! tiene las
mismas propiedades.

(ii) para cada conjunto boreliano B C R, ¢(B) y ¥~ !(B) son bore-
lianos.

(iii) 4([0,1]) = [0,2]

(iv) poniendo G = [0,1]—P (complemento del conjunto ternario relativo
a [0,1]) se tiene m(y(G)) = m(G) = 1.

(v) m((P)) =1.

(vi) existe un conjunto no medible V' C ¢(P).

(vii) ¥~1(V) es medible Lebesgue pero no es medible Borel.

Dar ejemplo de una funcién medible f y una funcién boreliana g (ambas
de IR en sf mismo), tales que f o g no sea medible.

Dar ejemplo de una funcién medible f: IR — IR y un conjunto medible
Lebesgue E C IR, tales que f~1(E) no sea medible.

Si fo = f v gx — g, entonces fi + g — f + ¢; si ademés todas
las funciones son finitas y m(FE) < oo, entonces frgr — fg dentro del

conjunto FE.

Probar que si f, — f, entonces existe una subsucesion (fg,) que
converge a f en casi todo punto.

Probar que una funcién medible f: IR — IR que satisfaga la ecuacion
funcional f(x +y) = f(x) + f(y) es de la forma f(x) = cx (¢ una
constante). Sugerencia: Probar que f es continua en el origen.



CAPITULO V

INTEGRAL DE LEBESGUE

1. Integral de funciones no negativas.

En este capitulo las palabras “conjunto” y “funcién” se usan como
sinénimos de “conjunto medible” y “funcién medible”, respectivamente.

Si E es un subconjunto del espacio euclidiano IR™ y f: IR™ — IR
una funcién no negativa sobre E , para cada descomposicién del conjunto E
como unién finita de conjuntos disjuntos E1, Es, ..., Ey, calculemos la suma

N
(1) > vim(E),

i=1
donde wv; es el infimo de los valores que toma la funcién f sobre el conjunto
E;.

El supremo de tales sumas se llama la integral de f sobre E y se
denota por cualquiera de los simbolos

/Ef, /Efdx, /Ef(x)dx
/.../Ef(xh...,xn)dml...dxn.

/E /= /E f(x)dxsupéwmm

o bien por

De manera que

136
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donde el supremo se toma sobre todas las posibles descomposiciones de
E como unién finita de conjuntos (medibles) disjuntos y v; = inf f(F;).

Es conveniente aclarar que si en algin término de la suma (1) uno de
los factores fuera cero y el otro +o00, debe usarse la convencién 0 - (+00) =
(+00) - 0 =0 que hemos introducido en la seccién 1 del primer capitulo.

De la definicién se deduce que si la funciéon f toma el valor constante
¢ > 0 sobre el conjunto F, entonces

téf=cm@%

pues en tal caso, para cualquier descomposicion de FE, cada uno de los
numeros v; es igual a ¢ y por consiguiente, cada una de las sumas (1) toma
el valor em(Eq) + cm(FE2) + ...+ cm(ENn) = em(E).

(5.1) Si A y B son dos conjuntos disjuntos cuya union es E, entonces
para cualquier funcion f no negativa sobre E |

Lr=[1+]r

DEMOSTRACION.  Para cada descomposicién de E como unién finita de
conjuntos disjuntos Fi,...,FEn, pongamos A; = E; NA, B, = E; N B
(i=1,2,...,N). Si v; =inf f(E;), tendremos

N N N N
> wim(Ey) = wvilm(Ay) + m(By)] = > vim(4) + Y vim(B;)
i=1 i= i=1 =1

SZ}+Lﬁ

pues los conjuntos A; forman una descomposicién del conjunto A y v; <
inf f(A;), y andlogamente para el conjunto B. Luego,

(2) Lr<[s+]r

Supongamos ahora que los conjuntos Ay, As, ..., Ay forman una
descomposicién de A, mientras que los conjuntos Bi, Bs,..., By forman
una descomposicién de B. Si v; = inf f(4;) y w; = inf f(B;), entonces

N M
> vl + > wm(B) < [ .
i=1 j=1 E
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pues los conjuntos Ay,...,Ayx, Bi,..., By forman una descomposiciéon de
E.

Tomando el supremo en el miembro izquierdo y teniendo en cuenta que
para cualquier par U y V de subconjuntos de R, sup(U + V) =supU +
sup V', obtenemos la desigualdad

/Af+/Bf§/Eﬁ

que juntamente con (2) nos da la igualdad del enunciado.
Q.ED.

Es interesante destacar que la demostracion precedente no usa el hecho
de que f sea medible.

Otra consecuencia inmediata de la definicién de integral es que si 0 <
f < g enpuntos de F, entonces fE f< fE g, pues para cada descomposicién
de E en conjuntos disjuntos E; se cumple inf f(E;) < inf g(E;).

Nétese también que si f es no negativa sobre £ y A es un subconjunto
de E, entonces [, f < [, f, pues en virtud de (5.1),

Jor =L )

Si m(E) = 0, cualquier funcién no negativa tiene integral nula sobre el
conjunto E, pues en tal caso, todas las sumas (1) son nulas.

De la ultima observacién se deduce que si las funciones no negativas
f v g coinciden en casi todo punto de FE, entonces fEf = ng, pues
llamando A al conjunto formado por todos los puntos de E donde el valor
de f mno coincide con el valor de g, tendremos m(A) = 0 y por consiguiente,
Jef=Jlo af=Jpa9=Jz9.

Por dltimo senalemos que para cualquier funcién no negativa f y cual-
quier conjunto E se cumple

3) L= ixe
E R™
como se ve enseguida aplicando (5.1) a la funcién fX g, con la descom-
posicion IR" = EUCE.
Cuando una integral se extiende a todo el espacio (es decir, cuando
E = IR™) convendremos en omitir el conjunto que acompana al simbolo de
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la integral. Asi, por ejemplo, la igualdad (3) se escribe

| =[x

En el caso de una funcién f : IR — IR, la integral de f sobre el
intervalo (a,b) se escribe

/abf(x) dr o bien /abf.

2. Integral de funciones simples.

Veamos cémo se calcula la integral de una funcién simple no negativa
sobre el conjunto FE.

(5.2) Sean Bi,...,Bn conjuntos disjuntos cuya unidn es E, y sean

B1,- .., BN numeros no negativos. Si la funcion f toma el valor cons-
tante 3; sobre el conjunto B;, entonces

/Ef = fim(B1) + ... + Bym(Bn).

En efecto, en virtud de (5.1),

/Ef: Blf—i—...—i— BNf.

Ademas, puesto que f toma el valor constante 3; sobre el conjunto B;, la in-
tegral de f sobre este conjunto es [3;m(B;), lo cual demuestra la proposicién.

(5.3) Si @ y 1 son dos funciones simples no negativas sobre E y ¢ es un
numero no negativo, entonces

/E(<p+1/))=/E<p+/E¢ y /EC¢=6/E¢-

Sean aj,...,ayps los distintos valores que toma la funcién ¢ sobre el
conjunto E y sean f1,...,0n los distintos valores que toma 1 sobre el
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mismo conjunto E. Los conjuntos 4; = {x € E : p(z) = a;} forman una
descomposicién de E, al igual que los conjuntos B; = {x € E : ¢(x) = S5;}.
Luego, los conjuntos 4, NB; (1 <i< M, 1< j<N) forman una nueva
descomposicién de E'.

Puesto que ¢ + 9 = a; + 3; sobre A; N Bj, en virtud de (5.2),

M N

/ (p+9) =3 (ai + B;)m(4; N By)
12 i=1j=1
M N N M
= ZQIZm(AZ ﬂBj) +Z/8jzm(Ai mBj)
i=1 j=1 j=1 i=1
M N

Puesto que cp toma el valor constante cq; sobre el conjunto A; ,
M
/ cp = Z(cai)m(Ai) = c/ ®.
E P E

(5.4) Si f es una funcién no negativa, entonces

/ f= sup / ©,
E 0<e<fJE

donde el supremo se toma sobre todas las funciones simples ¢, tales
que 0 < < f.

Para demostrarlo, consideremos una descomposicién de E en conjuntos
disjuntos Ei,...,Ex y sea v; = inf f(F;). Si todos los v; son finitos,

N
Z vim(E;)

es la integral de la funcién simple

N
p= Z%’XE,“
i=1

entonces la suma
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la cual verifica 0 < ¢ < f.

En general, definamos para cada i = 1,2,..., N la sucesiéon de nimeros
v, = min(k, v;) (k=1,2,...),
Yy pongamos
N
Pr = Z Vik X B, -
i=1

Esclaroque 0 < o < f, 0 < w1 <o <3 < ... yademas, limg_ o0 Vi =
v; , de donde

N N
m(E: li ) E.
;vzm( i) kingo;vmm( i)

lim [ ¢ =sup / Pk
k—oco E k E
< sup /cp.

0<p<fJE

Luego, / f < sup / ¢ y como la desigualdad opuesta es inmediata, la
E 0<ep<fJE

proposicién queda demostrada.

(5.5) Sea f1 < fo < f3 < ... una sucesion creciente de funciones no nega-
tivas. Si ¢ es una funcion simple no negativa que verifica

e < lim fi,
k—o0

entonces para cualquier conjunto E,

/WS hm/fk-
E k—o0 E

DEMOSTRACION. Consideremos ordenados en forma creciente 0 < a; <
ag < ... < ay los distintos valores que toma ¢ sobre el conjunto E y sea
Ai={z € E:p()=0a;}.

Sin restringir generalidad podemos suponer que «; > 0, pues si la
proposicién estuviera probada con esta restriccion y fuera «; = 0, entonces
la restriccién se cumple sobre E — A; y por consiguiente,

[e=[ e<im [ s<m [
E E—A k—o0 E—A k—o0 E
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Suponiendo pues que «; > 0, sea € un ntmero que verifica 0 < € < ay,
de manera que ¢ —e es una funcién simple que toma el valor positivo a; —¢

sobre el conjunto A;. Poniendo
Ep={z € E: fr(x) > p(x) — e},

en virtud de la hipétesis, tendremos:
oo
FEiCE,CEsC..., E:UEk.
k=1

Luego, m(E)) — m(F) cuando k — oo, en virtud de (3.27).
Para la demostracion distinguiremos dos casos:

1°) m(E) < co. En este caso m(E — Ej) — 0 cuando k — oo y ademds,

Lz sz e-a=[e-a-] -9

=/Ew—em<E>—/EEk(so—s)z/Esa—emw)—aMm(E—Ek)-

Haciendo k — oo, obtenemos

Jim /E fi> /E ¢ —em(E)

v la desigualdad del enunciado resulta haciendo que € tienda a cero.

2°) m(E) =o00. En este caso, m(E}) — oo y ademds

/Efk:>/Ekfk>/Ek(<,0—€)>(a1—5)m(Ek).

Luego, lim fi = oo y la desigualdad del enunciado se verifica tri-
k—oo /g

vialmente.
Q.E.D.
3. Paso al limite bajo el signo integral.

El siguiente teorema debe considerarse el resultado fundamental de la

teoria de la integral.
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(5.6) (teorema de Beppo Levi). Sea f1 < fo < f3 < ... una sucesidn
creciente de funciones no negativas. Si [ es el limite puntual de la
sucesion (fx), entonces

/Ef:khjgo/Efk'

DEMOSTRACION. Ante todo, observemos que la existencia del limite puntual

f(x) = lim fi(x)

k—o0

estd garantizada por ser creciente la sucesién de funciones (f) .

Para cualquier funcién simple ¢ que verifique 0 < ¢ < f, tendremos

e < lim f;
k—o0

/sDS lim / fio

E k—o0 E

/f: sup /gog lim/fk.
E 0<p<fJE k—oo JE

Por otro lado, puesto que 0 < f < f, deducimos que
tw [ fo< [ 1,
k—oo /g E

lo cual, junto con la relacién anterior nos da la igualdad del teorema.
Q.E.D.

y en virtud de (5.5),

Luego,

Veamos los méas importantes corolarios del teorema de Beppo-Levi:

(5.7) Si f y g son funciones no negativas y ¢ un nimero real no negativo,

entonces
/E(erg):/Eer/Em /ch=c/Ef-

DEMOSTRACION. En virtud de (4.9), existen dos sucesiones crecientes (o)

y (¢r) de funciones simples no negativas que convergen puntualmente a f
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y a g, respectivamente. Luego, la sucesién de funciones simples (¢x + )
converge puntualmente y en forma creciente hacia f 4 g; y por el teorema

(5.6) y la proposicién (5.3),

/E(f+g)Zkli_)H;O/E(m-i-lﬂk)Zkli_)ngo{/E%-i-/E?/Jk}Z/Ef—s—/Eg

Anélogamente
/cf:lim cgpk—hmc/cpk:c/f
E k—o0 E

(5.8) Si (fr) es una sucesidn de funciones no negativas, se tiene

L&) Sl

DEMOSTRACION. Poniendo

N 0o
SNZE fk7 8:5 fk:]\/lgn SN,
0o
k=1 k=1

es claro que 0 < s1 < 89 <83 < ...y en virtud de (5.6) y (5.7),
foo= i, w—&z/n—z/n

(5.9) (Lema de Fatou). Si (fx) esuna sucesion de funciones no negativas,

/(liminffk) < hminf/ fE-
E k—o0 E

k—o0

DEMOSTRACION. Poniendo

g(z) = liminf fi(z),  gr(x) = inf f;(w),

jzk
es claro que 0 < g1 < g2 < g3 < ... y ademas,

g(x) = sup gr(z) = lim gp(x).
k k— oo
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Puesto que gi < f, tendremos

/g: lim gk:hminf/ gk
E k—oo J B k—oo JE

que es precisamente lo que habia que demostrar.
En particular, si la sucesién de funciones no negativas (fi) converge pun-

tualmente al limite f dentro del conjunto E , entonces f <liminf [ fx.
E k—o0 E

4. Integral de funciones con valores de distinto signo.

En la seccién 5 del capitulo anterior hemos visto que toda funcién f se
puede expresar como diferencia de dos funciones no negativas en la forma
f=ft— f. Diremos que f es integrable sobre E si las integrales

/Ef+ e /Ef‘

son ambas finitas y en tal caso definimos la integral de f sobre E como el

Jor=fr =g

Igual que antes, cuando £ = IR™ se conviene en omitir el conjunto que

numero real

acompana al simbolo integral; de modo que

J 1=t

siempre que f sea integrable sobre IR™.

En el caso de una funcién no negativa se tiene fT = f, f~ =0 y el
hecho de que f sea integrable sobre E equivale a decir que la integral de f
sobre E es finita.

(5.10) La funcidn f es integrable sobre E siy sélo si |f| es integrable sobre

L=< [

E; y en tal caso,
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DEMOSTRACION. Puesto que |f| = fT + f~, el teorema (5.7) nos da la

/Elfl=/Ef++[Ef‘.

Luego, |f| es integrable sobre E si f es integrable sobre E. Reciprocamen-

relacion

te, si | f| es integrable sobre F, puesto que f* < |f| y f~ < |f], concluimos
que f es integrable sobre E y ademas,

Lil < fore [r= [

(5.11) Si f1 y fa son dos funciones no negativas e integrables sobre E , tales

que f = f1 — fa, entonces f es integrable sobre E y ademds,

[r=[n-[n

DEMOSTRACION. En virtud de (4.10),

ff<h v <k

de donde se sigue que f es integrable sobre E. Puesto que f= fT — f~ =
fi — fo, tenemos ft+ fo = f~ + fi, de donde

Jo e = e )

y la proposicién se obtiene por un simple pasaje de términos (todos finitos).

(5.12) Si f y g son integrables sobre E y ¢ es un nimero real, entonces
f+g vy cf son integrables sobre E y ademds,

Jro=[r+[a  [ea=c[1

DEMOSTRACION. Como f+g = (fT+g")—(f~+g) esla diferencia de dos
funciones no negativas integrables sobre FE, en virtud de (5.11) concluimos
que f + g es integrable sobre E y ademas,

[uro=[utvar- [ +a)
=/Ef++[Eg+—/Ef——/Eg-
Zéf+ég
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Si ¢ >0, ¢f = cft —cf™ es la diferencia entre dos funciones no
negativas e integrables sobre E y ademas,

Jer=ferr=[er=c[r—c[r=c[r

Si c <0, cf = (—c)f" — (—¢)f" y aplicando nuevamente (5.11) se
deduce que cf es integrable sobre E y ademas,

Jer=[ar=[ar=caf o r=c[r

Llamando L(E) al conjunto de todas las funciones integrables sobre E,
la proposicién (5.12) afirma que L(FE) es un espacio vectorial sobre IR y
que la aplicacién de L(F) en IR definida por

fH[Ef

es una aplicacién lineal.

5. Convergencia mayorada.

El hecho de que una sucesién de funciones (fj) integrables sobre FE
converja a una funcién limite f en cada punto de F no basta para asegurar
la validez de la relacién

1) | = [ 5,

ni aun suponiendo que f sea también integrable sobre E. Considérese, por
ejemplo, la sucesién de funciones fr = kX (g,1/x) sobre el intervalo lineal
(0,1).

Es claro que fi converge puntualmente a cero y sin embargo,
1
/ fe(z)de =1 (k=1,2,3,...).
0

(Bajo qué condiciones es vilida la igualdad (1) ?. Un paso decisivo hacia
la respuesta es el siguiente teorema:
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(5.13) (teorema de Fatou-Lebesgue). Sea ® una funcidn integrable sobre
E. Siuna sucesion de funciones (fi) verifica

fl<e  (k=1,23..)
en puntos de E , entonces las funciones

g =liminf f, y h=Ilimsup fj
k—o0

k— o0

son integrables sobre E y ademds,
/g<hm1nf/ fk<1imsup/ fkg/ h
k—o0 k—oo JE E

DEMOSTRACION. Sin pérdida de generalidad podemos suponer que todas
las funciones del enunciado son nulas fuera de E (para lograrlo bastaria
multiplicar a cada una de ellas por la funcién caracteristica de E, lo cual no
altera la validez de las hipdtesis).

Puesto que —® < fi, < @, tendremos —P® < g < h < ® y en consecuen-
cia

gl<® y  [R[<9,

lo cual muestra que g y h son integrables sobre E. Ademads, las funciones
fi +® y ® — fi son no negativas y verifican

liminf(fy + ®) = liminf f, + ® =g+ D,
k—o0 k—o0

liminf(® — fx) = ® — limsup fr, = & — h.
k—o0 k—s00

En virtud de la linealidad de la integral (proposicién 5.12) y del lema

(59).
/Eg+/Eq):/E(g+q)) Slk%{gf/E(fk+®)

:liminf/ fk+/ o

k—o0 E E

/g<hm1nf/ fx
k—o0

de donde por cancelacién,
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Analogamente,

[o = [@ < [a
= fLo—tmaw [

limsup/ ka/ h
k—o0 E E

lo cual completa la demostracién del teorema.

y por consiguiente,

La funcién & del teorema precedente se llama una mayorante inte-
grable de la sucesién (f), de donde deriva el nombre del siguiente corolario,
que se conoce como teorema de la convergencia mayorada.

(5.14) Corolario. Sea (fr) una sucesion de funciones que converge a una
funcion f en cada punto de E. Si existe una funcion ® integrable
sobre E, tal que

|frl <@ (k=1,2,3,...)

en puntos de E , entonces [ es integrable sobre E y ademds,

[t [

DEMOSTRACION. En efecto, con las mismas notaciones del teorema anterior
se tiene en este caso g = h = f y las relaciones de aquel teorema nos dan la
conclusion del enunciado. Q.E.D.

6. La integral y los conjuntos de medida nula.

Comencemos recordando que si f y g son funciones no negativas que
coinciden en casi todo punto de E, entonces

Jit= e

En otras palabras, la integral no distingue entre dos funciones que coinciden
en casi todo punto o lo que es lo mismo, los conjuntos de medida nula
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equivalen al conjunto vacio desde el punto de vista de la integral.
En particular, sobre un conjunto de medida nula cualquier funcién resulta
integrable y su integral sobre dicho conjunto vale cero, pues si m(E) = 0,
entonces cualquier funcién f verifica f(z) =0 en casi todo punto de E, y
la integral de la funcién nula es cero.

Para lo que sigue recordemos que el simbolo E(g > \) representa el con-
junto de todos los puntos x de E, tales que g(x) > A. En esta seccién usa-
remos la desigualdad de Chebyshev, la cual establece que para cualquier
nimero positivo A, cualquier funcién f y cualquier conjunto E, se cumple

(515) mE(f1> 3 <5 [ 11l

Es decir, la medida del conjunto de los puntos de E donde se verifica
|f| > A es menor o igual que el reciproco de \ por la integral de |f|
sobre el conjunto E.

Su demostracién es muy facil:
L= iz aemE(s > .
E E(|fI>X)

(5.16) Si la funcion no negativa f tiene integral nula sobre el conjunto E,
entonces [ es nula en casi todo punto de E .

DEMOSTRACION. Llamando Z al conjunto de puntos de E donde f no es
nula, es claro que Z es la unién de los conjuntos

Zy=E(f >1/k) (k=1,2,3,...).
Por la desigualdad de Chebyshev,
E
Luego, mZ = 0, lo cual prueba que f es nula en casi todo punto de E.

(5.17) Si f es integrable sobre E, entonces f es finita en casi todo punto
de E.
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DEMOSTRACION. Poniendo Z = E(|f| = +o0), Zr = E(|f| > k) (k =
1,2,3,...), es claro que para todo k, Z C Z;, y en virtud de (5.15),

1
kJEe

Haciendo k£ — oo, resulta mZ = 0, que es precisamente lo que queria-
mos demostrar.

7. Integral de funciones con valores complejos.

Si f: IR™ — C es una funcién con valores complejos definida sobre
IR™, pondremos

fi(z) = Re f(x), fa(z) = Im f(x),

de modo que f; y fo (parte real y parte imaginaria de f) son funciones con
valores reales y ademaés, f = f1 +ifs.

Diremos que f es medible si lo son f; y fo. Todas las funciones que

se consideren en lo sucesivo son funciones medibles.

Se dird que f es integrable sobre E siloson f; y f2, y en tal caso
definimos la integral de f sobre E por medio de la férmula

[Ef:/Ef1+z‘/Ef2.

Dejaremos a cargo del lector la demostracién de la siguiente proposicién
(linealidad de la integral):

(5.18) Si f y g son integrables sobre E y ¢ es un nimero complejo, entonces
f+g vy cf son integrables sobre E y ademds,

Jora=[r+fa [ea=c[r

La siguiente propiedad se conoce con el nombre de integrabilidad ab-
soluta.



152 V - INTEGRAL DE LEBESGUE

(5.19) La funcion f con valores complejos es integrable sobre E si y sélo si

’/Ef‘S/EIfI-

DEMOSTRACION. Ya hemos visto que el enunciado (5.19) es valido para
funciones con valores reales (proposicién (5.10)).

loes |f|; y en tal caso,

En primer lugar observemos que la funcién | f| = (f2+f3)"/? es medible.
Puesto que para k = 1,2 se tiene |fx| < |f| < |fi| + |f2], se sigue que
f es integrable sobre E siy sélo siloes |f].

Suponiendo que f sea integrable sobre E, pongamos

/ f=re? (forma polar de un ntmero complejo).
E

La funcién g = e *?f cuyas partes real e imaginaria llamaremos ¢; y

/92/914-1'/92:6_“9/]“:7“20.
E E E E

Luego, la integral de g, sobre E es nula y en virtud de (5.10),

[tl=r=[o<[imi<[1o=[ 15

El corolario (5.14) vale con idéntico enunciado para funciones con valores

go , verifica

complejos, pues si
f(z) = lim fr(x)
k—o0

en cada punto de E' y ® es una funcién integrable sobre F, tal que
|fk‘§(P (k:172737"')7

entonces |f| = klim |fx| < @, de donde se sigue que f es integrable sobre
—00

E. Ademass,
/Efk[Ef‘ /E<fkf>’s/E|fkf-
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Ahora bien; fi — f tiende a cero en cada punto de E y por otro lado,
|fe — I <|fel+1|f] <2® en cada punto de E. Puesto que 2® es integrable
sobre E, se sigue que

/|fkff\%0 cuando k—0
E

y nuestra afirmacién queda demostrada.

De los teoremas de paso al limite bajo el signo integral: (5.6), (5.8),
(5.9), (5.13) y (5.14), el ultimo es el tnico que tiene sentido y se mantiene
véalido para funciones con valores complejos. Agreguemos que todos estos
teoremas se mantienen validos si sus respectivas hipdtesis se verifican en casi
todo punto de F.

8. Invariancia bajo translaciones.
El teorema (3.37) trae como consecuencia la siguiente propiedad de la
integral:
(5.20) Si f es una funcién no negativa, entonces para cualquier vector h de
IR™ se verifica
(a) /f(x + h)dx = /f(x) dz, donde las integrales se extienden a todo

el espacio IR™. Ademds, para cada conjunto E, se tiene

(b) /Ef(erh)dx: f(z)dx.

E+h

DEMOSTRACION. Comencemos demostrando (a). Si f = X g es la funcién
caracteristica de un conjunto F, entonces f(z+h) = X g(z+h) = X g_p(x)
y en virtud de (3.37),

/f(x h)de = m(E — h) = m(E) = /f(a:) da.

Luego, (a) es verdadera si f es la funcién caracteristica de un conjunto.

Si f es una funcién simple no negativa, entonces

N
fl@)=> aifi(x),  dondea;>0,f;= Xg,
1=1
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Luego, por la linealidad de la integral,

/f(ac—i—h)dx:éai/fi(x)(x+h)dx:ﬁ;ai/fidx:/f(x)dm

lo cual prueba que (a) es correcta si f es una funcién simple no negativa.

Finalmente, si f es una funcién no negativa, en virtud de (4.9) existe
una sucesién creciente de funciones simples no negativas (f;) que converge
puntualmente a f, de modo que f(x + h) = klim fx(z + h) en cada punto

— 00

x, y en virtud del teorema de Beppo Levi (5.6) y el caso antes considerado,

/f(m+h)dw:klirr;o/fk(x—f—h)dx:klig&/fk(x)dm:/f(x)dx

y la férmula (a) queda asi demostrada.

La férmula (b) es una consecuencia casi inmediata de (a). En efecto,
/ flz+h)dx = /XE(:r)f(:c +h)dx = /XE+h(x +h)f(z+ h)dx
E
- [Xea@f@d= [ f@)d

E+h
El método usado en la demostracién de (a) es tipico en la teoria de la
integral y exhibe una vez més la importancia del teorema de Beppo Levi y
del teorema (4.9).

La férmula (b) es correcta para cualquier funcién f que sea integrable
sobre E + h, pues si f es una funcién con valores reales podemos aplicar
dicha férmula a las funciones no negativas f+ y f—, obteniendo

/ fH(z+h)de = T (z)dz, / fT(x+h)de= [ (x)dx.

E E+h E E+h

Puesto que f(z+h) = fT(x+h)—f~(z+h), no hay méds que restar miembro

a miembro las igualdades anteriores para obtener (b) en esta nueva situacién.
Si f es una funcién con valores complejos, (b) sigue siendo vélida bajo

la condicién de que f sea integrable sobre E + h.

Los ultimos argumentos, que reducen la demostracién de una férmula
general al caso en que f es no negativa, son también tipicos en la teoria de
la integral y es conveniente para lo que sigue que el lector los asimile con
atencién.
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9. La integral como funcién de conjunto.

Si f es una funcién integrable sobre IR™, la funcién de conjunto

¢(E)=/Ef (E e M)

se llama la integral indefinida de f.

Su propiedad méas importante es la llamada o -aditividad:

(5.21) Si el conjunto E es la unidn de los conjuntos disjuntos Ei (k =

1,2,3,...), entonces ¢(E) = Z d(Ey) .
k=1

Para demostrarla es suficiente considerar el caso en que f es no negativa,
o0

aplicando (5.8) en la igualdad fX g = Z fXg, .
k=1
La siguiente propiedad de la integral indefinida se llama continuidad

absoluta.

(5.22) Si f es integrable sobre IR™, entonces para cada € > 0 existe un
nimero 6 > 0, tal que la relacion m(E) < 0 implica |p(E)| < €.

DEMOSTRACION. Por las mismas razones que antes podemos suponer que f

es no negativa.
Poniendo f; = min(k, f), es claro que la sucesién (fi) es creciente y

tiende puntualmente a f; y en virtud del teorema de Beppo Levi, f=

klim fr - Luego, dado € > 0, existe un indice k, tal que
—> 00

[t <=
Puesto que fr <k, si m(F) < ¢, tendremos
oB) = [ 1= [(=p)+ [ f<ernome)

y por consiguiente, ¢(E) < 2e si m(E) <¢e/k.
Q.ED.
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Resumiendo: si ¢ es la integral indefinida de una funcién integrable,
entonces ¢ es o-aditiva y absolutamente continua. La reciproca de esta
afirmacion, llamada el teorema de Radén-Nikodym, es una de las propiedades
méas profundas de la teoria de la integral, pero de esto nos ocuparemos en
otro capitulo.

Digamos finalmente que en este libro, la palabra “integral” se usa siempre
para referirse a la integral en el sentido de Lebesgue, definida en la
primera seccién del presente capitulo.

10. Comparacién con la integral de Riemann.

Sea f una funcién acotada definida sobre el intervalo [a,b] de la recta.
Para cada particion de dicho intervalo en subintervalos por medio de los
puntos zg,x1,...,Ty,, talesque a = xg < 11 < x5 < ... < x, = b, formemos
las sumas de Riemann:

(1) 5= Zmz(% —T-1), S = ZMl(l‘Z —Ti—1),
i=1 i=1

donde m; y M; representan respectivamente el infimo y el supremo de los
valores de f sobre el intervalo J; = [z;_1, 2;].

La funcién f es integrable Riemann sobre [a,b] si para cada € >0,
existe una particion del intervalo, tal que S — s < €; y en tal caso, el limite
comun de las sumas (1) cuando max(z; —z;—1) — 0 se llama la integral de
Riemann de f sobre [a,b] y se denotard en esta seccién por el simbolo

(R) / ’ fla)

para distinguirla de la integral en el sentido de Lebesgue de f sobre [a,b],
que serd consistentemente representada por

/a " fa) de.

(5.23) Si la funcidn acotada f es integrable Riemann sobre [a,b], entonces
f es integrable en el sentido de Lebesgue y ademds,

[ rww=m [ s
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DEMOSTRACION. Para demostrarlo, comencemos observando que las sumas
(1) son las integrales en el sentido de Lebesgue de las “funciones escalo-
nadas”

o(z) = Zmixh (),  P(x)= ZMixJi (z),

las cuales verifican las relaciones ¢ < f < 1) con excepcién de un conjunto
finito. Por consiguiente, si f es integrable Riemann sobre [a,b], para cada
entero positivo k, existen funciones escalonadas ¢ y vy, tales que ¢ <
f <y vy ademas

b
/ (Ve — k) < 1/k.

Las funciones borelianas
g(z) = Sup ve(@),  h(w) = nfy(z)

verifican las relaciones g < f < h con la posible excepciéon de un conjunto
numerable y ademds, para cada k, 0 < h — g < 9 — i, de donde

b b
[th=9)< [@-g <1
Luego, la funcién no negativa h — g tiene integral nula sobre [a,b] y por lo

tanto, g = f = h en casi todo punto, de donde se sigue que f es medible.

Puesto que para cada indice k,

/ab80k</abf</ab¢k

y en virtud de la definicién de integral de Riemann,

/abwks (R)/abfs/abw
/abf— (R)/abf </abwk—/:sok<1/k,

y la igualdad del enunciado se obtiene haciendo que k tienda a infinito.

se sigue que
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11. Integracién parcial; el teorema de Fubini.

En los cursos de Anélisis el lector habrd aprendido a reducir el cdlculo
de una integral multiple al de las integrales iteradas, por medio de la férmula

' bf(%y)dafdy: bdw df(w,y)dy-
[ L]

En esta seccién estudiaremos la validez de esta formula para integrales

de Lebesgue, pero para comenzar es necesario dar algunas definiciones.

Cada punto u del espacio euclidiano IR™™ serd escrito en la forma
u = (z,y), donde = es un punto de IR™ e y un punto de IR™. Si FE es
un subconjunto del espacio IR™*™ y x un punto de IR™, el conjunto

By ={ye R™: (x,y) € £}

se llama la seccién de E en x. Nétese que E, C IR™.

lRm

o]
X = = =

IRn

Muy facilmente se demuestran las férmulas

(G Ek> - U, (ﬁ Ek> - ().

k=1 k=1 k=1
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para cualquier sucesién de conjuntos Ej, contenidos en IR™™™ . Ademds, si
E, C FE5, entonces (E1), C (F2), ysi E1NFEy =0, entonces (E1),N(E2)y =
0.

Finalmente, la férmula

(El - EQ)I - (El)a: - (EQ)I

termina de probar que la operaciéon de tomar la seccién en un punto =z
preserva todas las operaciones entre conjuntos, asi como las relaciones de
inclusiéon y la disyuncion.

Por simplicidad en la notacién usaremos el mismo simbolo m para de-
notar la medida de Lebesgue en cualquier espacio euclidiano; la dimesion
correspondiente surgird claramente del contexto. Téngase presente que el
simbolo [ f representa la integral de f sobre todo el espacio del que se
trate.

Nuestro primer enunciado corresponde de manera evidente al principio
de Cavalieri en la geometria del espacio: el volumen de un cuerpo esté
determinado por las dreas de todas sus secciones planas paralelas a un plano
fijo.

(5.23) Si E es un subconjunto medible del espacio IR™ ™, entonces

(a) la seccion E, es medible para casi todo x ;

(b) la medida de E, es una funcion medible de x;

(c) m(E) :/m(Ex)dx.

DEMOSTRACION. La demostracién se realiza en varias etapas comenzando

por los conjuntos de estructura mas simple hasta llegar a los conjuntos me-

dibles méas generales:

1°) Si E es un intervalo de IR™ ™ entonces existen un intervalo I de
IR™ y un intervalo J de IR™, tales que E =1 x J. La seccién FE,
esigual a J si x € I y es vacfasi « ¢ I. Por consiguiente, E, es
medible para cada x y ademds, m(E,) = m(J)X(x) es obviamente
una funcién medible de z. Puesto que

/m(Ex) dz =m(J)m(I) = m(E),
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las afirmaciones del enunciado se verifican si E es un intervalo.

Si E es un conjunto abierto, entonces existe una sucesion de intervalos
disjuntos () cuya unién es E y por consiguiente,

k=1

es medible para cada z, en virtud del caso anterior. Adem4s,

m(Es) = > m((Ii).)

B
I
—

es una funcién medible de x por ser la suma de una serie de funciones
medibles no negativas, y en virtud de (5.8),

/m(Ew) dz = Z/m(([k)x) dr =S m(1) = m(E)
k=1 k=1

y las afirmaciones del enunciado se verifican si E es abierto.

Supongamos que E es un conjunto acotado de clase Gs. Entonces
existen una bola abierta B de IR™™ y una sucesién de conjuntos
abiertos (Gy) de dicho espacio, tales que

ECB y E=()G
k=1

Puesto que E es la interseccién de los conjuntos abiertos Gj, = BN
G1N...N G, podemos suponer que se verifica

BO>Gi DGy DGy D ... .

oo

El conjunto E, = ﬂ (Gk)z es medible para cada x en virtud del caso
k=1

anterior y como ademds, B, D (G1); D (G2)x D ..., teniendo en cuenta

que B, es acotado, resulta

m(E;) = lim m((Gy)z)-

Luego m(E,) es una funcién medible de x por ser el limite puntual de
una sucesién de funciones medibles. Por otra parte, la funcién m(B,) es
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integrable, pues por ser B un conjunto abierto, [m(B,)dx =m(B) <
oo. Como ademds, m((Gg)z) < m(B,), el teorema de la convergencia
mayorada (5.14) nos da

k—o0

/m(Em) de = lim [ m((Gg),)dx = kli_)n;() m(Gy) = m(E)

y las afirmaciones del enunciado se verifican si F es un conjunto acotado
de clase Gs.

Si E es un conjunto de clase Gy, llamando Bj a la bola abierta de
IR™™ con centro en el origen y radio k, los conjuntos Ej, = E N By
(k=1,2,3,...) forman una sucesién creciente de conjuntos acotados de
clase G5 cuya unién es F. Luego la seccion

oo

k=1

es medible para cada x en virtud del caso anterior. Adem4s,

m(E;) = lim m((Eg)z)

- k—o0

es una funciéon medible de x por ser el limite puntual de una sucesién
creciente de funciones medibles. Finalmente, el teorema de Beppo-Levi
(5.6) nos da la relacién

/m(Ew) de = lim | m((Ey);)dx = lim m(Eg) = m(E)

k—o00 k—o0
y las afirmaciones (a), (b) y (c) se verifican para cualquier conjunto de
clase Gs.

Si E es un conjunto de medida nula, entonces existe un conjunto H de
clase Gg,tal que E C H, m(H) = 0. Puesto que en virtud de la etapa

anterior,
/m(Hm) dx =m(H) =0,

de (5.16) se sigue que m(H,) = 0 para casi todo =, y como E, C H,
resulta que E, es un conjunto de medida nula para casi todo x, luego,
medible para casi todo z, como afirma (a).

La funcién m(E,) es medible por ser nula en casi todo punto. Ademas,

[ () ds=0=m(e)
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y las afirmaciones del enunciado se verifican si E es un conjunto de
medida nula.

Llegamos por fin al caso més general:

Si E es un conjunto medible, entonces existen un conjunto H de clase
G5 y un conjunto Z de medida nula, tales que £ = H — Z. Luego,
FE,. = H, — Z, es medible para casi todo x en virtud de lo anterior.
Puesto que m(E,) = m(H,) para casi todo z, la funcién m(E,) es
medible en virtud de (4.12) (en los puntos donde FE, no es medible
ponemos m(E,) = 0). Finalmente,

[ = [m(i)de = m(i) = m(e)

y la proposicién (5.23) queda completamente demostrada.

Ejemplos.

(1)

Recordemos que un hiperplano H del espacio IR™ estd formado por
todos los puntos x cuyas coordenadas satisfacen una ecuacién de la
forma aixi + aszs + ...+ apx, = ¢, donde los ax no son todos nulos.
Vamos a probar que m(H) = 0.

La demostracién es por inducciéon sobre n: suponiendo que entre los
coeficientes aj, (2 < k < n) haya al menos uno distinto de cero, si
es un ndmero real, la seccion H,, consta de todas las (n — 1)-uplas
(za,...,zy,) tales que asxo + ...+ apx, = ¢ — ajz1; es decir, H,,
es un hiperplano en IR™™! y si suponemos que nuestra afirmacién es
verdadera en este espacio, tendremos m(H,,) = 0 y por consiguiente,

m(H) = /m(Hxl) day = 0.

. 1 . . .
Puesto que cada hiperplano de IR~ es un conjunto unitario, nuestra
afirmacién queda demostrada.

Dado un niimero a > 0, el simple de altura a es el conjunto S formado
por todos los puntos de IR" cuyas coordenadas x; son no negativas y
verifican la relacion

1+ x4+ ... +x, <a.
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Por induccién sobre n probaremos que la medida de S es a™/n!. En
primer lugar, esto es cierto si m = 1. Ahora bien; si n > 1, la seccién
Sy, esvaciasi x; estd fuera del intervalo 0 <z < a; ysi x1 pertenece
a dicho intervalo, entonces Sy, estd formado por todas las (n—1)-uplas
(z2,...,2y) de coordenadas no negativas, tales que xo+...+x, < a—x
(el simple de altura a —x; en IR™').

. .2 . —1
Si nuestra afirmacién es correcta en el espacio IR"™ ", entonces ten-
dremos

“ (g —ax)" !
m(S) :/0 m(Sy, ) dzy :/0 ((n—i)' dxy = a"/n!

como queriamos demostrar.

El siguiente teorema, debido a los matematicos G. Fubini y L. Tonelli,
comprende a la proposicién (5.23) como un caso particular. Recordemos que
u = (x,y) denota un punto del espacio IR"1™.

(5.24) (teorema de Fubini-Tonelli). Si f(u) = f(z,y) es una funcion
medible no negativa sobre IR™™ | entonces

(1) f(z,y) es una funcidn medible de y para casi todo x ;

(2) la funcion g(x) = /f(x,y) dy es medible sobre IR™;

@ [owdo= [ [ ey = [ )de.

Antes de dar la demostracién, digamos que la dltima integral se escribe

// f(z,y) dzdy.

DEMOSTRACION. La demostracién se hace en tres etapas:

a veces en la forma

1°) Si f = Xpg esla funcién caracteristica de un conjunto medible E del
espacio IR™™ | la igualdad

XEg(z,y) = XEg,(y)
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permite reducir las tres afirmaciones del enunciado a las afirmaciones
(a), (b) y (c) de (5.23). Por consiguiente, (1), (2) y (3) se verifican si f
es la funcién caracteristica de un conjunto.

Si f es una funcién simple no negativa, entonces

N
f(xay) = Zakfk(xvy)a
k=1

donde ar >0 v fr = X g, esla funcién caracteristica de un conjunto
medible.

En virtud de la etapa anterior, fx(z,y) es una funcién medible de y
siempre que x esté fuera de un cierto conjunto Z; de medida nula.
Llamando Z a la unién de dichos conjuntos, es claro que m(Z) =0 y
ademds, f(z,y) es una funcién medible de y si z no pertenece a Z, lo
cual muestra que f(z,y) es una funcién medible de y para casi todo .

Para cada z fuera de Z, se cumple

N
g(x) = /f(%y)dy:Zak/fk(x,y) dy,
k=1

lo cual muestra que g es una funciéon medible, sin importar cémo se la
defina en puntos de Z. Por ultimo, la linealidad de la integral, junto
con la etapa anterior, nos dan

/g(x)dxzkﬁ:lak/dx/fk(%y)dy
=éak [ fetwydu= [ fwdu

y las afirmaciones del teorema se verifican si f es una funcién simple.
Si f es una funcién (medible) no negativa, entonces existe una sucesién
creciente de funciones simples no negativas f; < fo < f3 < ..., definidas
sobre IR™™  tal que en cada punto u = (z,y) de dicho espacio se
cumple

(4) fla,y) = lim fi(z,y).
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Puesto que fy es simple, en virtud de la etapa precedente, fi(z,y) es
una funciéon medible de y, siempre que x esté fuera de un cierto conjunto
Z) de medida nula. LLamando Z a la unién de dichos conjuntos, es
claro que m(Z) = 0. Ademsds, la relacién (4) muestra que si = no
pertenece a Z, entonces f(z,y) es una funcién medible de y. Por otro
lado, el teorema de Beppo Levi (5.6) nos da

/fxy y—hm/fkwy dy (¢ 2),

lo cual muestra que g es medible, independientemente de cémo se la
defina en puntos de Z. Finalmente, una nueva aplicacién del teorema
de Beppo Levi nos permite afirmar que

[oteraa = tim [ [ fiwyydy = tim [ itwyau= [ s

(nétese que la integral de g sobre IR™ coincide con la integral sobre el
complemento de Z, por ser nula la medida de Z). El teorema queda
asi completamente demostrado.

El siguiente corolario del teorema anterior se conoce bajo el nombre de
teorema de Fubini.

(5.25) (teorema de Fubini). Si f(u) = f(z,y) es integrable sobre IR™™

entonces

(1) para casi todo x, f(x,y) es una funcion integrable de y ;

(2) la funcion g(x /f x,y) dy es integrable;

(3)/ dacffdsc/f:cydyf/f

DEMOSTRACION. Si bien el teorema de Fubini es aplicable a funciones con
valores complejos, es suficiente considerar el caso en que f toma valores
reales.

Considerando las funciones no negativas f* y f~ definidas en la seccién
5 del capitulo 4, en virtud del teorema anterior, tenemos

[z [ £ @way= [ 1@ du< o,
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/dm/f xydy—/f ) du < 00,

pues f es integrable.

Las funciones no negativas

7) = / ey dy,  galx) = / o (@,y) dy

por ser integrables son ambas finitas en casi todo punto, lo cual prueba que
f(z,y) es para casi todo z una funcién integrable de y. La relacién

B /f(xyy) dy = g1(x) — ga2()

muestra que ¢ es integrable sobre IR™ por ser la diferencia entre dos fun-
ciones integrables. Finalmente,

/g(x) dxz/gl(x) dx—/ o(z) dx
/f+ duf/f du—/f

y el teorema queda demostrado.

Observaciones.

La tnica hipétesis del teorema de Fubini es la integrabilidad de f. Para
que esta condicién se cumpla, es suficiente que alguna de las integrales

[z [1r@wla, [ay [15@wlds

sea finita, pues por el teorema de Fubini-Tonelli, cada una de ellas es igual a

[ 15wl du.

Como caso particular, vamos a probar que si f(x,y) es una funcién
integrable sobre el conjunto E del espacio euclidiano IR™™ | la integral de
f sobre E se calcula por medio de la férmula

(5.26) //E flz,y)dedy = /dm/Ex flz,y)dy
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En efecto, fX g es integrable sobre todo el espacio IR™T™ y por con-

//Ef(x’y)dxdy://XE(xyy)f(fﬂay)dxdy

_ / do / X, (y)f (x,y) dy

:/dx/Em F@,y) dy.

siguiente,

12. La Convolucién.

El teorema (5.25) es uno de los més ttiles de la teorfa de la integral y serd
usado con frecuencia en los capitulos siguientes. En este parrafo lo usaremos
para probar la existencia de la convolucién de dos funciones integrables.

Dadas dos funciones f y g medibles sobre IR"™, definimos la con-
volucion de ambas por medio de la férmula

(f * 9)(x) = / f(& — y)g(y)dy

en cada punto x de IR™ donde la integral exista. En otras palabras, la
convolucién f % g es una funcién cuyo valor en cada punto = donde esta
definida estd dado por la férmula anterior.

De antemano, salvo que se den ciertas condiciones, no hay razones para
creer que la funcién f(z —y)g(y) sea integrable con respecto a y sobre todo
el espacio, ni siquiera en algin punto x. Por eso nos proponemos demostrar
que si f y g son integrables, la convolucion f x g existe en casi todo punto
y es integrable sobre IR"™.

La demostracion es muy fécil si aceptamos que la funcién

(1) (z,y) = flz —y)g(y)
es medible sobre IR*" = IR" x IR™.

En tal caso tendremos

[ 1=t dedy= [y [ 15— gt
~ [ ool [ 116~ v)laz

= ([1s@yas) ( [ at@as).



168 V - INTEGRAL DE LEBESGUE

lo cual muestra que la funcién (1) es integrable sobre IR*". Entonces, en
virtud del teorema de Fubini, la integral

h(x) = / Flx —y)g(y)dy

existe para casi todo punto x y es integrable. Ademas,

[ nayae = [ \ [ 1= viatwdy

< [ dx [ 15~ wgwlay

= ([1s@as) ( [ ot@as).

Falta probar que la funcién (1) es medible sobre IR?™. Con este fin

dx

definamos ¢ : IR®" — IR™ por medio de la férmula ¢(z,y) = = —y, de
manera que f(z —y) = fop(x,y).

Si M es un conjunto boreliano de la recta extendida, tendremos

(fop)™ (M) = ' (E),

donde E = f~'(M) es un subconjunto medible de IR™, por ser f una

funciéon medible. Necesitamos el siguiente lema:

(5.27) Para cada conjunto medible E C IR"™, el conjunto o~ *(E) es medible
en IR®".

La verdad de la afirmacién es inmediata si E es abierto (resp. de clase
G5 ), pues en tal caso p~1(E) es abierto (resp. de clase Gy ).

Si E es de medida nula, existe un conjunto H de clase G5 en IR"™,
de medida nula, tal que E C H. Puesto que ¢ '(E) C ¢~ !(H), bastara
probar que el segundo conjunto es de medida nula para que ¢~ 1(E) resulte
medible por ser de medida nula. En efecto, para cada y € IR"™, la seccién

pH(H)Y ={z: (2,y) €9~ (H)}
=H+y

es de medida nula, de donde se sigue que ¢ '(H) es de medida nula, en
virtud de (5.23).
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En el caso de un conjunto medible cualquiera usamos la representacion
E=H—-7,donde H esdeclase G5 y Z de medida nula, de donde resulta
que ¢ H(E) = ¢ Y(H) - ¢ 1(Z) es medible en virtud de lo anterior.

Q.E.D.

Luego, f(x —y) como funcién de las variables = e y es medible sobre
IR?™ | como asimismo lo es la funcién

(z,9) = 9(y),

en virtud del problema 19 del presente capitulo. De todo lo dicho resulta
que la funcién (1) es medible. Resumiendo, podemos enunciar el siguiente
teorema.

(5.28) Teorema. Sean f y g dos funciones integrables sobre IR™ , entonces
la convolucion f x g existe en casi todo punto de IR™, es integrable y
verifica la relacion

1o < ( [ irlac) ( [laas).

La convolucién de funciones es una operacién conmutativa sobre la clase
de las funciones integrables, es decir si f y ¢ son dos funciones integrables,
las funciones f*x g y g f son dos funciones integrables e iguales en casi
todo punto. También dejaremos al lector la demostracion de las siguientes
propiedades: fx(gxh)=(f*g)xh, fx(g+h)=f*xg+ fxh, a(f*xg)=
(af) xg = f * (ag).

Los resultados de este parrafo seran usados con frecuencia en el capitulo

EJERCICIOS

1. Mostrar que la funcién zP~le™®

p>0.

es integrable sobre (0,00) siy sélo si

2. La funcién senz/x no es integrable sobre (0, 00), aunque existe el limite

. R senz
lim dx.
R— o0 0 x
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Usar el teorema de la convergencia mayorada (5.14) para probar la

férmula

li _— =0.
W Jy T @0
Probar que si p > 0, se cumple
n

lim zP1 (1 - E)n dr = / 2P le™® dx.
0

n—oo  Jq n
Usando integracién término a término, probar las férmulas
* xdr =1
2) /0 et —1 Z n2
1 .p oo
x 1 1
b log — dx = —
) f e =

n=1
siempre que p > —1. Aqui log denota el logaritmo neperiano.

Considere la sucesién de funciones f,(x) =nX,(z) en el intervalo 0 <
z <1, donde X, eslafuncién caracteristica del intervalo (0,1/n). ;Es
posible que exista una funcién g(z) integrable en dicho intervalo, tal
que f(x) < g(x) para cualquier n y cualquier x?

Sea f una funcién medible no negativa sobre IR"™ y sea (Ej) una
sucesion creciente de conjuntos cuya unién es F .

(a) Probar que /E f= lim / fi

k—o0 Ey
(b) extender a cualquier funcién f integrable sobre E.

En el corolario (5.14) la hipétesis fr — f en cada punto de F puede

reemplazarse por f — f.

Sean fy fi (k=1,2,...) funciones medibles no negativas e integrables

sobre E. Si fr — f en cada punto de E y / fr — / f, entonces
E E

para cualquier conjunto medible A C F, / fi— | f.
A A

Sea D un disco cerrado del plano complejo y sea f una funcién con
valores complejos, integrable sobre IR"™, tal que

1
W/Ef(x)dx eD

para cualquier conjunto E de medida positiva y finita. Probar que
f(z) € D para casi todo  de IR".
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Si p(x)f(x) es integrable sobre E para cualquier funcién f integrable
sobre E, entonces existe una constante finita C', tal que |p(z)] < C en
casi todo punto = de E.

Sea f una funcién medible no negativa sobre IR, tal que

/ab f(x)dz >0

siempre que sea a < b. jPuede concluirse que f(x) > 0 en casi todo
punto x 7

Probar que el teorema de la convergencia mayorada (5.14) se extiende a
una familia de funciones medibles fi;(x), a <t < b, dependiente de un
pardmetro real ¢, de la manera siguiente: supongamos que 7 € (a,b) y
que en cada punto de E existe el limite

f(x) = lim fi(z).
Supongamos que existe una funcién ®(z) integrable sobre E, tal que

| fe(2)] < ®(x) (x€E, a<t<b).

Entonces f es integrable sobre FE y ademas,

/Ef(x)dx:gi_r)ri/Eft(x)dx.

(derivacién de una integral paramétrica). Supongamos que la integral

p(t) = /Ef(t,x)dx (a<t<b)

existe para cada t € (a,b); que f(t,x) es derivable con respecto a ¢ y
existe una funcién g(x) integrable sobre E, tal que

‘8f(t,x)

5 <g(z) (r€E, a<t<b)

Probar que ¢ es derivable y ademas,

g@’(t):/Eafgt’x)dx (a <t<b).



172

15.

16.

17.

V - INTEGRAL DE LEBESGUE

Sugerencia: escribir el cociente {p(t + h) — ¢(t)}/h y usar el teorema
del valor medio del célculo diferencial y el ejercicio precedente.

(Transformada de Fourier) Si f es integrable sobre IR', la funcién

0 .

o) = [ e pa)do
— 00

es acotada y uniformemente continua. Si x* f(x) es integrable, entonces

g es de clase C* y ademaés,

g0 = [ e )t sy

—0o0

(Funcién gamma). Demostrar que la funcién

L(p) = /000 P te " dx (p>0)

es infinitamente derivable en la semirecta (0,00) y ademés,

r®)(p) :/ 2P (logz)ke™® d.
0

(Condicién necesaria y suficiente de integrabilidad Riemann). Sea f
una funcién acotada sobre el intervalo [a,b]. Con las notaciones de la
seccién 10, para cada particion 7 de dicho intervalo

T a=x9<T1 <Ty<..<xy=",

sean ¢ = Y m; Xy, y ¢ = >, M;X; las funciones escalonadas cor-
respondientes a 7. El ndmero N(7) igual al mdximo de los nidmeros
x;—xi—1 (1=1,2,...,n) sellama norma de la particién =. Probar las
afirmaciones siguientes:

(a) si (mg) es una sucesion de particiones que verifica N(mg) — 0 cuando
k — oo, entonces las correspondientes funciones escalonadas (¢x) y
(¢x) verifican

lim ¢ (z) = m(z), lim ¢y (z) = M (),

k—o0 k—o0

donde m(z) y M(x) son las envolventes semicontinuas de f, defini-
das en el ejercicio 10 del segundo capitulo, siempre que x no sea un punto
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de divisién de alguna de las .
(b) si s(m) y S(w) son las sumas de Riemann correspondientes a , se
cumplen las relaciones

b

b
N(ljrr)nﬁos(ﬂ)z/a m(z)dz, N(lir)nﬁOS(ﬂ)z ) M (x)dz.

Sugerencia: aplicar la parte (a) y (5.14).
(¢) f es integrable Riemann sobre [a,b] siy sélo si

b
[ (@)~ m@)ds =0,

lo cual equivale a afirmar que f es continua en casi todo punto del

intervalo.

18. Sean f y g no negativas e integrables sobre un conjunto F. Si para
cada y > 0 ponemos

E, = E(g > ), o(y) = /E f(@)dz,

entonces

[ r@is= [ ot

19. En este problema E y F son, respectivamente, un subconjunto de IR"
y un subconjunto de IR™ . Probar las siguientes afirmaciones
(8) |E x Fl. <|E|. |F.
(b) Si E es medible, también lo es £ x IR™
(c) Se E y F son medibles, también lo es E x F'.

20. Mostrar que la funcién f(x,y) = zy/(2? + y?)? verifica

/_11 o /_11 fo,y)dy = /_ 11 dy /_ 11 f(a,y)de,

a pesar de que f no es integrable sobre el cuadrado @ = [—1,1]x[-1,1].

21. Mostrar que si f(z,y) = (2% — y?)/(2? + 3?)?, entonces

/Oldx/olf(ﬂc,y)dy?é/Oldy/olf(x’y)dx.
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Una funcién no negativa f, definida sobre IR', se llama una densidad
(de probabilidad) si su integral sobre toda la recta es igual a uno. Probar
que

(a) La convolucién de dos densidades es otra densidad.

(b) Para cada p > 0, la funcién
1

(o) — { )
0 ifxz<0

2 e siz>0

es una densidad.
(c)Sip>0y ¢g>0,entonces f,* fq = fpyq v ademads,

! _ \p—14g—-1 _ F(p) F(q)
/0(1 )Pt dt_if(p+q)'

La integral biparamétrica del primer miembro se denota por B(p,q) y
se llama funcion beta.

Si >0y f(z) es integrable en el intervalo [0,b], donde 0 < b < oo,
entonces la integral

h(z) = /Ow(x —t) L f(t)dt

existe para casi todo z del intervalo [0,b] y es integrable sobre el mismo.
Sugerencia: suponer primero que f es no negativa.

Sia>0y f(x) esintegrable sobre [0,b], donde 0 < b < 00, la integral
fraccionaria de orden a de f se define por medio de la férmula

L (@) = ﬁ / “@ - 0 (b

que tiene sentido para casi todo x de [0,b]. Probar que si a > 0
y B > 0, entonces Igl,f(x) = I.4pf(x) en casi todo punto = del
intervalo [0,b]. Nétese que I f(z) = [ f(t)dt.

Probar que no existe una funcion integrable w tal que u * f = f para
toda funcion integrable f. Sugerencia: considere funciones del tipo
f = X(s,5) con 6 >0 pequefio.

Sea f = X(g,1) y definamos inductivamente f; = f, fm = fin—1* [.
Grafique las funciones fo, f3 y fs. Para € > 0, pongamos f.(x) =
éX(O,E) (x) y definamos fie = fe, fime = fm—1,¢ * fe. Demuestre que

fm,s(x) = éfm (g) y graﬁque las funciones f1,€7 f2,57 f3,e y f4,£ para
valores pequenos de €.



CAPITULO VI

CAMBIO DE VARIABLES

1. Imagen de un conjunto medible por una transformacién lineal.

En esta seccion estudiaremos la forma en que actia una tranformacién
lineal T del espacio IR™ sobre un conjunto medible E.

Siendo T una aplicacién lineal de IR™ en si mismo, escribiremos Tz
en lugar de T(z) y TE en lugar de T(F). Al hablar de la matriz de T nos
referiremos exclusivamente a la matriz de T en la base canénica de IR™. El
simbolo det T indica el determinante de la transformacién T .

Si a = (ai;) es la matriz de la transformacién lineal T' ¢ y = Tz, la
relacion entre las coordenadas de los puntos = e y se puede escribir en la

forma de un sistema de ecuaciones
n
(1) yi:Zaijl‘j (1=1,2,...,n)
j=1

o bien en la forma de un producto matricial

U1 ai; - Qip Z1

Yn an1 e Ann T

Toda transformacion lineal de IR™ es una aplicacién continua. Si T
es invertible, entonces T transforma cada conjunto abierto G en otro con-
junto abierto, pues TG = (T~1)"1(G) y T~ es continua. Luego, T aplica
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cada conjunto de clase G en otro conjunto de la misma clase; en particular,
si I es un intervalo, entonces T es un conjunto de clase Gy .

Necesitaremos considerar tres tipos especiales de transformaciones li-
neales, a las cuales llamaremos aplicaciones elementales, a saber: permu-
tar dos coordenadas, multiplicar una coordenada por un niimero real A # 0,
sumar a una coordenada el producto de otra coordenada por un factor fijo
A. Ma3s explicitamente, consideremos las aplicaciones definidas por medio de
las férmulas

To(@1, .o @iy Tjy ooy @) = (1,0, Ty e, Ty ooy T
(T1,. s ATy oy Ty, (A #£0),
(171,...,$Z‘+)\$j,...,$n), (Z?é])

Ta(®1, ..o Ty ey )

Ty(z1,. . Ty ey Tny)

Las matrices que corresponden a estas aplicaciones se llaman matrices
elementales. Escribiendo estas matrices, se comprueba facilmente que

detTp, = —1, detTg =2, detT,=1.

De las férmulas anteriores también se ve que la inversa de cada aplicacién
elemental es también elemental. En efecto, es evidente que T,' = T, y
ademas,

Tgl(ml,...,xi,...,xn) = (21, AN wgy ),

T @,y @iy ooy @) = (T1y oy T — ATy ey ).

(6.1) Teorema. Toda aplicacidn lineal invertible T de IR™ en si mismo
es un producto de aplicaciones elementales Ty, ..., T}, .

DEMOSTRACION. Ser4 suficiente esbozar la demostracién, que suele estudiar-
se en los cursos de Algebra Lineal. El teorema equivale a probar que toda
matriz no singular a = (a,;) es un producto de matrices elementales.

Recordemos que la matriz a se puede transformar en la matriz unitaria

o1 --- 0
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al cabo de un numero finito de operaciones de fila, a saber:
1°) permutar dos filas,

2 ") multiplicar una fila por un coeficiente no nulo,

3°) sumar a una fila un miltiplo de otra fila.

Por otra parte, cualquier operacién de fila sobre una matriz a se puede
realizar multiplicando a izquierda la matriz a por la correspondiente ma-
triz elemental. Luego, si a es no singular, existen matrices elementales
el,...,eL,, tales que

er...e1a =1y,

es decir, a = (eg...e1)”! = e;'...e;' y como la inversa de una matriz

elemental es otra matriz elemental, el teorema queda demostrado.

(6.2) Teorema. Si T es una transformacion lineal del espacio IR"™, en-
tonces para cada subconjunto medible E de dicho espacio, la imagen
TE es medible y ademds, m(TE) = |detT|mE .

DEMOSTRACION. Pongamos § = |detT|. Si T es singular (no invertible),
entonces § =0 y T IR™ es un subespacio vectorial propio de IR™, lo cual
implica que el conjunto TFE tiene medida nula y el teorema es trivialmente
cierto en este caso.

Para estudiar el caso en que T' sea no singular, comenzaremos verificando
las afirmaciones del teorema en el caso especial en que T es una aplicacién
elemental y £ = I un intervalo de IR™. Para fijar ideas supondremos que

I:{l‘e B":ai<xi§bi (i=1,...,n)}

La aplicacion T, transforma I en otro intervalo de la misma medida,
mientras que Ty transforma I en otro intervalo cuyos lados coinciden con
los de I, con la excepcién de uno solo de ellos, que se transforma segtiin una
homotecia de razén A (distinguir los casos A >0 y A < 0), lo que hace que
la verificacién sea muy fécil en el caso de estas aplicaciones elementales.

En cuanto a una aplicacién elemental del tipo T, consideremos, a modo
de ejemplo, la aplicacién definida por

Tz, 2n) = (T1, .o, 1, Tn + AT1).
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La aplicacién T y su inversa T~! estdan dadas por los sistemas de ecua-

ciones

Y1 = Z1 = Y
Yn—1 = Tn-1 Tn—1 = Yn-1
Yn = Zn+ A1 T = Yn — )‘ylv

donde y = Tz, « = T 'y. De dichas ecuaciones y de la definicién de I
se sigue que T'I estd formado por todos los puntos y = (y1,...,yn) que
verifican las relaciones

a1 <Y1 <biyety Gne1 <Yp—1 Sbpo1, an + Ay < yYn < by 4+ Ay

Por consiguiente, la seccion

(TI)zn = {(y25ayn) : (y17y27"'7y7l) € TI}

es el intervalo de IR™! formado por todos los puntos (ya,...,yn) que
satisfacen
az <yz <bg, ..., an-1 <Yn-1<Dbp-1, an+AY1 <yn <bp+Ay1,

siempre que a; < y; < by, y es vacia en caso contrario. Ahora bien; en
virtud de (5.23),

by
m(TT) = / m(TT)y, dys = (by — az) ... (b — an)(br — a1) = m1.
a

Puesto que en este caso, § = |det T| = 1, queda demostrado que si T' es una

aplicacién elemental e I un intervalo de IR™, entonces m(T1) = omlI.
Manteniendo la hipétesis de que T es una aplicacion elemental, sea G

un conjunto abierto de IR™. Entonces existe una sucesién de intervalos

disjuntos (Ix) cuya unién es G y por consiguiente,

o

m(TG) = im(TIk) = delk = dmG.

k=1 k=1
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Por la propiedad multiplicativa del determinante: det(T}17%) = det T} -det Ty,
de (6.1) se sigue que si T es invertible y G un conjunto abierto, entonces

m(TG) = omG (6 #0).
Probaremos ahora que para cualquier conjunto E', se cumple
(2) me(TE) = ome(E).

En efecto, si G es un conjunto abierto que contiene a E, entonces TG
es abierto y TG D TE, de donde m.(TE) < m(TG) = émG. Como esto
vale para cada conjunto abierto G que contenga a FE, en virtud de (3.33)
concluimos que

me(TE) < dme(E)

y de esta misma desigualdad, obtenemos
me(E) = meo(T"YTE)) <6 'm.(TE),

es decir, dm.(E) < m.(TE) que junto con la desigualdad anterior demuestra
(2).

Finalmente, si FE es medible, entonces para cada € > 0, existe un con-
junto abierto G, tal que G D E, m.(G — FE) < e. Luego, TG D TE y
ademas,

me(TG — TE) = me(T(G — E)) = 6me(G — E) < e,

lo cual prueba que TE es medible y la demostracién de (6.2) estd completa.

Recordemos que una transformacién lineal 7' se llama ortogonal si
preserva la longitud de los vectores; y que para una tal transformacion se
cumple |detT| = 1. Luego, una transformacién ortogonal transforma cada
conjunto medible en otro conjunto de igual medida. En particular, toda
rotacion tiene esta propiedad.

Si T es una transformacién lineal invertible del espacio IR™ y f una
funcién medible sobre dicho espacio, entonces foT es medible, pues para cada
conjunto boreliano M de la recta extendida, (foT)~*(M) =T "tof~1(M).
Vamos a probar que si f es no negativa, entonces se cumple

(6.3) /f(x) dx = |detT|/f(Tx) dx.
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La verificacién es inmediata si f es la funcién caracteristica de un con-

junto medible F, en virtud de la férmula
Xg(Tz) = X7r-1p(2)

y el teorema (6.2); y por la linealidad de la integral se deduce que (6.3) es
valida para cualquier funcién simple no negativa. Finalmente, si f es una
funcién medible no negativa, entonces existe una sucesién creciente (fx) de
funciones simples no negativas que convergen puntualmente a f y el resto
de la demostracién sigue facilmente por el teorema de Beppo Levi.

En el resto del presente capitulo se requieren ciertos conocimientos muy
elementales sobre el cédlculo en varias variables: el concepto de aplicaciones
diferenciables, la regla de la cadena y el teorema de la aplicacion inversa.

2. Aplicaciones diferenciables.

Recordemos que una aplicacién ¢ de IR™ en s{ mismo se llama dife-
renciable en el punto z, si existe una transformacion lineal A del espacio
IR™, tal que

" o lple+h) — (@) — ARl _

h—0 |h| 0-

La tnica aplicacién lineal A que verifica (1) se llama transformacién ja-
cobiana o derivada de ¢ en z, y se denota por Dy(x). Si y = ¢(z),
podemos escribir ¢ en la forma

yi:(ﬂi(xl,...,l'n) (Z:L,n)
La matriz de la transformacién Dy(z) es la llamada matriz jacobiana:

0p; y;
‘pl(x) = (afk) = (aik)’

es decir, aquella que en el lugar (i, k) tiene inscripto el valor de la derivada
Dy;(z), donde Dy denota la derivada parcial con respecto a la k-ésima
variable.

El determinante

8@ _ 8(@177@1’1)

oy _ /
9~ B a) (e (@)
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se llama el determinante jacobiano de ¢ en el punto x.

Siendo U C IR™ un conjunto abierto, diremos que ¢ es diferenciable
en U si ¢ es diferenciable en cada punto de U y decimos que ¢ es de clase
C! en U si las derivadas parciales Dy, existen y son continuas en U .

Toda funcién de clase C' en el conjunto abierto U es diferenciable en
dicho conjunto.

Sean U, V y W conjuntos abiertos de IR™ y sea x un punto de U .
Si ¢p:U — V es diferenciable en el punto xz,y ¢ : V — W es diferenciable
en el punto (), entonces la regla de la cadena establece que la funcién
compuesta 1 o ¢ es diferenciable en x, y ademés

D(¢ o p)(x) = Dip(p(x)) 0 Dp(x).

Mencionemos por tltimo que si ¢ es lineal, entonces Dp(z) = ¢ en
cada punto x, como se comprueba directamente a partir de la definiciéon de
derivada.

Llamaremos norma del vector = = (x1,...,x,) al nimero
(6.4) ]l = max |z,

1<i<n
y si A es una transformacion lineal con matriz (a;;), llamamos norma de
A al nimero

(6.5) 4] = poax 3 Ja
= k=1
Para cualquier par de tranformaciones lineales A y B, se verifican las
relaciones
[A+ Bl <A+ 1Bll,  IAB| <[A]-[B]
De la primera de ellas se deduce facilmente que | ||All — || B|| ] <|lA-

B||. Ademads, llamando e, a la aplicacién idéntica de IR"™ en s{ mismo, se
comprueba que |le,||=1.

3. F6rmula del cambio de variables.

En lo que sigue supondremos permanentemente que G y H son dos
subconjuntos abiertos de IR™ y que ¢ : G — H es una aplicacién biyectiva
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de clase C' con determinante jacobiano distinto de cero en cada punto de
G, de modo que la aplicacién inversa ¢! : H — G es también de clase C',
en virtud del teorema de la funcién inversa (en particular, ambas aplicaciones
eyt

Suponiendo que y = (), pondremos

son diferenciables en sus respectivos dominios).

j(@) = De(x), i '(y) =Dy (y),

y también
J(x) = [detj(x)|,  J(y)=|detj(y)l.

1

Aplicando la regla de la cadena en la relaciéon ¢~ oy = idg, donde idg

es la aplicacion idéntica del conjunto G, obtenemos

I Wi(@) = en = id g (y = ¢()).

y tomando determinantes en esta relacién, resulta J~!(y).J(z) = 1, siempre
que y = o(z).
El resultado central de este capitulo estard basado en el siguiente lema:

(6.6) Lema. Si QQ es un cubo de IR™ cuya adherencia estd contenida en
G, entonces

m((Q)) < / J(z) de.

Q

DEMOSTRACION. Puesto que ¢ y ¢!

son ambas continuas, se deduce que
¢ aplica cada subconjunto abierto de G en otro conjunto abierto y cada
conjunto de clase G5 contenido en G en otro conjunto de la misma clase.
Luego, ¢(Q) es un conjunto de clase G5 . Ademas, puesto que ¢(Q) C »(Q),
podemos suponer que ) es compacto.

Llamando z¢ = (xo1,Z02,---,Zon) al centro de @, con la ayuda de la

norma (6.4) podemos escribir @ en la forma
Q= A{z: [l -zl <A},

donde A representa la mitad de la longitud de cada lado de @, cuya medida
es entonces m@ = (2A)".
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En virtud del teorema del valor medio, para cada x perteneciente a )
tenemos

¢i(w) = ¢i(wo) = > Dips(Ti) (@ — won),
k=1

donde Z; = g+ 6;(z — ) con 0 < 6; <1, de modo que Z; € Q por ser @
un conjunto convexo. Luego,

i (@) = @ix0)| <Y |1 Dkpi ()| - ok — wor] <A [Dipi(@i)] < Alli(@:)
k=1 k=1
<A j
< Amax||j ()],

es decir,

[p(x) — (20|l < Agleag 7 ()]l

Esto muestra que ¢(Q) esta contenido en el cubo

Q" ={ye R":[ly — p(xo)ll < Amax 5 ()|},
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de donde resulta
m(p(Q)) <mQ* < (2A max 13 (z)I)™;
es decir,

(1) m(e(Q)) < (max 7 (2)])"

Por otro lado, para cualquier transformacion lineal invertible A del es-
pacio IR™, la aplicacién 1 = A~ o ¢ tiene derivada dada por

(2) Ju(x) = Dy(z) = A™" 0 j(2)

y aplicando la desigualdad (1) con la funcién 1 en lugar de ¢ y jy en lugar
de j, obtenemos

m(A0(Q) < (max |47 o J@))" - mQ,
y en virtud del teorema (6.2), resulta

3) m(p(Q)) < |det AJ(max A7 (2)])" -

para cualquier cubo cerrado ) contenido en G y cualquier transformacion
lineal invertible A del espacio IR™. Pongamos ahora

M= max |7~ L)l

Dado ¢ > 0, existe § > 0, tal que las relaciones v € @, v € @,
lu—v| < ¢ implican ||j(u) —j(w)| <e.

Dividamos @ en cubos cerrados no rampantes Q1,Q2,...,Qn (es decir,
tales que no exista ningin punto interior a dos de estos cubos) y supongamos
que el didmetro de cada uno de estos cubos es menor que un niimero positivo
n<9d.

Llamando zj al centro del cubo Qj, pongamos yr = ¢(zr) (k =
1,2,...,N) y apliquemos la desigualdad (3) al cubo Q) con A = j(xi), de
manera que Al = j_l(yk) y por lo tanto,

m(p(Qk)) < J (@) {max |5~ Hy)i (@) mQy-
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Por otra parte, denotando por e, la aplicacién idéntica de IR"™ en si
mismo, para cada x € Qf , tenemos

177 () (@)l = 1= 157 ()i (@) = lleall
<7 )i (@) = enll = 177" () {5 (@) = G (@)}
< 17wl 1l (@) = G(aw)ll < Me.

Por consiguiente,
177 ()i (@) < 1+ Me (z € Qn),

de donde
m(e(Qr)) < (1+ Me)"J(zk) - mQy.

Luego,

A
NE
3

N
(14 Me) ”ZJ T )mQk
k=1 k=1

y haciendo que 7 tienda a cero, obtenemos
mlp(@) < (14 Me)" [ @) do
Q

y como € se eligié arbitrariamente, haciendo € — 0 resulta la desigualdad
del lema.

(6.7) Corolario. Si E es un subconjunto medible de G, entonces ¢(E) es
medible y ademds,

mip(E) < [ J(a)da.
E
DEMOSTRACION. La demostracién se realiza en varias etapas:

1°) Si E es abierto, entonces ¢(E) es abierto. Ademds, existe una sucesién
de cubos disjuntos (Qy) cuya unién es E, tal que para cada k, Q; C G;
y en virtud de (6.6),

im (Qr)) <Z/ dac—/EJ(x)da:.

=1
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2°) Si E es un conjunto de clase G5 acotado y situado a distancia posi-
tiva del complemento de G, pongamos p = d(E,CG) y sean U y K,
respectivamente, los conjuntos definidos por las relaciones

d(z,E) < p/2, d(z,E) < p/2.

Es claro que U es abierto, K es compacto y ademds, £ C U C K C
G . Por otro lado, puesto que E es de clase Gg, existe una sucesién
decreciente de conjuntos abiertos (G;), tales que

U>GiDGyD..., E:ﬂGi.
=1
Por consiguiente,
P(K) D @(G1) Dp(Ga) Do, ¢(B) =) ¢(Gi),
=1

y en virtud de la etapa anterior y el teorema de la convergencia ma-
yorada,

m(e(E)) = lim m(p(G;)) < lim J(x)dx = /EJ(m) dx.

i—>00 i—00 G,
3°) Si E es un conjunto de clase Gs, consideremos la sucesién de conjuntos
Ey={zecE:|z| <k, d(z,CG)>1/k}.

Cada Fj es de clase Gg, acotado, y situado a distancia positiva del
complemento de G. Ademas

E\CECEscC..., E=|]JE,
k=1

y en virtud de la etapa anterior,

m(p(F)) = lim m(e(Ey)) < lim J(x)dr = /EJ(:U) dx.

k—o00 " k—oo By

4°) Si mE =0, entonces existe un conjunto D de clase Gy, tal que E C D
y mD =0, de donde

m(p(D)) < / J(x)dx = 0.

D
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Puesto que ¢(E) C ¢(D), se sigue que ¢(FE) tiene medida nula. Luego,
i transforma cada conjunto de medida nula dentro de G en otro con-
junto de medida nula.

5°) Si E es un subconjunto medible de G, entonces existen un conjunto D
de clase G5 y un conjunto Z de medida nula (ambos contenidos en G),
tales que E =D — Z. El conjunto ¢(F) = ¢(D) —¢(Z) es medible en
virtud de todo lo anterior; ademaés,

m(p(E)) = m(p(D)) < /

D

J(x)dxz/EJ(x)dx,

y el corolario queda completamente demostrado.

La primera consecuencia de (6.7) es que si f: H — IR es una funcién
medible sobre H , entonces la funcién compuesta f o ¢ es medible sobre
G. En efecto, para cada conjunto boreliano M de la recta extendida,
(fo@)\(M) = ¢~ (f1(M)) = ¢\ (F), donde F = f~1(M) es un sub-
conjunto medible de H . Puesto que ¢! tiene las mismas propiedades que
¢, la primera afirmacién de (6.7) implica que ¢ '(F) es medible, lo cual
demuestra que f oy es una funcién medible.

Estamos ahora en condiciones de enunciar y probar el resultado principal
de este capitulo.

(6.8) Teorema. Si f : H — IR es una funcién medible no negativa,
entonces f o es medible sobre G y ademds,

/ f(y)dy :/ flo(x)J(z) da.
H G

DEMOSTRACION. Comenzaremos probando la desigualdad
(W |t < [ o).
H

Si f = X g esla funcién caracteristica de un conjunto medible F' C H ,
poniendo E = ¢~ 1(F), es claro que F = p(E) v f(p(z)) = Xg(x). Por
consiguiente, la desigualdad (4) se reduce a la desigualdad del corolario (6.7).

De la linealidad de la integral se deduce que (4) se mantiene valida si f
es una funcién simple no negativa.
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Finalmente, si f es una funcién medible no negativa, entonces existe
una sucesién creciente de funciones simples no negativas (fx) que converge
puntualmente a f y la desigualdad (4) resulta ser cierta en general, en virtud
del teorema de Beppo Levi.

Si ahora aplicamos la desigualdad (4) a la funcién g(x) = f(e(x))J(x)

1

permutando H con G y poniendo ¢~ en lugar de ¢, obtenemos

/mmms/ﬁwﬂwﬂ*@@z/f@ﬂw%Wrﬂw@
G H H

=/Hf(y)dy

que es precisamente la desigualdad opuesta a (4), y el teorema queda asi
demostrado.

Recurriendo a la descomposicién f = f+ — f~, obtenemos inmediata-
mente el siguiente corolario.

(6.9) Corolario. La funcién medible f(y) es integrable sobre H siy sdlo
si f(o(x))J(z) es integrable sobre G, y en tal caso,

/f(y)dy=/ flp(x)J(z) dz.
H e

Recordando que J(z) = |0p/0z|, la Gltima férmula se puede escribir en
la forma més sugestiva

[ swran= [ seote| 2| ds

en notoria analogia con la correspondiente férmula para intervalos de la recta
en el caso unidimensional (n = 1), de la cual la férmula que acabamos de de-
mostrar representa una muy amplia generalizacién. En particular, obsérvese
que los conjuntos G y H pueden no ser acotados.

EJERCICIOS

1. Sean vq,vs,...,v, vectores linealmente independientes de IR™. Mostrar
que el paralelepipedo P formado por los puntos de la forma

l':tlﬂl +t21)2+...+tn’l}n (O Stk S ].)
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tiene medida m(P) = |deta|, donde a es la matriz cuyas filas son los
vectores dados.

. La aplicaciéon ¢ definida por las ecuaciones

T =rcosf
(r>0,0<6<2m)
y=rsind

transforma biyectivamente el rectdngulo infinito abierto G = {(r,0) €
IR?:7>0,0 <6 <27} en el conjunto abierto H = IR* —{(z,y) : x>
0,y = 0}. Notese que H es todo IR? con excepcién de una semirrecta
cerrada (un conjunto de medida nula).

Probar que para cualquier funcién medible no negativa f(x,y), definida
sobre IR?, se cumple

//m2 f(z,y)dzdy = //G f(rcos@, rsend)r drdf.

Aplicar esta férmula y el teorema de Fubini-Tonelli (5.24) a la funcién
flz,y) = e~ (@*+¥*) para obtener la férmula I e~ dr = V.

. Si f(x) es no negativa (o bien integrable) sobre IR"™ y A un nimero
real distinto de cero, entonces

[ t0a)de = [ sy

. Demuestre que si a = (a;;) es una matriz simétrica y Q(x) = zazx”,
donde x7 es el vector transpuesto de x, la correspondiente forma cuadra-
tica, entonces la funcién f(z) = e~ @) es integrable sobre IR™ siy sélo
si todos los autovalores de a son positivos, y en tal caso,

n/2

/f(x)d:z: = [eta)i?

. (coordenadas polares en IR™). Consideremos la aplicién S de IR" en
sf mismo, dada por las ecuaciones

1 = rcosb;

To = 1 senfy cos by

T3 = 7 senf; senf, cos s

Tp—1 = rsenby... senf,_ocosb,_1

Ty, = rsenfy... senf,_o send,,_1,
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de manera tal que = = (z1,...,Zn—1,2n) = S(r,01,....0h_1).

Probar las siguientes afirmaciones

(a) la aplicacién S transforma biyectivamente el conjunto abierto G,
definido por las relaciones

r>0 0<0; <7 ..,0<0, o<m 0<6,_1 <27

en el conjunto H formado por los puntos x que satisfacen alguna de las
relaciones x, #0 0 x,_1 <O0.
Noétese que el complemento de H es un “semihiperplano” y por con-
siguiente un conjunto de medida nula en IR™. Obsérvese también que
el punto 6 = (64, ...,0,_1) varia en un intervalo L del espacio IR™ ',
caracterizado por las relaciones

0<b<m...0<0, o<m 0<b,_1<2mT.

(b) si = S(r,0), entonces

2 2 2 2
rr=xit+z;+ ...+,

(c) el determinante jacobiano de la transformacién S estd dado por la
formula J = r"~"1g(#) donde g(f) = sen™"260; sen™30,... senf,, 5.
Sugerencia: expresar S como el producto (composicién) Sz 057, donde
S1 estd dada por las ecuaciones

x1 =rcosfy, 1 =rsenfy, 0y =0s,....,0,_1 =0,_1,
en tanto que Sy estd dada por
T1 = T1, To = rycosby, vz = ry senfy cos b3,
vy Ty, =11 S€N05 ... s€Nb,_1.
Usar induccién con respecto a n.

(continuacién) Poniendo 2/ = S(1,0), la transformacién S puede es-
1/2 y !
es un punto de la esfera unitaria Y = {z : || = 1} . Mostrar que para

cribirse en la forma x = r2’, donde r = |z| = (2 + ... + 22)

cualquier funcién medible no negativa se cumple

/f(q:)dx:/ooo dr r”_l/Lf(m')g(G)dH.
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T

Aplicar esta férmula a la funcién f(x) = e~ ’ para evaluar la constante

C, = /L 9(0)db,

expresandola en términos de la funcién gamma:I'(p) = fooo P~ et
Calcular la medida (o volumen) de la bola unitaria B = {x : |z| < 1}.
Probar que T'(1/2) = /7

La funcién f(z) se llama una funcién radial si existe una funcién fo(t)
definida sobre la semirecta t > 0, tal que f(x) = fo(Jz|). Mostrar que

si f es una funcién radial, entonces
/f(a:)dx = C’n/ "1 fo(r)dr.
0

(Para qué valores de p es |z|P integrable sobre la bola unitaria |z| <17

Demostrar que la integral biparamétrica

1
/ P log |9 da
0

es finita si p > 0 y g > 0; expresar su valor en términos de la funcién
gamma. Sugerencia: considere el cambio de varible x = et (0 < t <
00).

Calcular la integral de la funcién (1+|xz|?)~(+1)/2 sobre el espacio IR".

Sea A un subconjunto boreliano de IR™ con la siguiente propiedad:
para cada v € IR"™ que verifique |v] =1, el conjunto 4, = {t € IR :
tv € A} tiene medida nula. Probar que A tiene medida nula.

Si M es un conjunto convexo en IR"™, probar que la frontera de M
tiene medida nula y que M es medible.



CAPITULO VII

ESPACIOS DE FUNCIONES CLASICOS

1. El espacio de las funciones integrables.

En este capitulo consideraremos funciones medibles f con valores reales
o complejos, definidas sobre un subconjunto medible E del espacio euclidiano
R"™ .

El conjunto de las funciones integrables sobre E serd denotado por
L' (E) o simplemente por L', si no hay necesidad de hacer referencia es-
pecifica a E o bien si este conjunto queda sobreentendido por el contexto.

El espacio L' es un espacio vectorial de funciones; y dado que la integral
no distingue entre dos funciones que sean iguales en casi todo punto, éstas
seran identificadas en una misma clase . En otras palabras, aceptaremos que
f =g si f(z) = g(z) en casi todo punto = de E. Asi, por ejemplo, la
igualdad f = 0 significa que f(z) =0 en casi todo punto = de E.

El lector no tendré dificultad en probar que la relacién
“f =g en casi todo punto de E”

es una relaciéon de equivalencia entre funciones medibles que respeta las
operaciones algebraicas habituales de suma, producto y multiplicacién por
un nudmero, lo cual permite definir unas operaciones algebraicas homdlogas
entre las clases de equivalencia, tal como se hace con las estructuras cocientes
en el algebra.

Asi, por ejemplo, si denotdramos por (f) la clase de equivalencia de f,
podriamos definir las operaciones vectoriales por medio de las férmulas

)+ = +9), A)=QAf).

192
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En adelante cada elemento de L' serd una clase de equivalencia de las
definidas por aquella relacién. Ademas, el simbolo f se usara indistintamente
para representar a la funcién f o a su clase de equivalencia (pronto veremos
que este abuso de notacién y de lenguaje resulta muy saludable).

Para cada f en L!(F) pongamos

1] = /E (@) da.

Notese que todas las funciones que se encuentran en una misma clase dan el
mismo valor para la integral.

De esta manera hemos definido una funcién no negativa sobre L' que

cumple
N1 If+glli < Ilfllh + llglh
N2 IAMfle = (ALl
N3 lfl. = O siy sélosi f =0,

para cualquier par de vectores f y g en L' y cualquier escalar A. Luego,
L'(E) es un espacio normado con la norma || -1, en el sentido que hemos
definido en la seccién 14 del capitulo II.

La distancia entre los vectores f y g se define entonces por medio de la
férmula

d(f,9)=1f - glh = /E 1F(@) — g(o)] de

y la nocién de convergencia con respecto a esta métrica se llama convergen-
cia en norma, mds especificamente convergencia en norma || ||; o también
conocida como convergencia en L!.

Seguidamente veremos que como espacio métrico L'(E) es un espacio
completo, o sea que toda sucesién de Cauchy en L' converge en norma hacia
un vector f del mismo espacio.

Un espacio normado, completo con respecto a la distancia inducida por
la norma, se llama un espacio de Banach.

(7.1) Teorema. L'(E) es un espacio de Banach.

DEMOSTRACION. Resta ver que este espacio es completo, para lo cual de-
mostraremos lo siguiente:
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Sea (f;) una sucesién en L! tal que

Z [filh < oo,

i>1
entonces existe una funcion S en L' tal que
|S; — S|l1 =0 para n— oo ,

donde S; = > fj.

1<5<i
Dejamos como ejercicio demostrar que la afirmacion de arriba implica la
completitud del espacio L.

Sea ahora ®(x) la suma de la serie

S @)

1<i

Dado que la serie numérica > || fi|]|1 es convergente, el teorema de Beppo-
Levi nos asegura que ® es integrable, luego finita en casi todo punto. Asi estéd
bien definida la funcién
S() =Y file)
1<i

excepto sobre un conjunto de medida nula. Como |S| < @, la funcién S estd
en L'. Por otro lado la funcién |S; — S| tiende a cero en casi todo punto
y estd dominada por 2@, luego el teorema de la convergencia dominada nos
permite afirmar que ||S — S;||1 tiende a cero cuando ¢ tiende a infinito.

Q.E.D.

Creemos que la demostracion dada es bastante directa y en ella se usan
principalmente dos hechos: la completitud del campo de escalares y el teo-
rema de la convergencia dominada. Nos parece instructivo esquematizar una
segunda demostracién.

Sea (f;) una sucesién de Cauchy en L'. Luego por la desigualdad de
Chebyshev es de Cauchy en medida y entonces existe una funcién medible
f tal que f; converge a f en medida (véase Teorema 4.15). Ademds existe
una subsucesion (f;;) de (fi) que converge a f en casi todo punto. Usando
el teorema de Fatou tenemos

If = fillx < liminf | fi, = fill1
Jj—o0
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Esta tltima desigualdad nos asegura que f estd en L' y que f; converge
hacia f en norma || |1 .

Es 1til tener presente que los argumentos utilizados arriba dan también
una demostracion del siguiente hecho.

Sea (f;) una sucesion de funciones integrables que converge en L' hacia
una funcion f. Entonces existe una subsucesion (f;;) de (fi) que converge
a [ en casi todo punto.

Para lo que sigue conviene recordar que se llama soporte de una funciéon
f ala adherencia del conjunto formado por los puntos x tales que f(z) #0.

Un principio general, muchas veces 1til, es reemplazar una funcién
“buena” ¢ de tal manera que el “resto” ||f — g||1 sea chico. Veremos a
continuacion algunas de las clases de funciones buenas que se usan con fre-

cuencia.

Sea S = S(E) el conjunto de las funciones simples e integrables sobre
E. Este conjunto S es denso en L', lo que significa que para cada f en
L' ycada € >0 existe g en S tal que ||f —g|: <e.

Las funciones escalonadas, combinaciones lineales finitas de caracteristi-
cas de intervalos acotados, son densas en L!'(IR™). Esta afirmacién es con-
secuencia del hecho de que S es denso en L! y de la definicién de medida
de Lebesgue.

Por otro lado no es dificil convencerse de que la funcién caracteristica de
un intervalo acotado de IR"™ es aproximable en norma L' por funciones con-
tinuas con soporte compacto; luego esta ultima clase de funciones es también
densa en L!. Nétese que hemos practicamente demostrado al pasar que L'
es separable, i.e. tiene un subconjunto numerable denso.

El mismo tipo de argumento que hemos dado nos permite afirmar que
CP'(IR™) es denso en L'. Esta tltima clase consta de las funciones con
soporte compacto y con derivadas parciales continuas hasta el orden m. En
particular, Cp(IR™) denotard la clase de las funciones continuas con soporte

compacto.

Para referencia enunciamos el siguiente teorema:

(7.2) Teorema. La clase formada por las funciones continuas con soporte
compacto y la clase de las funciones escalonadas son densas en el es-
pacio L*(IR™).
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2. Las funciones esencialmente acotadas.

Una funcién medible f es esencialmente acotada sobre E si existe una
constante finita M tal que

{z e E:|f(z)|> M} =0,

en esta situacion M recibe el nombre de cota esencial. En otras pa-
labras M es cota esencial para f sobre E sii |f(z)] < M para casi todo
x € E. Pondremos ||f||c para el infimo de las cotas esenciales. Se demuestra
facilmente que ||f||~ es una cota esencial para f.

Nosotros hemos definido ||f||cc cuando f es esencialmente acotada; si
este no es el caso pondremos || f|lec = 00, asi f es esencialmente acotada sii
I flloc < oo. El conjunto de las funciones esencialmente acotadas sobre E es
denotado por L. En L identificamos las funciones iguales en casi todo

punto; con esta convencién oo €S una norma sobre este espacio vectorial
de funciones. Mas todavia, L* es un espacio de Banach. Dejamos como

ejercicio demostrar esta afirmacién.

Nuevamente los resultados del Capitulo IV nos aseguran que las fun-
ciones simples son densas en L. Por otro lado ni las funciones escalonadas
ni las funciones continuas acotadas son densas en L*°(IR").

Nétese que el Teorema (7.2) nos asegura que no existe ningin espacio
vectorial X estrictamente comprendido entre Co(IR™) y L'(IR™) tal que
X con | |l1 sea un espacio de Banach, dicho de otra manera uno podria
1- No
tenemos la misma situacién con la norma || ||s, pues Co(IR™) con esta

definir L*(IR™) como la completacién de Co(IR™) con la norma

norma no es un espacio de Banach y el minimo espacio normado completo
que lo contiene no es L*°. Por otro lado las funciones continuas acotadas
sobre IR™ forman un espacio de Banach con la norma || ||« -

Veremos a continuacién de qué manera estian relacionados los espacios
L'y L>.

Notemos que si f € L' y g € L™ el producto fg es integrable. M4s
todavia, tenemos que

[ gl dz <11 gl
E

Luego para cada funcién g € L esta bien definida la siguiente funcién sobre
Ll
E
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donde g(z) = g(x) denota el complejo conjugado de g(x).

Esta funcién £, es lineal y verifica

1o (D) < lglloo lIf1l2

para cada f € L'. Este es un ejemplo de ciertas funciones generales que
describiremos brevemente.

Diremos que una transformacion lineal 7' de un espacio normado X en
un espacio normado Y es acotada si existe un nimero no negativo M < oo
tal que

[Tz| < Mllz]
para cada z € X .

Obsérvese que en la desigualdad anterior hemos usado el mismo simbolo
Il || para denotar tanto la norma en X como en Y, pero esté claro que éstas
pueden ser de naturaleza completamente distinta.

Al conjunto de transformaciones lineales (u operadores lineales) acotados
de X en Y lo designaremos con L(X,Y). Este es un espacio vectorial de
funciones en el que podemos definir la siguiente norma:

Si T € L(X,Y) entonces ||T| =sup{||Tz| : [z| <1}.

En los ejercicios se vera que si Y es un espacio completo también lo es
L(X,Y); en particular L(X,C) o L(X, IR) son espacios de Banach. Para
cualquiera de estos dos usaremos la notacion X* y diremos que es el espacio
dual de X . Para nosotros X* siempre denotara el dual topolégico de X
cuyos elementos son las funcionales lineales acotadas.

(7.3) Teorema. Si g € L™ entonces , € (L)* y [[{y] = |lgllee - Mds
atin, cada elemento de (L)* es de esta forma.

Usualmente se enuncia este teorema diciendo que el dual de L! es L™
y se escribe (L')* = L.

DEMOSTRACION. Veamos la primera parte del teorema para g € L no
esencialmente nula. Por un lado es claro que [[{4]| < ||g||s - Solamente es de
interés el caso m(E) > 0. Luego, dado € > 0 existe AC E, 0 < m(4) < o0,
tal que [g(x)] > ||g]lec —€ si x € A.

Pongamos ahora f(z) = sgn(g(x)) ﬁ X a(x), donde sgnx = x/|z|
si £ #0 y sgn0 = 0. Claramente tenemos

1€gll = £4(f) = llglloc — €
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con lo que ||44]] = ||g]lo - La demostracién de la segunda parte del teo-
rema es mas complicada y necesitamos postergarla hasta el final del siguiente
paragrafo.

Sabemos que si g € L™, entonces gf € L' para cada f € L'. Veamos
que la afirmacion reciproca también es cierta.

(7.4) Teorema. Sea g una funcion medible tal que gf € L' para cada
fe€L'. Entonces g € L>.

DEMOSTRACION. Las hipétesis del teorema nos garantizan que ¢ es una
funcién finita en casi todo punto. Nosotros demostraremos que si g es una
funcién finita en casi todo punto tal que g ¢ L™ entonces se puede construir
una funcién f € L' tal que gf ¢ L'. En efecto, sea (a;) una sucesién
numérica tal que

O<a1<a2<...y2a;1<oo.
1<i

Sea ahora A;, 0 < m(A;) < oo contenido en el conjunto
{reFE:a; <lgx)|}.

La siguiente funcién

F=>" (arm(A) " X,

i=1

es la que mencionamos en un principio.

Q.E.D.

3. Funciones de cuadrado integrable.

Denotamos con L?(E) o L? al espacio formado por todas las funciones
medibles f con valores en los complejos tales que |f|? € L'(E). Consi-
deraciones similares a las que haremos seran véalidas si las funciones toman
valores en la recta real extendida.
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El espacio L? es un espacio vectorial y si f,g € L? entonces fg € L!
(recuerde que el producto de dos niimeros positivos es menor o igual que el
promedio de sus cuadrados). Luego estd bien definida la expresién

(f,g)z/E f(2) 9@) der .

Vemos que (-, -) es un producto escalar, i.e. una funcién con val-
ores en los complejos con las siguientes propiedades: es lineal en la primera
variable, (f,g) = (g, f), (f,f) =0y (f,f)=0sii f=0.

Si ponemos || f|l2 = (f, £)*/? y seguimos los pasos realizados para el caso

de la norma euclidea en IR", ver Capitulo II, pardgrafo 1, tenemos que L2
es un espacio normado con la norma || - ||2, la cual proviene de un producto
escalar. Ademaés se cumple la desigualdad de Cauchy-Schwarz

/ F@)g(@)] dz < ]2 gl
E

para f,g € L*.

En forma similar a lo realizado en L' se demuestra que L? es completo;
o0 sea que estamos en presencia de un espacio normado completo cuya norma
proviene de un producto escalar. Esto se resume diciendo que L? es un
espacio de Hilbert.

Haremos a continuacién una pequena incursiéon por la teoria abstracta
de los espacios de Hilbert.

Sea H un espacio vectorial sobre los niimeros complejos provisto de un
producto escalar (, ) y una norma ||z|| = (z,z)'/?. Supondremos ademds
que es completo como espacio normado, es decir H es un espacio de Hilbert.

(7.5) Teorema. Sea H un espacio de Hilbert y C' un subconjunto no vacio
de H cerrado y convexo. Entonces C posee un unico elemento de

norma minima, i.e. existe un unico cy € C tal que

= inf c| -
llcoll = inf ]

DEMOSTRACION. Sea (c¢;) una sucesién minimizante en C, i.e. cada ¢;
estden C y |¢| = d= ingv lc|]| cuando ¢ — oo.
ce
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De la siguiente igualdad (ley del paralelogramo)

2
Ci+Cj

2

C,L'*Cj

2

1
+ =5 (llesll® +lles %)

teniendo en cuenta la convexidad de C' se obtiene la desiguadad
Ad? + Jlei — 1> < 2 (Jleall® + lles11?) -

Esta nos asegura que (¢;) es de Cauchy en H; luego existe ¢ tal que
llei — co|| = 0 para @ — oo, y como C es cerrado se tiene que ¢y € C.
Teniendo en cuenta que (¢;) es minimizante llegamos a |¢o|| = d. La uni-
cidad de este ¢y es consecuencia directa de la ley del paralelogramo y de la
convexidad del conjunto C'.

Q.E.D.

El teorema demostrado nos permite asegurar la existencia y unicidad de
la proyeccién de un vector x sobre un conjunto convexo cerrado C'. Dicha
proyeccidn, que serd denotada por p(z) = p(z/C), se define como el tinico
elemento en C' que verifica

le —pl@)| <z —cll, ceC.

Observe que el conjunto z — C = {x — c: ¢ € C} es convexo y cerrado.

(7.6) Teorema. Sean H un espacio de Hilbert, C' un subconjunto de H
no vacio cerrado y convezo, y sean x,p dos vectores en H . Entonces
las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(1) El vector p es la proyeccién de x sobre C'.
(2) peC y Re(x —p,p—c) >0, para cada ¢ € C'.
(3) peC y llz—cll> > |lz—pl* +lp - c|*, para cada c € C.

DEMOSTRACION. Para ver que (1) implica (2) se considera la funcién
f@)=lz—(-ep—ec*, 1220,

luego se observa que f/(0) > 0 por ser p una proyeccién. Calculando f'(0)
se obtiene la parte real de 2(z —p,p—¢).

La parte (3) es consecuencia de (2) y de desarrollar la expresién

lz = el = [z = p) + (0 = O)* -
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Claramente (3) implica (1).
Q.E.D.

La proyeccién p(xz/C') tiene particular interés cuando C' es un subespa-
cio cerrado de H , en cuyo caso la condicién (2) de (7.6) toma la forma:

peCy(x—p,c)=0paracadace C .

Esto tultimo se suele expresar diciendo que un vector p en C' es la proyeccion
de x sii x — p es perpendicular a C'.

Observemos que la afirmacién (3) de (7.6) implica la unicidad de la
proyeccién. En efecto si p y ¢ son dos vectores en C que satisfacen (3),
tendremos

Iz —ql* > [l = p|* + Ip — qlf®
lz = pl* > [lz — all* + IIp — all*,
pero estas dos inecuaciones aseguran que ||p —q||> =0, o sea p=gq.

Veamos a continuacién cémo son la funcionales lineales de un espacio de
Hilbert H .

Si v € H y ponemos ¢,(u) = (u,v) entonces ¢, € H*. Ademds, como
facilmente se ve, ||€y| = ||v||. El teorema de representacién de Riesz, que
probaremos a continuacién, nos asegura que aparte de éstos no hay otros
ejemplos de funcionales lineales continuas sobre H .

(7.7) Teorema. Sea H wun espacio de Hilbert y ¢ una funcional lineal
continua en H . Entonces existe un unico vector v € H tal que £(u) =
(u,v) para cada v € H. Ademds ||¢| = ||v] .

DEMOSTRACION. supondremos de entrada que existe u € H tal que £(u) #

0; si no, la afirmacién es obvia. Definamos
N={xe€H:{l(zx)=0}.

Por ser ¢ lineal y continua el conjunto N es un subespacio cerrado y ademas
no es todo H. Sea ahora yo € H, yo ¢ N, luego por (7.6) existe un tnico
x € N tal que el vector yg — x es perpendicular a N . En otras palabras,
siempre podemos encontrar un vector y ¢ N perpendicular a N tal que
llyl = 1. Cada vector = € H se puede escribir asf :
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o sea que todo vector del espacio admite una representacién de la forma
r=u+ay, u € N, a complejo.

Pongamos ahora v = £(y) y. Claramente ¢(ay) = (ay,v). Ademds si
x € N, entonces (v,z) = 0. Por lo tanto tenemos que para todo = € H se
verifica que

Lz) =lay 4+ u) =l ay) = (ay,v) = (z,v) .

Es obvio que el vector v es tnico.
Q.E.D.

Usaremos el teorema de representacién de Riesz para completar la de-
mostracién del Teorema (7.3).

Sea ¢ una funcional lineal continua definida sobre L!(E). Nos interesa
ver que existe g € L>(FE) tal que

(= [ fgde=tn. Ferim).
E
Supondremos primero que m(E) < oco. Recordemos que ¢ verifica

eHI< el ifll,  feLi(B).

Usando Cauchy-Schwarz tenemos que

eI < NmEN2 Nfllz . f € LA(E) .

O sea que podemos pensar a ¢ como una funcional lineal sobre el espacio de
Hilbert L?(E), asi usando el Teorema (7.7) vemos que existe g € L?(E) tal
que

e(f)z/E fade=1t,(f), felE).

De la anterior igualdad y teniendo en cuenta que ¢ is una funcional lineal
continua tenemos que

/E fal dze < |flh €] . feL3(E).

Si f is una funcién integrable, la ultima desigualdad vale para f, =
min (|f|,n) y haciendo tender n a infinito Beppo-Levi nos garantiza que
ella es cierta para f integrable. Usando (7.4) se obtiene que g € L*(E).
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Ahora bien; las funcionales lineales continuas ¢ y ¢, coinciden en L? (un
subconjunto denso de L!). Luego son idénticas.

Si el conjunto FE tiene medida infinita se lo puede reducir al caso ya
demostrado poniendo a este conjunto como una unién numerable disjunta de
conjuntos F; de medida finita. El resto de la demostracién se deja a cargo
del lector. Q.E.D.

4. Funciones convexas.

En el Capitulo II, Secciéon 14 hemos visto la utilidad de las funciones
convexas como generadoras de normas en IR™. Es nuestra intencién estudiar
con algun detalle propiedades de estas funciones.

Denotamos por I un intervalo de la recta con extremos a y b, el cual
puede contener alguno de sus extremos y ser no acotado.

Una funciéon ¢ de I en IR se llama convexa sobre I si las relaciones
s,t €l y 0<A<1 implican

(1) P(As + (1 = A)t) < Ap(s) + (1 = A)gp(t) -

Es siempre conveniente tener la imagen geométrica de la desigualdad
anterior. Si P; y P» son dos puntos sobre la curva y = ¢(z), los puntos del
arco de curva P; P, deben estar por debajo o sobre la cuerda determinada
por los puntos P; P> .

Una manera alternativa de definir funcién convexa es suponer que ¢ es

continua sobre I y que verifica

(2) @(S;t)<;w(s)+; t), (s;tel).

En este pardgrafo veremos que (1) implica la continuidad de la funcién
o en el interior del intervalo I. El hecho de que la continuidad ¢ conjun-
tamente con (2) implican la convexidad de ¢ se deja como ejercicio. La
caracterizacién con (2) es més facil de verificar.

A continuacién damos un ejemplo de funcién convexa. Sea p € L'([)
una funcién creciente. Luego para cada ¢t € I ponemos

(3) o(t) = / p(s) ds .
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Por consiguiente ¢ es continua sobre I. El hecho de que la funcién definida
por (3) cumple (2) es un ejercicio que el lector deberfa realizar.

Mis adelante veremos que la férmula (3) nos da esencialmente todas las
funciones convexas.

Usando (3) obtenemos rdapidamente la convexidad de las siguientes fun-
ciones z? p>1, e*, xlnx sobre x > 0.

La desigualdad (1) equivale a afirmar que para cualquier terna de puntos
x <y <z en el intervalo I se verifica alguna de las relaciones siguientes:

(4) py) —ol@) _ p(z) —olz)
y—x - Z—x

(5) p(z) @) _ ¢(z) = oy)
z—x - Zz—y :

(6) py) = p(z) _ o(2) — o)
y—x - z—y :

Todas las desigualdades tienen un claro significado geométrico que en la
mayoria de los casos es suficiente para convencernos de su validez. A modo
de ejemplo damos un razonamiento analitico para ver que (1) es equivalente
a (4).

A partir de (1) obtenemos

ply) < T2 pla) + T o(2) -

Si a esta dltima desigualdad le sumamos miembro a miembro —p(z) obte-
nemos (4). El proceso claramente se puede revertir, de modo que (4) es equi-
valente a (1). Las dos equivalencias restantes no ofrecen dificultad adicional.

Podemos usar (6) para demostrar que si ¢ € C1(a,b) y ¢’ es creciente
entonces o es convexa sobre (a,b), para lo cual basta usar el teorema del

valor medio.

Pongamos ahora
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e
cuando estos limites existan.
Si ¢ es una funcién convexa sobre I valen las afirmaciones (a)-(c) si-
guientes:
(a) Dtp(z) existe y es menor que infinito para a <z < b. [use (4)
(b) D™ ¢(x)
[use (5)].
(c) D=¢(z) < Dtp(x) para a <x <b. [use (6)].

En particular hemos demostrado que si ¢ es convexa sobre I, entonces

existe y es mayor que menos infinito para a < z < b.

es continua en el interior de I. Nos interesa ahora analizar la monotonia de
las derivadas.

Para una funcién convexa, como consecuencia de (6), tenemos

) p(@) —ple1) _ plz) = oY)
xr— I - To — Y

, T <T<y<Tg.

Si en esta desigualdad hacemos = — x1, y — x2, obtenemos DT (z1) <
D~ p(z2) y usando (6) resulta

(8) Dt p(x1) < DY p(x2) para 1 < T2 .

Asf hemos demostrado que DTy es monétona creciente. Sabemos que
una funcién mondtona tiene a lo més una cantidad numerable de discontinuida-
des. Sea ahora z un punto de continuidad de DTp; como DVp(y) <
D~ ¢(z) < DTp(x), si y < z, haciendo y — x tenemos que D~ p(x) =
Dt o(z).

Todo esto nos dice que si = es un punto de continuidad para D'
entonces ¢'(x) existe. En forma andloga uno puede demostrar que D~ ¢ es
monétona y que si z es un punto de continuidad para D~ ¢ entonces ¢'(x)
existe. El enunciado del siguiente teorema resume nuestros razonamientos

anteriores.

(7.8) Teorema. Sea ¢ convexa sobre I. Entonces ¢ es continua en el
interior del I y para cada punto interior existen las derivadas laterales
a derecha y a izquierda de ¢, las cuales son funciones crecientes. Si x
es un punto de continuidad para la derivada lateral derecha o izquierda,
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entonces @' (x) existe. La derivada ¢'(x) existe salvo en un conjunto
numerable de puntos.

Diremos que una recta y = ¢(x) soporta a y = ¢(x) en el punto zg
si l(xo) = p(xo) y ademds ¢(x) > ¢(x) para todo z. Para una funcién
convexa ( las rectas soportes existen en cada punto interior de I y estan
dadas por

L(x) = p(zg) + m(x — x0) ,

donde D~ p(zg) < m < Dtyp(xg). Para ver esto use la definicién de
derivadas laterales.

El lector no tendra dificultad en demostrar que si ¢ es una funciéon
convexa sobre I, entonces existen dos sucesiones de nimeros reales (a;) y
(b;) tal que

o(x) = sup(a;z + b;) , a<z<b.

Por otro lado si (¢;) es una sucesién de funciones convexas sobre I y
definimos

p(r) = sup pi(z) ,

entonces la funcién ¢ es convexa, suponiéndola finita. Por lo tanto también
podemos pensar a una funciéon convexa como el supremo de una sucesion de
funciones lineales.

5. Los espacios LP.

Dado un conjunto medible £ C IR"™, para cualquier funcién medible f
y cualquier p > 0, llamaremos norma p de f sobre E al ntimero

1/p
||f|p=||f||p,E:(/E If(ff)pdw) ,

que puede ser igual a +oo.

Las funciones f que verifican ||f||, < oo forman una clase muy espe-
cial que se denota por LP(FE) o simplemente LP, si no hay posibilidad de
confusién. Luego, f € LP(E) siy sélosi |f|P € L}(E). Como antes, conven-
dremos en identificar dos funciones cualesquiera que coincidan en casi todo
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punto de E; y por razones que enseguida se comprenderan nos interesaremos
principalmente en el caso p > 1.

El espacio LP, 1 < p < 0o es un espacio normado con la norma || - ||, .
La tnica propiedad a demostrar que no es obvia es la desigualdad triangular
o también llamada desigualdad de Minkowski:

1f+gllp < IFllp + llglly » fgel”.

Para demostrar la desigualdad de Minkowski supondremos, sin pérdida
de generalidad, que || f|l, v |lgll, son positivas. Dado que ¥ es una funcién
convexa para p > 1, para cada z € E se cumple

(If(x) + Ig(x)|>p el [f@)I

n lgllp lg(z)[P
I £1lp + llgllp

~ Sl + gl A1 11l + llgll Nlgllp

Integrando sobre E obtenemos
P
JRCCET L Ny
g\ fllp +llgllp

/ |f+g\”dx§/ (F1+1gD)" dz < (Lfllp + Ngllp)”
E E

Por lo tanto

y esta ultima desigualdad implica la desigualdad de Minkowski.

En forma similar a lo hecho en L' se demuestra el teorema siguiente.
(7.9) Teorema. Para 1 <p <oo, LP(E) es un espacio de Banach.

Observemos ademds, como consecuencia de la desigualdad de Chebyshev,
que convergencia en norma LP implica convergencia en medida. Asi, si una
sucesién (f;) converge hacia una funcién f en norma LP, entonces existe
una subsucesién (f;;) de (f;) que converge a f en casi todo punto.

En LP existe una desigualdad andloga a la de Cauchy-Schwarz. Para
obtener este tipo de desigualdad pongamos m(t) =t?~1, t >0y 1 <p < o0
fijo, y sea n(t) la funcién inversa de m(t), o sea n(t) = t*/(P=1)  Tenemos
la siguiente desigualdad, valida para a,b >0

abg/oa m(t) dt—l—/ob n(t) dt ,
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para cuya demostracion es suficiente analizar la figura.

T

Mas especificamente tenemos

1 1

abgfap—klibpilﬂ, a,b>0.
p L4

O bien, poniendo p’ = p/(p — 1), obtenemos la desigualdad

1 1
abS*ap"F*,bp,
p p

donde a y b son no negativos y 1 < p < co. Notemos que 1/p + 1/p/

1. El ntimero p’ se llama el exponente conjugado de p. Si p = 1 su

conjugado serd p’ = co; si p = oo definimos p' = 1.

Supongamos ahora que tenemos f € LP y g € L¥" dos funciones esen-

cialmente no nulas, i.e. ||f|l,llgll,y > 0. Sien la dltima desigualdad ponemos

a=[f@)/IIflp vy b=lg@)/llglly

e integramos sobre el conjunto E, obtenemos

JRCTI
i <

=1.
£l N9l

1 1
p p

Asi hemos demostrado la llamada desigualdad de Holder.

Desigualdad de Hélder: Sean f € LP(E), g € LF(E), 1 < p < oo,

(1/p+1/p’) = 1. Entonces

/ F@a(@)ldz < | Flllgly -
E

Los detalles faltantes en la demostracién anterior no son dificiles de com-

pletar.
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Una vez conocida la desigualdad de Holder, la desigualdad de Minkowski
se obtiene facilmente a partir de ella (véanse los ejercicios).

Otra desigualdad importante es la siguiente.

Desigualdad de Jensen: Sea f € L'(E) una funcién con valores reales,

0 <m(F) <oo. Si ¢ esuna funcién convexa definida sobre IR , entonces

o (o [ 1@ ) <t [ ot ao

La integral de la derecha esta bien definida pudiendo valer mas infinito.

En efecto, por ser ¢ una funcién convexa existen dos sucesiones (a;) y
(b;) tales que @(z) = sup(a;x + b;).
i

Luego

<P<m(1E)/Ef(x) dw>=sgp<7r£%)/Ef(x) dx-i—bi)
1

= sup (B /E(ai f(z) + b;)dx |

?

m(lE) -/Esgp(aif(m)"_bi)dl'
=ﬁ /E p(f) da

El siguiente teorema nos da una manera muy til de expresar la norma

IN

LP de una funcién.

(7.10) Teorema. Sea f wuna funcién medible con valores reales definida
sobre E, y 1 <p<oo. Entonces
(a) Si f € LP, su norma estd dada por

11l = sup / fgde .
g E

donde el supremo se toma sobre toda las funciones g que verifican
lgllyy < 1.

(b) Si el supremo anterior es finito la funcidon f pertenece a LP vy
dicho supremo es || f|lp.
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DEMOSTRACION: Analizaremos el caso 1 < p < co; para p = oo véase (7.3)
y (7.4).
Para demostrar (a) pongamos
Np(f)= sup / fg dx .
llgllp- <1

Por la desigualdad de Holder tenemos que

Np(f) <M flly -

Puesto que para f = 0 tenemos la igualdad (a), supondremos | f||, > 0.
Poniendo g = Ifl sgnf con a = [|f|[p~", se tiene |lgll,y =1y Ny(f) >
[ fgdx= ||f||p. De esta manera hemos demostrado la parte (a).

Para demostrar (b) veremos que si ||f|l, = oo para una funcién no
negativa f, entonces N,(f) = oco. Sea f; definida en cada punto de E

0 si|x| >
fi(x) :{

min(f(x),1) si|z| <.

como sigue:

Claramente f; € L y el teorema de Beppo-Levi nos asegura que || fi||, — oo
cuando i — co. Sea g; € LV, llgill, =1 tal que

/ figi = ”fi“P :
E

Luego, para cualquier n se tiene

Nﬁzémzéjwﬂwm

osea N,(f)=00.
Q.E.D.

En el teorema anterior no hace falta toda la bola de LP’ para definir la
norma LP. Sea D C LP una clase de funciones densa en Lp/7 i.e. para
cada g € LP existe una sucesién (g;) € D tal que |lg — gill,y — 0 cuando
17— 00.

(7.10)" Teorema. (a) Si f € LP, 1 <p < oo, entonces

nﬂuam{/.dewmﬂs1, geD}
E
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(b) Si f es una funcién medible y ¢ una constante finita tal que

/ llol dz<clgly . geD.
E

Entonces f € LP.

DEMOSTRACION: Ver ejercicios

Nuevamente podemos preguntarnos cudles son lass funcionales lineales
continuas definidas sobre LP.

Sea g € LP y pongamos como antes
L= [ fad (fer).
E

Entonces tenemos £, € (LP)* y |[€g|l = ||gllpr - Aqui 1 <p < oo.

Enunciamos ahora el siguiente teorema:

(7.11) Teorema de representacién de Riesz. Sea 1 <p < oo y ¢ una
funcional lineal continua sobre LP . Entonces existe una tnica g € LP'
tal que £ =1,.

Con las herramientas que poseemos en este momento es muy facil de-
mostrar (7.11) para 1 < p < 2 (ver ejercicios). Mas adelante daremos una
demostracion para los restantes p; pero para ello deberemos usar una de los
teoremas mads importantes de la teoria de la medida, a saber, el teorema de
Radon - Nikodym.

6. La funcién de distribucion.

Para cada funcién f medible no negativa y cada ¢ > 0, definamos
At)=Ape(t) =m{z e E: f(x) >t}) .

Llamaremos a A(t) la funcién de distribucién de f sobre E.

El lector deberfa verificar que A(t) es una funcién mondtona decreciente
y continua por la derecha. Ademas si suponemos que f es finita en casi todo
punto, entonces A(t) — 0 cuando ¢t — 0o, a menos que la funcién A(t) sea
idénticamente infinita.



212 VII - ESPACIOS DE FUNCIONES CLASICOS

Si felLP(E), p<ooy At)=Ajy,g(t) entonces tenemos

(1) P A1) < /{ g M

La desigualdad de arriba brinda informacién sobre el comportamiento
de A(t) para t — +o00.

7.12) Teorema. Sea p < oo, f € LP(E) y A(t) = \¢ . g(t). Entonces
If1,
(a) t? A(t) = 0 cuando t — co.
(b) t? A(t) = 0 cuando t — 0.

DEMOSTRACION: La desigualdad (1) y el teorema de la convergencia domi-
nada implican (a). Sila medida de E es finita la parte (b) es obvia. Para el
caso general pongamos F = F; U E5, donde

m(E) < oo y [E [f@O)IP dt <e,

para un ¢ > 0 dado.
Luego,

P At) < tPm(Er) +/E |f ()P dt .

Q.E.D.

Ahora estamos en condiciones de expresar la integral de |f|? usando la
funcién de distribucion A(t) = Ay g(t) . En efectopara 1 <p<ooy z€ E
se tiene

[f(x)]
F@)P =p / 1 dt
0

Integrando la igualdad anterior sobre E y usando el teorema de Tonelli
llegamos a

(@) /E @) de=p / T A d

donde A(t) =m({z € E:|f(x)] > t}).

La integral de Lebesgue de la férmula (2) también se puede expresar
como una integral de Riemann - Stieltjes. Para ello basta integrar por partes
en la integral

B
P / P~ \(t) dt
€
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haciendo luego B — oo, € — 0 y usando el Teorema (7.12), se obtiene la

férmula

3) | @ == [" e ax.

En el futuro utilizaremos asiduamente las igualdades (2) y (3).

*7. Espacios de Orlicz.

Sea ¢ una funcién mondtona creciente y continua de [0, c0) en s mismo
tal que ¢(0) =0 y ¢(t) tiende a infinito si ¢ — co. Si E es un subconjunto
medible de IR™, consideremos el siguiente conjunto de funciones medibles:

L¥(E)=L¥ = {f : existe A > 0 tal que /E oA f(z)]) dx < oo} .

Como en el caso de LP los elementos de L?¥ son clases de funciones medibles
con valores complejos o reales extendidos. En cualquier caso es facil ver que
L% es un espacio vectorial cerrado para las operaciones de maximo y minimo
entre dos funciones. Abreviamos esto diciendo que estamos en presencia de
un espacio vectorial reticulado.

En la literatura también se usa el siguiente espacio

L&(E)—Lﬁo—{f: para todo A > 0, /E oA f(z)]) da:<oo} .

Facilmente se demuestra que LY es un espacio vectorial reticulado incluido
en L¥.

El conjunto de funciones

e = {f/E (1) dx<oo} ,

estd comprendido entre los dos anteriores definidos, pero dado que en general
no es un espacio vectorial se usa con menos frecuencia que aquellos.

Diremos que la funcién ¢ cumple una condicién As si existe una cons-
tante no negativa ¢ tal que ¢(2z) < cp(x) para todo = > 0. Si esta
desigualdad se cumple para todo x mayor que un cierto zy, decimos que ¢
cumple una condicién A, para valores grandes de x.
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(7.13) Teorema. Si ¢ cumple una condicion Ay, entonces tenemos LY =
L¥. Si m(E) < co obtenemos la igualdad entre ambos espacios con
solo pedir que se cumpla una condicion Ao para valores grandes de x .

DEMOSTRACION: ejercicio.

(7.14) Teorema. Si ¢ no cumple una condicién Ay para valores grandes
de x, existe una funcion f en D¥ tal que Sf ¢ D¥ para todo 5> 1.

DEMOSTRACION: Sin pérdida de generalidad supondremos m(E) < oo.
Dado que ¢ no cumple Ay en el infinito, existe u; tal que p(uy) > 1y
o((1 4+ Huy) > 2¢p(uq). También existe us > uy tal que o((1+ 2)us) >
22¢(uz) . En general podemos elegir una sucesién u; ,* oo tal que para todo

© 1+1_ u; | > 200 (uy)
((+3)=)

Elijamos ahora una sucesién disjunta de conjuntos (F;) tal que para cada 1,

1 se verifica

E; CE, m(E;) =m(E)/2 ¢o(u;) .

Pongamos ahora

Uy siz e F;
f(x):{O siz ¢ JE; .

Claramente

Si 8> 1, tendremos

[oeereyarz Mo (04 D) —oc.

(B-1)i=1

Q.E.D.

Seguidamente introducimos una métrica en LY que es la andloga de
dp(f,9) = 5 |f —9|” dz cuando 0 < p <1, para lo cual supondremos que
© es una funcién céncava (i.e. —¢ convexa) diferenciable, ademds de las
condiciones pedidas al principio de esta seccién. En esta situacién la funcién



7. ESPACIOS DE ORLICZ 215

@ resulta ser subaditiva sobre [0,00) o sea (s +t) < ¢(s) + ¢(t) para
s,t >0 (ver ejercicios).

Para f,g € LY ponemos

dy(f.9) =/E o(1f —gl) de .

Es fécil ver que

di) dy(f,9)=0sii f=g.

d2) dsa(fa 9) < dw(fa h) + dw(ha g) .

ds) dy(f,9) =dy(g,[) -

Hemos demostrado que cuando ¢ es céncava, L es un espacio métrico con
la distancia d, .

Notemos que d, no es, en general, una métrica sobre L¥. M4s aun,
d,(f,0) puede valer infinito si f ¢ LY, .

Para lo que resta de esta seccién supondremos que ¢ : [0,00) — [0, 00)
es una funcién convexa no idénticamente nula con ¢(0) = 0. Nétese que
las condiciones anteriores implican que () tiende a infinito si z tiende a
infinito y ademas ¢ es estrictamente creciente desde cierto punto en adelante.

Definimos ahora

co={rere: [ wimar=a}.

(7.14) Teorema. Se verifican las siguientes propiedades:
(1) Cy, es convezoy 0 € Cy,.
(2) C, es simétrico respecto al origen : f € C, implica —f € C,,.
(3) Si f € LY existe € > 0 tal que e¢f € Cy,, i.e. C, absorbe
cualquier elemento de L¥ .
(4) Cy, mo contiene ninguna recta que pase por el origen.

DEMOSTRACION: Las dos primeras propiedades son triviales. La propiedad
(3) es consecuencia de la continuidad de ¢, del teorema de convergencia
dominada de Lebesgue y del hecho que ¢(0) =0.

Ahora, si f es una funcién no nula sabemos que para cierto a > 0 y un
conjunto A medible de medida positiva, |f| > a X 4. Luego,

/E SONf]) do > p(ha) m(A)
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y recordando que ¢(t) tiende a infinito cuando ¢ — oo, obtenemos la de-
mostracién de (4).

Q.E.D.

En forma analoga a lo realizado en el Cap.Il, Seccién 14 podemos ver
que la siguiente funcional de Minkowski

||f¢_inf{)\>0:§60¢} ,

define una norma sobre L¥ . Esta norma se conoce con el nombre de norma
de Luxemburg.

Note (use el teorema de Fatou) que si f es no nula, tenemos

] )
/E*"(nm drsts

Asi el infimo que define || f[|, es en realidad un minimo. Esto nos permite

dar una réapida demostracién de la desigualdad triangular. FEn efecto, si
Iflle - llgllo > O tendremos

f+g _ Iflle f I lgll, g
Iflle +1llglle  flle +llglle 1fle — Nflle +lglle llglle

eC,,

osea |[f +glle < flle +llglle-

(7.15) Si ¢ cumple una condicién Aq, para cada f # 0 tenemos la igualdad

fe () =1

Si ¢ no cumple la propiedad As no podemos asegurar la igualdad en
(7.15). No obstante tenemos

(7.16) A > |Iflly siy sélo si / @(T) de <1.
B

Para estudiar la convergencia en norma es 1itil tener en cuenta el siguiente
resultado.
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(7.17) Teorema. Para una sucesion (f;) en L% son equivalentes las afir-
maciones

(1) I fillo = 0 cuando i — oo ;
(¢)  para cada X >0 Jz e(Alfi]) de =0 cuando i — oo .

DEMOSTRACION: Veamos que (1) implica (2). Dado que ¢(tz) < ¢ p(x),

0<t<1, x>0, para A|fill, <1y fi nonula tenemos las estimaciones

[ et as= [ o (s ) o

| |fi<x>|>
< Alfille /E g0<||fi||ga =

<Allfille -

Supongamos ahora que (2) es cierta. Si tuviéramos para una subsucesién
( fij) y un nimero a > 0 las desigualdades |f; ||, > @, tendriamos por

(7.16)
/E ; (|f;j|

> dx > 1 para todo j .
Q.E.D.

(7.18) Teorema. Consideremos una sucesion (f;) en L¥ que converge pun-

tualmente a una funcién f. Entonces ||f|, < iminf ||fill, -
i— 00

DEMOSTRACION: Sea « = liminf||f;|, y supongamos o > 0, si a = 0 se
1—> 00

puede demostrar que f = 0. Luego existe una subsucesién (f;;) tal que
0 <|fill, = « si j = co. Usando el teorema de Fatou, tenemos

IfI) . <|fz-j|)
/*”(a o= [ Jim i) “

< liminf w( |fs; ] ) dr <1

J=o0 I1fi; Il

O sea hemos demostrado || f|l, < a.

Q.E.D.

(7.19) Teorema. El espacio L¥ con la norma de Luzemburg ||+, es un
espacio de Banach.
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DEMOSTRACION: Hemos visto que || - ||, es una norma y sélo resta demostrar
que el espacio es completo. Sea (fi) unasucesiénen LY talque Y, || fxlly <
oo y pongamos f* = >, |fx|. Por (7.18) tenemos que f* € L¥ y por lo

F=> f,

estd bien definida en casi todo punto y pertenece a L? | puesto que |f| < f*.

tanto la funcién

Veamos ahora que h; = 22:1 fr converge a f en norma |- ||,. En efecto,
o0 o0 oo
If = haillo = D2 fel| <D0 1Al <D0 Iflle s
i+1 ® n+1 @ i+1

donde la ultima desigualdad es nuevamente consecuencia de (7.18). Como
> i1 Ifxlly — 0 cuando i — oo, se sigue que el espacio L¥? es completo.

Q.E.D.

Una consecuencia directa del teorema de convergencia dominada de
Lebesgue es que si f € LP, p < 0o, entonces || f X 4|, tiende a cero cuando
m(A) tiende a cero.

Diremos que una funcién f € L¥ tiene norma |||/, absolutamente
continua si ||f X al|, = 0 cuando m(A) — 0 (para abreviar escribiremos
que f tiene n.a.c.).

A continuacién exploramos brevemente el concepto de n.a.c. y veremos
el papel que desempetnia LY en relacién con este concepto.

(7.20) Teorema. Cada f € L% tiene norma absolutamente continua. Si
f € L¥ tiene n.a.c., entonces para cada conjunto medible A de medida
finita, f X4 € LE .

DEMOSTRACION: Observemos primero que si f € L£ esta funcién puede
ser aproximada en norma || - ||, por funciones acotadas con soporte acotado.
En efecto, sea (A4;) una sucesién creciente de conjuntos acotados tal que
E =|JA;, donde E es el conjunto medible sobre el cual estd definido el
espacio de Orlicz L¥ . Para cada f € LY pongamos

fi=Xa, | Xqgi<iy -

La sucesién (f;) converge puntualmente hacia f y por otro lado f; €
L> y es nula fuera de A;. Por ser f € LY tenemos que para cada A > 0,

[ esi- s as =0,
E
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para i — oco. Asi que por (7.17) vale ||f — fill, = 0 si i = 0.

Sea ahora f € L% y >0 ytomemos g € L™ tal que || f —gll, <e.
Luego
If Xalle <e+llg Xallp <e+llgllee Xall, -

Pero (ver ejercicios)
IXally =1/¢7"(1/m(A)) .

Con lo que se ha demostrado la primera parte del teorema.

Reciprocamente, sea f € L¥ con n.a.c. y A un conjunto medible de
medida finita. Sean B; ={zx € A:|f(x)|<i}, Ai=A-B;y fi=f Xp,.
Como m(A4;) — 0 cuando i — oo, tenemos

If Xa—fille =1 Xa,

o —0 sii— 00 .

Puesto que f; estd en L% y este tltimo espacio es cerrado en L¥ (ejercicio
35), hemos demostrado que f X 4 € L .

Q.E.D.

Inspirados por la demostracién del teorema precedente definiremos la
clase B¥ como la adherencia en L¥ del conjunto

{f € L™ : m( soporte f) < co} .
Con esta notacion tenemos
(7.21) LY = B¥

La demostracién de la afirmacion (7.21) estd incluida en la demostracién
del teorema (7.20).

No es dificil ver que si ¢ : [0,00) — [0,00) es una funcién convexa no
nula tal que ¢(0) = 0, existen funciones no acotadas en el espacio de Orlicz
L¥ . Asi | si queremos obtener L°° como en un caso particular de espacio de
Orlicz debemos modificar nuestro concepto de funcién convexa permitiéndole
tomar valores infinitos. En consecuencia definimos

0 si0<t<1
Poo(t) = .
oo sit>1.
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Claramente tenemos [, ¢oo(|f|) dz < co siy sélosi |f(z)| <1 en casi todo

punto z € E. Por lo tanto LY, = L™ y | fllo.. = ||f]le - Nétese que para

verificar estas 1ltimas afirmaciones, es necesario usar el convenio 0-00 = 0.

EJERCICIOS

. Sea (X, | +||) un espacio normado y (z,) una sucesién en X , diremos

que la serie formal ) ,_, x, es absolutamente convergente si la
serie numérica -, [[zn| es convergente.
Demuestre que un espacio normado es completo si y sélo si toda serie

absolutamente convergente es convergente.

Dé un ejemplo de una funcién f en L'([0,1]) tal que para todo p > 1
[fIP ¢ L'([0,1]).

El espacio L'(IR™) es separable, o sea tiene un conjunto denso numer-
able.

Probar que existe una sucesiéon mondétona creciente de funciones no ne-
gativas ¢, € C§°(IR) que converge puntualmente a la funcién carac-
teristica del intervalo abierto (0,1).

Sugerencia: mostrar que la funcién

et Sit>0
Y(t) =

0 sit<0
es infinitamente diferenciable y tiende a uno cuando ¢ — co. Considerar
la sucesién @, (t) = ¥(nt)Y(n(1—t)). Demuestre que C§°(IR) es denso
en L'(IR).

Demuestre el siguiente resultado, conocido como el teorema de Rie-
mann - Lebesgue: si f € L'(IR), entonces

oo oo

lim f(z)cosnx de = lim f(z) sennz dz = 0.

n—oo [_ n—oo [_

Sugerencia: demostrar el resultado para una funcién escalera y luego
usar el teorema (7.2).
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La funcién senz/x no es integrable Lebesgue en (0,00). Observe que

el nh_>ngo Jo (senz)/z dx existe.

El espacio L*°(0,1) con la norma || ||o es un espacio de Banach no
separable.

Para 0 < p <1y fge LP(E) ponemos d,(f,g) = [, |f — gl dx.
Entonces (LP(E),d,) es un espacio métrico completo. Note que LP es
un espacio vectorial.

Sea M(FE) el conjunto de las funciones medibles definidas sobre FE,
suponemos 0 < m(E) < oo. Para f,g € M(E) sea d(f,g9) =
S If—9l/(L+|f —gl|) dz. Entonces (M(E),d) es un espacio métrico
completo.

Sugerencia: demuestre primero que d(f,,f) — 0 si y sélo si f, — f
en medida. También se puede demostrar este ejercicio sin recurrir al
concepto de convergencia en medida, recuerde que hemos demostrado la
completitud de L' de dos formas diferentes.

Sean 1 <p<ooy fe€LP(IR"). Paracada t > 0 definimos la siguiente
funcién
1/p
splr)=sw ([ it r) - s ar)
o] <t "
Demuestre que wy(f,t) — 0 cuando ¢t — 0. Es cierto el resultado para
p=o0?
Sugerencia: La afirmacién anterior es facil de demostrar cuando f es

una funcién continua con soporte compacto. Recuerde que la clase de
estas funciones es densa en LP y use ademas las desigualdades siguientes:

wp(f58) <20 fllp

wp(f7 t) < wp(f - g7t) + wp(g7t) .
Demuestre la desigualdad de Minkowski usando la desigualdad de Hélder.
Sim(E)<ooy 1<p<qg<oo,entonces LI(E) C LP(E).

Sugerencia: Sea g < oo, luego use Jensen para verificar que

IFNVEMPp < /1Bl -

También se puede demostrar este ejercicio usando la desigualdad de
Holder.
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Para r < p < s se tiene que LP(F) C L"(E)+ L*(E), donde el conjunto
de la derechaes {f+g¢g: fe L' (E)y g L*(E)}.

Si m(E) <ooy feL>®(E), entonces ||f|l, = ||fllooc cuando p — oco.
Sugerencia: La version discreta de la afirmacion anterior es muy facil de
demostrar. En efecto sea

n 1/p
fp(‘r) :fp(xh"'vxn) = (Z |x%|p> ) y
=1

[wio| = max |z .
1 1
Luego fp(z) = |zi| fp| —2 | y tenemos f, | —z | — 1 para
|‘rio| |x20|

p — 0.

Asi la afirmacién es cierta para funciones simples. Para el caso general
use el hecho de que las funciones simples son densas en L™ (F).;Podria
dar una demostracién alternativa sin pasar por el caso discreto?

Sean f e LP(IR") y g € L* (IR™), 1/p+1/p’ = 1, entonces la con-
voluciéon f * g es una funciéon acotada uniformemente continua.

Sugerencia: Use el ejercicio 10.

Demuestre la siguiente desigualdad conocida como la desigualdad de
Minkowski para integrales.

(/F (/E f@.y) dx)p dy>1/p < /E (/F fP(,y) dy>1/p dz |

donde f es una funcién medible no negativa, £ C IR", F C IR™ y
1<p< .

Sugerencia: Use el teorema (7,10) y el teorema de Tonelli.

Si feL'(IR")ygeLP(IR"), 1 <p<oo. Entonces fxge€ LP(IR")
y se verifica || f+ gllp, < [ fll1llgllp -

Sugerencia: Use la desigualdad de Minkowski para integrales.

Sean X e Y espacios normados y 7' una transformacion lineal de X
en Y . Las siguientes afirmaciones son equivalentes

(i) Existe un nimero real no negativo M tal que

[Tz) < Mllz] reX.
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(ii) T es continua en x =0.

iii) T es continua sobre X .

Sea T una transformacién lineal continua de un espacio normado X en

un espacio normado Y . Pongamos

IT|| = sup |[Tx]
=)<t

(a) La expresién anterior define una norma sobre el espacio vectorial
L(X,Y) de todas las transformaciones lineales continuas de X en Y .
(b) Si Y es un espacio de Banach también lo es L(X,Y).

(c) Las siguientes son expresiones alternativas para ||T||, es decir iguales
a ésta.

(c1) sup{||Tf| : fl=f| = 1}

(c2) sup{||T[|/[lz] : = # 0}

(cg) inf{M : ||Tz|| < M|=z|, xz€X}.

Sean K € L2(IR™ x IR™), f € L*(IR™) y definimos

T f(z) = K(z,y)f(y) dy .
IRTL
La funcién T es una transformacién lineal continua de L? y se verifica
1T < K12

Sea Co(IR™) el espacio de las funciones continuas con soporte com-
pacto definidas sobre IR™. El espacio normado (Co(IR"™),|| ||co) 1o es
completo. El espacio anterior es denso en el espacio de las funciones
continuas que se anulan en el infinito (funciones f(x) que tienden a cero
cuando |z| — 00).

Si f € LY(IR™) definimos la transformada de Fourier de f como

F()(y) = (2m) ™2 / &Y f(a) du

n

F es una transformacién lineal continua de L'(IR™) en el espacio de
las funciones continuas que se anulan en el infinito.

Sea ¢ una funcién continua de IR en IR que cumple 2p(s +t) <
©(2s) + p(2t) . Entonces ¢ es una funcién convexa.
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Sea ¢ :[0,00) = IR tal que ¢(0) =0. Si ¢ esconvexay 0 <A <1
tenemos que p(At) < Ap(t), t € IR . Si ¢ es concava, i.e. —p convexa,
y A >1 se verifica o(At) < Ap(t), t€ IR.

Sea ¢ : [0,00) = IR, ¢(0) = 0 una funcién céncava y derivable. En-
tonces p(s+t) < p(s) + ¢(t) para s,t > 0.

Sugerencia: Use el ejercicio anterior para verificar que la desigualdad se
cumple para s = t, recuerde luego que ¢’ es una funcién mondtona
decreciente. Muestre que la hipdtesis de derivabilidad puede omitirse.

Sea ¢ : [0,00) — [0,00), ¢(0) = 0, una funcién céncava derivable.
Supongamos ademds @(t) > 0 si ¢ > 0. Definimos L¥(E) como el
conjunto de las funciones medibles f tal que [ ¢(|f|) dx es finita.
Para f,g € L?(F) ponemos

ddﬁm:iL9Mffm)m.

Pruebe que (L¥(FE),d,) es un espacio métrico completo. Nétese que
L¥(FE) es también un espacio vectorial.

Sea H un espacio de Hilbert, C' un conjunto convexo cerrado en H
y p(x) = p(z/C) la proyeccién de un vector x sobre C'. La funcién
p: H — C eslineal sii C' es un subespacio.

Demuestre el Teorema (7.11) para 1 <p < 2.

Sugerencia: Suponga que el espacio E tiene medida finita y con la
desigualdad de Holder reduzca el problema al caso p = 2. Véase la
demostracién del Teorema (7.3) dada el final del pardgrafo 3.

Si ||f = fullp = O, entonces la sucesién f,, converge en medida hacia f.

Teorema de convergencia de Vitali. Sea (f,) una sucesién en LP(E),
0 < p < o0, que converge en casi todo punto hacia una funciéon f la
cual es finita en casi todo punto. Entonces f € LP(E) y ||f — fullp = 0
cuando n — oo siy sélo si se cumple:

(i) Para cada € > 0 existe un conjunto A de medida finita tal que para
todo n vale

/ ful@)lP dz < e .
E—A

(ii) Dado € > 0 existe 6 > 0 tal que si |A| < ¢ entonces

/ al@)P do < |
A
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para todo n.

Sugerencia: Es mas facil ver que las anteriores son condiciones necesarias.
Para demostrar que son suficientes si 1 < p < oo, primero use Fatou y
Minkowski para reducir al caso m(E) < oo, y lluego use Egorov.

Sea ¢ : [0,00) = [0,00) una funcién continua creciente ¢(0) = 0 tal que
para una constante finita ¢ se cumple (s +t) < c(p(s) + ¢(t)) para
todo par de nimeros no negativos s,t. Sea (f,) una sucesién de fun-
ciones medibles que converge en casi todo punto hacia f, y supongamos
que [ @(|f]) do es finita. Si [, o(|fa]) dz — [, @(|f]) dz cuando
n — oo, entonces [, @(|f — ful) dz — 0 si n = co.

Sugerencia: Use Fatou para la sucesion c(o(|f]) +@(|fu])) —o(|frn— f1) -

Demuestre que un espacio de Banach real es un espacio de Hilbert si y
solo si para cualquier par de vectores z,y se cumple la “ley del paralelo-
gramo” : ||z + y[|? + ||z — y|* = 2||z||* + 2||y||*. Extienda el resultado
para espacios de Banach complejos.

Sea 1 < p < oo y supongamos que para todo par de funciones f,g € LP
se cumple la ley del paralelogramo: || f+gllZ+|f—gllZ = 2(I fII2+lg3) -
Demuestre que p = 2.

Sea (t) una funcién creciente continua sobre la semirrecta 0 <t < oo,
con derivada continua para t > 0 y tal que ¢(0) = 0. Probar que
para cualquier funcién medible no negativa f: IR" — IR y cualquier
conjunto medible £ C IR",

/Ew(f(:v))dxz/ooom(Em{f>t})<p'(t)dt.

L?_ es un subespacio cerrado de L¥.

Si E tiene medida finita verifique L>°(FE) C L¥(E) C L'(E). Observe
que la primera inclusién es propia.
Sea A un conjunto de medida finita tal que ¢(m(A)) > 0. Demuestre

que
IXall, = 1/¢7" (1/m(A))



CAPITULO VIII

DIFERENCIACION DE LA INTEGRAL

1. La funcién maximal de Hardy-Littlewood.

En este capitulo consideraremos funciones con valores en la recta real
extendida. Para una funcién localmente integrable f (integrable sobre
cualquier cubo @ C IR™), definimos el promedio de f sobre @ por medio

1
fQZm(Q)/Qf(x)dl‘-

Cuando f es continua en un punto xg, tenemos que

de la féormula

lim = f(xo) ,
i fo = f(a0)

donde se han considerado aquellos cubos que contienen al punto xzg.

El primer objetivo de este capitulo serd analizar la validez del limite
anterior cuando la funcién f es integrable. A lo sumo podemos esperar un
resultado valido en casi todo punto, ya que para f y ¢ iguales en casi todo
punto tenemos fo = gg para cada cubo Q.

A continuacién definimos una funciéon que mayora puntualmente a todos
los promedios. Para f localmente integrable ponemos

1
M) =sp |flg =sup o /Q @)l dy |

donde el supremo se toma sobre todos los cubos que contienen al punto x.

226
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La funcion M f recibe el nombre de funcién maximal de Hardy-
Littlewood. Veamos que M f es semicontinua inferiormente y en conse-
cuencia medible.

En efecto, para cada ntimero real positivo ¢ definimos:
E,={zxe R": Mf(x)>t}.

El conjunto F; es abierto puesto que la integral de Lebesgue es absolutamente
continua.

Hemos definido un operador M sobre las funciones localmente inte-
grables con valores en las funciones medibles. Este operador es sublineal, lo
que significa que:

M(af +bg)(x) < |a|Mf(x) + [b|]Mg(z) ,

para cada par f,g de funciones, ntimeros a,b cualesquiera y cada = € IR"™.

El operador M transforma el espacio L* en si mismo, més precisamente
tenemos || M flloo < ||flloo. Por otro lado M no preserva la integrabilidad

de funciones. En efecto, M f ¢ L'(IR™) si f #0 (ver ejercicios).
La integrabilidad de f no implica que M f sea localmente integrable,
como surgira de la siguiente consideracién.

Sea f una funcién no negativa definida sobre la recta real. Entonces

Mf(r)> - /O " f) dy (x> 0) .

T

Integrando la expresién anterior sobre el intervalo [0,1] y usando el
teorema de Tonelli, obtenemos:

1 1
/ log(1/z) f(zx) dx < / Mf(x) dx .
0 0

En consecuencia M f no serd integrable sobre [0,1] si log(1/x) f(x) no
lo es en dicho intervalo. Por otra parte, existen funciones f integrables en
[0,1], tales que log(1/x) f ¢ L*[0,1].

Observemos que si a una funcién integrable f le imponemos que

log(1/z)f € L'0,%), solamente estamos pidiendo una condicién extra de
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integrabilidad en la cercania del punto z = 0. Condiciones semejantes para
f, pero globales, estdn dadas por expresiones del tipo

1
/0 @) log* |£(@)] do < oo,

donde log™ ¢ es cerosi 0 <t <1 y vale logt para t > 1.

Si para una funcion f la integral anterior es finita, diremos que f
pertenece a la clase Llog™ L[0,1].

El lector puede verificar quesi f € Llog™ L[0, 1], entonces f(x) log(1/x)
es integrable a [0,1]. La reciproca de esta afirmacién es cierta si f es no
negativa y decreciente.

Més adelante veremos que si una funcién f esta en la clase Llogt L,
entonces su funcién maximal es localmente integrable.

El siguiente teorema es de suma importancia en la teoria de diferen-
ciacién de la integral.

(8.1) Teorema de Hardy-Littlewood. Para cada f € L*(IR™) y t >0
se tiene

m(fa: Mf(r) > 1)) < & / ()] da |

donde ¢ es una constante finita que no depende ni de f ni de t.

El teorema anterior se obtendra facilmente usando el siguiente lema de
cubrimiento.

(8.2) Lema de cubrimiento. Sea K un subconjunto compacto de IR"
y C un cubrimiento de K por cubos abiertos. Entonces se puede
seleccionar de C una familia finita disjunta de cubos Q1,Qa,...,Qm
tal que

m
K C U 3Q; ,
i=1
donde 3Q); denota el cubo concéntrico con Q; cuyo lado tiene tres
veces la longitud del lado de @Q; .

DEMOSTRACION DEL LEMA: Por el teorema de Heine-Borel podemos selec-
cionar cubos I, Is,...,I; de la clase C cuya union cubre a K . Denotemos
por 1 un cubo I; que tenga longitud de lado méaxima entre los ¢ cubos
anteriores.



1. LA FUNCION MAXIMAL DE HARDY-LITTLEWOOD 229

Observemos que si un cubo I; tiene interseccién no vacia con el cubo Q1
entonces I; C 3()1. Asi nos quedamos con los cubos I; que no intersecan
a @1 y dentro de ellos elegimos como (2 a un cubo de longitud de lado
maxima.

Repitiendo este proceso obtenemos una familia @Qq,...,Q,,, m < { de

cubos disjuntos con la propiedad requerida por el lema.
Q.E.D.

DEMOSTRACION DEL TEOREMA DE HARDY-LITTLEWOOD: Sea K un sub-
conjunto compacto del conjunto {z € IR" : M f(x) > t}. Para cada =z € K
elegimos un cubo abierto @ que contenga a x, tal que el promedio |f|g sea
mayor que t.

Teniendo en cuenta la compacidad de K y el lema de cubrimiento (8.2),

existen cubos disjuntos Q1,...,Q., tal que:
m
Kcl]3Qi, \flo, >t (i=1,...,m).
i=1

Ahora obtenemos ficilmente una estimacién para m(K). En efecto,

3n
— dr = — der < — .
S =7 oo, 1@ < 17D
Usando la regularidad de la medida de Lebesgue (ver 3.31), obtenemos

la afirmacién del teorema con ¢ = 3".
Q.E.D.

Diremos que una funcién medible f pertenece a L'(IR™) débil si existe
una constante c(f) tal que tAy(t) < c(f) para cada t > 0, donde Ajf(t) =
m({z : [f(z)| > t}).

Por la desigualdad de Chebyshev se tiene que si f es integrable, pertene-
ce a L'(IR™) débil. La afirmacién reciproca no es cierta, por ejemplo te-
nemos que sobre la recta vale tAﬁ (t) =2.

El teorema (8.1) nos dice que la funcién maximal M f pertenece a
LY(IR™) débil cuando f es una funcién integrable.
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2. El teorema de diferenciacién de Lebesgue.

Nos interesa ver bajo qué condiciones se cumple la igualdad

) lim fo = /().
donde el limite se toma sobre la familia de los cubos @ que contienen al
punto z cuando m(Q) — 0.

Si f es la funcion caracteristica de un intervalo I, facilmente se ve que
la igualdad (1) se cumple para x € I° 6 = ¢ I. Luego dicha relacién se
cumple en casi todo punto si f is una funcién escalonada. Por otro lado, la
relacién (1) se cumple si = es un punto de continuidad para la funcién f.
Por lo tanto tenemos dos clases densas en L' (las funciones escalonadas y
las funciones continuas con soporte compacto) para las cuales la igualdad (1)
se cumple en todo punto o bien al menos en casi todo punto.

(8.3) Teorema de diferenciacién de Lebesgue. Sea f una funcidn
localmente integrable en IR™ . Entonces los promedios

nimléﬂw—fW)@

tienden a cero cuando QQ — x, para casi todo x € IR™.

DEMOSTRACION: Podemos suponer, sin pérdida de generalidad, que
f € L'(IR™). Definamos ahora el siguiente operador sobre L'(IR"™):

_ 1
Ff(w)=hgl_s>gp Q) /Q If(y) = f(x)] dy ,

0 més precisamente

1

I'f(z) =inf supq —— —flx)|dy : m <4, Q3x; .

sy =int s { ot [ 10—y mi@) <5 Q31
Debemos demostrar que I'f es cero en casi todo punto, o lo que es

equivalente veremos que para todo t > 0 el siguiente conjunto tiene medida

cero

E(f)={z: I'f(x)>1t}.



2. EL TEOREMA DE DIFERENCIACION DE LEBESGUE 231

Dado que T' es un operador sublineal y que T'g(x) es cero en casi todo
punto siempre que g sea una funcién escalonada, tenemos que m.(E:(f)) <

me(Et(f_g))'
Puesto que I'f < M f + | f|, obtenemos
me(Ee(f)) <m({M(f—g)+|f —gl>1})
<m({M(f—g) >t/2}) + m{lf — gl > /2}) .

Usando el teorema de Hardy-Littlewood y la desigualdad de Chebyshev,
obtenemos

me(Ee(f)) < <(c+1) [If =gl ,

para cada ¢ en la clase de las funciones escalonadas. Puesto que dicha clase
es densa en L'(IR"™), tenemos que m(E;(f)) =0.

N

Q.E.D.

Los promedios fg en el teorema de diferenciacién de Lebesgue se con-
sideraron sobre cubos ) de aristas paralelas a los ejes coordenados. A con-
tinuacion extenderemos el teorema para promedios sobre conjuntos mas ge-
nerales.

Supongamos que para cada x € IR"™ se ha definido una clase C, de
conjuntos medibles, de modo que se cumplen las condiciones siguientes:

(a) Para cada E € C, existe un cubo @ tal que z € Q, Q D E y
m(Q) < c¢m(E), siendo ¢ una constante independiente de = y E.

(b) Para cada e >0y x € IR" existe F € C, tal que m(E) <e.

Un ejemplo de clase C, con las condiciones (a) y (b) es el de una familia
de bolas By(z) ={y € IR" : |x —y| < r} con radios r tendiendo a cero.

Si A es un conjunto medible acotado de medida positiva ponemos C, =
{r+rA:r >0}, con rA ={ra:a € A}. Es ficil ver que esta clase C,
cumple (a) y (b).

Dada una clase C, nos interesa nuevamente averiguar si se verifica la
igualdad

lim fp = f(z),

E—zx

1
fE:M /E f(z) dz

y al escribir ¥ — x debe entenderse que nos aproximamos al punto x con

donde

conjuntos FE de la clase C, .
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(8.4) Teorema. Sea {Cylzemr una familia que cumple las condiciones
(a) y (b) y [ una funcidn localmente integrable. Entonces para casi
todo x € IR™, tenemos

o B
lim —— [E @) — f@)] dy=0.

DEMOSTRACION: Definimos

rf(a) = timsup [ |f(s) = f(o)] dy
E—x E

Luego T'*f(z) < cI'f(z), siendo ¢ la constante que aparece en la condi-
cién (a) de la definicién de la familia C, y T'f la funcién que se introdujo en
la demostracién del teorema (8.3).

Dado que I'f es cero en casi todo punto, también lo es I'* f. Mas aun
hemos demostrado que si para un punto x vale la afirmacion del teorema
(8.3) para ese mismo punto es cero el limite en (8.4).

QED

Decimos que z es un punto de Lebesgue de la funcién f si

i [ |f@y) - f@)] dy =0
r=0 ly|<r

Una breve meditacién muestra que x es un punto de Lebesgue de f si
y sélo si el limite en el teorema (8.3) es cero. Por lo tanto si f es localmente
integrable, entonces casi todo punto x es un punto de Lebesgue de f.

Si E es un conjunto medible, para casi todo z € IR" vale

lim m(E N B.(x))

r—0  m(B,) = Xpl@).

Un punto z para el cual el limite anterior vale 1 se llama punto de
densidad del conjunto E. Por lo tanto casi todo punto de E es punto de
densidad del mismo conjunto. El resto de esta seccién puede omitirse en una
primera lectura.

A continuacién damos una aplicacién del concepto de punto de densidad.

Sea d: IR™ — IR una funcién continua y denotemos por E el conjunto
de sus ceros. Dado que E es cerrado este conjunto es medible.
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Supongamos ahora que la funcién d satisface la siguiente condicién: para
cada x € F,

d(z +vy) =O(ly|) cuando ly| — 0.

Esto es, para cada © € F existe una constante M (que puede depender
de x) y un ntimero ¢ > 0 tal que |d(z +y)| < Mly| si |y| <.

Un ejemplo de funcién d con estas propiedades se obtiene tomando la
distancia de un punto x a un conjunto cerrado F. En este caso la constante
M wvale 1y § es cualquier nimero positivo.

Demostraremos que para casi todo punto x € E se tiene d(z+y) = o(|y|)
cuando |y| — 0. O sea, dado € > 0 existe 6 > 0 tal que |d(z +y)| < ely| si
lyl <.

En otras palabras, bajo las suposiciones hechas para la funcién d, vere-
mos que en casi todo punto de F la funcién d es diferenciable y su diferencial
vale cero.

Necesitamos demostrar primero la proposicion siguiente:

(c) Sea z un punto de densidad para un conjunto medible F', es decir,
lim m(F N B, (x))

=1.
r—0 m(Br)

Entonces para cada € > 0, existe 6 > 0 tal que F N B,y (x+y) # 0 si
ly <d.

En efecto, siempre tenemos la siguiente inclusién By (z + y) C
F=90

)

By|4ely|(z). Si para algin valor de y ocurre que By (z + y) N

entonces tendremos

m (0 Byypsey) (@) _ m (Blypsepy) (@) = m (Bepy(z +y))
m (Biylyet) m (Bly|4ly| (7))

(i)
1+e

Para ¢ > 0 fijo, haciendo |y| — 0, la desigualdad anterior contradice la

existencia del limite en el enunciado de (c).

Ahora estamos en condiciones de demostrar que d(z +y) = o(]y|), para
casi todo z € E/. Con este fin definimos

Ep={z e E:|d(z+y)| <klylsi [yl <1/k}.
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Los conjuntos Fj son cerrados por ser d una funcién continua; ademas

tenemos E = |J Ej.
k>1

Para k fijo, sea « € FEj; un punto de densidad para este conjunto.
Usando (c) tenemos que para ¢ > 0 existe § >0y z € BN B,y (z+y), si
ly] < d. Supongamos ademéds que €6 < 1/k.

Luego tenemos las desigualdades
|d(z 4+ u)| < klu| si|ul <1/k,
[z —(z+y) <elyl .

Por lo tanto |d(z +y)| = ld(z+z+y — 2)| < klx +y — 2| < kely].
Q.ED.

3. Medidas abstractas.

En el pardgrafo siguiente usaremos en IR™ medidas diferentes a la de
Lebesgue y aprovechamos esta oportunidad para introducir el concepto de
medida en forma general.

El concepto de o-dlgebraen IR™ se introdujo en Capitulo III, pardgrafo
10. Ahora reemplazaremos IR"™ por un conjunto no vacio X arbitrario.

Decimos que una clase de conjuntos ¥ C P(X) es una o- dlgebra de
subconjuntos de X si se verifican las siguientes condiciones:

(1) Xex.
(2) Toda unién numerable de miembros de ¥ es un miembro de .
(3) El complemento de cada miembro de ¥ es un miembro de X.

Lamaremos conjuntos medibles a los miembros de .

Ejemplos triviales de o -algebras para un conjunto X son ¥ = {(, X} y
Y =P(X). Para X = IR" hemos considerado las o- dlgebras de Lebesgue
y de Borel.

Si X es un espacio métrico, la minima o -algebra que contiene a todos
los conjuntos abiertos de X recibe también el nombre de o-algebra de
Borel. Esta o-algebra se obtiene como la interseccién de las o -dlgebras que
incluyen a los conjuntos abiertos.

En o-dlgebras concretas hemos analizado en detalle la medida de Lebes-
gue y también hemos introducido la medida de Lebesgue-Stieltjes. Damos
ahora el concepto axiomatico de medida.
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Sea X un conjunto y X una o-algebra de subconjuntos de X . Decimos
que p es una medida sobre X si es una funcién con valores en [0, 00] que

M(U Ej)=> u(E;),

cumple:

J

para cada sucesién (E;) en ¥ de conjuntos disjuntos dos a dos. Ademds
suponemos que (@) =0.

Insistimos que en la suma anterior, y también en la unién, solamente
permitimos, a lo més, una cantidad infinita numerable de conjuntos medibles.
De la definicién de medida obtenemos: A,B € X y A C B = u(A) <
u(B).

Cuando g es una medida sobre una o-édlgebra ¥ la terna (XX, pu)
recibe el nombre de espacio de medida.

Veamos otro ejemplo de medida sobre IR™ equipado con la o -dlgebra de
Lebesgue. Sea f una funcién medible no negativa tal que sobre un conjunto
de medida positiva es no nula y finita. Para un conjunto medible E ponemos

nsE) = [ f@) da.

La funcién py es una medida sobre la o-dlgebra de Lebesgue de IR™.
Ademés py toma valores distintos de 0 e oco. Notemos al pasar que si
m(A) = 0 entonces p¢(A) = 0. Esta propiedad se enuncia diciendo que la
medida py es absolutamente continua con respecto a la medida m.

En general, dadas dos medidas u, v sobre una o -algebra ¥, decimos que
v es absolutamente continua con respecto a p si v(A) = 0 cada vez
que p(A) =0. En tal caso escribimos v < p. Medite el lector cémo deber
ser una funcién no-negativa f para que valga simultdneamente pr < m y
m < [y .

Siendo ¥ una o-dlgebra en X y zg un punto de X, para cada A € ¥

5 (A) 1 sixzge A
0 o si xg ¢ A.

definamos

Esta funcién §,, define una medida sobre ¥ que se llama la delta de
Dirac concentrada en xg.
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Una generalizacion de la delta de Dirac es la funciéon
W) =" 4y 6,,(4)
j=1

donde (z;) es una sucesién de puntos de X y (a;) una sucesién de nimeros
reales positivos. Esta funcién p es una medida sobre ¥ (ver ejercicios).

Damos un dltimo ejemplo de medida p sobre una o -algebra abstracta
3. Para cada A € ¥ ponemos

numero de elementos de A si A es finito
n(A) =

%) si A es infinito

La funcién anterior es una medida (“counting measure”) que se usa con
cierta frecuencia.
Sea g una medida sobre una o-dlgebra ¥ en el espacio X. Si Ay B

son conjuntos medibles, tales que A C B y u(A) < 0o, entonces es ficil ver
que pu(B — A) = u(B) — p(A).

(8.5) Teorema. Sea (X,3,p) un espacio de medida y (E;) una sucesion
en . Entonces valen las afirmaciones siguientes:
(a) St (E;) es mondtona creciente, entonces

[e.9]

1 U1 Ej | = lim u(E;) -
P

(b) Si (E;) es mondtona decreciente y pu(Eq) < oo, entonces

1 jol Ej | = Jim u(E;) .
(¢) Si pu(X) < oo, se verifican las desigualdades p(liminfE;) <
liminfu(E;) < limsup p(E;) < p(lim sup Ej) .

La demostracion de estas propiedades es andloga a la ya realizada para
la medida de Lebesgue y se deja como ejercicio. Observe que en (¢) la finitud
de u(X) se necesita sélo para demostrar la ultima desigualdad.
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Recordemos que si E es un conjunto medible Lebesgue en IR"™, pode-
mos aproximar m(E) con las medidas de los conjuntos abiertos que lo con-
tienen y con las medidas de los conjuntos compactos contenidos en él. A
continuacion extenderemos esta propiedad a medidas més generales.

Sea X un espacio métrico y p una medida de Borel sobre X, o sea
una medida definida sobre la o -dlgebra de Borel de X . Decimos que p es
una medida regular si se cumplen las tres condiciones siguientes:

(1) p(E) =inf{u(GQ) : G D E,G abierto }, para cada conjunto medible E.

(2) p(E) = sup{u(F) : F C E, F compacto}, para cada abierto E o cada
conjunto medible E de medida finita.
(3) u(E) < oo si E es compacto.

Observe que la siguiente condicién es claramente equivalente a (1) si la
medida del espacio total es finita.
(2) w(E) = sup{u(F) : F C E,F cerrado }, para cada conjunto medible
E.

En los casos més interesantess (2) puede ser reemplazada por (2’). Si
X es un espacio o-compacto (o sea que se puede expresar como una unién
numerable de conjuntos compactos) y ademds vale (3), entonces (2) es equiv-
alente a (27).

(8.6) Teorema. Sea X un espacio métrico o -compacto y u una medida de
Borel finita sobre cada conjunto compacto. Entonces u es una medida
reqular.

DEMOSTRACION: Suponemos primero que X es un conjunto compacto y
definimos

C= {E €X:pu(E) = inf u(G)y wE)= ;g%u(F)} ;

donde 3 es la o-algebra de Borel, G abierto y F' cerrado.

La clase C contiene a los conjuntos abiertos de X . En efecto, para cada
E C X abierto pongamos

Ej={ze€ X :d(z,CE) >1/j} ,

con d(z,CE) =inf{d(z,y) :y ¢ E} y d(-, +) la métrica sobre X .
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Los conjuntos E; son compactos, no vacios desde cierto j en adelante,
y crecen monotonamente hacia el conjunto E. Luego cada conjunto abierto
estd en C.

Para ver que C es una o -algebra es conveniente hacerlo en el siguiente
orden: C es cerrada bajo complementos, C es cerrada bajo uniones e in-
tersecciones finitas [es consecuencia de la férmula pu(AU B) + u(AN B) =
pw(A) + p(B)], C es cerrada bajo unién numerable disjunta.

Luego C = ¥ si X es un conjunto compacto y el teorema queda de-
mostrado en este caso. El lector deberia aportar los detalles faltantes en la
demostracion de este teorema

Q.E.D.

Como consecuencia del teorema (8.6) tenemos que toda medida de Borel
sobre IR™, finita sobre cada cubo, es necesariamente una medida regular.

4. Diferenciacién de una medida de Borel con respecto a la medida
de Lebesgue.

En este pardgrafo p denotard una medida de Borel sobre IR™, tal que
1(Q) < oo para cada cubo Q. Con este tipo de medida estudiaremos el

limite siguiente:

wQ)

im ——= .
En la seccién 2 hemos considerado promedios sobre cubos, bolas euclideas

y otros conjuntos més generales (ver teorema (8.4)); lo mismo puede hacerse
con la medida .

Para cubrir una amplia clase de ejemplos, consideraremos sobre IR"
una métrica d que genere los mismos conjuntos abiertos que la distancia

euclidea. Como es usual, definimos con esta distancia d las bolas
B=B.(z)={ye R" :d(z,y) <r}.

Supondremos de ahora en adelante que existe una constante finita k tal que

(a) m(Ba () < k m(Br(z)) ,

para todo x € IR™ y r > 0. Ver ejercicios 6 a 8.
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Nos interesard estudiar el comportamiento de los promedios p(B)/m(B)

para B — x; y esto nos induce a definir el siguiente operador maximal
1(B)
M) = 3 Ly

donde el supremo se toma sobre todas las bolas que contienen a x. Para
tener el limite mencionado al comienzo de esta capitulo hay que tomar las
bolas definidas por la métrica d(z,y) = max. |x; — ;| , donde x;,y; son las
1-ésimas coordenadas de = e y. Por otro lado, podemos estudiar promedios
no comprendidos en la clase descripta por el teorema (8.4). Ver Ejercicio 8.

Insistimos en que en el resto de esta seccion, cuando hablemos de bolas
serd en el sentido general sefialado anteriormente. Sea C una coleccién de
bolas en IR™ entonces existe una subfamilia maximal D de bolas disjuntas,
esto es D es una subfamilia disjunta de bolas y no existe ninguna bola en C
disjunta con todas las bolas de D. La afirmacién anterior es una consecuencia
inmediata del lema de Zorn, véase por ejemplo la obra de Kelley [7].

(8.7) Lema de cubrimiento. Sea C una coleccidn de bolas generadas por
una métrica d en IR™ tal que

sup { §(B) : Be(C } <oo.

Entonces existe una subfamilia numerable D C C de bolas disjuntas

U< Us»

BeC BeD

que verifica:

DEMOSTRACION: Sean d = sup{d(B) : B € C} < o0, y C;j ={B e C:
d279 < §(B) <d279%1} (j =1,2,...). Definamos D; inductivamente como
sigue:
(a) D1 es una coleccién maximal de bolas disjuntas en C;.
(b) Supongamos que las familias de bolas D;, (j =1,...,k—1) han
sido seleccionadas. Elegimos como Dy cualquier familia maximal de
bolas disjuntas contenida en

{B €Cy: BNB = para toda B € UZ{D;} .
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Pongamos finalmente D = U2, D;. Claramente D es una coleccidn
numerable de bolas disjuntas contenidas en C. Nos resta demostrar que para
cada B € C existe una bola B’ € D tal que BN B’ # 0 y que B C 5B’.

En efecto, para B € C existe j tal que B € Dj, y teniendo en cuenta

la maximalidad de D; existe una bola B’ C Uilej tal que BN B’ # 0.

Como 6(B’) > d277 y §(B) < d2'77, resulta que 6(B) < 26(B’) y por lo
tanto B C 5B’.

Q.E.D.

El siguiente teorema es una generalizaciéon en dos aspectos del teorema
(8.1). Por un lado nos da una acotacién para la funcién maximal de una
medida en lugar de una funcién; y por otro lado los promedios se toman
sobre bolas en IR™ generadas por una métrica d (que cumplan la condicién
(a) senialada anteriormente).

(8.8) Teorema. Sea p una medida de Borel sobre IR"™ | finita sobre cubos,
y sea

Mu(z) = sup mB) .

B>z m(B)
Entonces existe una constante c¢ independiente de la medida p, tal
que

t me({x € R™ : Mp(x) >t}) <cpu(R"™),
para cada t > 0.

DEMOSTRACION: La demostracién de este teorema es similar a la del Teo-
rema (8.1) pero debemos usar el lema (8.7). Los detalles se dejan al lector
interesado.

Se dice que una medida p estd concentrada sobre un conjunto medible
E si u(A) = p(AN E) para cada conjunto medible A. Dos medidas v,y
definidas sobre una misma o-dlgebra se llaman mutuamente singulares
(escribimos vLp) si estdn concentradas en conjuntos medibles disjuntos.

La delta del Dirac es mutuamente singular con respecto a la medida de
Lebesgue. Dadas dos funciones no negativas f, g localmente integrables en
IR™, definimos las siguientes medidas de Borel sobre IR™:

p) = [ @) de )= [ o) do



4. DIFERENCIACION DE UNA MEDIDA DE BOREL... 241

Claramente ¢, 1y son medidas de Borel regulares y pglpg silas fun-
ciones f y ¢ tienen soportes disjuntos.

(8.9) Teorema. Sea p una medida de Borel sobre IR™, finita sobre cu-
bos, y mutuamente singular con respecto de la medida de Lebesgue.

FEntonces
wB)

lim —~ =0,

B—x (B)

para casi todo x € IR™ .

Nota: En el limite de arriba se toman todas las bolas (formadas con una
métrica dada d) que contienen al punto z.

DEMOSTRACION: Para t > 0 definamos

E(t) = {x € R": ligljgp TA:L((B;)) > t} .

Sabemos que existe un conjunto medible A tal que m(A) =
uw(R™ — A) = 0. Por ser la medida p regular, dado € > 0 existe un
conjunto abierto G tal que

GOR"-A v @) <e.

Pongamos ahora Ey = E(t) N (IR" — A) y para cada x € E; elegimos
una bola B, tal que x € B, C G y pu(B;) > tm(By).

Por el lema (8.7) existe una sucesién (B,,) de bolas disjuntas contenidas

en G tal que By C |J 5By, y p(By,) > tm(By,) .
i=1

Por lo tanto, con k la constante que aparece en (a),

Luego m.(E1) =0, lo que implica m.(E(t)) = 0.
Q.ED.



242 VIII - DIFERENCIACION DE LA INTEGRAL

El teorema (8.9) nos permite demostrar (como se hizo en el teorema
(8.3)) que si u es una medida de Borel de la forma

W) = s () = [ 1) do
donde f es no negativa localmente integrable. Entonces se cumple

. u(B)
élglw W = f(z),

para casi todo z € IR™.

Si Ay p son dos medidas sobre una o -dlgebra, definimos la suma A+
por medio de la férmula (A + p)(E) = AM(E) + u(E).

Teniendo en cuenta el teorema (8.9) hemos demostrado que si p es una
medida de Borel regular de la forma p = ps+v con f localmente en L'(IR™)
y v1lm, entonces el limite

u(B)

B—x m(B)

b

existe y es igual a f(x) para casi todo =z € IR™.

Mas adelante veremos que toda medida de Borel regular se puede expre-
sar de esta forma, en virtud del teorema de Radon-Nikodym.

Es interesante senalar que se puede demostrar la existencia en casi todo
punto del limite anterior sin recurrir al teorema de Radon-Nikodym. Esto
no es dificil, pero no se harad aqui . Consultar “Differentiation of Integrals in
IR™”, por Miguel de Guzmadn, Springer Verlag, (1975).

5. Continuidad en LP del operador maximal de Hardy-Littlewood.

Sea T un operador definido en LP(IR™), 1 < p < oo, con valores en
M(IR") (el espacio de las funciones medibles Lebesgue). Decimos que T es
subaditivo si

IT(f +9)(@)| <IT f(@)| + T g(=)] ,

para cada f,g en L.

Cuando hablemos de operadores definidos en LP siempre supondremos
que son al menos subaditivos. Por ejemplo el operador maximal de Hardy-
Littlewood es subaditivo.
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Recordemos que, para un operador lineal T : LP — L9 la continuidad
de T es equivalente a afirmar que existe una constante c, tal que

(a) ITfllg <ellflle (f€LP).

Usando la desigualdad de Chebyshev en (a) obtenemos que

tIm{|Tf]>t}) < (el fllp)?

para toda f € LP y cada ¢t > 0. En la desigualdad anterior hemos supuesto
1<g< .

Se dice que un operador T : LP(IR™) — M(IR") es de tipo débil
(p,q) si cumple la tiltima desigualdad con una constante ¢ independiente de
f y de t. Por ejemplo, el operador maximal de Hardy-Littlewood es de tipo
débil (1,1).

Si un operador T cumple la desigualdad (a) decimos que es de tipo
fuerte (p,q). Aqui ¢ = oo estd permitido. Hemos demostrado que si un
operador es de tipo fuerte (p,q), entonces es de tipo débil (p,q).

Decimos que una funcién medible f pertenece a LP(IR™) débil si existe

c tal que
m({[f| > t}) <,

para todo t > 0. Hemos supuesto p < co.

Es un ejercicio facil ver que LP(IR™) débil contiene estrictamente a
LP(IR™).

Sabiendo que un operador T es simultdneamente de tipo débil (p1,p1)
v (p2,p2), se puede inferir que T es de tipo fuerte para “valores intermedios”
de p. Esta es una situacién tipica dentro de una vasta teoria conocida con
el nombre de interpolacién de operadores.

Pongamos L'(IR")+ L"(IR")={f+g:f € L', g€ L"}. Claramente
LY(R™) +L(IR")DLP(IR™) si 1<p<r.

El siguiente teorema nos bastara para nuestros propdsitos.

(8.10) Teorema de Interpolacién de Marcinkiewicz. Sean 1 <r < oo y
T un operador subaditivo definido en L*(IR™)+ L"(IR™) con valores
en el espacio de las funciones medibles, el cual es simultdneamente de
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tipo débil (1,1) y (r,r). Entonces T es de tipo fuerte (p,p) para
l<p<r.

Mas explicitamente, supongamos que para f,g se verifican las desigual-
dades:

(1) |T(f + g)(@)| < [T'f(z)| + [Tg(x)].

(2) tm({[Tf] >t}) < e [[fl1 -

(3) t'm({|T f| > t}) < [IfI7 -

(para el caso r = oo suponemos ||Tf|lco < Coollflloo )- Entonces

ITFllp < cpll fllp (f € LP(IR™)) ,

para todo p en el intervalo (1,7). Siendo ¢, una constante que de-
pende de ci,¢c.,p y T, pero no de la funcion f .

DEMOSTRACION: Supondremos r < co. El caso 7 = co es més facil y lo

dejamos como ejercicio.

Para f € L?, 1 < p < r, deseamos estimar |7 f|, paralo cual usaremos
la férmula

(4) nmm:pA A (E) dt |

donde A(t) = m({|Tf| > t}). Ver capitulo VII, seccién 6.
Para cada t > 0 definimos
flx) siff(z)] >t
fi(z) = :
0 silf@)l<t

y fo=f— fi. Claramente f; € L' y fo € L" y tenemos que
At) < m({IT f1] + T f| > t})
<m({|Tfrl > t/2}) + m({|Tfa| > t/2}) .

En la primera desigualdad anterior hemos usado (1). Ahora usando (2)
y (3) llegamos a la desigualdad siguiente

2c 2¢,\"
Ap < 2 flas (%) [ jpras.
[f (2)|>1 |f(z)|<t
Poniendo en (4) la estimacién obtenida arriba para A(t) y usando el

teorema de Tonelli obtenemos el teorema con una constante c, dada por

p p
Cg = 261p 1 + (QCT)Ti .
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Para el caso r = oo es conveniente poner

o [T s sy
TV o si|f@)] > t/2e,
fi=f—fa,siendo || Tfoc <cflflloc-

En este caso la constante ¢, estard dada por

Y , D 1/p
Cp:201pcl/p (p1> , 1/p+1/pl:1'

Q.E.D.

(8.11) Teorema. Si M es el operador mazimal de Hardy-Littlewood, en-
tonces valen las siguientes desigualdades
(1) tm({M [ > t}) < 1|/ fllx felLt.
@) 1Ml < elfl, felr, 1<psw,
(iii) X sMSlly < apm(E)FIf fe L,
donde 0 <p<1y EC IR" es de medida finita.
(iv) IXsM|s < 2m(E) + 21 [ |f(2)] log" |f(x)ldz ,
con m(F) < o0.

Nota: Las constantes que aparecen en el teorema tienen el siguiente
comportamiento: ¢, = O (p—il) cuando p — 1,

cp =0(1) si p— 0.

ag:2+2611%p para 0 <p < 1.
DEMOSTRACION: La parte (%) es consecuencia del teorema (8.1) o del teorema
(8.8).

Dado que el operador maximal M f es de tipo débil (1,1) y fuerte
(00, 00), €l teorema de interpolacién (8.10) nos asegura la validez de (73)

Para demostrar (7) ponemos
AB)=m(EN{Mf >t}).

Luego, en forma andloga a lo hecho para p > 1, tenemos
/ |Mf(z)|P dx :p/ tPTIN(E) dt
E 0
:p/ tPIN(t) dt—|—p/ tPIN(E) dt
0

S

=L +1,
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siendo s > 0 un valor a elegir dentro de un momento.

Por unlado I; < sPm(E). Por otro lado, usando la parte (i) del teorema,
se tiene

o0
B<p [ o7t flude= sl
S

La demostracién de (i) finaliza eligiendo s = || f||1/m(FE).

Para demostrar (iv) utilizamos la siguiente descomposicién para f (ya
usada en la demostracién del teorema de interpolacién),

@) silf@) <t
o) {o i |f (@) > 1,

f=h+/f.
Luego

m({M] > 21) < m({Mfi > 1)) < & / (@) da |
[f(x)|>t

Usando la funcién A(t) introducida en la demostracién de (i) y la
desigualdad anterior, tenemos

/EMf(x) dx = /OOO)\(t) dt
<2m(E)+ /200 A(t) dt

> 261
< 2m(FE) —|—/2 - (/2|f($)|>t |f(x)dm> dt .

Usando el teorema de Tonelli en la integral iterada anterior se concluye
la demostracion del teorema.

Llegado a este punto es muy probable que el lector haya observado que la
demostracién de (4i) a (iv) del teorema (8.11) sélo depende de las siguientes
propiedades del operador maximal M : es de tipo débil (1,1), || M fllec <
Iflloo , es sublineal y homogéneo (M(af) = |a|Mf). La demostracién no
depende de ninguna propiedad especial de la funcién maximal de Hardy-
Littlewood fuera de las ya mencionadas.
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6. Aproximaciones de la identidad.

Consideremos los siguientes promedios para una funcién f localmente

1
@ =gy @ >0,

donde m(B.) representa la medida de Lebesgue de una bola de radio e.
Poniendo B = {y : |y| < 1}, K(z) = [m(B)] ' Xg(z), K.(x) =
e "K(x/e), es conveniente expresar f. como la siguiente convolucién

integrable:

fo(x) = Ko+ f(z) = / K. —y) f(y) dy .

Obsevemos que para cualquier € >0, [K.(z) de= [ K(z) dz=1.

Hemos demostrado en secciones anteriores que f.(x) converge puntual-
mente a f(z) cuando € — 0. O sea, usando la expresién de arriba, que con-
volucionando la funcién f con ciertos “nicleos” K. obtenemos una aproxi-
macién de esta funcion.

Nuestro siguiente objetivo sera obtener una aproximacién para f usando
nicleos mas generales.

Decimos que una familia de funciones {K.}.>o es una aproximacion
de la identidad sobre IR™ si se cumplen las siguientes condiciones:

I. J 1K (2)|dz < ¢ < o0 (e>0).
L. [ K (z)dz =1 (e>0).
1. para cada J > 0 tenemos

lim | K (z)|dx=0.

e—0 |£‘Z5

El ejemplo tipico de aproximaciones de la identidad se obtiene tomando
K € L'(IR") con [K(z)dr =1 y poniendo K.(z) = e "K(z/e). Para
otros ejemplos ver los ejercicios.

(8.12) Teorema. Sea {K.}.>0 una aprozimacion de la identidad y 1 < p <
oo. Entonces, para cada f € LP(IR™) tenemos que ||K.xf—f|l, = 0
cuando € — 0. Mads todavia, vale la siguiente desigualdad

1f = Ko fllp < c(8) + 20 £l / K. (2)dz |

x| >0
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donde ¢ es la constante que aparece en I, § > 0 es arbitrario y

w(8) = sup { [1st=2)- f(y)pdy}l/p

|z <8

DEMOSTRACION: Serd suficiente demostrar la desigualdad anterior, ver el
ejercicio 10 del capitulo VII.

Desde que vale I, tenemos las siguientes igualdades
Ko f(@) = f(0) = [ Kol = )7z =)~ fa)dy

= s K (y)(f(x —y) — f(x))dy+

+ s K (y)(f(x —y) — f(x))dy .

Usando la desigualdad de Minkowski para integrales (ejercicio 16 del
capitulo VII) obtenemos la desigualdad del teorema.
Q.E.D.
Desde ahora en adelante nos restringiremos al caso de aproximaciones
de la identidad de la forma K.(z) = e "K(x/e) con K integrable y de
integral igual a uno. Nos interesard buscar condiciones suficientes sobre K
que aseguren la existencia en casi todo punto del limite

lim K+ f(z) , 1<p<oo, feL’(IR").
E—

Se podria demostrar, aunque no se hara aqui , que la integrabilidad de la
funcion K no es condicién suficiente para la convergencia puntual de K. * f
cuando f € LP y 1 < p < oo. El caso f € L> es excepcional, como lo
demuestra el siguiente teorema.

(8.13) Teorema. Sea K una funcion integrable cuya integral vale uno y f
una funcion en L®(IR™). Entonces, para casi todo x tenemos que
K. f(x) = f(z) cuando € — 0. Mds todavia, dicha relacion limite

se cumple en cada punto de Lebesque de f.
DEMOSTRACION: Descompongamos adecuadamente al nicleo K(z). Para

un numero positivo N definimos

Ky (z) = K(2)X{z<n} (2),
KX (z) = K(z) — Ky ().
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Usando los nticleos K3, K% escribimos K * f(z) de la forma
K. x f(x) = J1 + Jp + Js,

donde
Ji= f|K}V(y)\2T Kn(y)(f(z —ey) — f(z)) dy
Jo = f|K11V(y)\<T K}V(y)(f(x —ey) — f(z)) dy,
Js = [ K} (y)(f(z —ey) — f(x)) dy ,

y T es un nimero que luego serd elegido.

Sea ahora z un punto de Lebesgue de la funcién f y § > 0 arbitrario.
Elijamos el nimero N tal que

[ J3] < ([[flloo + \f(w)l)/ K (y)ldy <0 .

ly|>N

Fijado N elegimos T de modo que cumpla

1] < (1o + 1 @) / KL )y <6 .

Ky (W)|=T

Ahora, puesto que x es un punto de Lebesgue de f, tenemos

lim sup |J3| < Tlimsup/ |f(x —ey) — f(z)|dy =0
lyl<N

e—0 e—0

Resumiendo, acabamos de demostrar, que para todo § > 0 vale
limsup | K x f(z) — f(z)] <26,
e—0

cuando x es un punto de Lebesgue de f.
Q.E.D.

A cada funcién K definida sobre IR™ con valores en la recta real ex-
tendida le asociamos la llamada minima mayorante radial no creciente
v la designaremos con £. M4s precisamente, para = € IR™ definimos

(x) = sup |K(y)| .
|z <yl
La funcién ¢ es radial (¢(x) = ¢(y) si |z| = |y|). Usaremos ¢, para
la funcién definida sobre la recta real positiva por £o(r) = £(x) con |z| =r.
La funcién £y es decreciente.
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(8.14) Teorema. Sea K wuna funcidn medible definida sobre IR™. Supone-
mos que la minima mayorante radial no creciente ¢ asociada a K es
una funcion integrable y la integral de la funcion K wale uno. En-
tonces valen las afirmaciones siguientes:

(a) sup.o |f* K ()] < cn ([ Uy) dy) M f(z), donde ¢, es una con-
stante que depende solo de la dimension y M f es la funcion maximal
de Hardy-Littlewood.

(b) Para f € LP(IR™), 1 < p < 0o y para casi todo x € IR™ se
cumple que fx K (x) = f(x) cuando € — 0.

(¢) Si feLP, 1<p<oo, laconvergencia de f*K. hacia [ cuando
e —0, es en la norma LP.

DEMOSTRACION: La parte (c¢) fue demostrada en (8.12) bajo condiciones
mé&s débiles. No obstante, observe que (c¢) es una consecuencia directa de
(a), (b), el teorema (8.11) (%) y el teorema de la convergencia dominada de
Lebesgue cuando 1 < p < 0.

Pasamos a demostrar (a) y por simplicidad en la notacién suponemos
f > 0. Luego tenemos

K, % f()] <& / to(lyl/o)f(x — y) dy

+oo
> to(lyl/) f e — y)dy

27 <|y|<e2i !

<3 () /| f(@ — y)dy

|<e2i+1

< ¢ 29 o(2) M [ (x)

< ¢ Mf(z) / U(z)dz ,

donde hemos utilizado la misma letra ¢ para dos constantes distintas que
dependen sélo de la dimensién.

La demostracién de (b) es muy similar a la del teorema de diferenciacién
de Lebesgue. Pese a ello la realizaremos en detalle para el caso p < co.
Si f es una funcién continua con soporte compacto, (b) se cumple en

todo punto. Esto es consecuencia del teorema (8.13) o de un célculo muy
sencillo.
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Para f € LP(IR"™) ponemos

Lf(z) = 11215(1)119 |Ke x f(z) — f(2)] .

Demostraremos que para todo ¢ > 0 se cumple m.({T'f > ¢}) =0,y

con esto finalizaremos la demostracién del teorema.

Por la parte (a) resulta que
Lf(z) <[f(2)|+ ¢ Mf(z) .

Usando el teorema (8.11) y la desigualdad de Chebyshev obtenemos la
siguiente desigualdad para una constante c¢ independiente de f y de t¢:

m({Tf > t}) <ct | flF -

Por otro lado si ¢ es continua con soporte compacto I'f <T'(f —g).

Combinando estas dos tultimas desigualdades llegamos a

me({Lf >1}) <ct™|f =gl

para cada g continua con soporte compacto y usando la densidad de estas
funciones en L?, obtenemos que m.({I'f >t}) =0.

Q.E.D.

El teorema (8.14) da condiciones suficientes para la convergencia en casi
todo punto de una aproximacién de la identidad, obtenida a partir de un
nicleo K que puede no ser acotado en el origen. Més todavia, estas condi-
ciones no permiten singularidades para K fuera del origen. En conexién con

esto ultimo compare el lector con el teorema (8.13) y el ejercicio 20.

Quiza no escapé a la observacién del lector que el teorema (8.14), si
bien nos asegura la convergencia en casi todo punto para una funcién f, no
nos dice cudles son los puntos donde hay convergencia. El proximo teorema

subsanard esta situacién.

(8.15) Teorema. Sea K una funcidn medible sobre IR"™ , tal que su minima
mayorante radial no creciente es integrable. Sean 1 < p < o0,
feLP(IR™) y x un punto de Lebesque de la funcidn f. Entonces se
tiene

lim [ K (y)] |f(z —y) = f(y)ldy =0,
e— IR™
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donde K (x) = "K(z/e).

DEMOSTRACION: Nos restringiremos a 1 < p < oo; el caso p = oo se analizé
en el teorema (8.13).

Si z es un punto de Lebesgue de f, dado p > 0 existe § > 0 tal que si
0 <7 < entonces

/|| @ —y)— f@)ldy < p.

Definamos

o= { e 1@l sill<e
Rt si ly| > 0

Es fécil ver que Mg(0) < ¢p, con una constante ¢ que depende sélo de
la dimension.

Ahora acotamos convenientemente la funcién A.f definida por
Af(@) = [ 1K) 1@ =) = Fa)ldy

Es claro que

Af(x) < /qu K (9)]g(—y)dy + /W K. ()] |f(x — y)dy+
@) [l
=h+Jo+Js5.

Claramente J3 — 0 cuando ¢ — 0.

Como J; = |K]|. * g(0) resulta, usando la parte (a) del teorema (8.14),
que

Ji <ep /K(x)das Mg(0) <cepp .

Para estimar la integral Jo observamos las siguientes desigualdades

1/p’ 1/p
Jy < </|y|26KE(y>|dy> </|y|26KE(y>| f(m—y)pdy)

< KN (06(5/0) P 1 £ -
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Puesto que t"y(t) — 0 cuando t — oo (ver ejercicio 18), tenemos que
Jo — 0 cuando € — 0.

Resumiendo, hemos demostrado que para cada p > 0,

limsup Ac f(z) < cepp -

e—0

Q.E.D.

7. Ejemplos y aplicaciones de aproximaciones de la identidad.

El nicleo de Poisson para el semi espacio superior.

Llamamos nicleo de Poisson a la siguiente funcion

t

P(xat) = Cp (|$|2+t2)(n+1)/2

(xe R™, t>0).

Observemos que P(z,t) es de la forma ¢t "K(x/t) con K(z) =
cn(lz)? + 1)=(+1D/2 " El valor de la constante ¢, se calcula a partir de
la igualdad

/K(w)dmzl.

Para f € LP(IR"), 1 < p < oo la siguiente funcién se llama integral
de Poisson de f:

ulir, 1) = / P(e —y.0)f (y)dy -

La funcién u(z,t) es arménica en IRV = {(z,t) 1z € R", t > 0},

estoes D1, % + %273 =0, en dicho conjunto (ver ejercicio 21).

Sila funciénl f es continua con soporte compacto, su integral de Poisson
u(z,t) es arménica en ]Rﬁlfl , continua en la adherencia de este conjunto y
u(z,0) = f(z) para cada x € IR™. Ver ejercicio 22.

En otras palabras, dada una funcién continua f, con soporte compacto,
su integral de Poisson u(z,t) es una solucién al problema de Dirichlet en
el semiespacio superior H%:L_H con dato f sobre IR".

Si s6lo suponemos que f € LP, la integral de Poisson u(zx,t) tenderd
al dato f(z) cuando t — 0, siempre que x sea un punto de Lebesgue de
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la funcién f. En efecto, el teorema (8.15) se puede usar para este caso
particular de aproximacién de la identidad.

El nicleo del calor.

Este nicleo esta dado por la funciéon
D(z,t) = ¢, 7 2exp(—|z|?/4t)

para r € IR™ y t > 0. La constante ¢, se determina por la igualdad
cn/exp(—l\z|2/4) dr=1.

Poniendo T'(z) = cpexp(—|z[?/4) resulta T'(z,t) = T
wrl(@/V1).

Para f e LP(IR™), 1 < p < oo, ponemos

H(x.t) = / Tz — y.t)f(y) dy .

No es dificil verificar que la funcién H(z,t) es solucién de la ecuacién del

2 .’ ’ .
calor %7; = Z;L 1 g—“ en la regién JR”“. Ademds, si  es un punto de

Lebesgue de f, entonces H(xz,t) — f(z) cuando t — 0.

A continuacién daremos algunas aplicaciones de las aproximaciones de
la identidad. Cuando se quiere verificar cierta propiedad para una funcién f,
a veces es mas conveniente demostrar dicha propiedad para las funciones
regularizadas o las funciones modificadas, f. = K. * f, donde K es un
cierto nicleo suave. Posteriormente uno espera obtener la propiedad para f
haciendo ¢ — 0.

Para f € LP(IR) hemos definido su transformada de Fourier f por
medio de la férmula

N Cﬂ Z:M/

far= = [ i

Sabemos que ]/C\ es una funcién continua que se anula en el infinito, ver
ejercicios del capitulo VII.

La antitransformada de Fourier de una funciéon integrable f la de-
notamos por f, y viene dada por la siguiente expresién

f(x) e f(y) dy

vl
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(8.16) Teorema. (Inversién de la transformada de Fourier.)
Sea f € L'(IR) tal que f € L'(IR). Entonces la antitransformada
de Fourier de f coincide en casi todo punto con f .

DEMOSTRACION: Usaremos la siguiente expresién para el niicleo de Poisson

1 € 1 [ _ i
Pw)= arm=g, ) ¢ My,

La igualdad anterior se obtiene integrando por partes la siguiente integral

1 e . 1 [
o e cWleiy dy = ;/0 e” Y cosyx dy .
— 00

Usando el teorema de Fubini y la expresion de arriba para P., la funcién

1 % )
hs(u) = \/72771-/ f(x)e—e\.ﬂelux dx 7

se puede expresar como

\/% /_ (\/12?/_ e f(y) dy> oelol =iz g

:/ fly) (21/ e—afleiﬁ(y—U)dm) dy
oo T J_ oo

=P« f(u) .

Como f es integrable, h.(u) tiende uniformemente en u a la integral

1 i —izu
E/_m flx)e dx ,

cuando € — 0.

Por el teorema (8.14) P. x f(u) — f(u) cuando € — 0 para casi todo
u . Consecuentemente la igualdad siguiente se verifica en casi todo punto.

L h —iY F(2) da
f(y):\/?/ﬂOe f(z) dx .

Q.E.D.
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(8.17) Teorema. (Titchmarsh). Sea f una funcidn integrable tal que

/OO |[flx +t)— f(z)| dz=0o(|t]), t—0.

—0o0

Entonces f es constante en casi todo punto.

DEMOSTRACION: Suponemos primero que f tiene segunda derivada continua
en IR .
Integrando sobre un conjunto E la siguiente desigualdad

2

7@ < S s @)+ 1) - f@)]
zeE

tenemos que

t 1 [~
[1r@lde<mE)y swlr @i+ [ 1fwr) - f@) da.
E 2 xzeFR t — 0o
Haciendo ¢t — 0 obtenemos [, |f’(z)|dz = 0. Por lo tanto f es una

constante en este caso.

Si f € LY(IR) consideramos una aproximacién de la identidad f.(z)
K. * f(z) con un nicleo K € CZ(IR). La funcién f. € L'(IR), tiene
segunda derivada continua y ademds cumple

| =0 = Sl < 1K I [ 1) - sl = ofi)

— 00

Por lo tanto, para cada € > 0 existe una constante c. tal que f. =c..

Por un lado f.(z) converge a una constante ¢ en todo punto x. Por
otro lado f.(z) — f(x) en casi todo x cuando € — 0. Luego, f =c.

Q.E.D.

Recordemos que f: IR — IR es una funcién de Lipschitz con una
constante de Lipschitz ¢ si se cumple

[f(@) = f)l < clz—yl, z,ye IR .

(8.18) Teorema. Sea f wuna funcion continua sobre IR . Entonces f es
una funcion de Lipschitz con una constante ¢ si y sélo si se cumple

<c [ lots

— 00

\ | st s
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para toda ¢ € CL(IR).

DEMOSTRACION: Veamos primero que la condicién anterior es suficiente. Sea
¢ € C(IR) no negativa con integral igual a uno y pongamos f. = ¢, * f.
Para cada ¢t > 0, tenemos que

fely+1) — /f (pe(y+t—2) — @y —x))dz

=/_Oof(w)/0t<pé(s+y—w)d8dm-

Luego )
5 - Je ~ e d d = .
foly +1) f(y)|</0 c/_oogo(x) vt = ct

Teniendo en cuenta la continuidad de f, tenemos que |f(y+1t)— f(y)| < ct.

Para demostrar que la condicién es necesaria supongamos, sin pérdida
de generalidad, que la funcién f es integrable.

Observemos que si f es derivable, trivialmente se verifica

[ s

para toda ¢ € C§(IR).

<swp |f'(e |/ 2)ldz |

Sea ahora f.(z) = K. * f(x), donde {K.} es una aproximacién de la
identidad con K € C}(IR), K > 0.

Si f tiene una constante de Lipschitz c, entonces para cada ¢ > 0
tenemos |fo(x +t) — fe(z)| < ct.
Por lo tanto |fl(z)] < ¢ paracada ¢ >0 y « € IR. As{, usando la

<c | lpta)lis.

Como f. — f en L' cuando € — 0, se tiene que

/_o:o o' (z) fo(z)dx — /_o:o fz)¢ (2)dx £ 0.

desigualdad de arriba, vemos que

] | et

para cada ¢ € C3(IR).

Q.E.D.
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*8. Limite no tangencial.

Nos interesa puntualizar la siguiente situacién geométrica para una apro-
ximacién de la identidad {K.} sobre IR™.

Sea f una funcién continua con soporte compacto y definamos

B K.xf(z) sie>0
ule,e) = f(z) sie =0.

Esta funciéon u es continua en el semiespacio superior

Eiﬂ ={(z,t):x€ R", t > 0}.

Si feLP(IR™) y {K.} esdelaforma e "K(x/e) hemos demostrado,
con condiciones bastantes generales para K, que u(x,e) se aproxima a
u(z,0) si z es un punto de Lebesgue de f, y la aproximacién se realiza a lo
largo de la semirrecta perpendicular a IR™ que pasa por el punto (z,0).

Sera nuestra tarea en lo que sigue obtener teoremas sobre aproximaciones
de la identidad, cuando el acercamiento se hace dentro de regiones mas subs-
tanciosas que la recta vertical antes mencionada. A tal efecto introducimos
algunas notaciones.

Sea ¢ una funcién con valores no negativos definida sobre [0,00), de-
creciente y acotada. Para § >0 y z € IR"™ ponemos

ls(x) = sup {(|jz —y]) -
ly|<é

La afirmacién siguiente queda como ejercicio.
(8.19) Sean ¢, 05 las funciones descriptas arriba. Entonces tenemos:

(i) £5 es una funcién radial y verifica
Us() < L0) X (1ai<5y (0) + UlJo] = 6) X (1ajz0 ().

(ii) Si lamamos ¢5(z) al miembro derecho de la tltima desigualdad, entonces
{5 es radial y decreciente pensada sobre [0,00). Ademads la integral

/ s (r)dr
0

es finita cuando lo es la integral

/ r"_lf(r)dr .
0
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En IR'"" definimos cono con vértice (z,0) y abertura § > 0 al
conjunto
Ts(z0) = {(z,t) € Rt |o — 20| < 6} .

Sea u una funcién definida sobre IR'}T" y T's(z¢) un cono. Definimos
la funcién maximal no-tangencial de u mediante la férmula

Ms(u)(zo) = sup{|u(x,t)| : (z,t) € Ts(z0)} .

Si feLP y {K.} es una aproximacién de la identidad denotamos por
Ms(f)(zo) ala funcién Ms(u)(zo), donde u(z,e) = K. * f(z).

(8.20) Teorema. Sea K una funcidn medible tal que su minima mayorante

radial no creciente es integrable y acotada. Entonces
Ms(f)(x) < A Mf(x),

donde la constante A es independiente de la funcion f, pero depende
de n, K y 6. Una expresion para esta constante se obtendrd durante
la demostracion del teorema.

DEMOSTRACION: Sea ¢ la minima mayorante radial no creciente de K y /5
la funcién definida en (8.19) usando la funcién ¢5 definida en esta seccién.

Facilmente se pueden verificar las siguientes desigualdades en la regién
lyl <ed :

Ko ool < [ K+ =)l |f(e)] da

s [ B (PE0) i) o
s [ (B20) il o

= (£5)e * | f1(o)

<en / T () dr M (a) |
0

La siguiente es una expresion para la constante A

A-c, (‘:em) + /0 “ 4+ ) e(r) dr) ,
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donde ¢, depende sélo de la dimensién.

De ahora en adelante supondremos que Ms(f) es una funcién medible.
El lector no tendrd dificultad en demostrar la medibilidad de Ms(f) para los
ejemplos dados en la secciéon anterior.

La siguiente afirmacién es consecuencia inmediata del teorema (8.20) y
las propiedades del operador maximal de Hardy-Littlewood M f.

(8.21) Teorema.

(i) 1Ms fllp < cpll fllp l<p<oo,
donde c, depende de ¢ pero no de f.

(ii) t m({Ms(f) > t}) < a1 -

(8.22) Teorema. Sea K una funcién medible, tal que su minima ma-
yorante radial no creciente es integrable y acotada. Si 1 < p < o0,
feLP(IR™) y xg es un punto de Lebesgue de f, entonces para cada
0 >0 tenemos

/ Ko — )| £ () — Flzo)ldy =0 ,

cuando (x,€) = (20,0), (x,¢) € T's(xo) -

DEMOSTRACION: Si u(z,e) = K. * f(z) y |z| < &6, se verifica
o +2,) = u(eo,0) < [ [Kelao +2 )] 17(0) - Faoldy
<o [T (2 2) 1) - Sanlldy

< / (65)- () (20 — ) — f(xo)ldy

Por (8.19) podemos usar el teorema (8.15) para p < co y obtenemos el
teorema.
Q.E.D.
Veamos que la afirmacién del teorema (8.21) también es cierta para
p = oo. Primero observamos:
(823)Si 1 <p<oo, feLP(IR™) y zo es un punto de Lebesgue de f,
entonces

/ @+ ty) — f(zo)ldy = 0
ly| <N
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cuando (z,t) = 0, (z,t) € T's(xp). Donde § >0 y N es un numero fijo.

El limite en (8.23) se obtiene usando la definicién de punto de Lebesgue
y la de cono T's(zg) y significa que cada punto de Lebesgue de f es también
un “punto de Lebesgue no tangencial” de f.

Con la observacién (8.23) en mente, es facil repetir los argumentos del
teorema (8.13), y as{ obtener el siguiente teorema.

(8.24) Teorema. Sean K € L'(IR"), f € L*(IR") y xo un punto de
Lebesgue de la funcion f. Entonces tenemos

/ueu—wuﬂw—fw@My%o,

cuando (x,e) — (20,0), (z,e) € T's(xo) .

EJERCICIOS

1. La funcién maximal de Hardy-Littlewood M f no es integrable sobre
IR™, si f no es cero en casi todo punto.

2. Sea (zj) una sucesién de puntos de un conjunto X y a; una sucesién de
numeros reales positivos. La siguiente funcién define una medida sobre
P(X)

pA) = 0 0,,(4).

donde 61]. es la delta de Dirac concentrada en ;.

3. Demuestre el teorema (8.5). ;Qué pasa con las desigualdades de la parte
(c) del teorema para el caso u(X) =o00?

4. Para cada funcién f localmente integrable sobre IR™ ponemos
1
MF(f)(x =Sup7/fy dy ,
(D) =suw [ 17

donde I es un intervalo acotado en IR™ que contiene al punto .
Demuestre que si 1 < p < oo tenemos

IME(H)lp < cp £l (f € LP(IR™)) ,
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donde ¢, es una constante independiente de f.

La funcién M F(f) definida arriba se conoce como funcién maximal
fuerte.

Sugerencia: Considere, por ejemplo, n = 2. El promedio de una funcién
sobre un rectangulo en el plano estd acotado por la iteracion de dos
funciones maximales unidimensionales. Use que la funcién maximal de
Hardy- Littlewood es de tipo fuerte (p,p), 1 <p < co.

El siguiente ejemplo demuestra que el operador maximal fuerte MF no
es de tipo débil (1,1). Para 1 < k y 1 < j < k ponemos I, =

. . k k
[Oa]] X [07]{:/]}7 Ik :szl Ik,j7 I:ﬂjzl Ik,j'
Si f = X, entonces claramente se tiene

In C {MF(f) > 1/2k} |
Por lo tanto

k=t m({MF(f) > 1/k}) — oo, cuando k — oo .

Sea ||+ || una norma sobre IR"™ y B,(z)={ye R" : ||z —y| <r}.
Entonces tenemos m(B.(x)) = 7" m(B1(0)). Luego se cumple
m(Bar(z)) = 2" m(B,(x)).

Sea 0 <« <1y B,(z) labola
{Wr ) 2D =yl <7}
i=1

Entonces, existe una constante ¢ = c¢(n,«) tal que m(Ba.(x) <
¢ m(By(z)), para todo z € IR"™ y r > 0. ;Puede generalizar este
resultado para otras funciones céncavas ¢(t) distintas de 7

Sea ¢ una funcién convexa sobre [0,00) tal que ¢(0) =0y @(z) >0
para z > 0. Para A > 0 definimos la siguiente elipse

Cx={(z,9) € RS Y =1}.
’ A2 (M)

Si P € IR*, P # 0, entonces denotamos por ||P|| el tnico nimero
A >0 tal que P € C)y. Cuando P =0, ponemos ||P| =0.
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(a) Demuestre que d(P,Q) = ||P — Q|| es una métrica sobre IR? que
genera los mismos abiertos que la métrica euclidea.

(b) Sea B,.(P) labola centrada en P de radio r generada por la métrica
anterior. Supongamos que existe una constante ¢ tal que p(2z) < ¢ p(x)
para cada a € IR?. Entonces m(Ba,(P)) < 2¢ m(B,(P)).

(c¢) Encuentre funciones convexas ¢ tales que m(Bz.(0))/m(B,(0)) —
oo cuando r — oo (r — 0).

Sugerencias:

(a) Para demostrar la desigualdad triangular pongamos: e; = ||P|,
o =1|Q] v (s,t) = P+ Q. Entonces

2 2
s t
(a5a) + ) <t
€1+ €2 p(e1 + €2)

En la demostracién de la desigualdad anterior use la convexidad de la
funcién #? y ademds que (¢(e1)/¢(e1 +¢e2)) < e1/(e1+€2).
(b) Observe que B,(0) es precisamente el interior de la elipse C, .

Demuestre el teorema (8.8).
Demuestre el teorema (8.10) para el caso r = 0.

La siguiente desigualdad, (iv) en teorema (8.11), || M f| 11 (g) < 2m(E)+
2¢1 [ o | f(2)] log™ | f(z)|dz , puede ser reformulada usando la norma de
Luxemburg ||+ ||, con ¢(t) =t log*t.

Demuestre que para todo f € L¥ se tiene

IMfllLr ) < 2(m(E) + )l flly -

La desigualdad anterior dice que el operador maximal de Hardy-Little-
wood es un operador continuo de L¥(IR™) en LY(E), si m(E) < co.
Sugerencia: Observe que si [ ¢(|f|)dx = 1, entonces M f < 2(m(E) +
Cl) .

La condicién (I3) en la definicién de una aproximacién de la identidad
{K.}c>0 puede ser reemplazada por (I3) [ K.(z)dz — 1 cuando &€ — 0.
Demuestre que el teorema (8.12) es vélido con esta nueva condicién.

Sea (FE.) una familia de conjuntos en IR" medibles y acotados. Supong-
amos que para cada § > 0 existe gy tal que 0 < ¢ < gy implica
E. C Bs (O) .
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Demuestre que K. = [m(FE.)] ' X . es una aproximacién de la identi-
dad.

Sea {K_}c>¢ una aproximacién de la identidad y f una funcién medible
acotada. Para FF C IR"™ y § > 0 ponemos

Qr(f,0)= sup |flz—y)—f(z)].

z€F,|y|<d

Verifique que

sup £(2) ~ Ko f(@)] < ¢ R (£.0) +20f o [ Kelo)ide
zeF |z|>68

donde ¢ es la constante que aparece en la definicién de una aproximacion
de la identidad.

Convengamos, para este ejercicio, en decir que f es uniformemente con-
tinua sobre una regién F si Qp(f,d) — 0 cuando § — 0. Por lo tanto,
la ultima desigualdad nos asegura que f. tiende a f uniformemente en
la regién donde f es uniformemente continua.

Existe una funcién K € C§°(IR™) no negativa y de integral igual a uno.

Sugerencia: considere la funcién exp(1/(|]z|? —1)) sobre |z| <1 e igual
a cero fuera de la bola unidad.

El conjunto C§°(IR™) es denso en LP(IR"), 1 <p < .

Sea FF C IR™ un conjunto compacto y G un abierto que lo contiene.
Entonces existe una funcién ¢ € C°(IR™) indénticamente igual a 1
sobre F', con soporte contenidoen G y 0 < p <1.

Sugerencia: Sea (7 un conjunto abierto acotado tal que K C G; C
G1 C G. Para K € C§°(B1(0)), con integral igual a uno ponemos
fe = Xg, * K. . Es facil ver que existe ¢¢ para el cual f,, cumple las
condiciones requeridas.

Sea ¢ una funcién nonegativa, decreciente en (0,00), que verifica

/ " (r)dr < oo .
0

Entonces r™4(r) — 0 cuando 7 — 0 o 7 — c0.
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Sea ¢ una funcién como en el ejercicio 18. Entonces para cada j > 1
existe una funcién ¢; € C7(0,00) tal que

Z(r)gﬁj(r)gﬁ(r/?) , r>0.

Més atn, la funcién £; puede ser elegida decreciente en (0,00).
Sugerencia: Para j = 1 considere la funcién definida por

n2" 1 ©
om—1 zn J.
2

b (z) = t"L(t) dt .
Para analizar la monotonia de ¢;(z) es conveniente hacerlo suponiendo
primero que £(x) = aX ) (z), y luego aproximar la funcién por sumas

de funciones de este iltimo tipo.

Sea K € LP(IR"), 1 < p < oo, una funcién son soporte compacto.
Pongamos

Tf(x) =sup|K, * f(z)|,

e>0
con K.(x) =e "K(xz/e). Demostrar:
(a) Si feLI(IR™), p/(p—1) < ¢, entonces la funcién Tf es medible.
En efecto, para cada € > 0, K. * f es una funcién continua.
(b) Para toda f € LI(IR"™), p/(p—1) < q¢ < oo se tiene que

Elii%Ka*f(x) = f(m)/K(x) dx |

para casi todo z € IR"™.
Sugerencia: Dado que el soporte de K es acotado, por la desigualdad
de Holder se tiene

Ko # f(@)] < el Kllp(M]fP (@)

donde %4— 1% =1, donde la constante ¢ es independiente de f y M es

el operador maximal de Hardy-Littlewood.

El niicleo de Poisson P(z,t) = ¢, t (|z|> + t?)~(»+1)/2 es una funcién
armonica en la region lR’j_+1 . Las derivadas del nicleo de Poisson son
funciones integrables sobre IR™, para cada t > 0 fijo.

Sea f una funcién continua con soporte compacto y u(x,t) su integral
de Poisson. Demuestre que la funcién u(z,t) es arménica en ZR:L_H,
continua en la adherencia de este conjunto y u(x,0) = f(x) para cada
x€ R".



CAPITULO IX

EL TEOREMA DE RADON-NIKODYM

1. La integral en espacios abstractos.

En la seccién 3 del capitulo VIII hemos definido el concepto de espacio
de medida, formado por una terna (X,X, ) en la que X es un conjunto, ¥
una o -algebra de subconjuntos de X y p una medida sobre X.

Diremos que una funcién f: X — IR es medible (con respecto a %)
si para cada numero real a, el conjunto

{f>a}={zreX: f(x)>a}

pertenece a la o-algebra Y. En tal caso también se dice que f is Y -medible.

Las funciones con valores en IR medibles con respecto a ¥ forman un
algebra de funciones (clase cerrada bajo suma, producto y multiplicacién
por constantes) que es cerrada bajo supremo e {nfimo de sucesiones y por
consiguiente cerrada para el limite puntual de sucesiones.

Si consideramos la clase de funciones medibles con valores en IR , valen
consideraciones similares a las enunciadas para funciones medibles con va-
lores en IR excepto en lo referente a la suma de funciones medibles. En
efecto la suma f + g de dos funciones medibles con valores en IR no estd
definida en el conjunto medible

D={f=+400yg=—00jU{f=—-00yg=+oo}.

Es facil demostrar que si f y ¢ son dos funciones medibles con valores
en IR y f-+g se define arbitrariamente como una funcién medible sobre D,

266
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entonces f + g es medible (por ejemplo si f + ¢g es una funcién constante
sobre D).

Las demostraciones son completamente analogas a las del capitulo IV y
por esta razon se dejan a cargo del lector. Todos los conceptos introducidos
en aquel capitulo, por ejemplo, funcién caracteristica, funciéon simple, con-
vergencia en casi todo punto, convergencia en medida, pueden desarrollarse
en la misma forma en esta situacion maés general, y ademds se mantienen
vélidos entre otros los teoremas (4.9) y (4.15), con idénticas demostraciones.
En particular, diremos que una propiedad P(z) se verifica para casi todo
x (con respecto a ) si el conjunto E de los puntos donde P(z) es falsa
cumple p(FE)=0.

El concepto més importante es el de integral de una funcién medible
f sobre un conjunto E € X. Si f es no negativa, la integral de f sobre el
conjunto F con respecto a la medida u se define, andlogamente, por medio

N
/Ef dp=supy  v; p(E;)
=1

donde el supremo se toma sobre todas las particiones finitas del conjunto E

de la féormula

en conjuntos medibles disjuntos Ey, Es,...,Ex v v; denota el infimo de f
sobre FE;.

La integral de una funciéon medible f con valores de distinto signo, se
define como en el capitulo V, por medio de la férmula

/Efdu=/Ef+du—/E fdu,

siempre que las dos integrales del miembro derecho sean finitas, en cuyo caso
decimos que f es integrable sobre E.

A veces la integral se denota por el simbolo

| t@auta) = [ san

Cuando E = X suele omitirse el simbolo E en el extremo inferior del simbolo

[ t@auta) = [ s

representa la integral de f sobre X .

integral. Asi,
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Los teoremas de linealidad y convergencia desarrollados en las secciones
1 a 7 del capitulo V mantienen su validez.

Con algin detalle analizaremos la validez de los teoremas de Fubini y
Tonelli para la integral en espacios abstractos.

Sean (X,¥) e (YV,T') un par de espacios medibles, i.e. conjuntos
abstractos con sus correspondientes o -dlgebras de conjuntos. Sobre el pro-
ducto cartesiano X x Y definimos la o -dlgebra producto de ¥ por T
como la minima o -dlgebra que contiene a todos los conjuntos A x B con A
en X y B en I'; para esta o-algebra usamos la notacion ¥ ® I'. Los con-
juntos R delaforma R=AxB con A€ X y B €T sellaman rectangulos
medibles.

Seguidamente definiremos una medida producto p ® v sobre X @I,
siendo p y v medidas sobre X y I' respectivamente, de modo tal que se
cumpla

1 ® v(R) = (A) v(B)

para cada rectdangulo medible R = A x B.

Para evitar complicaciones innecesarias, cada vez que consideremos un
espacio de medida abstracto (X,X, ), supondremos que éste es o -finito,
es decir, que existe una sucesion creciente (X,,) de conjuntos en ¥ tal que
X =U,2,Xn y n(Xy,) es finito para cada n.

La existencia de la medida producto se obtendra como una consecuencia
del siguiente resultado. El lector deberia meditar sobre las diferencias entre
los resultados (5.23) y (9.1).

(9.1) Teorema. Sea E wun conjunto medible en la o -dlgebra producto
X ®I'. Entonces
(i) E; ={y:(z,y) € E} €T para todo x € X .
(ii)) BY ={x: (x,y) € E} € X para todo y €Y .
(i1i) v(E;) y p(EY) son funciones medibles sobre X e Y , respecti-
vamente.
(iv) [y v(E,) du(e) = Jy u(EY) dv(y)

DEMOSTRACION: Ver el ejercicio 6.

Veamos que el teorema (9.1) nos permite construir una medida producto
pL®@v sobre Y @1I'. En efecto, es facilmente verificable que si £ = A X B es
un rectangulo medible, ambos miembros de (iv) nos dan el mismo resultado
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p1(A) v(B). Ademas la funcién de conjunto

AE) = /X V(E,) du(x) = / W(EY) duly) |

Y
es una medida o -finita sobre X @ I'.

El siguiente teorema nos asegura la unicidad de la medida producto.

(9.2) Teorema. La medida producto es inica. Mds precisamente, dados dos
espacios de medida o -finitos (X, %, u) e (Y,T',v) existe a lo sumo una
medida o -finita v sobre la o -dlgebra producto ¥ @ I', tal que para
cada rectangulo medible R = A x B wverifica v(R) = u(A) v(B).

DEMOSTRACION: Para entender la demostracién sugerimos primero hacer los
ejercicios 2 a 5 del presente capitulo.

Sean 77 y 72 dos medidas o-finitas sobre ¥ ® I' que tienen el mismo
valor sobre cada rectdngulo medible. Tomemos dos sucesiones (X,), (Yn)
de conjuntos medibles tales que X = J,, X, Y = J,, Y» y para cada n
ambas medidas u(X,) y v(¥,) son finitas.

Para n fijo definimos
Fn={EeX@T :n(ENX,xY,) =%(EnNX, xY,)}.

Se ve facilmente que F,, es una clase mondtona que contiene a la semidl-
gebra de los rectangulos medibles y también el dlgebra generada por ellos,
por lo tanto F,, es la o-algebra producto ¥ ® I'. Luego para cada n y
EeX®T tenemos

Y(EN Xy xYy) =v(ENX, xYy) .

Haciendo n tender a oo obtenemos v1(E) = 72(FE).
Q.ED.

En definitiva los teoremas (9.1) y (9.2) aseguran que la medida producto
1 ® v existe, es tGnica y estd dada por la expresién

u@u(E):/

X

V(E,) du(x) = / W(EY) du(y) .

Y

Si f(r,y) es una funcién definida sobre X x Y con valores en R,
usaremos la notacién f(z, -) para indicar la funcién y — f(z,y) de Y
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en R, llamada la seccién de f en z. Andlogamente se define la seccién
de f en y, f(-,y), que es una funcién de X en R.

El siguiente teorema es una inmediata extensién del teorema (9.1).

(9.3) Teorema de Fubini-Tonelli. Sean (X,3,u) e (Y,I',v) dos espacios
de medida o -finitos. Sea f(x,y) una funcién no negativa medible con
respecto a la o -dlgebra producto ¥ Q I'. Entonces
(i) f(z, ) es I'-medible para cada x € X .

(i) f(-,y) es X -medible para cada y €Y .
(i41) las funciones

[ 1w, [ e duta)

son X y I -medibles, respectivamente.

(iv)

/X</Yf(x7y) dV(y)) du(x)—/y(/xf(a:,y) du(x)) dv(y)

:/ flz,y) d(pev)(z,y) .
XxY

DEMOSTRACION: Poniendo

E={(z,y): f(z,y) > a},

las afirmaciones (7) y (ii) son consecuencia directa de las respectivas afirma-
ciones del teorema (9.1).

Sea F la clase de funciones no negativas y > ® I'-medibles que cumplen
las afirmaciones (i) y (iv) del teorema. Claramente F contiene a las fun-
ciones simples no negativas y esta clase es cerrada para el limite puntual
creciente. Por lo tanto F es precisamente la clase de las funciones ¥ @ I'-
medibles y no negativas.

Q.E.D.

Conocido el teorema de Fubini-Tonelli o también llamado teorema de

Tonelli, el siguiente teorema se obtiene facilmente repitiendo lo realizado en
(5.25).
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(9.4) Teorema de Fubini. Sean (X,X,u) e (Y,T',v) dos espacios de
medida o -finitos y f una funcion integrable en el espacio de medida
(X XY, 2T, u®v). Entonces
(i) para casi todo x, la funcion f(z, -) es una funcion integrable en
el espacio de medida (Y,T',v).
(ii) para casi todo y, la funcion f(-,y) es una funcidn integrable en
el espacio de medida (X, %, p) .
(i) las funciones

/Y £(-,y) dv(y), /X f(@, +) du(a)

son funciones integrables en X e Y respectivamente.

(iv)

Jfw e = | ( IRCY du(w)) av(y)

[ ([ 1) ) aute

Todos los conceptos y propiedades del capitulo VII permanecen véalidos
enunciados en un espacio de medida abstracto (X, 3, ). Por ejemplo, para
1 < p < >, decimos que una funcién f, definida sobre X y medible con
respecto a 3, pertenece al espacio LP(p) = LP(X, X, 1) si |f|P es integrable
sobre todo el espacio con respecto a la medida p .

El espacio LP(u) es un espacio de Banach con la norma

1/p
1l = ( [ise du) .

El espacio L™ se define de la misma manera que se hizo en IR™. En
espacios de medida abstractos valen las correspondientes versiones de las de-
sigualdades de Minkowski, Holder y Jensen y también es cierto el importante
teorema (7.10). Para la demostracién de los resultados citados no se necesitan
nuevas ideas.

Maés adelante completaremos en este capitulo la demostracion del teo-
rema (7.11).
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2. El teorema de Radon-Nikodym.

Recordemos dos conceptos ya definidos en el capitulo VIII en una situa-
cién particular. Sea ¥ una o-dlgebra de subconjuntos de X y supongamos
definidas dos medidas p y v sobre Y. Decimos que v es absolutamente
continua con respecto a i, y escribimos v < p siy sélo si v(E) =0 cada
vez que p(E) = 0. Las medidas g y v son mutuamente singulares,
y denotamos este hecho por vLlpu, si y sélo si existen conjuntos medibles
disjuntos A y B tales que v(E)=v(ENA)y u(E)=u(ENB) para cada
FE € ¥, 0 de otra manera si y sélo si ;4 y v estdn concentradas en conjuntos
disjuntos. La suma de dos medidas A\ y p sobre X se define naturalmente
por la férmula

A+ ) (E) = AME) + u(E) (E € X).

Por lo tanto para cualquier funcién medible no negativa f, se cumple

[raoem=[raxe [1an

donde las integrales se extienden a todo espacio X . La férmula mantiene su
validez si f € L*(A+ p).

Como hemos visto, el ejemplo tipico de dos medidas absolutamente con-
tinuas es el siguiente: si (X, X, u) es un espacio de medida y f una funcién
medible no negativa sobre X , poniendo

urE) = [ 1 do (Bey),
se tiene py < .

(9.5) Teorema de Radon-Nikodym. Sean p y v dos medidas finitas
sobre el espacio medible (X,Y). Entonces existe un inico par de me-
didas v,,vs sobre X tal que:

(1) v=vg+vs, Vo<, vslp.
(2) existe una tnica funcion h € L' (u) que verifica

va(E) = /E h(z) du(z) (Fey) .
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El par (vq,vs) se llama la descomposicion de Lebesgue de v con
respecto a u. Ademds v, y vs son mutuamente singulares.

DEMOSTRACION: La demostracién de la unicidad de v,, vs y h en (1)
v (2) es un sencillo ejercicio que dejamos a cargo del lector. Nosotros nos
ocuparemos de demostrar la existencia de la descomposicién. La funcional
lineal que a cada funcién f le hace corresponder [ f dv es continua sobre
L?(u+v), por lo tanto existe g en este espacio tal que

[rav=[1gdu+v (f € L3(v + ) -
Dado que para cada FE € ¥ se verifica la desigualdad
0< [ gdu+v) < ulE) +1(E)
E

obtenemos inmediatamente que 0 < g < 1 en casi todo punto con respecto a
la medida p + v, por lo tanto supondremos que siempre g toma valores en
[0,1].

La igualdad anterior la escribimos de la forma
[ra-gar=[1ga (f € ).
Poniendo f=(14+g+...4+¢") X g, tenemos
(a) /E(l—gnﬂ)dyz/Eg(1—|—g+...—|—g")d,u (Eex) .

La funcién h del teorema se obtiene poniendo h(z) = Y 07 ¢"(z).
Esta tltima serie es convergente salvo sobre el conjunto B = {g = 1}, pero
pu(B) =0 por (a), luego h € L' (u) y verifica

(b) wENA) = [ ha)duts)  (BeD).

donde hemos puesto A = {g < 1}.
Ahora si ponemos v,(E) =v(ANE) y vs(F) =v(BNE), claramente
se tiene v =v, + Vs v Vo Llus.

La parte (2) del teorema es consecuencia de (b) y como u(B) =0 se
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tiene que vslp.
Q.E.D.

La demostracién anterior se debe esencialmente a J. von Neumann, 1903-
1957.

El teorema (9.5) admite generalizaciones que son casi inmediatas. Asi el
teorema es vélido cuando p es una medida o-finita y v una medida finita.
En efecto, basta considerar X como una unién disjunta de conjuntos X con
w(X,,) finita y usar el teorema en cada X, .

La mayor parte del teorema se puede extender al caso de que ambas
medidas p y v sean o-finitas. La tnica parte del teorema que no vale en su
totalidad es la afirmacion (2), donde ahora la funcién h no es necesariamente
integrable sobre todo X, pero si lo es sobre cada X,,, donde X, =X y
w(Xp) < oo.

3. Medidas signadas.

Siendo f una funcién con valores reales, integrable sobre un espacio de
medida (X, X, 1), pongamos

i E) = [ f du (Ees) .

La funcién pf estd definida sobre X con valores en los reales y dado que
es una funcién o-aditiva decimos que py es una medida real o medida
signada.

Por cierto, si hubiéramos partido de una funcién f con valores en los
numeros complejos, pr serfa una funcién o-aditiva con valores complejos
y por lo tanto un ejemplo de medida compleja. En cualquiera de los dos
casos, la funcién py cumple

s |(B) < [E ] dpe = () |

donde hemos usado |us|(E) para denotar la expresién

oo oo
sup {Z s (Eq)] - U E;, = E, F; medibles y disjuntos } .
i=1

i=1
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Maés atn, si f es una funcién real es facil ver que |uf|(E) = [, |f] du,
por lo tanto |xs| es una medida finita sobre X.

Motivados por el ejemplo de arriba daremos la siguiente definicién. Una
funcién p : ¥ — IR se llama una medida real o medida signada si es

H (U Ez) = Z/U'(Ez) )

=1

o -aditiva, es decir,

para cada sucesién disjunta (F;) incluida en 3.

Es importante notar que la serie Y2, u(E;) es absolutamente conver-
gente. En efecto, el valor de esta serie no se altera por un reordenamiento
arbitrario de sus términos.

En forma andloga se define el concepto de medida compleja.

Dada una medida signada p sobre X, para cada E € ¥ ponemos
(oo} oo

|ul(E) = sup {Z w(E)|: | JEi=E, (E)CZY, disjunta } :
i=1 i=1

La funcién |u| asi definida se llama la variacién total de .

Se puede demostrar con relativa facilidad (ver ejercicios) que la variacién
total del p es una medida sobre . Mas atin, la variacion total de p es una
medida finita. Este hecho es menos evidente y lo demostraremos a conti

nuacion.

(9.6) Teorema. La variacién total de una medida signada es una medida
finita.

DEMOSTRACION: Suponemos ya demostrado que la variacién total |u| es
una medida; luego resta ver que |u|(X) < oo.

Demostraremos primero que si para algin conjunto medible E tenemos
|u|(E) = oo, entonces existen conjuntos medibles disjuntos A y B tal que
AUB = E, |p(4)] > 1 y |u/(B) = co. Bastard encontrar conjuntos
disjuntos A y B con AUB = E, tales que |u(A)| > 1y |u(B)| > 1, pues
la variacién total es una medida y la variacién total de p sobre alguno de los
dos conjuntos es infinita.

Para probar la existencia de A y B consideremos una particién (E;)
de F tal que

oo

Do (B > 201+ |u(E)) -

i=1
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Luego para algin n se verifica

n

DB > 201+ [u(E))) -
i=1
Es f4cil ver que existe un conjunto de indices S C {1,2,3,...,n} tal que

> ulE)

€S

2

> Z |n(E)] -

Pongamos A = |J;cg Fi. Claramente [u(A)| > 1 ysi B=FE— A se
verifica [u(B)| = [u(E) —p(A)| = |p(A) = [w(E)] > A+[u(E)]) - [u(E)| = 1.

Ahora es facil concluir la demostraciéon del teorema: supongamos que
|u|(X) = oo. Luego existen conjuntos E; y F; que parten a X con
|p|(Ey) = ooy |p|(F1) > 1. Pero como |u|(E1) = oo, existe una par-
ticién de Ey, digamos Ey = Fy U Fy, tal que |u|(E2) = o0 y |u(Fa)| > 1.
Asf siguiendo, construimos una sucesién (F;) de conjuntos disjuntos tal que
|1L(F;)| > 1 para todo i. Esto ultimo no es posible pues la serie > o> u(F;)
es convergente.

Q.E.D.

Para una medida signada g definimos, con ayuda de la variacién total
||, las siguientes medidas:

pt =l + p)/2 p =l =n)/2.

Observe que p=pu" —pu~ y |u|=pt +pu~.
Las medidas pu* y p~ son no negativas y finitas y la férmula pu =
1T — pu~ se conoce como la descomposicién de Jordan de la medida .

Definimos la integral f con respecto a una medida signada p mediante

/fdﬂ=/fdﬂ+—/fdu_,

si f es integrable simultdneamente con respecto a pu* y p~. Nétese que

la expresion:

con la definicién anterior tenemos que si

,Uf(E):/EfdM7



3. MEDIDAS SIGNADAS 277

entonces se verifica

s (B)| < /E 1 dlu]

Por lo tanto si p es una medida signada y f € L'(|u|), entonces la funcién
ey definida arriba es nuevamente una medida real y verifica

g l(B) < /E 1£1 dlul (Eey) .

Miés atin, en la desigualdad anterior vale la igualdad para todo E € X (ver
ejercicio 12).

El teorema (9.5) se puede extender facilmente al caso en que la medida
i es finita y la medida v es signada. La nocién de mutua singularidad para
medidas signadas tiene el mismo sentido que para medidas, y el concepto de
v absolutamente continua respecto de p se transcribe textualmente para el
caso de que p sea una medida y v una medida signada.

Veamos una primera aplicacion del teorema de Radon-Nikodym.

Sea (X,X) un espacio medible y g una medida signada sobre ¥. De
acuerdo con el ejercicio 11 existe una funcién h tal que

(©) W(E) = /E hdlp) (Fey) .

y ademds |h| = 1 salvo en un conjunto de medida |u| nula. Luego supon-
dremos |h| =1 sobre todo el espacio X . Poniendo

P={h=1} y N={h=-1},

tenemos que
n(A) >0 si ACP y
w(A) <0 si BCN .
Por razones obvias, el conjunto P es llamado un conjunto positivo
para © y N un conjunto negativo para p. Las medidas definidas por:

11(E) = u(EN P)
na(E) = —p(ENN)

son mutuamente singulares y ademds se verifica g — o = p, 1+ o = |ul.
El lector no tendrd dificultad en probar que pu* =p; y = = s
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Una descomposicién del conjunto X en dos conjuntos medibles disjun-
tos P y N, tales que u es positiva sobre cualquier subconjunto medible
de P y negativa sobre cualquier subconjunto medible de N se llama una
descomposicién de Hahn para (X, %, u).

Si p es una medida signada, la expresién (c¢) anterior nos sugiere la
siguiente definicion de la integral de una funcién f con respecto a la medida

! | sdu= [ rnau.

Dejamos al lector verificar que esta nueva definicién de [ f du, coincide

para cada f € L'(|ul).

con la dada anteriormente en términos de las medidas p* y u~.

4. Aplicaciones del teorema de Radon-Nikodym.

A. Esperanza Condicional. Sea (X,%, 1), u > 0, un espacio de medida
o-finito y ¥y una o-dlgebra contenida en ¥, tal que p es o-finita cuando
la restringimos a Y. Veremos que para cada f € L'(X,%,u) existe una
tinica funcién E [f/S] = E[f] en L'(X, ¥, ) tal que

J Bt au= [ 1 (A€ .

La funcién E[f/¥o] se conoce con el nombre de esperanza condi-
cional de f dada la o-algebra Y.

La existencia y unicidad de E [f/%] es consecuencia inmediata del teo-
rema de Radon-Nikodym. En efecto, bastaria usar el teorema (9.5) con

V(A):/Afdu (A

y el hecho de que el teorema es valido para una medida o -finita.

Supongamos (X) finito y f en L?*(X,%,u). Usando la definicién de
esperanza condicional y la desigualdad de Cauchy-Schwarz obtenemos

‘ [ B du‘ < 171z gl

para cada funcién simple g medible con respecto a X .
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Luego, por (7.10), la esperanza condicional FE|[f/Xg] estd en
L?(X, Y0, 1) si f € L*X,%,n). Ademés tenemos que

/E[f/Eo]g du=/fgdu (g€ L*(X,%0, 1) -

Esta tltima igualdad se puede reformular diciendo que si f pertenece a
L?(X,%,u), la funcién E[f/Xg] es la proyeccién de f sobre el subespacio
cerrado L2(X, Yo, ) del espacio de Hilbert L?(X,¥,u).

Pensar la esperanza condicional como una proyecciéon en un espacio de
Hilbert, nos da un camino para definirla sin usar el teorema de Radon-
Nikodym (ver ejercicio 13).

Para evitar algunas complicaciones supondremos p(X) < oo en el si-
guiente teorema, lo cual es habitual cuando se trabaja con la esperanza condi-
cional.

(9.7) Teorema. Sea (X,X,u) un espacio de medida finito y Yo una sub
o -dlgebra de Y. Entonces
(1) 0 < f implica 0 < E[f/%0].
(2) [E[f/Z0]l < E[lf1/%0] -

(8) Sea feLP(X,X,u), 1<p<ocoy %"‘ﬁ:l- Entonces

/f g du=/E[f/Eo]g dp (geLp' (X,Eo,u)) -

(4) 1ELf/Zolllp <l fllp, 1<p<oo.
(5) Si wW(X) =1y ¢ es una funcion convera cuyo dominio contiene
al rango de f, tal que f y @(f) son integrables. Entonces

e (E[f/Z0]) < Elp(f)/%0] -
DEMOSTRACION: Ver ejercicio 14.

B. Dualidad de los espacios LP. Consideraremos espacios LP sobre un
espacio de medida o -finito (X,%,p). Para 1 < p < oo y g € L con
1/p+1/p’ =1, ponemos

ﬁg(f)=/fgdu~



280 IX - EL TEOREMA DE RADON-NIKODYM

Claramente ¢, es una funcional lineal continua definida sobre LP, mas
todavia [|€y|| = [|gll -
Para verificar la afirmacién anterior basta repetir los argumentos rea

lizados en la seccién 5 del capitulo VII.

Recordemos que por el dual de L?, denotado por (LP)*, entendemos el
dual topolégico, o sea el espacio de las funcionales lineales continuas definidas
sobre LP.

Nos proponemos ahora completar las demostracién del teorema (7.11),
cuya version para espacios de medida abstracta es la siguiente.

(9.8) Teorema. Sea 1 < p < oo y £ en el dual de LP. Entonces eriste

una unica g € L* tal que £ =1{,.

DEMOSTRACION: Supondremos u(X) < oo, dejando como ejercicio el caso
en que X es o -finito.

Dada ¢ € (L?)*, definimos la siguiente funcién sobre ¥
V(E)=4(XEg) .

Suponiendo que ¢ toma valores reales, v es una medida con signo sobre X
y ademds es absolutamente continua con respecto a la medida p. Por el
teorema de Radon-Nikodym, existe g € L'(X, %, i), tal que

(o) = [ odn. (Bey) .

Usando la continuidad de ¢ y (7.10)’ obtenemos que g € (LP)* y de
aqui facilmente resulta

E(f)=/fgdu,

para cada f € LP |y esto concluye la demostracién del teorema.
Q.E.D.

C. Diferenciacién de una medida con respecto a la medida de
Lebesgue. Sea p una medida sobre los conjuntos medibles Lebesgue de
IR™ y supongamos que es finita sobre cada conjunto acotado. Luego, por el
teorema (8.6), u es una medida regular y por el teorema de Radon-Nikodym
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podemos escribir 4 = pg + e donde pg es singular con respecto a la me-
dida de Lebesgue y u, absolutamente continua con respecto a dicha medida.
Adem4s existe una funcién h localmente integrable sobre IR™, tal que

f1a(B) :/E hdz .

Usando los teoremas (8.3) y (8.9) obtenemos que

o M@
élingﬂ m*h( )

para casi todo x.

Los cocientes 1(Q)/m(Q), pueden ser reemplazados por u(B)/m(B),
donde B son bolas determinadas por una adecuada métrica en IR", (véase
el pardgrafo 4 del capitulo 8).

5. Convergencia débil en LP.

Hemos visto las nociones de convergencia en norma, puntual, en medida,
etc. A ellas afiadimos el siguiente importante concepto de convergencia.

Dada (f,) una sucesién de funciones en LP(FE), 1 < p < oo, decimos
que f, converge débilmente hacia una funcién f € LP(FE) si para cada
g € LV (E) tenemos que

/Ean%/Efg, n — oo .

Observe que la definicién anterior tiene sentido para p = oo, siendo
ahora LY (E) = LY(FE). En este caso la convergencia débil es llamada por
algunos autores convergencia débil estrella.

Nosotros usaremos la definicién de convergencia débil anterior aun para
el caso p = 0co. El lector interesado en comprender la diferencia existente en-
tre convergencia débil y convergencia débil estrella en el espacio L>, deberia
consultar algin texto de andlisis funcional.

En lo que resta de esta seccién nos restringiremos a LP = LP(E) con
E C IR™ un conjunto medible Lebesgue. La medida subyacente es la medida
de Lebesgue.
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(9.9) Teorema. Sea 1 < p < oo y (fn) una sucesidn de funciones acotadas
en LP, es decir sup,, ||fnllp es finito. Entonces existe una subsucesion
(fn.) de (fn) que converge débilmente hacia una funcién f € LP.

DEMOSTRACION: Sea F' un conjunto numerable denso en L . Por el proceso
de diagonalizacién de Cantor existe una subsucesién (f,,) de (f,) tal que
para cada g € F' existe el siguiente limite

= Jm / Jui 9

Como la sucesién (f,) es acotada en LP existe una constante finita ¢
tal que:

10(g)| < cllglly (geF).

Observemos que siempre podemos elegir el subconjunto denso F de
modo tal que sea un espacio vectorial sobre el cuerpo de los niimeros raciona-
les.

Es facil ver que podemos extender la funciéon ¢ a todo L?" en forma
lineal y continua. En efecto sea g € 2 y (gn) una sucesién en F tal que
llgn, — gllpr = 0 cuando n — co. Luego

€(gn) — L(gm)] = [6(gn — gm)| < cllgn — gmllp -

Por lo tanto podemos definir ¢(g) como el limite de la sucesién (¢(g,)). Es
facil ver que £(g) no depende de la sucesién (g,) elegida.

Por la definicién de ¢ obtenemos que
[£(g)| < cllglly (gel?).

Para ver que £ es una funcién lineal sobre L*" recordemos que £ es adi-
tiva sobre F' y homogénea con respecto a escalares racionales. Resumiendo,
¢ e (LP)* y por el teorema (9.8) existe f € LP tal que

(g)=/ fa (gel?).
E
Nos resta demostrar que

~ lim / fon 9 (gerr).

k—o0
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Sea g € LP y & > 0 elegimos g,, € F tal que |0(g) — £(gn,)| < € ¥
ademds ||g — gnollpr < €. Sea ko tal que si k > ko se tiene

<eg.

\agno) - /E Gny fr

Por lo tanto

\ag)— [ o8] < 10) el +

+ ’ﬂ(gno)/E Gno frr

<2 + ec,

+ ‘ /E (9no — 9) frs

cuando k > kg.
Q.E.D.

La siguiente afirmacién es ttil.
(9.10) Si f, converge débilmente a f en LP, 1 <p<oo. Entonces

[fllp < liminf || fallp -
n—oo

DEMOSTRACION: En efecto para cada g € L', |g|l,y <1 tenemos

/ fg= lim fng
<timint |l ol

< limi .
< liminf || f,]],

Ahora, la afirmacién (9.10) resulta de la igualdad

Ifll,= sup /fg
lgll,y<1 JE

Q.E.D.

En la afirmacién (9.10) la convergencia débil puede ser reemplazada por
convergencia en medida, asi tenemos:
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(9.11) Sean (fn), f medibles finitas en casi todo punto de E, tal que fy,

converge a f en medida cuando n tiende a infinito. Entonces para
cualquier p > 1

1fllp < liminf || fallp -
n—oo

DEMOSTRACION: Sin pérdida de generalidad supondremos f,,, f no negati-
vas. Sea

a = liminf [ fo[l, .

Entonces existe una sucesién n; < ng < ng < ... tal que ||fn,llp, = .

Consideremos ahora una nueva sucesién (f,, ) que converge a f en casi
;

todo punto cuando i — 00.

Para g€ LV, g>0y llgllpr <1 tenemos

/ | ¢ < liminf / e lg < Timinf [ fo, [lp = o
E 1—> 00 E 11— 00

Tomando supremo sobre las anteriores g se obtiene (9.11).

Q.E.D.

(9.12) Teorema. Sean (f,) y f funciones en LP(E), 1 < p < oo, tal

que ||fullp = Ifllp cuando n — oo y f, converge a f en medida.
Entonces

(a) Para cada A C E medible

[Xa fullp = 1Xa Flp -
() If — fullp = 0 cuando n — oco.
DEMOSTRACION: Veamos primero (a). Teniendo en cuenta (9.11) se verifica
) 1Xa f2 <lminf [ Xa ful
Poniendo B =F — A, por (9.11) tenemos:
P < 1limi p
IXp [l < liminf |[Xp full}

= liminf (|| fullf = [Xa fall?)

=fl; — limsup [[Xa full} -
n—oo
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Luego
(2) limsup [ X4 fullb <[ Xa flIf -
n—oo

Las desigualdades (1) y (2) implican (a).
Para € > 0 elegimos A C E con m(A) < oo, tal que

[XE-a fllp < e

En virtud de (a) existe ng, tal que para todo n > ng
[XE-a fallp < 2.

Por lo tanto para demostrar (b) podemos suponer sin pérdida de genera-
lidad que m(E) < co. Ademds bastard demostrar que existe una subsucesién
(fn.) de (fn) tal que ||fpn, — fl|p = 0 cuando k — co.

Existe (fn,) tal que f,, — f en casitodo punto de E, y por el teorema
de Egorov existe B C E tal que f,, converge uniformemente a f sobre B
y m(E — B) <§, donde § > 0 es elegido de forma tal que se cumpla:

si m(A) <d entonces [|[Xa fll, <e.
Teniendo en cuenta (a) existe ng tal que si n > ng se verifica
X A anp < 2¢e.

Ahora es facil estimar la norma de f — f,, . En efecto, tenemos

1f = faello < IXB(F = Fadllo + 1Xe-5fllp + [XE-Fui ]
<IXB(f = fullp + 3¢

Teniendo en cuenta que f,, — f uniformemente sobre B tenemos (b).
Q.E.D.

A continuacién extenderemos el teorema (7.5) a los espacios LP con
1 < p < oo, para lo cual usaremos los resultados (9.9) y (9.10).

Suponemos para el siguiente teorema que C' es un subconjunto con-
vexo en LP(E) que cumple:Si (f,) es una sucesion de elementos en C que
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converge débilmente hacia una funcion f € LP(E), entonces f € C. Un
conjunto C' con esta propiedad se llama débilmente cerrado.

Se puede demostrar que para conjuntos convexos la propiedad de ser
débilmente cerrado es equivalente a ser cerrado con respecto a la norma en
LP. Por ejemplo véase el libro Nociones de Espacios Normados por Mischa
Cotlar y Roberto Cignoli.

En algunas situaciones se demuestra que un conjunto convexo es débil-
mente cerrado sin usar el resultado anteriormente mencionado (véanse los
ejercicios).

(9.13) Teorema. Sea C C LP(E) un conjunto convexo débilmente cerrado,
1 < p < oco. Entonces existe un unico elemento fo € C de norma

minima, o sea

Ifolls = inE 171 -

DEMOSTRACION: Sean a = infsec ||f|, ¥ (fn) una sucesién en C tal que
| fullp = a cuando n — oco.

Por (9.9) existe una subsucesién (f,,) de (fn) tal que f,, converge
débilmente a una funcién fy € LP. Luego por (9.10) || foll, < a y como C
es débilmente cerrado fo € C y por lo tanto || fol, = a.

Para demostrar la unicidad del elemento de norma minima referimos al
lector a los ejercicios.

Q.E.D.

6. Diferenciacién de funciones.

En los pardgrafos 2 y 4 del capitulo VIII hemos visto resultados sobre
diferenciacién de funciones de conjunto, donde se consideré el limite de co-
cientes de dos medidas. En esta secciéon haremos una breve incursiéon dentro
del tema de diferenciacién de funciones, dando condiciones suficientes para
que una funcién tenga derivada en casi todo punto.

Sea O un conjunto abierto en IR™ y f una funcién real definida sobre
O. Recordemos que f es diferenciable en o € O (o que tiene derivada
en ese punto) si existe un vector f’(zg) € IR™ tal que

f(zo +h) — f(xo) = (f'(x0),h) + o(h) para h—0,
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donde (-, -) denota el producto escalar en IR"™ y o(h) es una “o chica de
h” (o sea o(h)/h — 0 cuando h — 0).

Se demostré en el capitulo anterior que si d(z) es la distancia del punto
x aun conjunto cerrado £ C IR™, entonces d(z+h) = o(h) cuando h — 0,
para casi todo = € E. En otras palabras d(z) tiene derivada cero en casi
todo punto de E.

El teorema siguiente es una extensién del resultado anteriormente men-
cionado.

(9.14) Teorema. Sea E un subconjunto de IR" no necesariamente medi-
ble y f una funcion medible definida en un entorno del conjunto E .
Suponemos que para cada v € E existen nimeros reales M y § > 0
tales que |f(x + h)| < M|h| si |h| < §. Entonces f(xz + h) = o(h)
cuando h — 0 para casi todo punto z € E.

DEMOSTRACION: Uniformamos las acotaciones definiendo los conjuntos si-
guientes:
Fp,={xz € E:|f(x+h)| < k|h| para |h| < 1/k} .

Sea ﬁk un conjunto medible tal que ﬁ'k D Fy y para cada conjunto
medible A se verifica m.(F, N A) = m(F, N A), ver ejercicio 9 del capitulo
III. Es suficiente probar la afirmacién del teorema para cada zg € F), tal que

m(Fy N By (x0))

— 1 cuando r — 0.
m(B;(z0))

A continuacién repetiremos argumentos ya usados en el pardgrafo 2 del
capitulo VIII. No obstante creemos conveniente realizar la demostracién en
detalle.

Sean ¢ > 0 e y € IR"™ y supongamos por un momento que
m(Fy, N Bejy(zo +y)) = 0. Teniendo en cuenta que B, (o +y) C
Bjy|(1+4¢)(0) , obtenemos

m (ﬁk n Blyl+s|y\(f”0)) < MUBiyltely| (0)) = m(Bejy|(%0))

M(Bly|+ely|) - M(Bly|+ely))

1( i >n
1+¢
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Puesto que zy es punto de densidad 1 para ﬁk, se obtiene una con-
tradiccién haciendo y — 0 en la desigualdad anterior. Luego para cada
€ >0 existe 0 >0 tal que si |y| < 4§, entonces m(Fj, N Bejy(xo +y)) > 0.

Dado que
m(ﬁ’k n Bg|y\(330 + y)) = m(Fk N BEM(:EQ + y)) R

si Jy] < existe z € Fy, tal que |zg+y — z| < ely|.
Por otra parte como |h| < 1/k implica |f(z+ h)| < k|h|, tenemos que

[f(xo+t)| = |f(z+x0 —2+1)| < Ek|lvg — 2+t <k elt],

siempre que |t| < 4§ y de < 1/k.
Q.E.D.
Una funcién f de IR en IR es de variacién acotada sobre IR si

existe una constante finita cy tal que

n

Do) = fla)l < e,

i=1

para cualquier eleccién finita de puntos z; < 29 < ... < z, en IR. Lla-
mamos variacion total de f al supremo de las sumas anteriores y éste es
denotado por V(f, IR) o simplemente por V(f).

En forma andloga se define la variacién total de f sobre un intervalo [
(acotado o no) la cual serd denotada por V(f,I).

Se puede ver, sin mucha dificultad, que si una funcién es de variacién
acotada el conjunto de sus puntos de discontinuidad es a lo sumo numerable.

Para verificar la afirmacion anterior observe que si ponemos

w(z) =limsup |f(z +0) - f(@)] ,
—0

el conjunto {z:w(x) > 1/k} tiene a lo sumo k V(f) elementos.

Las funciones monoétonas acotadas y las funciones derivables con deriva-
da acotada son de variacién acotada sobre un intervalo acotado I.

Sea p una medida real definida sobre los conjuntos medibles Lebesgue
de la recta y pongamos

fulz) = p((=o00,z)) .
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La funcién f,, es de variacién acotada sobre IR, pues si zo < 71 <

... < x, entonces tenemos

n

S fu@i) = fulzi)] <D i1, 22)))|

=1 1=1
<|ul (IR) ,

luego V(f.) < |u|(IR), y por el teorema (9.6) tenemos |u|(IR) < oco. Mds
todavia, se puede ver que V(f,) = |u|(IR) (ver ejercicios).

Notemos que la funcién f, definida arriba es continua por la izquierda
en todo punto y que f,,(z) = 0 cuando & — —oo. Decimos que una funcién
de variacién acotada f estd normalizada o abreviadamente que fes
VAN, si la funcién es continua por la izquierda y tiende a cero cuando su
argumento tiende a menos infinito.

Hemos demostrado que una medida real ;1 genera una funcién f,, quees
VAN. Veremos a continuacién que si f es una funcién de variacién acotada,
una traslacion de ésta la transforma “practicamente” en VAN. Necesitamos
primero demostrar la siguiente propiedad:

(9.15) Para toda funcion de variacidn acotada f existen sus limites laterales
en cualquier punto, asi como los nimeros reales:

¢ = lim  f(z), Cr= lim f(z).

T——00 r——+00

DEMOSTRACION: a modo de ejemplo veamos que si —oo < xg < +00 en-
tonces existe el limite lateral izquierdo f(zo—). El caso restante se demuestra
analogamente.

Sea (x,) una sucesién que converge a zp en forma creciente. Como f
es de variacion acotada tenemos que

[ee]

Z |f(Znt1) — flzn)] < o0

n=1

Pero si la serie anterior es finita, entonces (f(x,)) es una sucesiéon de Cauchy.
También se ve que le limite es independiente de la sucesién (z,,).

Q.E.D.
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Sea f una funcién de variacién acotada y definamos g(x) = f(z—)—cy .
Dejamos al lector demostrar que g es VAN. Notemos que salvo un conjunto
numerable de puntos f(z) — g(z) = ¢¢. Veremos como una aplicacién del
teorema (9.14) que la funcién f(z) — g(z) tiene derivada cero en casi todo
punto.

(9.16) Teorema. Sea [ una funcién de variacion acotada que se anula en
cast todo punto de la recta. FEntonces para cast todo x la derivada
f(z) existe y vale cero.

DEMOSTRACION: Sobre el conjunto E = {f = 0} definimos la siguiente
funcién:

A(z) = limsup [+
h—0 |h|

Si demostramos que A es finita en casi todo punto el teorema serd
consecuencia de (9.14).
Definamos Eo, = {A = 0o} y sea ¢ > 0. Para cada = € F, existe

e >0 tal que
te<|flzx—e) 6 Le<|f(x+e)|.

Usando el lema de cubrimiento (8.7), existe una sucesién disjunta de
intervalos ((x; —e;,z; +¢;)) tal que Eo C U;(x; — 5ey, @ + 5ey).

Por consiguiente,

me(Bue) < 5 Y It e) < 270D

Por lo tanto m.(Es) < 10 V(f)/¢ para cada £, esto es m(Ex) =0.
Q.ED.

(9.17) Teorema. Si f es una funcion de variacion acotada existe una unica
funcion g VAN y una constante c, tal que f(x) = g(z) + ¢ en cada
punto de continuidad de f. Ademds en casi todo punto la funcidn

f — g tiene deriwada igual a cero.
DEMOSTRACION: Ya hemos construido la funcién ¢ y la segunda parte de
(9.17) es consecuencia de (9.16).

Para verificar la unicidad basta recordar que g por ser VAN es continua
por la izquierda y coincide con f(z)— ¢ en cada punto de continuidad de f.
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Q.E.D.

Sabemos que si g es una medida de Borel signada sobre IR , entonces la
funcién f,(x) = p((—oo,x)) es VAN. Reciprocamente tenemos al siguiente
teorema.

(9.18) Teorema. Si f es una funcion VAN ezxiste una tnica medida de
Borel signada ;1 sobre IR tal que f, = f.

DEMOSTRACION: Primero el lector deberia hacer los ejercicios 24, 25 y 26 al
final de este capitulo.

Si la funcién f del teorema es ademads no-decreciente la construccién de
la medida o estd dada en el ejercicio 25. La igualdad f, = f es consecuencia
inmediata de la definiciéon y de que estas funciones son continuas por la
izquierda.

Para obtener la unicidad de la medida ;1 use que f, = f y el ejercicio
27 de este capitulo.

Dado que podemos diferenciar una medida de Borel regular con respecto
a la medida de Lebesgue (ver capitulo VIII, seccién 4) tenemos como conse-
cuencia de (9.18) que si una funcién f es VAN entonces tiene derivada en
casi todo punto. Més todavia hemos demostrado el siguiente teorema.

(9.19) Teorema. Una funcidn de variacion acotada es derivable en casi todo
punto.

Volvamos al caso en que f es una funcién VAN. Recordemos la igualdad
u(—oo,z) = f(x), donde p es la medida de Borel signada asociada a f.

Usando el teorema de Radon-Nikodym podemos escribir

W(E) = () + [E h(t) d |

donde ps es una medida singular con respecto a la medida de Lebesgue y h
una funcién integrable Lebesgue.

Poniendo F = (—o0,z) y fs(z) = ps(—o0,z) en la igualdad anterior,
resulta:

(9.20) f@) = fol@) + / h(t) dt .
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En (9.20) la funcién f tiene derivada cero en casi todo punto por (9.16).
Ademés f'(x) = h(z) en casi todo z, como consecuencia del teorema de
diferenciacién de la integral.

Una funcién f : IR — IR es absolutamente continua si para cada
e > 0 existe § > 0 tal que para cualquier sucesion r; < y; < Ta < Yo < ... <
Ty, < Yn, larelacion Yo (y; — x;) < & implica Y ., |f(y:) — f(z:)| < €.
Toda funcién absolutamente continua es uniformemente continua y ade-
més es de variacién acotada sobre todo intervalo acotado (probarlo). Siendo
h integrable sobre IR con respecto a la medida de Lebesgue, definamos
z
flz) = / h(t) dt .
—0
Por las conocidas propiedades de la integral, f es absolutamente continua.
Sea ahora f una funciéon VAN absolutamente continua y consideremos la
medida g asociada a f por medio de f(z) = u(—o0,x). Se puede demostrar
que en esta situacion (ver ejercicios) la medida p es absolutamente continua
con respecto a la medida de Lebesgue. Usando (9.20) obtenemos

(9.21) f(z) = /Z h(t) dt (re R).

— 00

Resumimos lo anterior en el siguiente teorema.

(9.21) Teorema. Sea f VAN. Entonces f es una funcidn absolutamente
continua si y solo si existe h integrable Lebesgue sobre IR que verifica
(9.21).

Se comprende sin dificultad que el concepto de funcién absolutamente
continua puede definirse en la misma forma para una funcién f definida sobre
un intervalo acotado I. En tal caso podemos suponer que I es cerrado,
pues toda funcién absolutamente continua en el interior de un intervalo I
es uniformemente continua y puede extenderse por continuidad hasta los
extremos de I.

El siguiente teorema se obtiene facilmente de (9.22).

(9.23) Teorema. Sea f definida sobre un intervalo acotado [a,b]. Entonces
f es absolutamente continua si y sélo si existe una funcion h inte-
grable Lebesgue en [a,b] tal que
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EJERCICIOS

Sea (X,X) un espacio medible y f una funcién sobre X con valores
en IR tal que {f > a} € ¥ para todo a € D, siendo D un conjunto
denso en IR . Demuestre que f es medible.

Para lo que sigue es necesario establecer dos definiciones:

Una clase S de subconjuntos de X se llama una semidlgebra en el

espacio X si tiene las siguientes propiedades:

(1) heS, XeS

(2) 51,5 €S§=5 NS5 €S

(3) S € S = existen 5y,...,5, € S disjuntos dos a dos, tales que
S¢e=X-S5=5U..US, (el complemento de cada miembro de S
es una unién finita disjunta de miembros de §)

Una coleccién A de subconjuntos de X se llama un dlgebra si

(1) e A

(2) AcA=A=X-AcA

(3) A, Ase A= A1 NAye A.

Probar que si S es una semialgebra de subconjuntos de X , entonces la
clase A formada por las uniones finitas disjuntas de miembros de S es
un algebra de subconjuntos de X ; mds ain, A es la minima &lgebra
que incluye a S o como se dice, el algebra generada por S.

Dados dos espacios medibles (X,X) e (Y,T), sea R la clase de todos
los conjuntos R de la forma R= A x B con A€ X y B €T, llama-
dos rectangulos medibles. Probar que R es una semidlgebra en el
producto X x Y.

Para cualquier colecciéon C C P(X) existe una minima o-algebra de
subconjuntos de X que incluye a C. Dicha o-algebra, que denotare-
mos por & (C), es la o-dlgebra generada por C y se obtiene formando
la interseccién de todas las o-dlgebras 3., tales que C C X.

Probar que si A es el dlgebra generada por una semislgebra S de sub-
conjuntos de X , entonces o (S) = o (A).

Una clase de conjuntos M C P(X) se llama mondétona si la unién
de cualquier sucesién creciente de miembros de M y la interseccién de
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cualquier sucesién decreciente de miembros de M son miembros de M
(clase cerrada bajo limites monétonos).
Probar que para cualquier colecciéon C C P(X) existe una minima
clase mondtona m (C) que incluye a C, a la que llamaremos la clase
mondétona generada por C.
Probar las afirmaciones siguientes:
(1) toda o-dlgebra es una clase mondtona.
(ii) toda algebra mondtona es una o -algebra.
(iii) si A es un &lgebra, entonces m(A) = o (A).
Sugerencia para (iii): en virtud de (i), m(A) C o (A). En virtud
de (ii), para probar la inclusién opuesta basta demostrar que m (.A)
es un algebra y para ello conviene seguir los siguientes pasos:
(a) m(A) es cerrada bajo complementos, como resulta de comprobar
que la coleccién
M*={E:E°e m(A)}
es una clase monétona que incluye al dlgebra A.
(b) m(A) es cerrada bajo intersecciones finitas. En efecto, para cada
FcCcX,
Mrp={F:ENnFem(A}

es una clase monétona.

Claramente, F' € Mg siysblosi E € Mp ysi A€ A, entonces
AC My, dedonde m(A) C My . Luego,si E€ m(A)y A€ A,
tendremos £ € M 4;0sea, A€ Mg, de donde A C Mg y por lo
tanto, m(A) C Mg.

Complete los detalles de la demostracién del teorema (9.2).

Sea f e LP(X,X, ), 1 < p < oo, donde el espacio de medida no es
necesariamente o -finito. Probar que E = {f # 0} es unién numerable
de conjuntos de medida finita.

Demuestre las afirmaciones sobre unicidad en (9.5).

Sea p una medida real sobre (X,%) y |u| la variacién total de pu.
Entonces |u| es una medida sobre X.

Sea ¥ una o-dlgebra de conjuntos sobre X y M (X) el conjunto de
medidas reales definidas sobre ¥. Demuestre que M (X) es un espacio
normado completo con ||u|| = |p|(X).



11.

12.

13.

14.
15.
16.

17.

EJERCICIOS 295

Sea p una medida real sobre (X,Y). Entonces existe una funcién me-
dible f tal que |f| =1 en cada punto y para cada E € ¥ verifica

H(E) = /E £ dlul -

Sugerencia: de la desigualdad |p|(E) < [, |f| d|p| se obtiene |f| > 1 en
casi todo punto con respecto a |u|; y de UE f d|pl| < |p|(E) obtenemos
que |f| <1 en casi todo punto.

Sea p una medida real y f € L'(|u|). Para cada E € ¥ pongamos

i) = [ pau= [ fawt— [ far.

donde put — u~ = p es la descomposicién de Jordan de la medida .
Demuestre que la variacién total de la medida real 1y estd dada por

s |(E) = /E HEN (Eex).

Dado un espacio de medida o-finito (X,3, ) y una sub o-dlgebra
Yo, demuestre sin usar el teorema de Radon-Nikodym que para cada
f € LYX,%, u) existe una tnica funcién g € L*(X, Yo, u) tal que

/Efdu=/Egdu (E €Xp) .

Sugerencia: Suponga primero que p(X) < oo, y use el teorema de
representaciéon de Riesz para la funcional sobre L?(¥g) definida por

ﬁ(g)=/fgdu-

Demuestre el teorema (9.7).
Complete la demostracién del teorema (9.8) para una medida o -finita.

El teorema (9.9) no vale para p=1.
Sugerencia: considere f, =n X 17.

Sea M, el conjunto de las funciones de [0,1] en IR crecientes contenidas
en LP[0,1]. Demuestre:
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(a) M, es un subconjunto convexo y cerrado en LP, 1 <p < 0.

(b) M, es débilmente cerrado en L, 1 <p < c0.

Sugerencia: para la demostracién de (b) puede usarse el teorema (8.14)
parte (b).

Sea (fn) una sucesién de funciones crecientes de (0,1) en IR tal que
para cada 0 < = < 1 sup,, |fn(z)] < co. Entonces existe unas sub-
sucesién (fy,) y una funcién creciente f tal que para cada z € (0,1)
la sucesién (fp,(z)) tiende a f(z) cuando k — oco.

Sugerencia:

(a) Usando el principio de diagonalizacién de Cantor se puede extraer
una subsucesién (f,,) de (fn) tal que fy, (x) = f(z) cuando k — oo
para todo racional en (0,1).

(b) La funcién f obtenida en (a) se puede extender a una funcién cre-
ciente sobre todo (0,1). Esta funcién f es continua salvo en un conjunto
F C (0,1) a lo més numerable. Demuestre que si = ¢ F la sucesién
fnp () = f(z) cuando k — oco.

(c¢) Usando nuevamente el proceso de diagonalizacién de Cantor existe
una subsucesién (fnk> de (fn,) tal que (fnki (:v)) converge para cada
zcF.

Sea (fn) una sucesién de funciones crecientes tal que

1
/0 fal) dz <1,

para todo n. Entonces existe una subsucesiéon (f,,) de (f,) tal que
para cada x € (0,1) la sucesién (fy,, (z)) converge hacia una funcién
creciente f(z).

Una norma || - || se llama estrictamente convexa si ||z| = |y|| =1,
z # y implica ||1/2(z+y)| < 1. Demuestre que ||« ||,, 1 <p < co son
normas estrictamente convexas.

Sugerencia: revise la demostracién de la desigualdad de Minkowski dada
por nosotros. Compare con el ejercicio 19 del Capitulo II.

Sea E C IR un conjunto cerrado y d(z) = inf{|lz —y| : y € E},
entonces d es una funcién diferenciable en casi todo punto de la recta.

Sea p una medida real sobre IR y f,(r) = p(—00,x). Entonces

V(fu) = ul(R) .
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Sea f: IR — IR una funcién de variacién acotada. Pongamos (ver
9.15)) flz=) = lim_ f(2), cf= lim_f(z) g(x) = fa—) —cs.

y—z,y<z
La funciéon g es una funcién de variacion acotada sobre IR . Poniendo
V(z) para la variacién total de f sobre el conjunto (—oo,z], demuestre
que
(a) <y = |f(z) = fY| < V(y) - V(z).
(b) f=fi1— fo donde f; y fo son funciones crecientes. Por ejemplo
hi=WV+1h/2, =(V-[)2.
(c) Si f es VAN entonces V es VAN.

Sea f una funcién creciente en IR , acotada y continua por izquierda.
Para cada conjunto £ C IR pongamos

®(E) = |J [f@), fa)],

z€EE

Y ={F C R: Ey®(E) son borelianos }. Demuestre que ¥ es la
o -dlgebra de Borel y que p(E) = m(P(E)) es una medida sobre X.

Sea f VAN y p la medida asociada a f por medio de f(z) = u(—o0,x).
Entonces p es absolutamente continua con respecto a la medida de
Lebesgue si s6lo si f es absolutamente continua.

Demuestre que si dos medidas borelianas reales p y v verifican la
relacién p((—oo,x)) = v((—oo,z)) para cada = € IR , entonces pu=v.

Sugerencia: Considere la clase de los conjuntos borelianos E tales que
w(E) =v(E) y use el ejercicio 5.

Sea ¢ de [0,00) en s{ mismo convexa, con (0) = 0. Entonces existe
una funcién f > 0 creciente, tal que

o) = / " f) de

Sugerencia:
o(y) —e(x) < (y—2x)- D p(n) si0<z<y<n,y use (9.23).



BIBLIOGRAFIA

COTLAR, M. y CIGNOLI, R., Nociones de Espacios Normados, EU-
DEBA, Buenos Aires, 1967.

DE GUZMAN, M. y RUBIO, B., Integracion: teoria y técnicas, Alham-
bra, Madrid, 1979.

DIEUDONNE, J., Foundations of Modern Analysis, Academic Press,
New York, 1960.

FRIEDMAN, A., Foundations of Modern Analysis, Holt, Rinehart and
Winston, Inc., 1970.

HALMOS, P.R., Measure Theory, Van Nostrand, Princeton, 1950.

KAPLANSKY, 1., Set Theory and Metric Spaces, Allyn and Bacon,
Boston, 1972.

KELLEY, J., Topologia General, EUDEBA, Buenos Aires, 1962.

KOLMOGOROV, A.N. y FOMIN, S.V., Elementos de la teoria de fun-
ciones y del andlisis funcional, Ed. MIR, Moscu, 1972.

NATANSON, L.P., Theory of functions of a real variable, Vols. I y II,
Ungar Publ. Co., New York, 1955.

NIVEN, 1., Irrational numbers, Math. Assoc. of America, 1967.
ROYDEN, H.L., Real Analysis, The MacMillan Co., New York, 1963.
RUDIN, W., Real and Complex Analysis, McGraw-Hill, New York, 1966.

SAKS, S., Theory of the Integral, Monografie Matematyczne, Varsovia,
1937.

SIERPINSKY, W., Lecons sur les nombres transfinis, Gauthier-Villars,
Paris, 1950.

SPIVAK, M., Calculus on Manifolds, Benjamin, New York, 1965.

TITCHMARSH, E.C., The Theory of Functions, Oxford University
Press, Londres, 1939.

298



BIBLIOGRAFIA 299
[17) WHEEDEN, R. y ZYGMUND, A., Measure and Integral, Marcel Dekker,
Inc., New York, 1977.

[18] ZAANEN, A.C., An introduction to the theory of integration, North-
Holland, Amsterdam, 1961.



GLOSARIO

A Cantor-Bendixon (teorema), 60
Céapsula convexa, 38
Abertura de un cono, 259 Caratheodory (condicién de), 112
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Algebra de conjuntos, 293 Clase
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diferenciable, 180, 286 de partes, 6

elemental, 176 mondtona, 293
Aproximacién de la identidad, 247 Complement’o 7

Area _ Conjunto
exterior, abierto, 28

interior, 74 absorbente, 66

acotado, 38
B boreliano, 102
) de la recta extendida, 116
Beppo Levi (teorema de), 143 cerrado. 29

Bola abierta, 28, 62 compacto, 42

convexo, 38

C débilmente cerrado, 286

de clase F,, 96

Cadena (regla de la), 181 de clase Gs, 96
Cantor, 54 de medida nula, 95, 149
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denso en L', 195

denso en si mismo, 54

derivado, 53

de Vitali, 105

elemental, 47

finitamente medible, 88

medible, 87, 234

medible no boreliano, 135

negativo, 277

no medible, 105

perfecto, 54

positivo, 277

o-elemental, 81

simétrico, 66

ternario de Cantor, 54
Cono (abertura), 259
Cota esencial, 196
Continuidad absoluta, 155
Convergencia

débil, 281

en medida, 128

en norma, 193

mayorada, 149

puntual, 121
Convolucién, 167
Cubo, 40

lado de, 40
Cubrimiento abierto, 42

D

Débilmente cerrado, 286
Delta de Dirac, 235
De Morgan (leyes de), 7
Densidad
de probabilidad, 174
(punto de), 232
Desarrollo b-ario, 16
Descomposicién

de Hahn, 278

de Jordan, 276

de Lebesgue, 273
Desigualdad

de Cauchy-Schwarz, 26

de Chebyshev, 150

de Holder, 208

de Jensen, 209

de Minkowski, 27, 207

triangular, 28
Didmetro de un conjunto, 37
Diferencia simétrica, 7
Diferenciable (funcién), 286
diferenciacién (de la integral), 230
diferenciacién (de medidas), 242, 280
Digito b-ario, 16
Dirichlet (problema de), 253
Distancia, 28, 60

entre conjuntos, 36
Dual (espacio), 197

E

Ecuacién del calor, 254
Eleccién (axioma de), 24
Encaje (principio de), 2
Entorno, 30
Envolvente semicontinua, 172
Escalar (producto), 199
Esencialmente igual, 128, 192
Espacio,

completo, 62

de Banach, 193

de medida, 235

de Orlicz, 213

dual, 197, 280

euclidiano, 25

L', 192

L' débil, 229

L%, 198

L, 196
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LP; 206

LP débil, 243

métrico, 60

normado, 63, 65, 193

separable, 62, 195

o-compacto, 237

o-finito, 268

vectorial reticulado, 213
Esperanza condicional, 278
Estrictamente convexa, 296
Exponente conjugado, 208
Extremo

inferior, (ver {nfimo)

superior, (ver supremo)

F

Familia
de conjuntos, 6
disjunta, 7
Fatou (lema de), 144
Fatou-Lebesgue (teorema de), 148
Figura elemental, 74
Fourier
antitransformada, 254
transformada, 223, 254
Fubini (teorema de), 165, 271
Fubini-Tonelli (teorema de), 163, 270
Funcién
absolutamente continua, 292
beta, 174
boreliana, 117, 118
caracteristica, 122
continua, 33, 62
convexa, 67, 203
de distribucion, 211
de variacién acotada, 288, 289
diferenciable, 286
escalonada, 157
esencialmente acotada, 196
finita, 33
gamma, 172

GLOSARIO

integrable, 145, 267
lineal acotada, 197
localmente integrable, 226
maximal
de Hardy-Littlewood,226, 227
fuerte, 262
no tangencial, 259
medible, 115
con respecto a una o-algebra,
117, 266
no negativa, 123
radial, 249
regularizada, 254
simple, 123
singular de Cantor, 132
uniformemente continua, 33
VAN, 289
Funcional lineal acotada, 197

H

Hahn (descomposicién), 278
Hardy-Littlewood

operador de, 227

teorema de, 228
Hiperplano, 50

Imagen
directa, 9
inversa, 9
Infimo, 1
Integrable
(funcién), 145, 267
Riemann, 156
Integral
de funciones con valores complejos,
151
de funciones no negativas, 136, 267



GLOSARIO

de funciones simples, 139
de Poisson,253
de una funcién con valores de
distinto signo, 145
fraccionaria, 174
Interpolacién de operadores, 243
Interseccion, 6
Intervalo
abierto, 1, 39
cerrado, 1, 39
componente, 32
degenerado, 42
diadico, 129
Invariancia bajo translaciones, 104,
153

J

Jacobiano (determinante), 181
Jordan (descomposicién de), 276

L

L', 192
L' débil, 229
L, 196
LP, 206
LP débil, 243
Lema de cubrimiento, 228, 239
Lema de Fatou, 144
Lemniscata, 23
Ley
de complementacién, 7
distributiva, 8
Limite
de una sucesion, 28, 62
de una sucesién de conjuntos, 7
inferior, 4
no tangencial, 258, 260
por la derecha, 35
por la izquierda, 35

303

superior, 4
superior e inferior de una funcién,
34
Lipschitz (funcién de), 256
Longitud, 2

M

Mayorante radial no creciente, 249
Medida
absolutamente continua, 235
concentrada en un conjunto, 240
de Borel, 237
de conjunto o-elemental, 81
de conjuntos elementales, 77
de intervalos, 75
de Lebesgue-Stieljes, 108
exterior de Lebesgue, 85
producto, 268
regular, 237
sobre una o-algebra, 235
Medida compleja, 274
Medida real (o signada), 275
Medidas mutuamente singulares, 240, 272
Minima mayorante radial no creciente, 249
Moédulo, 25
Mondétona (clase), 293

N

Norma, 25, 63, 65
absolutamente continua, 218
de Luxemburg, 216
de Orlicz, 69
estrictamente convexa, 72, 296
euclidiana, 63
mondtona, 72

Ntcleo
del calor, 254
de Poisson, 253
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Numero
algebraico, 17
trascendente, 17

(6]

Operador
de tipo débil (p,q), 243
de tipo fuerte (p, q), 243
homogéneo, 246
subaditivo, 242
Ortogonales (vectores), 26

P

Paralelogramo (ley del), 200
Partes positiva y negativa de f, 125
Particién, 22

de dominios (teorema), 19
Perpendicular (vector), 201
Poisson

nucleo de, 253

integral de, 253
Potencia

del continuo, 15

de un conjunto, 11
Principio de Cavalieri, 159
Punto

de acumulacién, 52

de adherencia, 30

de condensacién, 59

de densidad, 232

de Lebesgue, 232

interior, 30
Problema de Dirichlet, 253
Producto

cartesiano, 9

escalar o interno, 25, 199
Promedio de una funcién sobre un

cubo, 226

GLOSARIO

Proyeccién de un vector, 200

R

Radial (funcién), 191, 249
Radon-Nikodym (teorema de), 272
Recta

real extendida, 3
Rectangulo medible, 293
Regla de la cadena, 181
Regularizacién de funciones, 254

Representacién de funcionales, 201, 211

Riemann (integral de), 156
Riemann-Lebesgue (lema), 220

Seccion

de una funcién, 270

de un conjunto, 158, 268
Segmento, 26
Semialgebra, 293
Semicontinua (funcién), 34, 35
Semiespacio, 50
Simple, 38, 162
Soporte, 195
o-aditividad, 80, 84, 93, 155
o-algebra, 100, 234
o-algebra de Borel, 234
o-algebra generada, 101, 293
o-algebra producto, 268
o-elemental, 81
o-finito (espacio), 268
o-subaditividad, 86
Subaditividad de la medida, 78
Sucesion

convergente, 5, 62, 64

creciente (de conjuntos), 8

de conjuntos, 6

de conjuntos medibles
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creciente, 94 de una medida, 275

decreciente, 95 Vector unitario, 26
decreciente (de conjuntos), 8 Vértice (de un intervalo), 82
de funciones medibles, 121 Vitali (conjunto de), 105
finita, 6

fundamental en medida, 129
fundamental o de Cauchy, 62
minimizante, 199
Suma desordenada, 22
Supremo, 1

Z

Zermelo (axioma de), 105

Teorema
de Beppo-Levi, 143
de diferenciacion de Lebesgue, 230
de Hardy-Littlewood, 228
de interpolaciéon de Marcinkiewicz,
243
de Fatou-Lebesgue, 148
de Fubini, 165, 271
de Fubini-Tonelli, 163, 270
de la convergencia mayorada, 149
de Radon-Nikodym, 272
de Titchmarsh, 256
Tipo débil (p,q), 243
Tipo fuerte (p, q), 243

Transformacion
jacobiana, 180,
lineal, 175

U

Unién, 6

Unitario (vector), 26

A\

Variacion total
de una funcién, 288
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