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TOPICOS SOBRE TEORIA DE CUERPOS

1. Introduccién

El presente volumen contiene las Notas del curso ”Tdpicos sobre teoria de cuerpos”, ofrecido
como materia optativa en 1976 por el Dr. Juan José Martinez en la Facultad de Ciencias Exactas y
Naturales. Se utilizé como fuente los apuntes de una asistente al curso, de modo que seguramente
ésta no es la presentacién que el Dr. Martinez hubjera aprobado. Sin embargo, la publicacién de
estas notas seria de utilidad para el estudiante de materndtica con orientacién hacia el dlgebra o la
teoria de mimeros.

El material de estas notas complementa el curso de ”Teoria de cuerpos” del Dr. Juan José
Martinez, publicado en la Serie C de los Trabajos de Matematica de FaMAF, No. 17/95.

Agradezco a Graciela Fernandez, Fernando Cukierman y Carlos Sanchez por su interés en el
proyecto de publicar las notas de los cursos del Dr. Martinez; a Luisa Gallardo por su dedicacién
en el tipeado de un manuscrito de dificil lectura; a Inés Pacharoni por su colaboracién en la fatigosa
correcidn final.

Nicolas Andruskiewitsch
2. Bibliografia

Bourbaki, Algébre. Chapitres V, VI. Hermann, Paris, 1968.

Jacobson, Lectures in Abstract Algebra. Vol III. Springer Verlag, Nueva York, 1975.
Lang, Algebra. Springer Verlag, Nueva York, 1975.

Van der Waerden, Modern Algebra. Vol. L.

Martinez, Teorie de Cuerpos. Trabajos de Matemadtica, Fa.M.A.F. Cérdoba, 1995.
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3. Grupos de permutaciones

Sea C un conjunto. El conjunto de aplicaciones de C en C, provisto de la composicién usual de
aplicaciones, es un semigrupo, cuyo grupo de inversibles se llama el grupo simétrico de C, y se nota
S(C). Los elementos de S(C), o sea, las biyeccciones de C' en si mismo, se liaman transformaciones,
o permutaciones, de C. (Esta 1ltima denominacién suele reservarse para el caso en que C es finito).
Congistentemente, se llama grupo de transformaciones, o grupo de permutaciones, a todo subgrupo
de S(C).

Dada una biyeccién de conjuntos o : C — D, la aplicacién S(a) : S(C) — S(D) dada por

T = onra—l,

es un morfismo de grupos. M4s atin la validez de las fé6rmulas
S(Boa)=8(8) o S(e) y S(idc) =ids(c),

garantiza que S(a) es un isomorfismo, cuyo morfismo inverso es S(a™!). Luego S puede considerarse
como un functor de la categoria de isomorfismos de conjuntos en la categoria de isomorfismos de
grupos.

Ademss, dados conjuntos C' y D tales que C C D, S(C) se sumerge canénicamente en S(D). En

efecto, la aplicacién « — 7' definida por

(z) = m(z) z€C
z wzeD-C

es un monomorfismo de grupos. De esta manera S puede también considerarse un functor de la

categorfa de inclusiones de conjuntos! en la categoria de monomorfismos de grupos?. Las dos posibles

asignaciones de morfismos son compatibles en el siguiente sentido: dado un diagrama conmutativo

de conjuntos
c —.Dp

L

8

E—— F
donde a, 8 son biyecciones, y las flechas verticales son inclusiones, el diagrama resultante

S(a)
) —2, (D)

! !

S(B) —2, s(p)

1Esta categorfa tiene como objetos las inclusiones y como flechas, los diagramas conmutativos como més abajo.

2Ver nota anterior.
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es conmutativo.
Dado n € Ng, S(I,,) se llama el grupo simétrico de grado n, y se nota S,. Aqui, I, es el conjunto

{1,2,...,n}. S, es un grupo finito de orden n! y el grupo simétrico de cualquier conjunto con n

elementos es isomorfo a S,,.

Dada una permutacién  de grado n (o sea, 7 € S,,) se emplea la notacién

1 2 ... mn
n(1) =w(2) ... w(n)

Ejercicios.
i) Escribir la tabla de multiplicar de S3.

ii) Probar que S, no es conmutativo, si n > 3.

TEOREMA (CAYLEY). Todo grupo G admite una representacion fiel en si mismo; vale decir, G
es isomorfo a un subgrupo de S(G). En particular, si G tiene orden n, G resulta isomorfo a un

subgrupo de S,,.
DEMOSTRACION. Se considera a G actuando en s{ mismo segin la operacién

GxG—-Qa,

(s,2) — s.z

La representacién correspondiente carece de operadores triviales # 1, de modo que es un monomor-
fismo. O

Ejercicios.

1. Sea n € N. Sea A un anillo conmutativo.

i} El conjunto P(n, A) de matrices de orden n, con coeficientes en A, tales que en cada fila y en
cada columna, tienen un inico coeficiente que vale 1 mientras que los restantes son 0 (matrices de
permutacién) es un subgrupo de GL(n, A4), isomorfo a S,.

ii) Si G es un grupo finito de orden n, G resulta isomorfo a un subgrupo de GL(n, A).

2. Sea G un grupo. Haciendo actuar G en si mismo por conjugacién, o sea

(s,2) +~— s.z.87t,

deducir que IntG ~ G/C(G). Aqui, Int G es el grupo de morfismos interiores y C{G) es el centro
de G.

Sean n,r € N. Una permutacién = de grado n se dice un ciclo de longitud 7, o un r-ciclo, sii existe

una sucesién (i;)1<;<- de r elementos distintos de I, tal que
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n(ij) =441, 157 <,
7|'(7:1-) =Z‘11
nk)y=k  Vkel,-{i;1<j<r}

En tal caso, 7 se suele representar con la notacién (i;45...i,). Por ejemplo en Ss,

12345
=(243)
14235

En esta notacién, un r-ciclo tiene r representaciones:
(i1i2...ir) - (’&22311-%1) = ..

La permutacién identidad es el tinico 1-ciclo, y tiene n notaciones: (1), (2), ..., (n).
Propiedades. Sean n,r € N, con r < n.
e . 1 I3 .
1). El ndmero de r-ciclos de grado m, es = H (n—1), sir>1.
0<iLr

DEMOSTRACION. Cualquier r-ciclo se obtiene en la forma siguiente: se toma un subconjunto C
de 7 elementos de I, (el ndmero de tales subconjuntos es (:‘)), y se considera una numeracién de C
(de las cuales hay r!, pues dada una numeracién v : I, — C, (yo ), 7 € S;, es la familia de tales

numeraciones).

Ademés, si w y 7’ son ciclos definidos a partir de conjuntos C y C', 7 = 7’ = C = C’. En efecto,
suponiendo C # (', ¢i, por ejemplo, C € C', seai € C— C'. Luego w(i) #ipues i € Cy r > 1,
mientras que 7'(i) = ¢ pues i g C'.

Por otra parte, dada una numeracion (3;)1<;<- de un tal conjunto C, hay exactamente r numera-
ciones de C que definen el mismo ciclo. En definitiva, el nimero de r-ciclos es 2 (?)rl. O

11). El inverso del ciclo (i1ig...1-) es el ciclo (ipip—1...91).

DEMOSTRACION. Sea 7 = (i142...ir); O S€a

w(ij) =dje1, 1<ji<r,  w(ix)=d1, wlk)=k, k#i; Q1Lj<r).
Luego,
i) =45, w7 =i, wNE)=k, k#i; (1<j<r).

Es decir, 77! es el ciclo definido por (i,4+1—j)1<j<r. O

111). Dada una permutacion = y un ciclo (4142...%,),

7 o (i199..0.) o 71 = (w(iy) wliz)...w(3,)).
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DEMOSTRACION. Sea p = (i182...4r). Se tiene
(mpr ™) (m(i;)) = mp(iz) = w(ijq), 1<j<m
wpr(n(ir)) = wp(ir) = w(in).

Supongamos entonces que k # m(i;); queremos calcular mpr~1(k).
Perok #m(i;), L <j<r=n"k) #i; = pn~ (k) =71 (k) = mpr (k) =mn~ (k) = k. O

1v). Todo r-ciclo tiene orden r.
DEMOSTRACION. Sea 7 = (i13...5,). En primer lugar, 7" = (1). En efecto, dado 1 < j <7,
7 (i5)=n iy )= i) = -+ = TRy 4a) = . = i)

=076 ) =nT 2 (12) = ... =w (31 )=1;.

(Se efectdan (7 — j) + (j — 1) + 1 = r pasos).
Dado s € N, s < r,n° # 1. En efecto,

(5 =" (ig)=m*"2(i3) = ... =7(i;) = gq1 # 91.

a

V). Sean a y B, r-ciclos. Si eviste p € I, tal que o y B mueven a p, y a*(p) = B*(p), para todo
k € Z (o si se quiere, para todo k tal que 1 < k < 1), entonces a = f.

DEMOSTRACION. Sean ¢ = (4182... %r), 8 = (j1jz2 - .. jr). Se puede suponer 4; = j; = p. Luego
ip = a* (i) = 1 () = B4 (1) = gk, 1 Sk <

O

Ejercicio. Sin > 3, existen 2-ciclos a y § en S, tales que af es un 3-ciclo.

Moraleja: Dados dos elementos de un grupo no conmutativo, nada razonable puede decirse del
orden del producto en funcién del orden de los factores.

DEFINICION. Sean , p permutaciones de grado n. Se dice que 7 y p son disjuntas sii

Vi€ l,: obien (i) =1, o bien p(z) =i.

Dado un conjunto de permutaciones, se dice que estd formado por permutaciones disjuntas cuando

lo son dos a dos.

Propiedades.
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1). Siw yp son permutaciones disjuntas, wp = pm.

11). Dados ciclos o = (i142...45), B = (J1J2.-.Js), de longitudes > 1, se verifica que a y B son

disjuntas si y sélo st {i1,...,4-} N {j1,...,4s} = 0.

m

1u1). Dada una permutacidn w, presentada en la forma = Hai, donde (a;)™, es una sucesion
i=1

de ciclos disjuntos; si o tiene longitud r;, entonces el orden de m es [r1;72;...;Tm], el minimo

comiin miltiplo de los r;.

DEMOSTRACION.
1). Sea i € I,,. Supongamos que 7(i) # i. Luego  p(3) =i = 7p(i) = w(¢). Pero

pr(i) = n(i) < n(n(1)) # w(i) <= 7(3) #£4.
Por otro lado, si w(7) = i, entonces pr(i) = p(z). Ahora, si 7p(i) # p(i) = p(p(i)) = p(i) =
p(i) =1 = mp(i) = w(i) = i = p(i). Absurdo.
). Dadoi € I,, a(f) =40 8(G) =i e i ¢ {i1,...,5,} 01 & {J1,...,Js} © ¢ & {i1,...,5r} N
{jly s ajs}'

111). Sea T = [ry;7T2;...;Tm]|. Ante todo, como (¢;);=1,..,m €S una sucesién de permutaciones que

conmutax, resulta
7 = Haf, Vk € Z, con lo cual 7" = (1).

Por otra parte, con la notacién M(x) = {i € I, : (i) # i}, valen las férmulas

M([m) € M), M) = M(m).

i=1 i=1

m
De allf M (7*) C M(x), Vk € Z.En nuestro caso, M (%) C UM (e¥) (esta inclusi6n, para k =T,

i=1
da nuevamente que 7" = (1)); pero, en realidad, vale la igualdad. En efecto,

p € M(ak) = pe M(a) “=5° of(p) € M(a)

= af(p) ¢ M(af),j #i,= n*(p) = [ [k (ck(p)) = of () # p.
ki

Luego, aplicando la igualdad,

=)= af =) Vi=zrkVi=r|k
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Ejercicio. Sea 7 una permutacién de grado n. Se dice que 7 es regular sii # = (1) o 7 carece de
puntos fijos y m es producto de ciclos disjuntos de la misma longitud. Probar que « es regular si y
sélo si 7w es una potencia de un n-ciclo.

Ejemplo.

= (174) (25) (3) (698).

TEOREMA. Toda permutacidn se escribe como producto de ciclos disjuntos, de longitud > 1, en

forma univoca, salvo el orden de los factores.

DEMOSTRACION. Sea 7 una permutacién de grado n, y sea G el subgrupo generado por 7. G
actia en I,, como subgrupo de S, vale decir a partir de la representacién definida por la inclusién.
Puede considerarse I,/G.

Dado cualquier C € I,/G, existe ¢ € I, tal que
C={ni(i): jeZ}

Tomando m = min {j € N : 79(i) = i}, resulta que (77(i))o<;j<m €8 una numeracién de C (notar
que m = card C).

Sea ac = (i,7(i),...,#™1(¢)). Notar la buena definicién de a¢ : si i’ € C, existe un (inico)
JE€EZ,0<j<m:i'=7I(s), de donde el ciclo o, definido a partir de 4’ o sea por (7*(7'))o<k<m

coincide con a¢. En efecto,

oy = (w7 (1), 77t 1GE), . ., o TRE), L (A, . L T TR(E))

= (W&, ..., 7™ (@), 6, 7(a), .., 11 (3)) = ac

Ahora, (a¢), C € 1,/G, es una familia de ciclos disjuntos, y ademds = = Hac, sobre los
c
C €1,/G. En efecto, para todo 7 € I,,, existe un dnico D € I,/G tal que i € D. Luego
[Tec() =ab I] ac®) = an(),
c C#D

va que C # D implica i ¢ C, y por ende ag(i) =4. Perosi i € D, entonces
ap = (4, 7(), ..., 7™ (3)),

con m = card D. Luego ap(i) = n(7).
De modo que, si C = {C € [,,/G : card C > 1}, (a¢)cec es una flia de ciclos disjuntos, de longitud

>1,tal que v = ]___[ag.
cgec
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Veamos la unicidad. Sean (@;)_;, (8;)}=; sucesiones de ciclos disjuntos, de longitud > 1, tales

r 8

que 7 = HO‘" = Hﬂj. Suponiendo 7 < s, se procede por induccién en s. El caso s = 0 es trivial.
i==1 J=1

Supongamos entonces que s > 0. Sea u € I;; sea p € I, un punto mévil de 8,. Luego, p es movido

por []B; (por ser los B; disjuntos). Como [] B; = [ «, se tiene que p es movido por a:, para algin
t € I,.. , se tiene que a; y B, mueven a p, y of(p) = 7*(p) = BE(p), para todo k € Z. Luego a; = By.
Cancelando,

I[ = ]I 8

1<igr, 1<5<,
it GAu

La unicidad sigue asi por recurrencia. [J

COROLARIO. Si p es un ndmero primo, los elementos de orden p en S, son los productos no
vacios, de p-ciclos disjuntos. En particular, los elementos de orden p en S,, son los p-ciclos.
m
DEMOSTRACION. Dada 7 € S,, 7 = Hai, donde (04)7%, es una sucesién de ciclos disjuntos, y

i=1
a; tiene longitud r; > 1,(1 <4 < m). Asi,

ordrm =p <= [r1;...;iTm]| =p< r; =pparatodoi, 1 <i<m.
O

OBSERVACION. Existen elementos de orden p en §,, <= existen p-ciclos de grado n <= p <
n <= plnl.

Ejercicios.

1. Escribir la siguiente permutacién como producto de ciclos disjuntos:

1 23 456 7 89
5 2 6 1 7 3 4 9 8

2. Sea 7w una permutacién de grado n, y sea G el subgrupo generado por 7, que actda en [, como
subgrupo de §,,. Traducir en I,,/G las siguientes proposiciones:
i) 7 es un r-ciclo.

ii) = es regular.

3. Sea G un grupo finito de orden n. Si p es una representacién de Cayley de G, en I,, entonces
ps €s una permutacién regular, Vs € G. (Dada una numeracién de G, la representacién de Cayley

asociada es la representacién deducida de G — S(G) ~ S,,).
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DEFINICION. Una permutacién  de grado n se dice una transposicidn sii es un 2-ciclo. Vale

decir, si existen ¢, 7 € I, 7 # 7, tales que
(@) =4, w() =1  wk)=k, sik¢{ij}

TEOREMA. Toda permutacién se escribe como producto de transposiciones.

Equivalentemente, el conjunto de transposiciones de grado 7 es un sistema de generadores de S,

. . ~1
Este sistema tiene % elementos.

DEMOSTRACION. Basta verificarlo para un ciclo (43 13, . . .,%-), lo que haremos por induccién en

. Siendo el caso r = 1 trivial, podemos suponer r > 1. Pero (41 i3, ...,%r) = (3143, ...,%-)(t182). O

Explicitamente, un r-ciclo se escribe como producto de r — 1 transposiciones:

iz, i) =[] (1 drej) = (G1in)(Grdron), .. (12)

0<j<r—2

Ejercicio.

Dado un 3-ciclo de grado =, por ejemplo (123), escribirlo como:

i) Producto de 2 transposiciones, en 2 formas distintas. ; Conmutan los factores?
ii) Producto de 4 transposiciones sin 2 factores consecutivos iguales, para n > 3.

Extraer conclusiones.

PROPOSICION. S, admite los siguientes sistemas de generadores:
(i) Las n — 1 transposiciones (12), (13), ..., (1n).

(ii) las n ~ 1 transposiciones (12) (23), ..., (n — 1, n).

(iii) los ciclos (12) y (12...n).

DEMOSTRACION. (i). Sea G el subgrupo de S,, generado por (17), 2 < i < n. Basta verificar, que
Vi, j,% # §, la transposicién (ij) € G. Esto es claro si ¢ = 1 o j = 1. Suponiendo i,5 > 1, (ij) € G
pues (i5) = (1) (1) (14), ya que 7(in,...,51)7" Y = (7(i1),. .., 7(in)).

(if). Ahora, sea G el subgrupo de S, generado por (¢ — 1 ¢), 2 < i < n. En virtud de (i), como
(12) € G, argumentando por induccién, basta ver que si (1 1) € G, entonces (174 1) € G, para todo
1< n.

En efecto,

(144 1) = (18)( i + 1)(14).

(iii). Sea G el subgrupo generado por (12) y (12,...,n). Nuevamente, argumentando por induccién,

basta verificar, gracias a (%), que

(i-1)eG>({Ei+1)e€CG, Vi,2<i<n.
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Pero (ii+1)=(12...n)(i—14)(12,...,n)"Y. O

Sea 7 una permutacién de grado n, y sea ¢

t= J[ G-9.

1<i<jsn
Tomando ¢, = H (w(j) — w(2)), resulta t, = x(7).t, donde x(7w) = (-1)*~ y
1<i<i<n
vr = card{(4,5),1 < i <j <nyn(d) > ()}
En efecto,
te="[I G -7@) I @@-r@)=xm [[ &G -#@) I @6 -=G).
w(i)<m(7) m($)>m(7) w(i)<m(4) m(i)>=(4)

Sea C ={(3,§), 1<i<j<n}yseaa:C—C

o) (@), 7() siw(E) < w(j)
ofi, ) = Ny :
((5),w(@)  sin(@) > n(5)

a es inyectiva. En efecto, si a(7,7) = a(i',j') entonces (7(¢),n(5)) = (w(j'), #(¢')) pues los otros

casos son imposibles; luego i = 7' y j = ¢/, de donde ' =1 < § = ¢/, absurdo.

Luego « es biyectiva, ergo

te=x(r) [] (ali,5)2~ai)1) =x(r) ] (G52~ G 51) = x(m)t.
(h.4)eC (i.j)eC
Notaciones.
vr se llama el nimero de inversiones de 7 y x() se dice la signatura de . La permutacién « se
dice par (resp., impar), sii v, es un nimero par (resp, impar); o sea, x(w) =1 (resp., —1).
Generalizando la férmula anterior, si (2;)1<i<n €s una sucesién de elementos en un anillo conmu-

tativo A, entonces

],_.[(xﬂ(j) — Z(s)) = x(m) H(CIJ; — ;).

i<j i<j
Por ejemplo, si se considera la sucesién (X;)i=1 en A[Xi,...,X,], T es el automorfismo de
A[X3,...,X,] definido porry g = H(Xj — X;), entonces
i<y

w(g) = x(m).g
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OBSERVACION. Si a : I — J es cualquier funcién, denotamos por & : A[X;|ier — A[X;]jes al
tinico morfismo de 4lgebras tal que &(X;) = Xq(3)-

PropPOSICION. El conjunto A, de permutaciones pares de rango n es un subgrupo normal de S,
llamado el grupo alternado de grado n. Ademds, si n > 1, el indice de A, es 2, y en consecuencia,

el orden de A, es %—

DEMOSTRACION. Dadas 7, p € S,, considerando la sucesién (p;)1<i<n en el anillo Z resulta
[Totiy = ox) = x(x). T [ (05 = 02)
1<g i<j
O sea:
tor = x(m).tp = x(m).x(p).t
Luego x(pm) = x(p)x(m).
Ergo x : S, — G2 = {1,—1} es un morfismo de grupos, cuyo nicleo es ker x = A,. Asi, A,
es normal. Sin > 1, x es un epimorfismo (con lo cual S,/A, ~ G;). Por ejemplo (12) es una

permutacién impar pues vy =1. O

Ejercicios.
1. S, es isomorfo & un subgrupo de Ap42.
2. S8i G es un grupo de permutaciones de grado n, que contiene una permutacién impar, entonces

el orden de G es par y exactamente la mitad de sus elementos son permutaciones impares.

TEOREMA. Una permutacién es par si y sélo si se escribe como producto de un nimero par de

transposiciones.

DEMOSTRACION, Basta verificar que cualquier transposicién es impar, pues dada una permuta-
cién 7 presentada como producto de transposiciones 7 = [];.; 7;, resulta x(7) = [ x(7:).

Suponiendo que existan i, 7, i # j tales que (ij) € A,, si 7 es una permutacién tal que (i) = 1,
7(j) = 2, entonces (12) = n(ij)n~! € A,. Absurdo pues (12) es impar. []

COROLARIO. El niimero de factores en cualquier factorizacién de una permutacién en transposi-
ciones es siempre par, o siempre impar. O sea, si (Ti)iwy ¥ (wj);?__:l son sucesiones de transposiciones

tales que

]:[Ti=]:[Wj=>TES mod 2.

COROLARIO. Un r-ciclo es par (resp. impar) si y sélo si r es impar (resp. par).
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Ejercicio.
Sea A un anillo conmutativo, de caracteristica # 2. Si a es la matriz de una permutacién 7, sobre
A, entonces det a = 1 (resp det a = - 1) si y sélo si w es par (resp, impar).

Vale decir, se tiene u : S, — GL(n, A) det, A, donde p(m)e; = eq(;), de modo que x = det .

PRrOPOSICION. Toda permutacién par es producto de 3-ciclos. Equiva,lentement(e, el 3c(>njunt<))
nn—1)(n -2

de 3-ciclos de grado n es un sistema de generadores de A,. Este sistema tiene 3

elementos.

DEMOSTRACION. Basta verificarlo para un producto de 2 transposiciones. En efecto,
()G =1,  (i)(gk) = (igk),  (i5)(kl) = (kil)(ijk).
0

PROPOSICION. (127), 3 < i < n es una familia de generadores de A,.

DEMOSTRACION. Sea G el subgrupo de A, generado por (12i), 3 <7< n. Basta ver que G
contiene cualquier 3-ciclo . Se procede por casos:
i) Si v mueve a 1 y a 2: Entonces existe i > 2 tal que v = (12i) 0 v = (142). Pero (1i2) = (12i)*.

ii) Si v mueve a 2 y no a 1: Entonces existen 7,7 > 2, 7 # j tales que v = (2i5). Pero
(25) = (124)(125)(12:) 7"

ili) Si v mueve a 1 y no mueve a 2: Entonces existen 7,7 > 2, ¢ # j tales que: v = (1i5) = (ij1) =
(124)(244)(12i)~. Luego por ii), v € G.

iv) Si 4 no mueve a 1 ni a 2: Sean 7,5,k > 2 ¢ # j # k, tales que v = (4jk); pero entonces
v = (129)(27k)(12¢)"Y. O

Ejercicio. Sin es impar, A, estd generado por los ciclos (1 2 3) y (12...n); si n es par, por (1
23)y(23...n).

DEFINICION. Se llama estructura ciclica de una permutacién = de grado n a la sucesién (¢;)7,
donde c¢; es el nimero de i-ciclos de la factorizacién de 7 (como producto de ciclos disjuntos de

longitud > 1).

TEOREMA. Dos permutaciones 7w y p son conjugadas si y s6lo si tienen igual estructura ciclica.

DEMOSTRACION. Necesidad. Sea o una permutacién tal que

omo™! = P,
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m
¥ sea (7i)1<i<m Una sucesién de ciclos disjuntos de longitud > 1, tal que 7 = H'y,-. Luego

i=1
p= H a'y,;cr‘l.
i

Pero (o7;071); es una sucesién de ciclos disjuntos de longitud > 1; més atn, v; y ov;0~* tienen
igual longitud.

Notar que si v es un ciclo definido a partir de un conjunto C, 6-yo™! es un ciclo definido a partir
de o(C), pues

o(i1,92,. ., ip)0 "t = (a(i1)0(82) . .. 0(ir)),

con lo cual longy = longgyo~".

Ademds, si 7' es un ciclo definido a partir de C', v y 7' disjuntos = oyo~! y ov'c™! son
disjuntos.

m m

Suficiencia., Sean m = ny,-, p= ]___[fy; , las descomposiciones ciclicas de 7 y p. Notar que m =
>~ ¢i. Renumerando convenientemente, puede suponerse longy; = long~;. Sea v; = (i, Di, - - - P, )
¥ = (f, v}, ...pgh). Notemos F(x) = {i € I, : (i) = ¢}; de modo que card F(x) = card(I, —
M(r)) = card(l, - UM (n)) =n—- 3, ic.

Sea f una biyeccién de F(r) en F(p) y sea ¢ la permutacién definida por

o(pi;) =i,  o(g) =B(a), g€ F(n).
Luegoov;o =+l conlocual oro™t =p. O

PROPOSICION. Sea p un nimero primo. Si G es un grupo de permutaciones de grado p que

contiene una transposicién y un p-ciclo, entonces G = §,.

DEMOSTRACION. Sea (ij) € G. Si v € G es un p-ciclo, entonces ¥ mueve todos los indices. Luego
v admite una representacién (i1,4s,...,%,) tal que 4; = i. Ademds, si k es el indice tal que iy = j,
entonces v*~1(;) = j. Pero ¥~ es un p-ciclo pues v*~! # 1 (recordar que los p-ciclos de grado
D, estdn caracterizados como los elementos de orden p); que p sea primo es esencial, considerar por
ejemplo (1234)% = (13)(24).

Por lo tanto no hay inconveniente en suponer que v = (i1%2,...,%p) COR 41 = 4,92 = j. En
consecuencia, no sélo (ij) es conjugado con (12) y « es conjugado con (12...p) sino que existe una

misma permutacién 7 que realiza ambas conjugaciones:
r(if)r~t = (12), myr~t=(12...p).

Basta tomar n que satisfaga: 7(ix) =k, 1 <k <p.
Por lo tanto (12),(12...p) € #Gr~%, de donde 7Gnr~! =S,,05a G =S,. O
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LEMA. Sean € N. Si @ es un subgrupo normal de A, que contiene un 3-ciclo, entonces G = A,,.

DEMOSTRACION. Como A, es un subgrupo normal de S,, reemplazando G por un conjugado (en
S»), no hay inconveniente en suponer que (123) € G. En efecto, si (ijk) € G, existe una permutacién
7 tal que w(ijk)r~! = (123), con lo cual (123) € 7Gn~! CwA, 7~ = A,.

Ante todo (213) = (123)% € G. Para 3 < i < n, (126) = 7(213)7~!, tomando 7 = (12)(37) € A,.
Con esto (12i) € G, para todo i¢. [

Ejercicios.
1. Probar que
(i) El ndmero de permutaciones de grado n con estructura ciclica (2,0,...,0) es

n(n —1)(n — 2)(n — 3)
3 .

(ii) El nimero de permutaciones de grado n con estructura ciclica (1,1, 0, ..., 0) es

n(n —1)(n — 2)(n — 3)(n — 4)
G .

2. Clasificar las permutaciones de grado n por su estructura ciclica, indicando ndmero, orden y

paridad paran = 2, 3,4,y 5.

3. (i) Escribir explicitamente los elementos de Ay.

(ii) Verificar que V = {(1), (12)(34), (13)(24), (14)(23)} es un subgrupo normal de S4, contenido
en Ay. V se lama Vierergruppe de Klein.

(iiil) W = {(1),(12)(34)} es un subgrupo normal de V; pero W no es normal considerado como
subgrupo de Ay.

Conclusiones. 1) A4 no es simple. 2) La normalidad de subgrupos no es transitiva.
TEOREMA. A, es un grupo simple si ysélosin =3 o0on > 4.

DEMOSTRACION. Lo tinico no trivial es verificar que A, es simple, para n > 4. Por el lema, basta
verificar que si G es un subgrupo normal no trivial de A,, entonces G contiene un 3-ciclo.

Sea m € G,7 # 1, una permutacién tal que su nimero m de puntos mdviles es minimo. Por
supuesto, m > 3, y veremos que m % 3. Considerando la descomposicién ciclica de =, todos los
factores son de longitud 2, o bien existe un factor de longitud > 2. En el primer caso, el nimero de
factores es par, con lo cual la descomposicién ciclica de « adopta alguna de las formas siguientes:

1,1) 7= (41 13) (34).

1, ii) = (’il 7,2) (’i3 ‘i4) (is ie).p, 14 5& 1.
En el segundo caso, 7 = ({192 ...,%r).p, con 7 > 3. Ademds, suponiendo m > 3, para p # 1,

resulta r > 5.

En definitiva, la descomposicién ciclica de m adopta una de las formas siguientes:



3. GRUPOS DE PERMUTACIONES 19

2,i) w={(i10243%485...0:)7, 725
2,ii) 7= (iyigizis)(i5...ix)T, T>5
2,iii) w = (4172%3) (ta%5...9,)7, T > 5.
Ahora, sea ¢ = (i3i475); estd bien definido salvo en 1, i). Allf se escoje i5 # i;. 1 < j < 5. Esto
puede bacerse pues n > 4. Sea ' = gwo!
1,1) o' = (d192) (4 15)

L i)« = (i1 92) (ia45) (i3 96).0

, ® € G pues G normal en A,. Explicitamente

2, i)’ 7r’=(z'1 i2i4?:5i3,...,’l:,~)’7'

2, ii)’ = (i1 ’iz ’1:4 i5)(’i3,...,ir).T

2, lll), 7|" = (7,1 i2 2'4)(?:52-3, e ,ir)T
Ante todo 7' # 7 pues

1,i) ) . . .

g w(te) = i3, 7 (i4) = is5;

1, ii)

2,i)

2,ii) pw(iz) =13, 7'(i2) =14.

2, iii)

1 mueve

Ademds 7' 7! # 1, y #' 7! € G. La demostracién se completa observando que n’' 7w~
menos de m puntos. En efecto, si un punto es movido por 7/ 7~*, entonces es movido por 71 (o
sea por m) o bien por 7/, esto es por 7, excluyendo el caso 1, i). Pero por ejemplo i, es movido por

1

7 y no es movido por 7 71, En el caso 1 i), 7' 7~! mueve a lo sumo, %3,i4,75. Pero m > 3, y el

teorema sigue. [

PROPOSICION. Los tinicos subgrupos normales de S, son 1, A, v Sy, si y sélo si, n # 4.

DEMOSTRACION. La necesidad es clara: considerar el Vierergruppe. La suficiencia también lo
es para n = 1,2; con lo cual puede suponerse n = 3 o n > 4, o sea que A, es simple. Si G es un
subgrupo normal de S,, como G N A, es un subgrupo normal de S,,, A, C G o bien GNA, =1.Si
A, C G, entonces G = A, 0 G=S, pues (Sp: A,) =2.

Si GNA, =1, suponiendo G # 1, resulta que G tiene orden 2, por la misma razén. Sin embargo,
los subgrupos de orden 2 de S, no pueden ser normales. Basta ver que si # € S,, tiene orden 2, o sea
7 es un producto no vacio de transposiciones disjuntas, entonces 7 tiene un conjugado =/, distinto
de w. En efecto:

Si 7 = (i7) tomo 7' = (ik), con k # 4,7 (n > 3).

Si 7 contiene las transposiciones (ij) y (kl), se define 7' reemplazandolas por (ik) y (jI). Notar

que 7 es un conjugado de 7 por tener la misma estructura ciclica. [J
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4. Grupos resolubles

DEFINICION. Se llama serie normal de un grupo G a toda sucesién finita (G;)o<i<n de subgrupos
de G, tal que G;41 esnormalen G4, 0<i<n, Gy =G; G, =1

G=Gy2G12G22 - 2G,=1.

Los factores de la serie son los grupos G;/G;+1; 0 £ ¢ < n. La longitud de la serie es el nimero

de indices 4, 0 < i < n, tales que G; # Giy1. (O sea, el i-ésimo factor G;/G;y1 es no trivial).

DEFINICION. Se llama serie de resolubilidad de un grupo G a toda serie normal de G cuyos factores
son grupos abelianos. G se dice resoluble, (0 metaabeliano) si G tiene alguna serie de resolubilidad.

En caso contrario, G se llama irresoluble.

Ejemplos.

i) Todo grupo abeliano es resoluble. Basta tomar (G;1).

ii) Todo grupo simple no abeliano es irresoluble.

iii) A, es resoluble <& n < 4. En efecto, si n < 3 entonces A, es abeliano, luego es resoluble.

Consideremos Ay : una serie de resolubilidad es (Ay, V, W, 1). Los indices son respectivamente ﬂ =
1 .

3, 3= 2, 2. Sin > 4, entonces A, es simple y no abeliano.
PROPOSICION. S, es resoluble si y sélo sin < 4.

DEMOSTRACION. Sin < 2, entonces S, es abeliano. Si n = 3, (S3,43,1) es una serie de resolu-
bilidad de S3; si n = 4, (S4; A4, V, W, 1) es una serie de resolubilidad de S,.

Supongamos entonces que n > 4. Sea (Gi)o<i<m una serie normal de S,. Sea j = min{i :
0<i<mG; #8S,}. ComoG; =8, 0<L14<j; G;esun subgrupo normal de S,, y como
G #Sn, Gj=A4,0G; =1

En el primer caso, sea k =min{i,j <i <my G; # A, }; entonces G; = 1 para k < ¢ < m. Luego

,

1 0<i<j—2

Su/Bn i=3§—1
Gi/Gip1 =< 1 J<i<k-2

A, i=k—1

1 i<i<m

\

El segundo caso es claro. [J

PROPOSICION. Dado un morfismo de grupos ¢ : G — H, si kerp e Im ¢ son resolubles, entonces

G es resoluble.
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DEMOSTRACION. Sea (H;)™, una serie de resolubilidad de Imy. Tomando G; = ¢~ !(H;),
(G:)2 es una sucesién de subgrupos de G que satisface

i) Git1 es normal en G;, 0 < i < n (pues H;y1 es normal en H;).

ity Go =G.

iil) Gy, = ker .

Ademds, considerando ¢|G; : G; — H, se tiene ker|G; = kery, Imy|G; = H;, con lo cual

H; ~ G,/ ker ¢, coherentemente con i). De donde
H,'/Hi+1 ~ (G,-/kercp)/(GHl/kergo) ~ Gi/Gi+1-

Como ker¢ es resoluble, si (K;)7L, es una serie de resolubilidad de ker, tomando Gnytjt1 =

K; 0 £ j < m, resulta que (G;)27™*! es una serie de resolubilidad de G. O

COROLARIO. Sea S un subgrupo normal de un grupo G; si S y G/S son resolubles, entonces G

es resoluble.
DEMOSTRACION. Considerar la proyeccién 7 : G — G/S. [

OBSERVACION. Como se probard que la resolubilidad es una propiedad homomérfica (en parti-

cular, algebraica), el corolario resulta equivalente a la proposicién.

COROLARIO. Sea G un grupo que es producto directo de una sucesion (S;)i<i<n de subgrupos. Si

S; es resoluble, 1 < i < n, entonces G es resoluble.

DEMOSTRACION. Para n = 0, es trivial. Sea n > 0. Se considera el morfismo v : G — §; dado
por (z) = z1, si z = [];; z;, con z; € S;. Imyp = Sy es resoluble; kerp es producto directo
de la sucesién de subgrupos (S;)%,, que argumentando por induccién, se puede suponer que es
resoluble. [

PROPOSICION. Si G es un grupo resoluble, todo subgrupo S de G es resoluble.

DEMOSTRACION. Si (G;)%,, es una serie normal de G, entonces (G; N S)™, es una serie normal
de S. Ademés, la inclusién de G; NS en G; define, pasando al cociente, un monomorfismo de
GiNS/Giy1NSen Gi/Giy1, para0<i<n, O

DEFINICION. Dadas series normales (Gi)iq, (G5)7%, de un grupo G, se dice que (G}) es un

refinamiento de (G;) sii existe una aplicacién estrictamente creciente
o:lpm1 =1,
tal que G; = G;(i), 0 < i < n. En particular, n < m.

OBSERVACION. Todo factor de un refinamiento es imagen homomérfica de un subfactor (i.e,

subgrupo de un factor) de la serie original.
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En efecto, conservando las notaciones de la definicién, se extiende o tomando a(0) = 0. Dado
j €Z,0< j < m, queremos determinar G;/G;-_,_l.
Sea p=max{i € Z;08i<ny a() <j}. Entonces

a(p) S j = Gp = Gop) 2 Gl

P+1>p=a(p+1)>j = Gp1 = Gopi) € Gipa-

O sea:
G, 2G5 2 Gl 2 Gpya.
Ahora, como G4y es normal en Gp, resulta normal en G, y estd definido el grupo G;/Gpy1.

Por pasaje al cociente de la aplicacién idéntica de G, se obtiene un epimorfismo de G’;/Gp41 en

G /G, ¥ G%/Gpy1 en un subgrupo de Gp/Gpi1.

En consecuencia, si los factores de una serie normal gozan de una cierta propiedad hereditaria
y homomorfica, también la tienen los factores de cualquier refinamiento. Es asi, por ejemplo, que
cualquier refinamiento de una serie de resolubilidad es una serie de resolubilidad.

El conjunto de las series normales de un grupo G resulta parcialmente ordenado por refinamiento:
(Gi)izp < (G})Try <= (Gj) es un refinamiento de (G;).

DEFINICION. Dadas series normales (G;)f, v (H;)7, de grupos G y H, se dice que las series

son equivalentes sii existe una biyeccién
8:{0,1,...,n—1} = {0,1,...,m -1}

tal que
Gi/Giy1 =~ Hﬁ(i)/Hﬂ(i)+1, 0<i<n.

En particular, n = m.

OBSERVACIONES. (i) Si los factores de una serie normal gozan de una cierta propiedad algebraica,

también la tienen los factores de cualquier serie equivalente.

(ii) Esta relacién es una relacién de equivalencia en la clase de todas las series normales.

Recordatorio. Sean S y T subgrupos de un grupo G. Sea ST = {z.y, £ € S, y € T}, sea
SV IT'=<SUT > . Se verifican:

1) Si S o T es normal, entonces S.T' es un subgrupo.

ii) 8i § y T son normales, S.T' es normal.

iii) (Tercer teorema de isomorfismo). Si T es un subgrupo normal de G, entonces SN T es un
subgrupo normal de S,y §/SnNT ~ S.T/T.
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OBSERVACION. i) Si S es normal entonces
Ve G, Vye S, 3y e€eS: zy=qy'z.

ii) 8i 7 : G — G/T es la proyeccién, se considera 7|S. Entonces ker#|S = SNT, Im |8 = S.T/T.

LEMA (ZASSENHAUS). Si H y K son subgrupos de un grupo G, y H' y K’ son subgrupos normales
de H y K respectivamente, entonces H'.(HNK') es un subgrupo normal de H'.(HNK); K'.(KNH')
es un subgrupo normal de K' (K N H), y

H (HnK)/H . (HNK') ~ K'(KnH)/K' (K nH).

DEMOSTRACION. Trabajando en el grupo H, H' N K = H' N (H N K) es un subgrupo normal de
H N K. Del mismo modo, XK' N H es un subgrupo normal de K N H. Por lo tanto, (H'NK).(HNK')
es un subgrupo normal de H N K. Luego, H'.(H' N K).(H N K') resulta un subgrupo normal de
H' (HNK).Pero H.(H'NK).(HNnK'Yy= H'.(Hn K").

A continuacién se emplears el tercer teorema de isomorfismo, en la situacién:
G=H . (HNK), T=H.(HnK', S=HNK.

Entonces
ST =G
SNT=(HNK).(HNK')

~ ~
—

I

En efecto SNT = (K nK) n (H'.(HNK")).

I
Veamos que I C II. Seaz e H,ye HNnK' :zye HN K.

zye K
Hay que ver que z € H’ N K. Basta ver que z € K; pero 4 =z € K.
gye K'CK

Veamos ahora que I D II. Esobvioque HNK C HNK;como HHNK C H' = H' NK C
H'(HNK"). Como ademds H'NK' C HNK y HnK' ¢ H'(H N K'), la inclusién sigue.

Por el tercer teorema de isomorfismo, resulta asi por simetria
HnNnK/HNK).(HnKY~H (HNK)/H'(HNK').
Porende HFNK/(H'NK).(HNK')=KNH/(HNK(HNK)~K'(KNnH)/K'(KnH'). O

TEOREMA (SCHREIER). Dos series normales de un mismo grupo, tienen refinamientos que son

equivalentes.
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DEMOSTRACION. Sean %) = (G;)iq, T2 = (H;)%, series normales de un grupo G. Se proceders
a construir un refinamiento £j de X; intercalando entre G; y Giiy1, m — 1 subgrupos (G; );7:11 (0<
i < n), y un refinamiento L de ¥, intercalando n — 1 subgrupos Hj;,, 1 <i<n—1,entre H; y
Hji1, 0L 7 < m. Notar que como I; tiene n + 1 términos, y X, tiene m + 1 términos, tanto X}
como X tienen nm + 1.

Se definen

Gi; = Git1.(GiNH;), 0<i<n, 0<j<m,

Hj‘. =Hj+1.(HjﬂGi), 0<j<m, 0<i<n.

Notar que

Giy =Giy1.Gi=Gi,  Gi,=Gin, Hjy=H;  Hj; =H;.

Ahora, aplicando el lema de Zassenhaus en la situacién

G
/" N
G H;
T T
Git1 Hjq

para0<i<n, 0<j<m,resulta

Gij /Gij+1 = HJ'-' /Hji+1 .
(]

LEMA. Si G es un grupo resoluble, para todo subgrupe normal K de G eziste una serie de reso-

lubilidad de G que tiene o K por uno de sus términos.

DEMOSTRACION. Sea &1 = (G;), una serie de resolubilidad de G. Sea £ = (G, K,1). Por el
teorema anterior, £; y X, tienen refinamientos X}, T} equivalentes.

Como ¥; es una serie de resolubilidad, y ¥} es un refinamiento de £;, &} también lo es. Ademds,
como %} es un refinamiento de T, ) tiene a K como uno de sus términos, pero como &) ~ Ij,

resulta ¥} una serie de resolubilidad. [
PROPOSICION. Dado un morfismo de grupos ¢ : G — H si G es resoluble, Im w es resoluble.

DEMOSTRACION. Sea K = kerp y apliquemos el lema. Sea (G;)%, una serie de resolubilidad de
G tal que G, = K para algtin {ndice m. Tomando H; = ¢(G;), para 0 < § < m, resulta
i) Hj41 es normal en H; (pues Gj41 lo es en Gj);
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i) Ho = Im ¢ (pues Gy = G);
iii) Hn, =1 (pues G, = K).
Ademés H; ~ G;/K, con lo cual

Hij/Hj1 ~(Gi/K)[(Gjs1/K) = G;/Gj11, 0Lj<m.
a

DEFINICION. Una serie de composicién de un grupo G es una serie normal de G tal que G;/Gi41
es un grupo simple (o sea G;41 como subgrupo normal de G; es maximal), para 0 < ¢ < n. Se dice

que G tiene longitud finita si G tiene alguna serie de composicién.

Ejemplos.

i) G es trivial si y sdlo si, (G) es una serie de composicién (en cuyo caso, es la dnica).

ii) G es simple si y sélo si (G, 1) es una serie de composicién de G (en cuyo caso es la tnica).
ii1) (Sn,An,1) es una serie de composicién de S, siy sélosin=3o0n > 4.

iv) (S4, A4, V, W, 1) es una serie de composicién de S,.

v) Todo grupo finito tiene longitud finita, y si es abeliano, vale la reciproca.

DEMOSTRACION. v). Sea G un grupo finito. Se definen subgrupos G; de G en la forma siguiente:
Gy = G; y, supuesto definido G, si G; = 1 se interrumpe el proceso; pero si G; # 1 se toma Giy1
como un elemento maximal del conjunto de subgrupos normales, propios, de G;, conjunto que es
finito y no vacfo. Como G es finito, In € Ny, n < (G : 1) tal que G, = 1; tomando el minimo,
(G:)2, es una serie de composicién.

Reciprocamente, sea G abeliano, y (G;)%, una serie de composicién de G. G, es obviamente
finito pues G, = 1. Si G,_; es finito, entonces Gp—;— es finito 0 < 7 < n, pues Gy—;j—1/Gr—; €8

simple y abeliano, luego finito. Ergo Gy es finito. [

LEMA. Una serie normal estrictamente decreciente de un grupo G es una serie de composicién

de G si y sélo si carece de refinamientos propios estrictamente decrecientes.

DEMOSTRACION. Sea ¥ = (G;), una serie normal de G, estrictamente decreciente. Si existe un
indice j tal que G4, como subgrupo normal de G; no es maximal, se tiene un subgrupo normal H
de G, tal que

Gj+1 CHCG;

Basta intercalar H entre G; y G;j4+1, en &, para obtener un refinamiento ¥’ de I estrictamente
decreciente, con X' # X.

Reciprocamente, supongamos que X admite un tal refinamiento £'. Como T’ # %, existe un indice

j tal que G; y Gj41 no son términos consecutivos en ¥'. Tomando H como el primer término de
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¥’ que figura después de G;, resulta que G; O H D Gjt1, y H es normal en G;. Luego Gj41 no es
maximal en G;. O

TEOREMA (JORDAN - HOLDER). Dos series de composicién de un mismo grupo son equivalentes

(en particular, tienen igual longitud).

DEFINICION. Si G es un grupo de longitud finita, se llama longitud de G a la longitud de una

serie de composicién de G, que notaremos ¢G.

DEMOSTRACION. Sean L; , Ty series de composicién de un grupo G. Como series normales de
G, Z; y I, tienen refinamientos £ y X} tales que &) ~ L5 (Schreier). No hay inconveniente en
suponer que X} y X4 son estrictamente decrecientes. Luego, por el lema &} = &; y 5 = &3 con lo
cual 31 ~ X5, O

Ejemplos:
i) Los grupos de longitud 0 son los grupos triviales.
ii) Los grupos de longitud 1 son los grupos simples.
iii) Sp)=2sin=30n>4.
iv) £(Sy) = 4.
v) Si G es finito, I(G) < log, (G : 1).
En efecto si (G;), es una serie normal estrictamente decreciente de G,
(G:1)=(Go:Gn)= [] (Gi:Gipa)>2"
0<i<n
ADVERTENCIA. Sean G y G' grupos de longitud finita. Es inmediato que si G ~ G’, entonces G
y G’ tienen series de composicién que son equivalentes; en particular, £(G) = £(G’). Sin embargo,
existen grupos abelianos finitos G y G’ que tienen series de composicién equivalentes, pero no son
isomorfos. Basta tomar como G un grupo ciclico de orden 4 (o sea, G ~ Z4) y como G’ un grupo

no ciclico de orden 4 (o sea, G ~ Zy @ Zo).

PROPOSICION. Si G es un grupo de longitud finita toda serie normal de G estrictamente decre-

ciente entonces tiene un refinamiento que es una serie de composicion de G.

DEMOSTRACION. Sea Xp una serie de composicién de G, y sea ¥ cualquier serie normal de G,
estrictamente decreciente. Por el teorema de Schreier, &y y T tienen refinamientos Xj y &’ que son
equivalentes. Por supresién de términos, podemos suponer que Ij y X' son estrictamente decrecientes

por serlo ¥y y ). Luego L) = X, de donde Sy ~ ¥’ y asi I’ es una serie de composicién. [
g0 2

COROLARIO. Si G es un grupo resoluble de longitud finita, entonces G tiene una serie normal

cuyos factores son grupos de orden primo; en particular, G es finito.
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DEMOSTRACION. Aplicar la proposicién a una serie de resolubilidad T de G, que puede suponerse
estrictamente decreciente. Sea ¥’ una serie de composicién de G, que refina a . Asi, £’ es una serie
de resolubilidad, con lo cual los factores de 3/ son abelianos; pero —ademés— son simples. Luego los

factores de ¥’ son grupos de orden primo. [

5. p-grupos

DEFINICION. Un G- conjunto es un conjunto C provisto de una accién de G en C.

Dados z,y € C, se dice que z es conjugado con y si existe un s € G tal que s.x = y.

Dado z € C se llama drbite de z al conjunto O, de conjugados de z. Con C/G senota Oy : = €
C}.

Se dice que z es invariante si y sdlo si O, = {z} (z es el dnico conjugado), vale decir, para todo
s € G, s.z = z. El conjunto de elementos invariantes se nota ¢C.

Dadoz € C, G, = {s € G: s.z =z} es un subgrupo de G, llamado el estabilizador (o grupo de
isotropia) de z.

Dada una extensién E/K, se llama grupo de Galois de E/K, notado G(E/K), al conjunto de

automorfismos de E/XK provisto de de la composicién usual de aplicaciones.

PROPOSICION, Sea G un grupo; y sea C un G-conjunto. Si R es un sistema de representantes de
C/G, entonces

cardC = card °C + Z (G:Gx).
XeR-6C

DEMOSTRACION. La aplicacién de G en C, s~ s.z tiene por imagen a O, y ademas
se=tr o (t )z =0t ls € G,.
Luego, por pasaje al cociente, se obtiene una biyeccién de G/G; en O, lo cual prueba que
card O, = (G : G).
Por otra parte,
1€ Ce0,={z} &G, =0G.

Luego C = U 0, =%Cu( U O.), de donde sigue el enunciado. [
z€R z€R-GC
TEOREMA (CAUCHY). Si G es un grupo finito, cuyo orden es divisible por un nimero primo p,

entonces G contiene un elemento de orden p.

DEMOSTRACION. En primer término, supdngase G abeliano. Seaz € G, z # 1, y sea n = ord z.
Si p|n entonces z» tiene orden p. Si p no divide an, p|(G :< z >). Luego como (G :< z >) < (G : 1),
argumentando inductivamente, existe y € G/< = > de orden p. Cualquier z € y es un elemento de

G de orden un miltiplo de p, y se estd en el caso anterior.
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En el caso general, supongamos que existe z € C(G), tal que p|(C(z) : 1), donde C(z) = {y € G :
zy = yz} es el centralizador de . Como  (C(z) : 1) < (G : 1), puede argumentarse por induccién.
Luego, puede asumirse que p no divide a (C(z) : 1), con lo cual p|(G : C(z)), para todo z ¢ C(G).

Haciendo actuar G en sf mismo por conjugacién, la ecuacién de clases correspondiente es:

G:1)=(C@): )+ > (G:Clz).

z€R-C(G)

Luego p/(C(G) : 1}, con lo cual estamos en el caso G abeliano. [

DEFINICION. Si el orden de cualquiera de sus elementos es una potencia de p, G se dice un

P-grupo.
COROLARIO. Un grupo finito G es un p-grupo si y sélo si (G : 1) = p™, para algdn n € Ny.

DEMOSTRACION. Suficiencia. sigue del teorema de Lagrange.

Necesidad. es consecuencia del teorema de Cauchy. O
LEMA. Si G es un p-grupo finito, y C es un G-conjunto finito, entonces
card°C = cardC  mod p.
DEMOSTRACION. Se sigue de la ecuacién de clases, ya que (G : G,)|(G:1) =p™. O
TEOREMA. Si G es un p-grupo finito, y G # 1 entonces C(G) # 1.
DEMOSTRACION. Haciendo actuar G en si mismo por conjugacion, el lema dice que
€@ :1)=(G:1)=0 mod p.
O
PROPOSICION, Si G es un p-grupo finito, entonces G es resoluble.

DEMOSTRACION. Puede suponerse que G # 1, con lo cual (G : C(G)) < (G : 1), por el teorema
anterior. Luego, argumentando por induccién, puede asumirse que G/C(G) es resoluble, y como

C(G) es resoluble (por ser abeliano), resulta G resoluble. O

COROLARIO. 81 (G : 1) = p™, entonces G tiene una serie normal de longitud n, cuyos factores

son grupos de orden p. En particular, £{(G) = n.

DEMOSTRACION. Como G es resoluble tiene una serie normal (G;)T, tal que G;/Gi;1 es un

grupo de orden primo p;, 0 <1 < m. Pero
(G:1)=[](G:: Gira);

asi, p"t = H05i<n p; implica que p; = p paratodoiy quem=mn. [
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6. Polinomios Simétricos.

Sea A un anillo conmutativo, y sea n € N. Si ¢ es una permutacién de grado n, define un

automorfismo @ de la estructura de 4lgebra de A[X;,...,X,], a saber

Zf(f) = f(Xo(l)a Xa(2), cee ,Xo'('n.))'

La aplicacién ¢ — @ es un morfismo (inyectivo) de S, en Auta1z(A[X1,...,Xxz]). Luego, se tiene
la accién
of =5(f)
de Sp en A[X1,...,X,], que es compatible con la estructura de dlgebra de A[Xq,...,Xn].
DEFINICION. Un polinomio f € A[X3,...,X,] se dice simétrico sii es invariante por la accién de
S» en A[Xy,...,X,]. El conjunto S A[Xq,...,X,] de polinomios simétricos es una subélgebra de
AlXi,..., Xy

En A[X,,...,X,|[X], se considera

h = ﬁ(x - X3,

qz=]
que debe interpretarse como el polinomio ménico con coeficientes en A, en una indeterminada, con n
raices genéricas. En efecto, si B es una A-dlgebra conmutativa, (z;)7.,; es una sucesién de elementos
n
de B, y f € B[X] es el polinomio H(X — x;), entonces f se obtiene como f = h(z1,2,...,%n, X),

i=1
considerando a h como un polinomio en Afzy,...,Zn, X].

Vista la definicién de h, resulta

h=X"+> (-1)ks X%,
k=1

Sk = Z H Xi;.

i1 <l <oy 15Kk

donde

Como h = H(X ~ Xos)) = MXoq)s- ) Xo(n)s X), ( b considerado en A[Xj,...,X,,X] es
i=1

invariante por las permutaciones de grado n + 1 que dejan fijo a n + 1) resulta que s;, que es un

polinomio homogéneo de grado k, es simétrico:

h=X"+ Z(—l)k &‘(Xa'(l)’ .o 'aXO‘(n))JXn—k
k=1 v

g.85

= (-1)k(0‘.sk) = (—l)ksk = 0.8, = 8.
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Por esta razdn, s se llama el polinomio siméirico elemental de grado k. Esta probado que
la subélgebra generada por (si)f-, estd contenida en la subdlgebra de polinomios simétricos; en
simbolos,

A[sl,...,sn] C S".A[X]_,...,Xn].

DEFINICION. Dado g € A[X1,...,Xn], 9= ZmEZ';O am [lieq X", se lama peso de g a

p(g) = méx {iimi;am # 0} :

=1
(Obsérvese que gr g = méx{>_ m;}).

Como s;, es un polinomio homogénec de grado k, resulta que gr g{(s1,...,$,) < u(g). En efecto:
T n
gr(D_ am [167) < méxa, 20 gr(] [ i) = max(Y_ im:) = u(g).
m i=1 i=1

TEOREMA. La familia (s;), k=1,...,n es una familic de generadores algebraicamente indepen-
dientes de S~ A[Xq,..., X,)].
Ademds, gr g(s1,...,8) = 1(g), para todo g € A[X,,...,Xn)].

DEMOSTRACION. Se comprobard que

(i). Si f € A[X1,...,X,) es simétrico, de grado d, existe g € A[X;,...X,] tal que u(g) =dy
f=g(s1,-..,8n).

(ii). (sx)}~, es una familia algebraicamente independiente en A[X,,...,X,)].

OBSERVACION. Dados f,g,h € A[Xilics, si f.h = g.h y h es un monomio cuyo coeficiente no es
un divisor de cero en A, entonces f = g.

(i). Se procede por induccién en n. El caso n = 1 es inmediato: todo f € A[X;] se presenta
f=f(X1); pero s1 = X1,y gr f = u(f).

Sea n > 1. Obsérvese que s}, = 8x(X1,...,Xn-1,0) es el polinomio simétrico elemental de grado
ken A[Xy,...,X,-1]. En efecto,

> [x- ¥ 1%

s, =
i <L e Lhy J=1 1 <o <ip j=1
1<i;<n 1<i;<n~1
iL#n

Otra forma de verlo: se tiene la igualdad

n—1
(H (X - X")) X =hXy,..., Xn-1,0,X) = X" + Z (_l)kS;an—k =
i=1 1<k<n
n—1
(Xn—-l + Z(—l)kSan_l_k)X

k=1

en A[Xi,...,Xn,X], y gracias a la observacién anterior, la afirmacién sigue.
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Como f € A[Xj,...,X,] es simétrico, también lo es f(Xy,...,Xn—1,0) € A[X1,...,Xn-1]. En
efecto, si o es una permutacién de grado n — 1, f(X,q1),..+s Xo(n-1)s Xn) = f(X1,..+, Xn-1,Xn),
y basta sustituir X,, por 0.

Luego, por hipétesis inductiva, existe g’ € A[X1,...,Xn—1] tal que

f(X1,. oy Xno1,0) = g'(8,-- -, 8h1)

y u(g) =gr f(X1,..., Xn1,0) S grf=d
Ahora, sea f' = f —¢'(s1,....,8n-1) € A[X1,...,X,]; f' es simétrico, y

f’(X]_, N ,.Xn_]_,O) = f(Xl, . .,Xn_l,O) el g'(s'l,. . ,8,,,,'_1) = 0,
con lo cual X,|f’. Sea o la transposicién (in), 1 < i < n—1. Como f’ es simétrico,
Xalf' = X =5(Xa)|5(f") = f.

n
Luego, 8, = HXi divide a f'. O sea f' = s,.f", para algin f"” € A[Xy,...,X,], y f" resulta
i=1

simétrico. En efecto, f' = 0.f' = 0.(snf") = (0.82)(0.f") = 800.f" = spnf" = spo.f" = f' =0 f".
Ademds, gr f" = gr f' —grs, = gr f' —n, y como gr f’ < méx{gr f,grg'(s1,...,3n—1)}, se sigue
quegrf'=grf'-n<d-n<d.
Ahora, por induccién global en el grado, 3 g” € A[X3,...,X,] tal que f” = ¢"{s1,...,82) ¥
w(g") =gr f" <d—n < d. En definitiva,

f= f’ + g'(sl, .. .,Sn_l) = Sn.f” + g'(sl, . ,Sn_l) =

SnG" (51545 80) + g (81, .., 8n-1).
Luego, tomando g = ¢’ + X, g" € A[X1,...,X,], resulta f = g(s1,...,8,) ¥
d=grf=grg(si,...,8n) < pu(g) < méx(u(g'),n + p(g") < méx(d,d — n) = d.
O sea

u(g) =d.

(ii). (sk)i1<k<n es una familia algebraicamente independiente en A[Xy,..., X,].

Se procede por induccién en n. El caso n = 1 es trivial: s; = X,

Sea n > 1. Por el absurdo, supéngase que existe f € A[X1,...,Xy], f #0 tal que f(s1,...,85) =
0, y asimase que gr f = d es minimo.

Sea f =39, fi. X%, con f; € A[X1,..., Xn-1.

Sifo=0,=3gtal que f = X,.g, 9 € A[X1,...,Xy], g # 0. Entonces s,.9(s1,...,9) =0 =
g(81,...,8,)=0y g #0.
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Ademésgrg < grf —grX, =grf—1<d. Absurdo. Por lo tanto fy # 0. Sustituyendo X, por

0 en Z?:o fi(s1,...,80-1).8, =0, se tiene

d
Zfi(sll," 'aS{n.-l)'s;'Lz =0:

=0

pero como s, = 0, resulta fo(s],...,sh_,) =0, y por hipbtesis inductiva, fo =0. O

Ejercicio. Sea K un cuerpo. Por analogia a lo expuesto para A[X;,...,X,], definir una accién
de S, en K(Xi,...,X,) e introducir la nocién de fraccién racional simétrica. Luego, usando el
teorema de Artin para los grupos finitos de automorfismos de un cuerpo, probar las dos proposiciones
siguientes:

i) Si f € K(X3,...,Xy) es simétrico, existe una tnica fraccién g € K(Xi,...,Xn):

f=2g(s1,...,8n)
n
Indicacion. Sea h = H(X — X;); considerar su cuerpo de descomposicién sobre K(Xi,...,Xn).
i=1

+ ii) Si G es cualquier grupo finito, existe una extensién E/L y un cuerpo intermedio F' de E/L tal
que E/F es galoisianay G(E/F) ~ G.

Indicacion. Considerar a G como subgrupo de S, para algin n, y usar el teorema de Artin.

TEOREMA (ARTIN). SiG es un grupo finito de automorfismo de un cuerpo E y K = CE, entonces
G =G(E/K) y E/K una estension galoisiana de grado finito.

6.1. El discriminante.. En A[X;,...,X,] se considera €] polinomio
g= JI &;-Xa).
1<i<j<n

(En lugar de g, puede emplearse H (X:i—X;)=(-1) ma 9). Se ve que, dada una permutacion
1<i<j<n
w de grado n, 7.g = x(«).¢, donde x(w) es la signatura de «.

Luego d = g% es un polinomio simétrico, pues

m(g%) = (ng)(mg) = (mg)? = x(n)?g®* = ¢* = d.

Explicitamente,
n{n—1
d=TIx; - %2 = [[(X. - %;)* = (=1)*F (X - X5).
i<j i<j isj
Por lo tanto, estd unfvocamente determinado § € A[Xj,...,X,] por la propiedad

d=6(s1,...,8n)-
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M4s atn, si P es el subanillo primo de A, como d € P[X;,...,X,] pues g € P[X3,...,Xa),
resulta 6§ € P[Xy,...,X,].

Sea pr = Y., XF, k € No. Por ejemplo, pp = n, p1 = s;. Como g = v(X,...,Xn) =
det(X?")1<ij<n = det a, donde

1X X ... xp1
a= 1X2X22...X;_1
1X, X2 ... Xp?

(es decir, v es el determinante de van der Monde.)

Resulta que

Do b1 D2 ver Pn-1
D1 P2 D3 vee Pn

d = det(pi+j—2)oi,j<n = det | | . )
Pn-1 Pn DPnt1 ... Doan-2

En efecto, d = g2 = (det a)? = det(at.a), ¥ (ata)y = Sop., QwiGk; = Sopy Xit Xi7' =

n -2 __
Dok=1 Xk = Pitj-2-

n
Se tiene en general detb =3 g X(W)H bix(i)- De modo que, explicitamente,

i=1
n
d= Y x(M]] pitnci-2-
TE8y, =1

Ejemplos.

i) Caso n = 2. Por un lado,

2
d = det P = 2pp — p},
D1 P2

mientras que

p1= X3+ Xg = 31,
Py = X2 4+ X2 = (X1 + X2)? - 2X1 X2 = s% — 2s,.

Luego d = 2(s% — 2s;) — 52 = s — 435, y por lo tanto

6=X%~4X,.
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ii) Caso n = 3.

31 p2
d=det | pypyps | =3paps + 2p102ps — D3 — Pips — 3p3.
P2 P3 P4

Por otra parte

n=X1+Xo+Xs=5
Do = Xf -+ X22 +X32 = (Xl + Xo + X3)2 - 2(.X1X2 + X1 X3+ XoX3)

= o} —2ps
Para calcular p3 y p4, se considera
h=(X-X1)(X - Xo)(X - X3) = X3 — g1 X2 + 89X — s3.

Como h(X;) =0,
X =81X?—9Xi+s3

y
Xt =81X} — 92 X? + 83 X:.
Luego
p3 = X3+ X3+ X3
= 51(X] + X3 + X3) — s2(X1 + X3 + X3) + 333
= sl(sf — 289) — 8981 + 383 =
= 3‘;' — 38182 + 333;
pe=X{+ X3+ X}
=81 (X] + X3 + X3) -

— 8o X2+ X2+ X2) + 83(X1 + Xo + X3) =
= 51(s% — 35182 + 3s3) — 32(3"1’ —287) + 8381 =
= s'f - 35"1’32 + 38183 — sfs;» + 23% + 8183 =
= sf — 4sf32 + 45183 + 23%.

Finalmente,

d = 18515983 + s2 % — 443 33 — 453 — 27s2.
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A continuacién, el anillo A de coeficientes es un cuerpo K. Dado f € K[X], no constante y ménico,

sea F/K un cuerpo de descomposicién de f, y sea (pi)i<i<n una numeracién por multiplicidad de

n
las raices de f en E. (Esto significa que mult(p;, f) = card{j : p; = p;}, vale decir f = H(X - pi).)

i=1
DEFINICION. Se llama discriminante de f a df = d(p1,. . ., pn)-
203 n(n—1)
Explicitamente, df = H(pj -p)? = H(p,- —pi) =(-1)"z H(pi - p;)-
i<j 1<j i
Disgresién. Consideremos una extensién E/K de grado [E : K] = n. Siendo E/K separable,

disponemos de la forma traza (z,y) — Tz x(z.y). Dada una matriz (a;)},, se define

disg g (0i)7ey = det(Tr)k(0i-65))1<0,5<n = det(0i(25))i i j<ns

donde (yp;)?; es una numeracién de Hom(E/K,C/K), y C/K es una clausura algebraica de E.
Tomando E = K(a), se tiene disg/x(a* )} = ]___[(aj —ai)?.

i<g

Notar que si f es irreducible y separable, y a € F es cualquier raiz de f, entonces
dy = disg(a)/x (@ igign.

Propiedades del discriminante.

1). df =0 siy sdlo si f tiene una raiz miltiple.

DEMOSTRACION. Trivial, a partir de la expresién explicita de df. O

n). Si f=X"+37_; (—1)*a X%, entonces dy = 6(as,...,an). Luego ds € Play,...,an] C
K (P es el subanillo primo).

DEMOSTRACION. Se tiene dy = 6(s1,...,3a) = dg = 6(s1(p1y---2Pn)r+++18a(P15+ -, Pn))
n n

Por otra parte, consideremos h = H(X -X)=X"+ Z(«l)""s;c X"~*. Con lo cual
=1 k=1

n
f= H(X —p)=> f=hlp1, . s, X)=X" +Z(——l)"sk(pl,...,pn)X”"“.
k=1
Por lo tanto, ax = s(p1,-..,on), 1<k <n. O

111). La definicidn de df no depende de la eleccidn de un cuerpo de descomposicion E/K de f ni

de la eleccién de una numeracion por multiplicidad (p;)%, de las raices de f en E.



36 TOPICOS SOBRE TEORIA DE CUERPOS

DEMOSTRACION. Basta aplicar ii) pues § estd univocamente determinado por d, y a su vez d

estd univocamente determinado por n = gr f. O

Ejemplos:

i) Grado 2. Si f = X? — a1 X + ay, dy = a? — 4a,.

ii) Grado 3. Si f = X3 ~a; X%+ asX — as, entonces dy = 18aya2a3 + a?a? — 4adag — 4a3 — 2743,
Ejercicio. Conservando las notaciones anteriores se toma n = 4.

Sea g = (X — n)(X — m)(X — 73), donde

T = p1p2 + papa,
To = p1p3 + p2p4,
T3 = p1pa + p2p3.

g se llama el resolvente cibico de f.
i) Probar que dy = d,.
i1) Verificar que g = X3 — by X2 4 by X — bg, donde

by = ai, by = a1a3 — 4ag, b3 = a1a4 — 2aqa4 + ag.

Luego g € Play, ag, as, a4|[X] C K[X].

ili) Expresar dy en P[ay, az, a3, as) .

7. Grupo de Galois de un polinomio.

Sea K un cuerpo. Sea f un polinomio € K[X], f no constante. Si E/K es un cuerpo de
descomposicién de f y R es el conjunto de raices de f en E, cada automorfismo ¢ de E/K define
una permutacién cr de R pues o(R) = R. La aplicacién o + or es un morfismo de G(E/K) en
S(R), que resulta inyectivo, pues R es un sistema de generadores de E/K. Ademés, si (p;); es una

numeracién de R, se tiene un isomorfismo
S(p): Sn — S(R).
En definitiva, empleando ambos morfismos, se obtiene un monomorfismo de G(E/K) en S,.
DEFINICION . Gy = Im(G(E/K) — Sy,) se llama el grupo de Galois de f.

En realidad, esta definicién depende de la eleccién de un cuerpo de descomposicién E/K de f,
y de una numeracién (p;); del conjunto R de raices de f en E. Efectuando una nueva eleccién de
tales objetos, se obtiene un grupo de permutaciones de grado n, isomorfo al anterior. Luego, se ha

definido una clase de isomorfia de grupos; més precisamente, de grupos de permutaciones de grado

n.
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La independencia, salvo isomorfismos, de la eleccién de una numeracién (p;)%, del conjunto R
de raices de f en E se verifica en la forma siguiente:
. ! + 2 3 ’ a .z ' —
Si (p})2, es otra numeracién de R, existe una (inica) permutacién 7 de R tal que p} = To(i)s

para 1 < i < n (asaber w = p'p~1). Luego, es conmutativo el tridngulo
g

8(x)
S{R) — S(R)
Sie)N /' S(p)
Sa.

Por lo tanto, si G es el grupo de permutaciones de R, S(p)~}G) =~ S(p')"}(R). En efecto p' =
7p, implica S(7)S(p) = S(p")p ¥ S(7)S(p) = S(p') = S(p)7'S(7)~! = S(p)~! = S(p)"(G) =
S(p)~HS(m)"HG)) = S(p)~HG).

En cuanto a la independencia, salvo isomorfismos, de la eleccién de un cuerpo de descomposicién
E/K de f,si B'/K es también un cuerpo de descomposicién de f, existe un isomorfismo ¢ : E/K —
E'/K, que induce una biyeccién % : R — R’, donde R’ es el conjunto de raices de f en E'. Luego,
se tiene el cuadrado conmutativo

G(E/K) —— S(R)

6(¢)| | sw
G(E'/K) —— S(R').
Por lo tanto, Im (G(E/K) — S(R)) ~ Im (G(E' /K) — S(R")).

Ejemplos (que se obtienen reformulando resultados conocidos).

i) Si K es un cuerpo finito de ¢ elementos, y f = X9 — X entonces Gy es un grupo ciclico de
orden n.

En efecto, sea E/K un grupo de descomposicién de f, de modo que Gy ~ G(E/K).

Como K finito y [E : K] < 00, E/K es ciclica. Esto nos dice que E/K es galoisiana y que
G(E/K) es ciclico. Como (G(E/K):1) = [E: K], debe verificarse que [E : K] = n.

Sea R el conjunto de raices de f en E. Sea o el automorfismo de E dado por z — z¢™. Por un
lado 8f = —1 = card R = ¢". Por otro, °E = R => R es un subcuerpode E = E = K(R) = R
= F tiene ¢™ elementos.

ii) Si K es un cuerpo de caracteristicapy f = X™ — 1, donde p fn, entonces Gy es isomorfo a un
subgrupo de U, con lo cual Gy es abeliano de orden un divisor de ¢(n).

Ademés Gy tiene orden ¢(n), vale decir Gy ~ U, < C, (el polinomio ciclotémico sobre K de
indice n) es irreducible en K[X].

iii) Si K es un cuerpo que contiene lag raices n-ésimas de la unidad, y f = X™ —a, con a € K%,

entonces Gy es un grupo ciclico de orden un divisor d de n. Ademés d = min{r e N: a" € (K*)"}.
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iv) Si K es un cuerpo de caracteristica p, p # 0,y f = XP — X —a, entonces Gy es trivial (f tiene
una rafz -y en consecuencia todas- en K) o Gy es un grupo ciclico de orden p (f es irreducible).

Ejercicios.

1) Sea K un cuerpo. Sea p un ndmero primo. Dado a € K, si XP — a no tiene raices en K,
entonces es irreducible en K[X].

2) Sea K un cuerpo de caracterfstica p, y sea f = X™ —¢, con ¢ € K. Entonces Gy es isomorfo a
un subgrupo del grupo de permutaciones de Z., de la forma = +— az + b con a € U,, b € Z,, con lo
cual (Gy : 1)|p(n).n

Ademds, en el caso K = Q, y f irreducible (por ejemplo, ¢ primo), (Gy : 1) = p(n).n, vale decir
Gy es isomorfo al grupo de permutaciones indicado.

Recordemos brevemente que la teoria de Galois determina una correspondencia entre el conjunto
de cuerpos intermedios de una extensién galoisiana de grado finito Z(E/K) y el conjunto de sub-
grupos del grupo de Galois S(E/K). Esta correspondencia esta dada por F — G(E/F), H w E¥

Fijado un cuerpo de descomposicién E/K de f y una numeracién (p;)7,; de las raices de f
en E, vista la definicién de Gy, resulta fijado un isomorfismo de G(E/K) en Gy. Luego se tienen
aplicaciones reciprocas entre S(E/K) y el conjunto Sy de subgrupos de Gy. Componiendo estas
aplicaciones con las aplicaciones de Galois correspondientes a E/K, se obtienen aplicaciones entre
I(E/K) y 8s. Dado un cuerpo intermedio F de E/K, si Gy r nota el grupo de Galois de f € F[X],
definido a partir de E/F y (pi)%,, (que resulta un subgrupo de Gy) entonces, F' — Gy es la
aplicacién construida de Z(E/K) en Sy.

Llamando g : Z(E/K) — Sy y ¢ : §f — I(E/K) a las aplicaciones construidas, el teorema de

Galois se formula como sigue:

TEOREMA (GALOIS). Se verifican las siguientes proposiciones:

i) Respecto de la relacidn de inclusion, I(E/K) y Sy son reticulados completos, y c y g son
aplicaciones decrecientes.

i) goc=ids, . Ademds (H : 1) = [E : ¢(H)| para todo H € Sj.

ii1) Si f es separable, co g =idz(z k). Ademds
[F:K]=(9(K):g9(F)), VFeI(E/K).

Sea K un cuerpo, f € K[X], f no constante, E//K un cuerpo de descomposicién de f,y (p;)7.; una
numeracién de las raices de f en E. En consecuencia, estd fijado un monomorfismo G(E/K) — Sy,
o+ oy, vale decir

o(pi) = Poy(i)s
para 1 <1 < n, y por definicién
Gy ={oy; c € G(E/K)}.
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OBSERVACION. El siguiente diagrama conmuta:

Gy — s  S.

! !

1 —— Gf/SanA, —— Sp/A,.

TEOREMA. Sea a = H(pj — pi). St la caracteristica de K no es 2, y las raices de f son simples,
i<y
entonces

G, x(a) = Gr N A,

vale decir, K(a) es el cuerpo de invariantes deducido de Gy N Ay,.

DEMOSTRACION.
Sig= H(Xj — X;), entonces, para toda permutacién = de grado n, se tiene w.g = x(7).g,
i<y
donde x(7) es la asignatura de #. Luego, or.g9 = x(of)g, para todo automorfismo o de E/K.

Especializando ambos miembros de esta igualdad en (p;)1<i<n resulta

o(a) = x(o)-a.

En efecto

O'f(g) = g('XD'f(l)’ KX Xaf(n)) =
05-9(Pir- -y Pn) = 9(Pos(1)s-+ o1 Pos(n)) = 9(a(p1), - .., 0 (pa)) = o(g(p1, - - ., pn)) = o{a),

¥ [x(og).9l(p1,. .., pn) = x(0of)a. Luego, considerando que carK #2,ya#0
(*) o(a) =a <> x(o5) = 1.

En efecto, < vale siempre, y = sigue porque x(of)(a) = a = x(o5).l = 1 = x(o5) =
I(car K) => x(oy) = 1. De (*), Gfre) = Gy N A,. El teorema de Galois nos permite ahora

concluir. [

COROLARIO. Las permutaciones de Gy son pares si y solo si, a € K. En particular, en caso de

que f sea mdnico, las permutaciones de Gy son pares, si y solo si, dy es un cuadrado en K.

DEMOSTRACION. i) Gy C A, <= Gy N A, = Gy <= Gy x(a) = Gy <= (gracias al teorema de
Galois) K(a) = K <> a € K. Si f esménico df =a®,ya € K <= a? € K2. 0O

Ejercicio.

Seaa= Z H p:r?ll) Sicar K = 2, y las raices de f son simples, entonces Gy, x(a) = G NA,,
nEh, 1<i<n
vale decir K(a) es el cuerpo de invariantes deducido de Gy U A,.

Indicacidn. D es ficil: oy € Ay, = og(a) = a.
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C:Sio € E/K, o(a) =ay o & An. (Usar el determinante de Van der Monde).

TEOREMA. 5i f es irreducible, entonces Gy es transitivo. Reciprocamente, si Gy es transitivo y

las raices de f son simples, entonces f es irreducible.

DEMOSTRACION. =) Suponiendo f irreducible, cualesquiera sean los indices %, j; p; y p; tienen el
mismo polinomio minimal. Luego, como E/K es una extensién normal, 3 0 € G(E/K) : o(p:) = pj,
con lo cual o¢(7) = 3.

<) Reciprocamente, sea g un divisor irreducible de f en K[X], y sea ¢ un indice tal que p; s raiz
de g. Como Gy es transitivo, Vj 37 € Gy : (i) = j. Luego, si o es el automorfismo de E/K tal
que gy =, o(p;) = p;, con lo cual p; es raiz de g. Por lo tanto, suponiendo las raices de f simples,

g es un asociado de f. En particular, f es irreducible. [

Ejercicio.

Si K es un cuerpo finito y f € K[X] es irreducible y tiene grado n > 0, entonces Gy estd generado
por un n-ciclo, que puede tomarse como (12...n).

Indicacidn. Como K es perfecto, f es separable. ademas E/K es ciclica.

Ejemplos.

i) grado 2. Si f tiene una rafz miiltiple, entonces Gy = S; = 1. Si f tiene sus rafces simples,
escribiendo

f=X2-aX +ag

(no hay inconveniente en suponer f moénico), resulta, para car K # 2 :

Ay =1 si a? — day € K?,
Gy =
Sq si no,
ii) grado 3.
Si f tiene una rafz ¢ € K de multiplicidad m, y Ge K[X] satisface f = (z — ¢)™g, entonces

Gy ~ Gy, suponiendo g no constante. (Pues E = K(R) = K(R — {c}). Por lo tanto

Gy ya calculado en i) sim = 1,
Gf=< S;=1 sim=2,
S;=1 sim=3.
Si f no tiene rafces en K, f resulta irreducible, con lo cual Gy es S3 0 Ag (pues es transitivo); si

car K # 2, més precisamente, escribiendo f = X3 — a3 X2 + a X — as, se tiene

G = As si18 ajazas + ala — 4ada; — 443 — 270} € K2
S3 si no.

Ejercicios.
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1. Calcular Gy en los siguientes casos:

i) f=X2—-a.

i) f=X3+bX +c

El interés de esto reside en el siguiente resultado. Sea K un cuerpo de caracateristica p. Sea
f € K[X], gr f =n > 0. Sipno divide a n, f puede transformarse mediante una substitucién lineal,
en un polinomio g € K[X], ménico, de grado n, con coeficiente nulo en X™~1, pero Gy ~ G,.

2. Se conservan las notaciones generales fijadas. Ademds, se supone carK # 2; grf = 4,y
que las raices de f son simples. g es resolvente ciibico de f, con raices 7, 1 < ¢ < 3. Probar que
Gf,K(r1,ma,ms) = Gs NV. (V es el Vierergruppe de Klein.)

Sugerencia. D: of €V 2> 0o(r) =7, 1 <1< 3.

C: Es facil ver que Gy, k(ry ra,7s) € Gr,k(a)- Pero Gy k(o) = GrNAy. Sioy € A=V => a5 = (igk),
absurdo pues o(7,) # 7,.

3. Mostrar que Gy ~ Gy /Gy N'V. Luego, verificar que, suponiendo f irreducible

i) 81 Gy =S4 = G, tiene orden 6.

it) Si Gy = Ay = G, tiene orden 3.

iit) Si Gy =V => G, tiene orden 1.

iv) Si Gy es un conjugado de C, G, tiene orden 2.

v) Si Gy es un conjugado de D, G, tiene orden 2.

Luego, el orden de G, cuando no es 2, permite calcular Gy.

4. Si f es irreducible y G, tiene orden 2, entonces: Gy =~ C' 6 Gy =~ D segiin que f sea o no,
respectivamente reducible sobre K (a).

Sugerencia: En cualquiera de estos casos, Gy € Ay, con lo cual a € k, vale decir [K(a) : K] = 2.

Entonces calcular (Gy : 1) usando Gy,x(a)-

OBSERVACION. Si f = fifa, gr fi = 2, se deduce del teorema de Galois que Gf /Gy, ~ Gy,. De

modo que se tiene una sucesién exacta
1> Gp = G =Gy, — 1.

5. Calcular el grupo de Galois de X% + 3X3 — 3X — 2 sobre Q. Idem con X* — 2.

6. (Van der Waerden) Calcular los grupos de Galois sobre Q@ de los polinomios:

X3-2 X3+42X+1;, X*-5X%+6;
X4+ X241, X141, X4 XP4X 41

7. (Lang) (Cap 8, ejercicio 12 p. 276, Aguilar).
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7.1. Cépsula normal.

DEFINICION. Dada una extensién algebraica E/K, se llama cdpsula normal de E/K a toda ex-
tensi6n normal N/K que tiene a E como cuerpo intermedio tal que si L/K es una subextensién

normal de N/K que tiene a FE como cuerpo intermedio, entonces L = N.
Propiedades. Dada una extensién algebraica E/K, se verifican:

1). Dado un isomorfismo de extensiones ¢ : NJK — N'/K, si N/K es una cdpsula normal de
E/K, entonces N'/K es una cdpsula normal de p(E)/K. (En particular, es una cdpsula normal de
E/K i NJE ~ N'|E).

DEMOSTRACION. Como N/K es una extensién normal tal que E € Z(N/K), resulta N'/K resulta
una extensién normal tal que ¢(E) € Z(N'/K). Si L'/ K es una subextensién normal de N'/K que
tiene a (E) por cuerpo intermedio, entonces empleando el isomorfismo inverso de ¢, ¢~} (L')/K
es una subextensién normal de N/K que tiene a E = p~¢(E) por cuerpo intermedio, con lo cual
e Y L'Y=N'=L=¢p(N)=N'. O

11). Si N/K y N'/K son cdpsulas normales de E/K, entonces N/E ~ N'[E; mds atn, si N/K

y N'/K son subextensiones de una misma eztension de K, entonces N = N'.

DEMOSTRACION. En el caso en que N/K y N'/K son subextensiones de una misma extensién de
K, resulta N = N' considerando N N N'/K. En el caso general, sean C/E y C'/E clausuras alge-
braicas de E que tienen a N y N’ por cuerpos intermedios, respectivamente. Dado un isomorfismo
¢ : C/E — C'/E, aplicando 1), p(N)/K es una cdpsula normal de E/K, y como ¢(N)/K y N'/K
son subextensiones de C'/IK, resulta ¢(N) = N'. [

11). Si L/K es una eztensién normal que tiene o E por cuerpo intermedio, existe una (dnica)
cdpsula normal N/K de E/K, que es una subextensién de L/K. Explicitamente, si G es el grupo de
Galois de L/K y S es un sistema de generadores de E/K, entonces N = K(Uyeq 0(5)).

DEMOSTRACION. Tomar, para la existencia,
N= ﬂ{F € I(L/E) : F/K es normal}.

En cuanto a la descripcién explicita, no hay inconveniente en suponer que L es algebraicamente
cerrado. En efecto, si C/K es una clausura algebraica que tiene a L por cuerpo intermedio y H =
G(C/K), como todo automorfismo de L/K es inducido por un automorfismo de C/K, Useg 0(5) C
Uren 7(S). La normalidad de L/K da la inclusién reciproca. Luego, es claro que K (Usec 0(S))/ K
es una extensién normal: Uyeg o(S) es el saturado de S para la conjugacién de L/K. Adem4s,
E =K(S) C K(Us,a(89)).
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Si F/K es una subextensién normal de K(U, o(5))/K que tiene por cuerpo intermedio a E,
SCECF=o(S)Co(F)CF=K(U,0(s)) CF.
0O

1v). Ezisten cdpsulas normales de E/K.
V). Si [E: K] < oo, también lo es el grado de cualguier cdpsula normal de E/K.

DEMOSTRACION. Con la notacién de iii), Useq 0(S) = Uzes O, donde O, = {o(z) : 0 € G}.

Alternativamente, si H = Hom(E/K,L/K), Useg 0(S) = Uper ¢(S), pues se tiene una apli-
cacién G — H, o — o/E, que es suryectiva por la normalidad de L/K. En este caso, se escoge
S finito, y dada cualquier cdpsula normal N/K de E/K se toma L conteniendo a N, por ejemplo
L=N. OO

vi). Si E/K es separable, entonces toda cdpsula normal de E/K es separable, o sea Galoisiana.
DEMOSTRACION. Se vuelve a usar 111) tomando S arbitrariamente, por ejemplo S =E. [

7.2. Extensiones resolubles.

PROPOSICION. Dada una extension algebraica E/K, son equivalentes las siguientes condiciones:
1) Existe una cdpsula normal No/K de E[K tal qgue G{No/K) es resoluble.

#) Para toda cdpsula normal N/K de E/K,G(N/K) es resoluble.

ii3) Existe una extensién normal L/ K, que tiene a E por cuerpo intermedio, tal que G(L/K) es

resoluble.

DEMOSTRACION.

i) = i). Como No/K ~ N/K, G(Ny/K) ~ G(N/K).

i) = 4i4) pues existen cdpsulas normales de E/K.

iti) = i). Se toma Ny/K como la cipsula normal de E/K en L/K. Como No/K es una subex-
tensién normal de L/K, que también es normal, G(Ny/K) es imagen homomérfica de G(L/K) :

G(L/K) — G(Ng /K), o OoNg.
O

DEFINICION. Una extensién E/K se dice resoluble sii E/K es separable de grado finitoy E/K

satisface una de las condiciones, y en consecuencia todas, de la proposicién.

PROPOSICION. Una extensidn E/K es resoluble si y sélo si existe una extensién L/K Galoisiana
de grado finito tal que E € I(L/K) y tal que G(L/K) es resoluble.
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DEMOSTRACION. Suficiencia. E/K, como subextensién de L/K, resulta separable de grado
finito. Ademds E/K satisface 4i) de la definicién, por medio de L/K.
Necesidad. E/K satisface i) de la definicién, y basta tomar L = Np. O

COROLARIO. Sea E/K una eztensidn Galoisiana de grado finito. E/K es resoluble si y sélo si
G(E/K) es resoluble.

DEMOSTRACION.
Suficiencia. Por la suficiencia de la proposicién anterior.
Necesidad. FE /K satisface i); pero Ny = E por normalidad. O

LeEMA. Dado un isomorfismo de extensiones algebraicas ¢ : E/K — E'/K, si N/K y N'/K son
cdpsulas normales de E/K y E'/K, entonces existe un isomorfismo ¢ : N/JK — N'/K que induce

a .

DEMOSTRACION. Si C/E y C'/E’ son clausuras algebraicas de E y E’ que tienen 2 N y N’ por
cuerpos intermedios, respectivamente, existe un isomorfismo w : C/K — C'/K que induce a ¢.
Como N/K es una cépsula normal de E/K, w(N)/K resulta una cédpsula normal de E'/K ,(w(E) =
@(E) = E'). Ademds como w(N)/K y N'/K son subextensiones de C'/K, resulta w(N)=N'. [0

PROPOSICION. Dado un isomorfismo de estensiones ¢ : E/K — E'[K, si E/K es resoluble,

entonces E' | K también es resoluble.
DEMOSTRACION. Con las notaciones del lema, G(N/K) ~ G(N'/K). O

DEFINICION. Una clase de extensiones C de cuerpos se dice distinguida si satisface
i) Dadas extensiones E/Fy F/K,” E/[FeCy F/K € (" siy slosi E/K €C.
ii) Si E/K y F/K son subextensiones de L/K ; E/K € C implica F(E)/F € C 3.

TEOREMA. La clase de extensiones resolubles es distinguida.

DEMOSTRACION. Sean E/K y F/K subextensiones de una extensién L/K, con E/K resoluble.
Sea N/K una extensién resoluble galoisiana que tiene a E por cuerpo intermedio. No hay incon-
veniente en suponer que N/K es una subextensién de L/K. En efecto, puede asumirse que L es
algebraicamente cerrado, pues basta tomar una extensién algebraicamente cerrada de L. Si C es la
cerradura algebraica de K en L, C/K es una clausura algebraica de K que tiene a E por cuerpo
intermedio, y basta tomar N/K como la cipsula normal de E/K en C/K.

Luego, como N/K es una extensién galoisiana de grado finito que tiene a E por cuerpo intermedio,

F(N)/F es una extensién galoisiana de grado finito que tiene a F(E) por cuerpo intermedio. Como

3 F(E) denota el menor cuerpo que contiene a F' y aF
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N/K es una subextensién normal de F(N)/K, se tiene un morfismo de G(F(N)/K) en G(N/K),
cuyo nucleo es G(F(N)/N).

Luego como G(F(N)/N) N G(F(N)/F) = 1, por restriccién se obtiene un monomorfismo de
G(F(N)/F) en G(N/K). Considerando que G(IN/K) es resoluble, también lo es G(F(N)/F), y esta
probado que F(E)/F es una extensién resoluble. Es inmediato que subextensiones de extensiones
resolubles son resolubles.

Para terminar, sean E/F y F/K extensiones resolubles. Sea C/K una clausura algebaraica de
K que tiene a E por cuerpo intermedio. Como F/K es resoluble, existe una extensién resoluble
galoisiana L/K que tiene a F por cuerpo intermedio; y no hay inconveniente en silponer que L/K
es una subextensién de C/K. Como E/F y L/F son subextensiones de C/F y E/F es resoluble,
L(E)/L es resoluble, y en consecuencia, existe una extensién resoluble galoisiana N/L que tiene a
L(E) por cuerpo intermedio. Sea M/K la cdpsula normal de N/K en C/K. Es claro que M/K es
una extensién galoisiana, de grado finito, que tiene a E por cuerpo intermedio.

Falta verificar que G(M/K) es resoluble. Como L/K es una subextensién normal de M/K que
también es normal, se tiene un epimorfismo de G(M/K) en G(L/K), que es un grupo resoluble, cuyo
nicleo es G(M/L). Basta comprobar entonces que G(M /L) es resoluble. Como M = K(Uscq o(N)),
donde G = Hom(N/K, C/K), teniendo presente que o(N)/L es galoisiana (pues N/L es galoisiana
y o(L) = L,) se obtiene un morfismo de G(M/L) en G(c(N)/L). Luego se obtiene un morfismo

de G(M/L) — H G(o(N)/L), que es inyectivo pues U,o(N) genera M/K. Pero G(o(N)/L) =~
oceG
G(N/L) es resoluble. [

7.3. Extensiones resolubles por radicales.

DEFINICION. Sea K un cuerpo de caracteristica p. Una torre de raices de una extensién E/K es
una sucesién (E;)o<i<n de cuerpos intermedios de E/K tal que E;;; es una extensién de E;, 0 <
i £ n, que se obtiene adjuntando una rafz de un polinomio de la forma z™ —a, con n € N no divisible

porpya€ Ej,0XP~X —a,cona€ E;,sip#0,yademés By =Ky E, =E,
Propiedades.

1). Siuna extension E/K tiene una torre de raices (E;)o<ign, entonces Ej[E;, con0<i<j<n

es una extension separable de grado finito. En particular, E/K lo es.

DEMOSTRACION. Si j =1 claro. Si j > 4, se deduce por transitividad del hecho de que E;y1/E;
es una extension separable de grado finito, pues se obtiene adjuntando a E; un elemento algebraico

separable de E;. [

11). Dado un isomorfismo de eztensiones v : E/K — E'/K, si E/K tiene una torre de raices,

entonces E' /K también tiene una torre de raices.
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DEMOSTRACION. Si (E;)ogicn €s una torre de raices de E/K, entonces (¢(E;))o<i<n €8 Una
torre de raices de E'/K. Tener presente que si E;;1 = E;(z), donde z es rafz de f € E;[X], entonces
@(Bit1) = o(E;)((x)), donde ¢(z) es rafz de B(f) € w(E)[X]. O

111). La clase de extensiones que admiten torres de raices satisface las condiciones de transitividad

y de extensidn de escalares.

DEMOSTRACION. Dadas extensiones E/F y F/K, si (Ei)o<i<n €s una torre de raices de E/F, y
(Fj)o<j<m €s una torre de raices de F'/K, entonces (Lk)o<k<n+m+1 €S una torre de raices de E/K,
donde

F s10<k<m
Epemy1 mZk<n+m+1.

L=

Sean E/K y F/K subextensiones de una extensién de K, y sea (E;)o<i<n una torre de raices de
E/K. Luego (F(E;))o<i<n €s una torre de raices de F(E)/F, tener presente que si E;y1 = E;(z),
con z raiz de f € E;[X], entonces F'(E;y1) = F(E;)(z) y f € F(E;)[X]. O

DEFINICION. Una extensién E/k se dice resoluble por radicales sii existe una extensién L/K que

tiene a E por cuerpo intermedio y que admite una torre de raices.

Propiedades,
1). Siuna eztensidn E/k es resoluble por radicales, entonces E[k es separable de grado finito.

DEMOSTRACION. E/K essubextensién de una extensién L/K que es separable de grado finito. [J

11). Dado un isomorfismo de eztensiones ¢ : E/K — E'[K, si E/K es resoluble por radicales,

entonces E' /K también es resoluble por radicales.

DEMOSTRACION. Sea L/K una extensién, con una torre de raices que tiene a E por cuerpo
intermedio, y sea C’/K una clausura algebraica de K que tiene a E’ por cuerpo intermedio, L/K
es algebraica, ¢ es inducido por un morfismo % : L/K — C'/K, pero ¥(L)/K tiene una torre de
raices, pues L/K la tiene, y ¥(L) tiene por cuerpo intermedio a ¢(F) = ¢(E) = E'. [

DEFINICION. Sea K un cuerpo, y sea f € K[X], no constante. Se dice que la ecuacién f(z) =0
(o por abuso, de lenguaje que f es) resoluble por radicales, sii existe un cuerpo de descomposicién
E/K de f que es una extensién resoluble por radicales. Se dice que f es absolutamente resoluble
por radicales sii f es resoluble por radicales sobre P(M), donde P es el cuerpo primo de K, y M el

conjunto de coeficientes de f.

Propiedades .
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1). f es resoluble por radicales si y s6lo si todo cuerpo de descomposicidn de f es resoluble por

radicales.

11). Si f es resoluble por radicales, entonces f es separable, o sea, los cuerpos de descomposicidn

de f son separables (o sea, galoisianas).

11). Dada una ezensidn F/K, si f es resoluble por radicales sobre K, entonces f es resoluble
por radicales sobre F. En particular, si f es absolutamente resoluble por radicales, entonces f es

resoluble por radicales.

DEMOSTRACION. Sea C/F' una extensién algebraicamente cerrada. Como f € C[X], si R es
el conjunto de raices de f en C y E = K(R), entonces E/K es un cuerpo de descomposicién de
f € K[X]. Luego, E/K es resoluble por radicales, y en consecuencia F(E)/F también es resoluble
por radicales. Por otra parte, F(E) = F(K)(R) = F(R), con lo cual F(E)/F es un cuerpo de
descomposicién de f € F[X]. O

PROPOSICION. Si una extensidn E/K tiene una torre de raices, existe una extensién galoisiana

L/K que tiene a E por cuerpo intermedio y que también tiene una torre de raices.

COROLARIO. Una extension E/K es resoluble por radicales si y sdlo si existe una extensidn

galoisiana L/K que tiene a E por cuerpo intermedio y que admite una torre de raices.

DEMOSTRACION. Suficiencia. trivial.
Necesidad. Existe una extensién F/K que tiene a E por cuerpo intermedio y que admite una

torre de raices, por definicién. Luego basta aplicar la proposicién a F/K. O

DEMOSTRACION DE LA PROPOSICION. Sea (E;)o<i<n una torre de raices de E/K, y sea C/K una
clausura algebraica de K que tiene a E por cuerpo intermedio. Se construird una sucesién (L;)o<i<n
de cuerpos intermedios de C/K tal que L;/K es una extensién galoisiana que tiene a E; por cuerpo
intermedio, y que admite una torre de raices, con lo cual bastard tomar L = L.

Tomando Ly = K las condiciones enunciadas se verifican trivialmente. Argumentando por in-
duccién, se supone definido L; y se toma L,y /K como la cdpsula normal de L;.E;41/K en C/K.
Como L;.E;y1/K es separable, pues L;/K y E;1; /K son separables, entonces L;1/K es galoisiana,

y obviamente tiene a E;;; por cuerpo intermedio. Sean a; € E, 0 < i < n, tales que

Eip1 = Ey(as),
donde o} € E;, con n; € N no divisible por p, o af — a; € F;, siendo p # 0. Como E;;1 = E;(a:),
resulta que L;. B+ = L;(E;)(a;), por lo tanto L; Eyyy = Lyi(a;), de donde L1 = Li(Oy,).

En efecto, sea G = G(C/K); entonces L1 = K (Usea 0(Li(a:))) = K(UseaLi(o(a;))) = K(L;U
O.;) = Li(O;)-
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Como L;/K tiene una torre de raices y L;.Eir1 = L;(a;), Li.E;y1 /K también tiene una torre de
raices. Luego basta verificar que L;11/L;.Ei11 tiene una torre de raices. En efecto: si (0;(a:))1<j<m

es una numeracién de O,;, con o1(a;) = a;, se tiene
Li.Eiy1 = Li(a;) = Li(o1(as)) € Li(o1(a:),09(a:)) - -+ C Li(a1(as)s .. - ,0n(as)) = Liya,
pero
Li(o1(ai), ..., 0541(@:)) = Li(oa(ai), - . ., 05(a:)) (041 (ai))

Y orj+1(ai)”" = 0541 (a?") € 0j41 (Ez) c 0'j+1(L¢) CL;o bien a_,-+1(ai)” h aj+1(a,-) € L;, seglin que
a?‘ € E; 6a§’—ai€Ei. O

TEOREMA. Una extensidn E/K es resoluble por radicales si y sélo si, E/K es resoluble.

DEMOSTRACION. Suficiencia. Sea L/K una extensién galoisiana resoluble que tiene a E por

cuerpo intermedio. Sea

M={peP:p|[L:K]yp#carK},

donde PP es el conjunto de primos positivos. Sea m = H D.
pEM
Sea C/K es una clausura algebraica de K tal que L € Z(C/K). Sea F/K el cuerpo ciclotémico de

indice m en C/K. Como L/K es una extensién galoisiana resoluble, F(L)/F también lo es. Basta
probar que F(L)/F tiene una torre de raices. En efecto, como F' = K(w), donde w € C es una raiz
m-ésima primitiva, resulta que F(L)/K tiene una torre de raices; pero E € Z(F(L)/K), con lo cual
E/K es resoluble por radicales.

Sea entonces (G;)o<i<n una serie normal de G = G(F(L)/F) tal que (G; : Gi41) es un primo p;,
0 £ i < n. Tomando E; = ¢ F(L), (Bi)o<i<n €s una sucesién de cuerpos intermedios de F'(L)/F, y

se tiene
Gy=G=>Ey=F, G, =1=> E, =F(L),
Gi 2 Giy1 = E; C By, [Eiy1: Bi] =(Gi: Gig1) =pi.
Ma4s atin, como G;y1 es normal en Gy, E;;1/FE; es normal, o sea, galoisiana y
G(EH_;[ /E,) fad Gi/Gi+1-

En definitiva, E;1+1/FE; es una extensién galoisiana de grado p;. Si p; = car K, Eiy1/E; es un
cuerpo de descomposicién de un polinomio de la forma X? — X — g, con a € E;, y en consecuencia,

se obtiene adjuntando una raiz cualquiera de ese polinomio.
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Si p; # car K, como p; = (G : Gi+1)|(G : 1) = [F(L) : F||*IL : K] = p:|m, y asi, puésto que
F C E;, E; contiene las rafces p;-ésimas de la unidad. Luego E;+; E; es un cuerpo de descomposicién
de un polinomio de la forma X7 — q, con a € E;, y en consecuencia, se obtiene adjuntando una rafz
cualquiera de ese polinomio.

Luego (E;)o<i<n €s una torre de raices de F(L)/F.

Necesidad. Sea L/K una extensién galoisiana que tiene a E por cuerpo intermedio y que admite

una torre de raices, con “exponentes” e;, 0 < ¢ < n. Sea

m= H €;.

0<i<ay
e;Fcar K

Si C/K es una clausura algebraica de R que tiene a E por cuerpo intermedio, sea..F/K el cuerpo
ciclotémico de indice m en C/K. Basta probar que F(L)/F es resoluble. En efecto, como F/K
es resoluble trivialmente (pues F/K es abeliana de grado finito), resulta que F(L)/K es resoluble,
de donde -por ser subextensién- E/K es resoluble. Como L/K tiene una torre de raices, F(L)/F
también la tiene, m4s aiin, con los mismos exponentes e;, 0 < i < n; sea esa torre (B;)o<i<n.
Tomando G; = G(F'(L)/E;), (Gi)o<i<n €3 una sucesién de subgrupos de G = G(F'(L)/F), y se tiene

Eo=F=Go=G, En=FL)=Gn=1,

E;CEiy1 = G 2 Gy, [Bit1: Ei] = (Gi: Giqr) = 1.

Si E; 1 se obtiene adjuntando a E; una raiz de un polinomio de la forma X — X —a, con a € E;,
(lo cual significa que e; = car K # 0), entonces E,.,/E; es un cuerpo de descomposicién de ese
polinomio, y en consecuencia, E;y1/FE; es una extensién galoisiana, con lo cual Gi;1 es normal en
G;, de grado 1 o e;, pero en cualquier caso G;/G;41 es ciclico. Por otra parte, si F;1 se obtiene
adjuntando a E; una raiz de un polinomio de la forma X% — a, con a € E; (y en consecuencia
car K fe;), como eilm (y asi, E; contiene las raices e;-ésimas de la unidad) resulta que E;y1/FE; es
un cuerpo de descomposicion del polinomio X% — a. Luego E;+1/F; es una extensién ciclica, con
lo cual G4y es normal en Gy, y Gi/Giy1 ~ G(Eiy1/E;) es ciclico. Luego (Gi)o<i<n €8 una serie de
resolubilidad de G(F'(L)/F). 0O

COROLARIO. Sea K un cuerpo. Sea f € K[X] no constante. f es resoluble por radicales si y sélo

si f es separable y Gy es resoluble.

4Como L/K es una subextensién normal de F(L)/K, se tiene un morfismo de G(F/L)/K) en G(L/K), cuyo
ndcleo es G{F(L)/L). Luego, por restriccién a G(F(L)/F), se obtiene un monomorfismo de G{F(L)/F) en G(L/K).
En consecuencia, (G(F(L)/F) : Y(G(L/K) : 1).
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DEMOSTRACION. Sea E/K un cuerpo de descomposicién de f.

Suficiencia. Como f es separable, E/K es una extensién galoisiana. Por otra parte G(E/K) =~
Gy, luego es resoluble. Por ende E/K es resoluble, y por el teorema, E/K resulta resoluble por
radicales.

Necesidad. Por el teorema, E/K es resoluble. Ademds f resulta separable, con lo cual E/K es
galoisiana. Por lo tanto Gy ~ G(E/K) es resoluble. [

DEFINICION. Sea K un cuerpo de caracteristica p. Una torre cldsica de rafces de una extensién
E/K es una sucesién (E;)o<i<n de cuerpos intermedios de E/K tal que E;;1 es una extensién de
E;, para 0 € i < n, que se obtiene adjuntando una raiz de un polinomio de la forma X9 —a, con ¢
primo # p, y a € E;, que es irreducible en E;[X],y ademds By =K y E, = E.

Una extensién E/K se dice cldsicamente resoluble por radicales sii existe una extensién L/K que
tiene a F por cuerpo intermedio, y que admite una torre clasica de raices.

Se supone ahora p # 0. Una p-torre de raices de una extensién E/K es una sucesién (E;)o<i<n
de cuerpos intermedios de E/K tal que E;y; es una extensién de E;, 0 < 4 < n, que se obtiene
adjuntando una raiz de un polinomio de la forma X? — X — a, con a € E;, que es irreducible en
E;[X],y ademés Ex =K y E, = E.

Una p-extension de K es una extensién galoisiana E/K tal que G(E/K) es un p-grupo.

Eje;'cicios.

i) Sea E/K un cuerpo ciclotémico de indice n. Si car K es 0, o bien es mayor que los divisores
primos de 7, entonces F/K es clisicamente resoluble por radicales.

ii) Exhibir torres cldsicas de raicesen los casos K =Qyn =35, 7.

Idea de la solucion de i). Sea d = [E : K]. Como d|¢(n), resulta d < n, descartando el caso
trivial n = 1, y ademés todo divisor primo de d es menor o igual que un divisor primo de n, con lo
cual las hipTdtesis sobre K se satisfa,cen respecto de d (como iﬁdice).

Sin = pr‘ entonces @(n) = Hp ~X(p; — 1), pues U, ITIUP? y o(p®) =p*~(p—1).

i=1 i=1 =
Sea p primo: si p|p(n), entonces existe j tal que p = p;, 6 p|p; — 1; o sea, existe j: p = p;, 6

p<p;~1<up;.

Luego, si C/K es una clausura algebraica de K que tiene a E por cuerpo intermedio y F/K es
el cuerpo ciclotémico de indice d en C/K, argumentando por induccién global en el indice, puede
suponerse que F/K es cldsicamente resoluble por radicales. Si L/K es una extensién que tiene a
F' por cuerpo intermedio y que admite una torre clésica de rafces, no hay inconveniente en asumir
que L es un subcuerpo de C, pues existen morfismos de L/F en C/F. Ahora, como L(E)/L, es una
extension abeliana, [L(E) : L]|d y L contiene las raices d-ésimas de la unidad (pues F C L), resulta

que L(FE)/L tiene una torre cldsica de raices.
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2. i) Sea E/K una extensién de grado finito tal que car K = 0, 6 es mayor que los divisores
primos de [E : K] y, en este dltimo caso, E/K es galoisiana. Si E/K es resoluble por radicales,
entonces F/K es cldsicamente resoluble por radicales.

ii) Si E/K es una extensién tal que card K = 22 y card E = 25, entonces E/K es cldsicamente
resoluble por radicales (Pues car K =2 < 3 = [E : K]).

3. Sea K un cuerpo de caracteristica p # 0. E/K es una p-extensién de grado finito si y sélo si

E/K es una exensién normal con una p-torre de raices.

8. Polinomios generales.
Sea K un cuerpo, sea n € N,
DEFINICION. f=X"+ S (—1)X; X" € K(Xi,..., X,)[X] se lama el polinomio (mnico)
general de grado n, o tambilégilifai1 polinomio (ménico) con n coeficientes genéricos sobre K.
OBSERVACION. Dado g € K|[X], ménico, de gradon, si g = X" + Z (=1) a; X™*, entonces
g = f(ay,...,an,X) considerando f en K[X3,...,Xn, X]. al

TEOREMA. St f es el polinomio general sobre K de grado n, entonces Gy = S,

DEMOSTRACION. Sea h el polinomio (ménico) con n raices genéricas sobre K:

h=T[ x-x:) =Xﬂ+i(—1)is.ixn**‘ € K(s1. - 8n)[X]

i<i<n i=1
Se afirma que G, = S,. Es claro que K(X3,...,X,)/K(s1,...,$») €8 un cuerpo de descomposicién
de h. Por otra parte, cada permutacién « de grado n define un automorfismo 7 de K (Xj, ..., X»)/ K,

dada por la especializacién por (X.(;))i<i<n- La aplicacién 7 +— 7 es un morfismo (inyectivo) de S,
en G(K(X;,...,X,)/K). Luegolaaccién 7.f = 7(f) = f(Xr)y -+ » Xn(n)) de Spen K(Xy,...,Xy5)
es compatible con la estructura de extensiones de K(X;,...,X,)/K. Las fracciones racionales en
S"K(Xl, ..., Xn) se dicen simétricas. Se afirma que G(K(X1,...,Xn)/K(S1,...,5.)) = Im(S, —
G(K(X1,...,X,)/K)). Tomando G como la imagen, o sea

G={7: 7 €8S,},

como CK(Xy,...,X,) = BK(Xy,...,Xn) 2 8K[Xy,...,X,], resulta que CK(X;,...,X,) 2

K(Sy,...,S5y,). Abora bien, por un teorema de Artin,
[K(X1y. s Xn): C K(X1,...,X0)] = (G : 1) =n!,

en tanto que
[K(X1,...,Xn): K((S1,..-,50)] € nl,
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pues grh = n. Luego CK(X1,...,Xn) = K(51,...,5,), vy asf
G(K(Xy,...,Xn)/K(51,...,5.)) = G.

Definiendo Gy, a partir de K(Xy,...,Xn)/K(S1,...,8), ¥ (Xi)1<i<a como T(X;) = Xp(y) (1 £
1 < n), vale decir #, = m, lo cual prueba que G, = S,. Esto también es claro pues G, ~ G y
(G:1)=n!

Pasando a la demostracién propiamente dicha, como (s;)i<i<n €8 una familia algebraicamente
independiente en K(X3,...,X,)/K, la especializacién por (;)i<i<n induce un isomorfismo ¢ :
K(X1,...,X,)/K — K(s1,...,32)/K, tal que B(f) = h. Luego, si E/K(X4,...,X,) es un cuerpo
de descomposicién de f, por razones de unicidad de los cuerpos de descomposicién, existe un iso-
morfismo ¢ : E/K — K(X;,...,X,)/K que induce a .

Luego G(E/K(X1,...,Xn)) ~ G(K(X1,...,Xn)/K(31,...,8)) por la aplicacién

o — Yoyl

tomando z; = v ~}(X;), resulta (z;)1<i<n Una numeracién de las raices de f en E, por resultar estas
simples.

Definiendo Gy a partir de E/K(X3,...,X,) y de (2;)1<i<n se obtiene el diagrama:

G(E/K(X1,...,Xn)) —— GK (X1, ., Xn)/E (1, ., 5n)

! !

STL Sn,
que es conmutativo. En efecto, dado un automorfismo o de E/K(X1,...,Xn), o(z:) = z; =
(e~ )(X:) =~ 1(X;) = (Wop~1)(X;) = X;. Luego o5 = (ap~1),, con lo cual,

Gy = Gn
De todas formas, Gy = S, resulta de
Gy ~G(E/K(X1,...,Xn)) » G(K(X1,...,Xn)/K(S1,...,5)) =G,
yaque (G:1)=n! O
COROLARIO. f es un polinomio irreducible y sus raices son simples.

DEMOSTRACION. Como el grado de las permutaciones de Gy coincide con gr f, resulta que las
raices de f son simples (por supuesto este hecho estd contenido en la demostracién del teorema).

Luego como Gy es transitivo, resulta que f es irreducible. O

COROLARIO (TEOREMA DE ABEL-RUFFINI). f es resoluble por radicales si y sélo si n < 4.
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DEMOSTRACION. Siendo f un polinomio separable, f es resoluble por radicales si y sélo si Gy es

resoluble. Por otra parte, S, es resoluble siy sélosin < 4. [

Ejercicio.
Sea E/K(X1,...,Xx) un cuerpo de descomposicién de f, y sea (2;)1<i<n una numeracién de las

raices de f en E. Si (e;)1<i<n €8 una sucesién de elementos de K, entonces Z e;z; s un elemento

1<ign
primitivo de E/K(Xq,...,X,).

Indicacién. (%;)1<i<n es linealmente independiente en E/K pues es algebraicamente independi-

ente.

PROPOSICION. Sea E/K(X1,...,Xn) un cuerpo de descomposicion de f, y sea (Ti)i<i<n Una

numeracién de las raices de f en E. Se supone carK # 2. Sea a = H(z] — z;). Entonces
i<j
Gr,K (X1, Xn)(a) = An, 0 equivalentemente, K(Xy,...,Xxs)(a) es el cuerpo deducido de An.

OBSERVACION. df ¢ K(X1,...,Xn)%, sin> 1.

Ejemplos.

1) Grado 2.

f=X?~X;X 4+ X2 Se supone car K # 2. Considerando para S; la serie normal trivial (Sg,1)
resulta que E/K (X, X2) “es” una torre de raices. Explicitamente, como Ay = 1, K (X3, X2)(a) = E,
donde a = z9 — z;. Pero a es una raiz de X2 —ds y dy € K(X1,X3). Adem4s, considerando que
Xi+a Xi—a

VYo, = 5 N

Luego, como a y —a son las raices de X? — dy, si 1/ds representa una cualquiera de ellas, las

z1 = S1(x1,%2) = 71 + 23, resulta que T3 =

raices de f se calculan con la férmula
X1 £ 4/dyf
2 )

X1+ /X -4X,
5 .
En consecuencia, dado un polinomio g € K[X] de grado 2, las raices de g se determinan con la

o mds explicitamente

férmula

~b+ /b2 — 4dac
2a !

si g = aX? +bX + ¢, pues el monizado de g es f (—&—, §,X>.

Ejercicio. Se emplean las notaciones generales fijadas para n = 4, de modo tal que f = X* —
X1X3% + XoX? — X3X + X4, con raices z;, 1 <4 < 4. Ademds, f se reemplaza por g = f(X + $X1),
que tiene raices y; = z; — %Xl, y es de la forma g = X* + pX? +¢X +r, con p,q,7 € K' =
K (X1, X3, X3,X4). (Sesupone car K # 2,3). Sea h el resolvente cibico de g, con raices, z;, 1 <1 < 3.

i) Verificar que b = X°? — pX? — 4rX + (2pr — ¢*). Ademds G, = S3, con lo cual k es irreducible.
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ii) Sea d el discriminante de h, y sean t; = 25 + 23, to = 27 + 23, t3 = 21 + 2. Existe una sucesién
(Ei)o<igs de cuerpos intermedios de E/K":
Eo=K', BEi=K'(Vd), E=K'(n,2 %)=E(xn)=E(n) = E(zs),
E3 = Ey(V—t1), Es4=E = E3(V~t3) = E3(v—t3).
iii) Con la eleccién de radicales /—#1.4/—#2.4/~f3 = —q, resulta
2y = V=t + V~t2 + V13,
2y = V—t1 — V—t2 — V13,

25 =~/ + v/ -V,
24 =~/ vV + V.

Luego, las raices de g estin dadas por las férmulas

VTRV
2 3

donde los radicales se eligen satisfaciendo que su producto sea ~q.

9. Polinomios con coeficientes racionales de Grupo de Galois simétrico

PROPOSICION. Si f € Q[z] es irreducible de grado primo p, y exactamente 2 de las raices de f

en C no son reales, entonces Gy = S,,.

DEMOSTRACION. Sea E/Q el cuerpo de descomposicién de f en C/Q, y sea G = G(E/Q). Si
2 € C es una raiz de f, el monizado de f es el polinomio minimal de z sobre Q, con lo cual
[Q(#2) : Q] = p. Esto prueba que p|[F : Q] = (G : 1), luego definido Gy a partir de una numeracién
pi, 1 € i < p, de las raices de f en C, resulta que Gy tiene algin elemento de orden p, o sea, un
p-ciclo. Si ¢ € G es el automorfismo definido por la conjugacién de C, y si 7 y k son los indices tales
que o ¥y p; ¢ R, entonces a(p;) = pr pues o(p;) =B # p; y o(p;) ¢ R; con lo cual o(p;) = ps.
Por lo tanto (j k) = o € Gs. Luego Gy =Sp,. O

PROPOSICION. Dadon €N, sin =2 o n es impar # 1, eziste f € Q[X), tal que f es irreducible

de grado n, tal que exactamente 2 de las raices de f en C no son reales.
TEOREMA. Para cada primo p, existe f € Q[X] tal que Gy = S,.

DEMOSTRACION (DE LA PROPOSICION). Si n = 2, basta tomar f = X2 + 1. Sin = 3, basta
tomar f = X% -2,
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Sea entonces n > 3. Dada una sucesién creciente (7;)1<i<n—2 de nimeros enteros pares, y dado
un entero positivo m, se define

n—2
g=X2+m)[] (X - ) € Z[X].

i=1

n
Notar que g es un polinomio de la forma X" + ZaiX”“i, donde 2|a;, paral <i<n—1,y 4|an.

=1
Luego f = g — 2 € Z[X] resulta irreducible en Q[X] por el criterio de Eisentein para el primo 2. El
grado de f es n.

Dado z € R, se tiene:

>0 sii=1(2),

r; <z <ripy, (1£i<n~38),= g(z)
<0 sii=0(2).

i
En efecto, z —7; > O para 1l < j < con lo cual H(:D—'rj) >0;x—rj<Oparai+1<j<n~2;

j=1
n—2
con lo cual H (x ~ r;) se compara con 0 segiin la paridad del ndmero de factores, que es
j=i+1

n—-2—-i=i+1(2).

Se define z; € (r;,7;41) para 1 < i < n — 3, satisfaciendo g(z;) > 2, si i = 1(2) Esto es posible
porque |g(s)| > 6, si s es un entero impar. En efecto,

n—2

n—2
lg(s)l = |s? +m| [ [ |s —rs| = 2] Is - il
=1

=1
y |s—7i| > 1; perosi |s — ;| =1 para 1 < i < n —2, se tendria n — 2 < 2. Con lo cual existe j tal
que |8 —r;| > 2, y por ende |s —~ 7;| > 2 pues 8 — r; = 1(2).
En consecuencia |g(s)| > 2.3 =6.

Ademis, se toma g =71, Y Tn—2 > Tn—2 tal que
(es posible pues lim,_, o g(z) = 00.) Luego, si 1 <i<n—2,

>0 sii=1(2)

A

Asi flzi1).f(zi) < 0,1 < i < n—2. Luego, aplicando el teorema de Bolzano a f, considerado

como funcién polindmica, se obtienen raices p; € (Zi—1,%:), 1 <i<n—2.
n

Sean pn—1, pn, € C tales que f = H(X - pi).

i=1
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n
Calculando los coeficientes de X»~ ! y X™=2 en H(X — pi) = g — 2, se obtiene

i=1
n n
2p=2 T Y = ) mmdm,
i=1 i=1 i<i<isn 1<i<jsn~2
de donde
n n
=02 > pipi= ri-2m <0,
=1 i=1 1<i<ji<n
2
sim > %Zl (]

PROPOSICION. Sea K un cuerpo, y sea f € K[X] no constante, mdnico, con raices simples.

Dado un cuerpo de descomposicion E/K de f y una numeracion (p;), de las raices de f en E,
n

sea g = H (X - Z Px(i)Xi) € E[X1,...,Xn, X]. Se verifican:
wES, i=1
i) g € K[Xi,...,Xn, X], y su definicidn es independiente de la eleccion de E/K y de la nu-

meracion (p;) de las raices de f en E.

n
i) Si d es un divisor irreducible ménico de g, en K(X1,...,Xn)[X], y st Zp,r(i)Xi es una raiz

=1

de d en E(X;,...X,), entonces
n
a= [ (x-3 po).
vEB i=1
En particular, grd = (Gy : 1).
i) En K[X|[X1,...,Xn), g es simétrico, y el estabilizador de d es 7~ 1Gy.

DEMOSTRACION.

i) Si P es el subanillo primo de K, sea

r=]I (X—ZY,,@)X,-) € P[X1,..., Xn, X, Ya,...,Yy]
TESA =1
con lo cual

g=h(Xla"',Xn,X:pla"-1pn)-

En P[Xy,...,Xn, X]|[Y1,...,Ys], el polinomio h es simétrico: pues si v € S,
n
vh= [ (X =) Yor Xi) = h,
€8, i=1
cambiando variables segin la transformacién 7w — vr de S,.

Luego, estd unfvocamente determinado k € P[Xy,..., Xy, X|[Y1...Y3], respecto de la propiedad

h=k(sl,-.-,3n)
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donde s; es el polinomio simétrico elemental de grado ¢ en P[Xy,...,X,,X] [Y1,...,Ys], para
1 <1 < n. Por lo tanto,

g= k(31(p1,. . -apn)a' e 1‘9n(p11 . -apﬂ-))'

Ahora bien, escribiendo

F=X"+Y (~1)a X",

=1
como f = []i, (X — p;), resulta si(p1,...,pn) = a;, 1 < i < n, por el caracter “universal” de los
polinomios simétricos universales. En consecuencia, g = k(ay,...,a,) € K[X1,... » Kny X ]; v esta

igualdad también suministra la buena definicién de g, pues k estd univocamente determinado por h,
que a su vez estd unfvocamente determinado por n = gr f.

ii) Dada una permutacién = de grado n, sea

Fr= Y pPuw Xi € B[X1,..., Xn].
1<i<n
Cada automorfismo v de E/K define un automorfismo 7 de F(X;,...,X»)/K(X1,...,X,) (més
atin, la aplicacién v — D es un monomorfismo de G(E/K) en G(E(X1,...,X,)/K(X1,...,Xn)).
Alora bien, siendo f, € E(Xy,...,X,) unarafz de d € K(X1,...,X,)[X], ?(fz) = for también

es una raiz de d:

n

(fr) = V(Z Py Xi) = Z v(pr()) Xi = Z Pun(i)Xi = fur.

=1 t==1 i=1

Ahora bien, las raices de g son simples:
fo=Ffor 2 Ongi)y = Py Vi 1<i<n > a(@) =a'(@),YVil<i<n=>m=1,

y por lo tanto

Il &~ fnla.

vEGy

Considérese cualquier raiz f, de d, v € Sn. E(X1,...,Xn)/K(X1,...,X,) es una extensién

algebraica, mas ain, de grado finito, pues E/K lo es. Sea C/K(Xy,...,X,) una clausura algebraica
de K(Xj,...,X,) que tiene a E(X;,...,X,) por cuerpo intermedio. Como fr y f., son elementos
de C que tienen el mismo polinomio minimal d sobre K(Xj,...,X,), existe un automorfismo 7 de
C/K(Xy,...,X,) tal que 7(fr) = f., con lo cual 7(pry) = pu(y, 1 < @ < n. Luego, considerando
que (p;)%, es una familia de generadores de F/K, 7(E) C E, y asi, 7 induce un automorfismo ¢
de E/K tal que o(px(i)) = pu(s), para 1 < i < n. Ahora, pgr(;) = py) = 0T = v. Por lo tanto
d= J] (X ~ fun)-

veGy
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n n
iii) Como v.fr = Zp,,(,-) X = me,-l(,,(i)) Xy(i) = fxv—1, cambiando indices segin la

=1 i=1
transformacién 7 +— v ™1, resulta que v.g = H (X = frp-1)=9g. Sip €S,
T€8n
pd=de= [[ (X =for)= ] (X = fomp—)
veG ¢ veB

y como el factor correspondiente a v = (1) en el miembro derecho de la igualdad debe figurar como

factor en el miembro izquierdo, existe v € Gy tal que

1 1 ~1,—1

=YUT S UT =TV =>u=7r_1

T vir=pe 7T_1G_f7l'.

Reciprocamente, dado p € Gy, (7~ lur).d = H (X = fuu-1)s) = d, cambiando indices segiin la
veGy
transformacién v — vp~! de S,. [

COROLARIO. Gy =S, si y sdlo si g es irreducible en K(X;,...,X,)[X].

DEMOSTRACION. Empleando ii), g es irreducible <= g = d <= grg = grd <= n! = (Gy :
1) — Gf =S, O

PROPOSICION. Sea K el cuerpo de fracciones de un anillo factorial A, sea f € A[X] y sea P un
ideal primo de A tal que, si f' € K'[X] (donde K' es cuerpo de fracciones de A/P), la reduccidn de
f médulo P, f' tiene sus raices simples. Entonces se verifica:

i) g€ A[X1,..., Xn,X] y ¢ coincide con la reduccién de g médulo P.

i) Dado un cuerpo de descomposicion E'/|K' de f', con una adecuada numeracidn (p))?, de las

raices de f' en E', Gy es un subgrupo de Gy.

DEMOSTRACION. i) Empleando las notaciones de la demostracién de i) de la proposicién anterior,
comoa; € A, 1 <i<n,y P C A, esclaro que g = k(ai,...,a,) € A[X1,...,X,] [X]. Notando con
~ la reduccién médulo P de polinomios con coeficientes en A, en el mimero de indeterminadas que

sea necesario, también es claro que h = h/, pues gr f' = n; pero entonces

B =h=g=k(1,...,60) =k(31,.--,3n) = k(5},...,8)
=k =k=g =k(a7,...,a,) =k@,...,8) = k(a1,-..,0) = 7.
Retomando ii) de la proposicién anterior, sea g = H gi, con g; € K(Xy,...,X,)[X] irreducible

i=1
y monico. Existe una sucesién (m;)1<i<r de permutaciones de grado n tal que

gi = H (X—fl/‘ll'i))

veG;
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con lo cual los conjuntos (Gym;)].; forman una particién de S,, vale decir (m;)7_, es una familia de
representantes del conjunto cociente S,,/Gy (coclases a derecha), y si my € Gy, por ejemplo, no hay
inconveniente en escoger 71 = (1). En el caso en cuestién —f € A[X]—, como g € A[X1,...,X,] [X]
puede tomarse g; € A[X,,...,X,] [X] (también ménicos), 1 < 7 < 7, pues A es factorial. Por lo

tanto, reduciendo médulo P,
T
9= H (22
i=1

Como Gy es el estabilizador de g1, y la accién de S, conmuta con la reduccién médulo P, Gf actia
trivialmente sobre g,. Ademds, si u € S, — Gy, p.g1 = g;, para algiin j > 1, con lo cual 4§, =7;,
y se tiene: g; # §; por ser las raices de g’ simples. Por lo tanto, G; es el estabilizador de gy, ¥

probando que G} actda trivialmente sobre gy, resulta que Gy C Gy. Se fija la numeracién (p})1<i<n
n
de las raices de f’ en E’ exigiendo que E p;X; sea una raiz de g; (g; no constante pues g; moénico),
i=1
con lo cual d' = H (X — f+) es un divisor irreducible de §,. Como v’ € G4 deja invariante a d',
V' EGY
los divisores irreducibles de v/g; no pueden obtenerse de los divisores irreducibles de §;, 1 < i < 7,

conlo cual V'§; =g,. O



