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TEMAS DE ANALISIS FUNCIONAL

HORACIO PORTA

Notas de un curso dictado en Julio -Agosto de 1987.






Introduceidn

Las fechas de las referencias indicadas al final de estas
notas varfan desde 1890 hasta 1963. El periodo més espléndido
del andlisis funcional va desde 1900 hasta 1930, y el impacto
que causaron sus logros no ha amainado todavia. Los temas pro
puestos sén los inevitables; los que la responsabilidad requie
re, y se presentan en versiones secas y calmas: hemos elegido
no escribir la propaganda correspondiente. Si esto quiere usar
se para catalogar estas notas; se deberd concluir que son un

manual incompleto de an&lisis funcional tradicional.






CAPITULO 1

§ 1, Teorema de Hahn-Banach

I.1,1, TEOREMA (Hahn-Banach; [5],[6],[26]).
Sea X un espacio vectorial real y supongamos que

p: X+ R és una funcidn tal que

p(x+y) € p(x)+p(y)

p(tx) = tp(x)

.para todo x,y en X y todo t€R, t>0. 857z ECX
es un subespacio vectorial de X y £ : E - R una
funeional lineal tal que £(x) <p(x) para todo =x€E,
entonces existe una funcional lineal F : X - R tal
que F(x) <«p(x) para todo xXx€X y ademds F(x) 7 £(x)

st XEE.

Demogtracidén: Sea M el conjunto de todos los pares (H,qg)

donde H es un subespacio vectorial de X tal que ECH vy
g: H - R es una funcional lineal tal que g(x)<p(x) para
todo x€H y adem8s g(x) = f(x) si x€E. Es claro que
(E,f) €M, de manera que M no es vacio. El teorema estaré
demostrado si probamos que existe alglin par en M cuyo pri-
mer elemento es X. La relacién (H,g)< (H',g') definida co
mo equivalente a: HCH' y g'(x) = g(x) si x€H, es un ox

den en M; si NCM es un subconjunto totalmente ordenado de



M, y K la unién de todos los briﬁéros miembros de pares en
N, es claro que KCX es un subespagip.véqtprialf_:Dgfina-
mos k : K - R mediante: si x€H paré algﬁn (H,g)e N,
entonces k(x) = g(x); k est§ bien definida, ya gie dos g
coinciden sobre su dominio coémfin de definicién. Es claro a-
demds que (K,k)EM ¥y 'que todo elemento de N esti mayora-
do por (K,k). Luego M es inductivo superiormente y con-
tiene por lo tanto elementos maximales (Zorh) . Sea (U,u)
uno de ellos. Demostraremos que U = X. En efecto, si exis
tiera 2 € U, zé}g‘sea U' = U + Rz es subespacio genera-

dopor U y 2z. Para todo x€ U, ye U se tiene
u(x+y) < p(xty) = p(x-z+y+z) < plx=-2) + ply+z),

de manera que u(x) - p(x-z)< -u(y) + p(y+z), donde el primer
miembro depende de x y el segundo de y. Se puede con-

cluir entonces que

a = Sup‘[u(x)—p(x—z)] < Inf [-u(y)+p(y+z)]'=“b
xeU - yeu
Elijamos ahora s€R entre a y b vy definamos u' ¢ U' =
= U + Rz » R mediante u'(x+tz) = u(x) + ts. Es evidente

qué u' es lineal y que extiende a u (es decirx ﬁ'(x) =
u(x) si xe€ U): Veamos que también u' (v) gp(v) paré todo

veU'., Si v = x+tz, t> 0 se tiene



it

u' (v) = u(x)+ts< u(x)+tb< u(x)+t[ -u(%) +p(%+z)]

p(x+tz) = p(v).

Por otra parte si t< 0, entonces

u'(v) = u(x)+ts<u(x)+ta<u(x)+t[u(:}%) —p(:—’%-rz)]'
= ~tp(-2) = p((-t) (F~2)) = p(x+tz) = p(v).

Como el caso t = 0 se reduce a u(x)<p(x), concluimos que

u'(v) < p(v) para todo ve€U' y por lo tanto (U,u) <(U',u’)

con (U,u) # (U',u') lo que contradice la maximalidad de
(U,u) . Luego no hay tal 2z y U = X; el teorema estd demos
trado.

La existencia de medias invariantes sobre el circulo uni-
dad que se obtiene en 52 depende solamente de este teaqrema y
podrfa demostrarse aqui. Sin embargo para futuras aplicacio
nes obtendremos algunos corolarios.

Recordemos que un espacio normado es un par (X, ) tal

que

a) X es un espacio vectorial real o compleja,

b) Il I es una funcién Il I: X = R qgue satisface
Il txll = ||l xll para todo x€X vy todo escalar t vy

tal que d(x,y) =l x-yll es una métrica sobre X.



Toda’ nocién métrica en un espacio normado (esferas, isome=
trias, etc ). se refiere a la distancia d. En partlcular

la bola unidad de V(X,HID'-eé”el conjunto {x€ X; d(x,0) < 1}.

Un espacio normado (X, |) tal que el espacio métrico
asociado (X,d) sea completo se llamar& espacio de Banach
(real o complego).

A
o

Cuéndo éétén involucrédoé espacios normadbé 6 de Banach,
" tdda mencién de continuidaﬂ'Se hace con referencia a la mé-

trica d(x,y) =l x~-y |l . En cambio las nociones de continuti-
qﬁddd.débil“&’éonvefgencid*débil} que se definirdn oportunamen
te, ‘corresponden ‘a otras topologias sobre estos espacios, por
"lo que nos cuidaremos de repetir el adjetivo en todas las o-

curencias de estos conceptos.

Recordemos también que si X,Y son espacios normados y
T : X »Y es una transformacidn lineal, entonces T es con
tinua si y solamente si T es acotada en la bola unidad de
X, .o sea si Sup{HTxH, [ <1} < + . EI1 cdﬂjﬁntd'de todas
las transformaciones lineales continuas de X en Y se de-

signard mediante L(X,Y¥). Es un espacio vectorial {(con las

operaciones definidas punto a punto). Ademés | Tl =Y'Sup{HTxII;
Ixll<l} es una norma sobre L(X,Y) vy si Y es un espacio de
‘Banach, también L(X,Y) es un espacio de Banach. En particular
el espacio de Banach L(X,K), donde K es el cuerpo de escala-

-res de X, es el espacio de Banach dual del espacio normado X, y

.~



sus elementos son'las funcionales lineales continuas sobre X.

Adoptamos la notacidn X' para abreviar L(X,K).

Describamos rapidamente los ejemplos més tradicionales
de espacios Hormados. Tablas m&s completas y el estudio de-
tallado de las propiedades de estos espacios se encuentran

por ejemplo en [6] y [21].

A. R y € con el mbdulo como norma.son espacios de Banach
reales; C es también un espacio de Banach complejo. Am

bos se identifican a sus duales.

B. R" y ¢? son espacios de Banach para n = 1,2,.., con

cualquiera de las normas

- n 1By 1/p .
"(Xl’..-,xn)"m = maxj=112r---ln|xj :
C. E1l espacio QP, p>1, de las sucesiones {xn} tales que

z |xn|p < e .con la norma

5 py 1/p
(z [x,|5)

Ixgbly = (2

es un espacio de Banach. Si >1 su dual se identifica
oo *)

+ = 1. El espacio &

Q= 7

canonicamente con 29 donde

Q-



- de las sucesiones. X, acotadas es de Banach con lainor

;i n=12,...} 'y se identifica

canonicamente con el dual dé 21,

ma I{x }, = supl|x,

{

“LP(S,Z,m), para :pzrl, el espacio de clases de funciones

m-equivalentes con potencia p m-integrable vy

L ,Z,m), el espacio de clases de funciones m-equivalen

" tes esencialmente acotadas, son espacios de Banach con

las ‘normas

I£l (Hf(x)|pdm)l/p , p=1

p

£l = Sup. Es. | £(x)].
Aqui S es un conjunto, Z una sigma &lgebra en S y

m una medida definida sobre X .

BK(T), el espacio de las funciones acotadas definidas en
un conjunto T con valores en K =R o K =C es de
Banachhcon la norma Ifll_, = Sup{|f(x)] ; X€T}L. Se puede
reemplazar K por cualquier espacio de Banach y se ob-
tendrd también un espacio de Banach. Es claro que

By (N) = 2=, etc.

C Y ©C5 s los espacios de sucesiones convergentes y con-



vergentes a cero, respectivamente son espacios de Banach
con la norma | x|, definida en C. Hay una identifica-~

cién candnica 2; = (co)'.

-qK(T), el éspacio de todas las funciones continuas con

valores en K definidas en un espacio compacto T con

la norma Il fll= Sup{|f(t)|; t€T} es un espacio de

Banach.

Un espacio de Hilbert es de Banach. El dual de un espa-
cio de Hilbert se identifica con el espacio mediante’una
aplicacidn lineal para coeficientes reales, antilineal

para coeficientes complejos. Este hecho fué probado por

F. Riesz ([21],[46]).

Veamos ahora la versi®n mids corriente del teorema de

Hahn-Banach, que se describe en el caso de espacios normados

de la siguiente manera.

I.1.

2. PROPOSICION. Si (X, ) es un espacio normado real
o complejo, E es un subespacio vectorial de X y

f : E - K wuna funeional lineal continua sobre E ,

entonces existe una extensidén F : X - K de £, 1z
neal, continua y tal que |IFI = | £l (donde I £ll es
la norma de £ como elemento del dual E' y |IF |

la de F como elemento del dual X').



Este teorema fue demostrado para K = R por Hahn y Banach

(loc. cit.) vy para K = C por Bohnenblust y Sobczyk [8].

Demogtracidén: Consideremos el caso K = R. Como f es 1i

neal y continua se tendra |£(x) |[< I£llx] para todo xeE.
Si designamos p(x) = lflllx]l, es claro que p satisface

las condiciones dadas en I.l.l1 y ademés f£f(x)< p(x) para
Xx€ E. Po lo tanto usando I.l.l1 se obtiene la existencia de

F: X = R lineal que extiende a f y con F(x)g p(x) pa-

“ra todo xE€X. Pero como -F(x) F(-x)< p(-x) = p(x) ten-

dremos en realidad |F(x)|< p(x) Il £lllxl lo que implica

Il = HEIl Veamos'el caso complejo. Escribamos
(*) £(x) = £,(x) + if,(x), X€E

donde fl,f2 son funcionales reales R-lineales. Como f

es C-lineal vale if(x) = £(ix) = f,(ix) + if,(ix) lo que
coh.k*) da fl(ix) = —fz(x), y finalmente £(x) = fl(x) -
ifl(ix). Sea ahora F,: X > R una extensidén (R-lineal!l)
de £, tal que | F,l =l|flU (lo que resulta de la primera
parte ya considerada) y definamos F(x) = Fl(x)-iFl(ix). Es

fdcil ver que F es C-lineal. Adem8s si x€X y F(x) =
ret® , r >0, a real, entonces |F(x)| = r = elqr(x) = Fle *%x).

Pero |F(x)| es real no-negativo de manera que



F(€7%%) = F (€%%) = [F (™% | < I£,1 e 2

EF IR

Luego |F(x)|< I£40l Ixl <WEl xl , con lo que concluye la de

mostracién.
I.1.3. COROLARIO. Para todo X€X vale
Ixll = supl|x'(x)]|; x'eX', Ix'<1}

Demostracidén: Es suficiente considerar el caso x # 0. Es

claro que ||x|| no es menor que el supremo del segundo miem-—
bro. Veamos que existe x'€X' tal que |x'| =1 y x'(x)
= ||xX|| con lo que el corolario quedar& probado. Para esto es

suficiente considerar el subespacio E = Kx y la funcional

f:E - K, £(tx) = tIxl. Se tiene |fll = 1. Sea x'€X'
una extensidén de f con norma | x'll = IIf |l (=1). Entonces
x'(x) = £(x) = 1. IIxll =Ixll , como se queria.

I.1.4. COROLARIO. Si x€X y x'(x) =0 para toda x'€X',

entonces x = 0.

Se obtiene a partir de I.1.3.



§ 2. Medias invariantes en el circulo

Demostraremos en esta seccién la existencia de medias in
‘variantes sobre el circulo T = R/Z. Este resultado se debe
a Bén;éﬁ ([41,l6]). En el Capituio V veremos algunas genera
lizaciones que dependen de argumentos de compacidad de los
‘que no disponemos todavia.

Durante toda.eéta seccibn, (X, ) designarid al espacio
X = BR(T) de las funciones reales acotadas en el circulo
(ver ejemplo E en §I.1), v x = x(t) ser& un elemento tipi-
co de X. También usaremos ® para designar el conjunto de
todas las familias finitas Bqr85s 00,8, de longitud arbi-
traria formadas por eleﬁentos aj de T. Como siempre que
hablamos de familias, se aceptan repeticiones. Usaremos
A = (al,az,...,an) para la familia tipica en & . Finalmen
feldéfinaﬁos

M(x,A) = Sup {

seT

Es claro que siempre vale

(1) -Ixll< Inf{x(s); s €T}< M(x,A)

< Sup{x(s); se&lTl< ||x].

Ademéds si x,y€X, Ae€d, entonces



(%) M(x+y,A) < M(x,A) + M(y,A),

(*) M(tx,d) = tM(x,A) si t>0.

Sean ahora A y B dos familias A = (al,...,an), B = (by,
ve.,b ) vy definamos AxB como la familia con nm elementos
ah+bk, 1 <h<n, 1<k <m, tomados en cualquier orden.
Entonces

(m M(x,AxB)< M(x,A)

En efecto,

1
— % Z x(s+a,+b,) =
nm h k h "k
1.1 1
E(Hi x(s+ay +b,) + 5;131 x(s+ay+b,) + ...)
< Tu(x,a) + M(x,B) + ...) = M(x,3),

y tomando supremo en s& T resulta lo deseado.

Consideremos ahora p : X - R definida mediante

p(x) = Inf M(x,A)
AE D

I.2.1. LEMA. Para todo x,yEEBR(T) se cumple:



i) Inf{x(s) ;s € T}< p(x) < Sup{x(s);s€T};
ii) p(tx) = tp(x) &7 t5 0;

111)  p(x+y) < p(x) + ply);

|

iv) 8t eEc BR('I[‘) es la funaidn congtante e(s) =1 e_r%

tonces plae) = a para todo a€R.

"Demogtrasién: 1) resulta de (+) y ii) de (*). Adem&s de i)
se conclu§e'qﬁe si x es constante x(s) = a entonces
p(x) = a, lo que prueba iv). Finalmente si e >0 y A,BE &

son tales que M(x,A)< p(x) + €/2, M(x,B)g p(x) + €/2 enton

ces utilizando (#) y (1) se obtiene

p(x+y)< M(x+y,AxB)< M(x,AxB) + M(y,AxB)

< M(x,A) + M(x,B)< p(x) + ply) + €,

de donde resulta iii).

Sea ahora ECB_(T) el subespacio vectorial de dimensién

R
1 formado por-las funciones constantes x = ae, a€R (e es
la funcién, y a definida, e(t) = 1). Definamos f: E - R
mediante f(ae) = a. Es claro que f(x) = p(x) si Xx€E,

de manera que podemos aplicar I.l.l1 a esta situacibén para ob-
tener una funcional lineal F : BR(T) -+ R qgue extiende a £
y satisface F(x) <p(x) para todo x€ BIR(JI‘) .



I.2.2. PROPOSICION. La funcional lineal F tiene las pro-

ptedades siguientes:

2) F es positiva, es decir, si x(s) >0 para todo

seT, entonces F(x) =0.

1) F es invariante por rotactones del circulo, es
decir st x,ye;BR(T) son funciones que cumplen
x(s+so) = y(s) para algin s, ¥ todo s, enton

ces F(x) = F(y).

2417) F(e) = 1.

Demostracidn: Como F(x)< p(x) para toda erBR(T) se tie
ne fambién F(x) = -F(-x)> -p(-x). Supongamos que x3>0. En
£onces Sup (-x)< 0 y por lo tanto utilizando I.2.1.i) se

concluye que p(-x)< Sup (-x)< 0. Luego F(x)> -p(-x) =20 vy
i) resulta. Supongamos ahora que X,y satisfacen las condi
ciones de il) y consideremos las familias An = (so,2so,350,

...,nso) para n =1,2,... . Entonces

zh (x-y) (s+ks )

n
k=1 Ek=l(x(s+kso)-y(s+kso))

g (x(stks ) = x(s+(k+1)s ))

x(s+so) - x(s+nso)<:2”xn,



y por lo tanto M(x—y,An)s;% 2(1xl|. De aquf resulta p(x-y).’

< 0, y analogamente p(y-x)< 0. Pero entonces

F(x) - F(y) F(x-y) < p(x-y) <0
F(y) - F(x) = F(y-x) <p(y-x) <0
Yy vaiéh“f(x) = F(y). Esto terminé la prueba.

Observacidn: Bajo las hipStesis de ii), en realidad vale

p(x) = p(y), p(x-y) = p(y-x) = 0 lo que es mas fuerte (y £f&

cil de obtener). Esta funcién p estd estudiada en [4].

Si para cada xEEBR(T) designamos mediante %X la fun-

cién Xx(s) = x(-s), podemos definir una "integral"
. 1 1 y
(8)  [x(s)f(ds) = 5 F(x) + 5 F(X)

donde F es la funcional de I.2.2. Estd claro que vale

I.2.3. PROPOSICION. La integral definida por (§) tiene las

propiedades siguientes:

i) [x(s)B(ds) estd definida para toda funcidn acota
da definida en el citrculo con valores reales, y

es lineal en X;



i1) e% x»0, la integral es »0;
111) Ix(s+so)ﬁ(ds) = [x(s)B(ds);
iv) [B(ds) = 1;

v)  [x(s)B(ds) = [x(-s)B(ds)

Una funcional que satisface las propiedades i) a v) se€
llama un promedio de Banach o una integral de Banach. Hay
muchas integrales de Banach distintas puesto que la funcio
nal utilizada, F, no estd unicamente determinada. Todas,
sin embargo, extienden a la integral de Riemann. Algunas

extienden a la integral de Lebesgue, y otras no [4].

§3, Ecuaciones Llineales.

I.3.1. PROPOSICION. Sea X un espactio de Banach (real o
complejo) y sea £ wuna funcidn con valores escala~-
res definida sobre un subconjunto GC X. Para que
f se pueda extender a una funecional lineal y conti
nua sobre X con norma no mayor que M>0 es necé
sario y suficiente para que toda familia finita kl'
KorewerX, de elementos de G y toda familia de éﬁ

calares ayr85r...0a, se cumpla

n n
|.§ ahf(xh)|< Mllhilahxhn.

h=1



Demostracidn: Necesidad: sea F la extensién; entonces

F(Xa ) = EahF(Xh) = Eah-f(xh) y por-lo tanto -

h *h

1Za £(x ) | = [F(Za ) [<IFII Za %)< Miza s .

it

Suficiencia: Sea H el subespacio generado por G, es de

cir el conjunto de todas las combinaciones lineales Eahxj
y g: H > K la funcién g(Z:ahxh) = Zlahf(xh); ‘g esté
bien definida puesto que si Tayx, = 0 entonces

“|§3ahf(xh)|< MiiZayx, I =0, de manera que también »

Eiahf(xh) = 0. Ademds |g(z)|<M|z| y aplicando I.1.2 se

L

‘obtiene la extensién buscada.

Veamos una aplicacién de I.3.1.

I.3.2. TEOREMA ("Criterio de Helly", v. [6],[28]).

Sea Z a = C i=1,2,... un sistema de

k=1 %ik%k i’

ecuaciones lineales con infinitas incdgnitas IREPYRE
Supongamos que 23;;1 |aikl<:m para todo i = 1,2,..
Entonces existe una solucidn {zk}k=l con la propie
dad  Sup |zk|<§M si y solamente si para todo siste

k
ma de escalares bl’b2""'bn se tiene

| | S |
2 b.c.i <M I X a.,b.|.
i=1 * 1 k=1 i=1 1ik'1
Demostracidn: Para cada i = 1,2,... la sucesi6n x; =
_ o 1
(ail’aiZ"") = (aik)k=l es un elemento de (ver §I.1,

Ejemplo C). Sea G = {xi, i=12,...}'y £:6G6 =K la



funcién f(x;) = ¢ Entonces el criterio de Helly se redu-

il
ce a la Proposicién I.3.1 si se recuerda que £ es el dual

de Ql (loc. cit.).



CAPITULO II

§1. Teorema de Alaoglu—Bourbak<c.

Sea. Y un espacio topolégico, X un conjunto y conside

X .
remos el producto Y“. Una red (fa)aE T
X

fey en la topologia producto si fa(x) =+ f(x) para cada

X Lo "‘ I Cyh
en Y converge a

xe€ X, Si F es un conjunto cualguiera de fﬁnciones de X

en Y, llamaremos topologfa de la convergencia simple sobre

X a la topologia en F inducida por la topologia producto

a través de la inclusién FCZYX. Una red convergente para es

ta topologia serd simplemente o puntualmente convergente.
Consideremos el caso en que X es un espacio normado so

bre K (=R o =€, e Y =K. Como el dual X' de X es

un subconjunto de KX, estd determinada en X' la topologia

de la convergencia simple. En este caso particular seré lla-

mada topologZa débil de X'; se la designa habitualmente me-

diante w* o, cuando es necesario poner a X y a X' en e-

videncia, con o (X',X).

II.1.1. TEOREMA (Alaoglu-Bourbaki; [1]1,[21,[91,[11]).
La bola unidad cerrada de X' es compacta en la topo
logfa débil. Si X es separable, la bola unidad ce-
rrada de X' es compacta y metrizable en la topolo-

gta débil.

Demostracidbn: Sea B' 1la bola B' = {x'e X'; lIx'I<1l}. La




‘demostracién se basa en que podemos intercalar entre B! y
Kx un espacio que es compacto por razones generales. Mas
concretamente, si x€ X, sea C(x) el intervalc o disco (se
glin se trate de coeficientes reales o .complejos) C(x) =
={aekK; |aj]< x|}, y definamos C = II{C(x); x€ X} C KX,
Como cada C(x) es .compacto, C resulta tambié&n compacto
por el Teorema de Tijonov. Por otra parte, si x'€ B' enton
ces |x'(x)]| < Il de manera que B'C C. La demostracifén es
tar8 terminada si mostramos que B' es cerrado en C : su-

pongamos que (x& ) es una red en B' convergente a c€C.

Entonces para cada x,ye€X, k€K se cumple

c(x+y) = lim xé(x+y) = lim xé(x) + lim xé(y) =
= c(x) + cly),

c(kx) = lim xé(kx) = k lim xé(x) = ke(x),

le(x)] = lim |x](x)|< Sup %) [ <=,

lo que prueba que ¢ es lineal y acotada con norma no mayor
gue 1. En definitiva se obtiene c&€B' y entonces B' es
cerrada en el compacto C, con lo que B' es compacta como
se queria demostrar.

Supongamos ahora que X es separable, es decir que exis

te una sucesidn ({x densa en la bola unidad de X. Ob-

n}n=l



servemos que una red {x;}, en B' converge débilmente a’‘ x'
si y solamente si x4(x )- x'(x)) para cada n = 1,2,... .
En efecto, si esta condicién se cumple vy =xe X, [x(I< 1, para
cada € > 0 se encontrar&n n tal que HX—XnH< €/3 vy Qg
v - 1 .
tal que |xa(xn) x (xn)|< €/3 para todo oa> aq e En estas

condiciones,
— ! J —_ ! ] !

|x&(x) x'(x)]| < |xa(x) xa(xn)| + Ixa(xn) X (xn)|+

' ' —_! 1 — ' ]

+Hx (x ) =xt ) < x Bx-xgll + | oxg () =%t (x )]+

+Ix' ix -xli< €/3 + €/3 +e/3 =e.
Luego x&(x)—* x'(x) para todo x con | x|<l, es decir
x&—* x' débilmente; la reciproca es inmediata. Es suficien

te observar ahora que x/(x ) - x'(x ) para cada n siy so

lamente si x& converge a x' en la distancia

™M 3

d(y',x') = 270 arctanly'(xn)—x'(xnﬂ .

o
il
’._l

Por lo tanto esta distancia define la topologia débil en B'

y el teorema estd demostrado.

§ 2. Teoremas de Riesz y de Helly.

Recordemos que una funcidn g : [a,b] = R es de varia-



eién acotada ([7],[21],[46]) en el intervalo [a,b] si las

sunmas

estén acotadas por un nlimero real M independiente de la par
ticibén a = X <X < ... KX, = b del intervalo. El supremo-
de los valores de tales sumas (es decir el menor M posible)
se llama la variacidén total de g sobre [a,bl, y se desig
nard@ aqui mediante Vg(g). Llamaremos BV[a,b] al conjunto
de todas las funciones reales definidas en [a,b] y de varﬁg
cién acotada en [a,b]; es facil ver que BV[a,b] es un espa
cio vectorial real. Méas aln, si ge€BVi[a,b] y [c,d]C [a,b],
la restriccién de g a [c,d] es de variacidn acotada, con
variacidén total menor o igual que g. Si g€ BV[a,b] vy gT
es la funcién g+(x) = Vz(g), a<x<b, entonces g+ y - gou=
g+ - g son no-decrecientes y en consecuencia: toda funcidn
de variacidn acotada es diferencia de dos funciones no-decre
cientes. La afirmacidn reciproca es obvia ya que funciones
monétonas son claramente de variacién aéoﬁada. Luego esta
propiedad caracteriza a BV]a,b].

Si g€BV[a,b] y f es continua sobre [a,b] se puede

demostrar gque las sumas

£(E,) (glx ) -g(x, 1))

™3

k=1



éienen lImite finito cuando se toman particiones {x.} de
[a,b], se eligen puntos Ek entre X1 Y. X, y.se refinan
'ias‘particiones de la manera habitual. El limite es el valor.
de la integral de Riemann-Stieltjes de £ con respecto a g,
que se designa J ° f(x)dg(x). Se demuestra sin dificultad
: que £ -+J P f(x)gg(x) es una funcional lineal sobre (¢ [a,b]
que ademés :atisface
o
|J ° f(x)dg(x)|<'HmeVg(g)
a : .
-4y por lo tanto es continua, Ccon norma nNo mayor que Vg(g);
“Luego cada g€ BV[a,b] define un elemento del dual c¢'[a,b]
.de (C [a,b] , o dicho de otra manhera, existe una aplicacié6n
LS e BV[a,b]j> C'[a,b] gque resulta lineal y ademds satisface
H&g"<'Vg(g). Lo que el teorema de Riesz afirma es que § es

suryectiva. Precisamente:

IT.2.1. TEOREMA (F. Riesz, [45],[46])
Toda funcional lineal continua sobre C la,bl es de -
la forma

b
£'(£) =J f(x)dg(x)
a

para alguna g& BV[a,b] y vale If'l = Vg(g). Exis-

te una uUnica g que es ademds continua a derecha en

cada a< x<b y que cumple g(a) = 0.



'La demostracién completa puede verse en [7] o en [46], por
ejemplo, pero damos a continuacidén una descripcidn de los pa

sos., Sea f'€ c'[a,b] y definamos para a<x<b,

g(x) = 1lim f'(fn)
n - eo

donde {fn} es la sucesidn de. funciones definidas (para n
grande) mediante f(s) = 1 si a<s<zx - % , f(s) = 0 si
Xx<s<b vy f‘ lineal entre x—% Yy X. Es claro que
fﬁEC[a,b] pero no hay limite en (¢[a,b] para la sucesién
{fn}. Se demuestra sin embargo que el limite que define g
existe y es finito y que si se completa g con gf(a) =0
resulta una funcidn de BV[a,b]; para terminar la demostra-
cidn se prueba que f'(f) =J f(x)dg(x) vy que g tiene
las propiedades enunciadas. ®

Es natural ahora aplicar el teorema de Alaoglu-Bourbaki
(IT.1.1) a la situacidn considerada por el teorema de Riesz.
Sin embargo para demostrar el resultado ﬁés preciso, veamos

primero que C( [a,b] es separable.

IT.2.2. PROPOSICION. (C[0,1] es separable.

Es claro que el mismo argumento muestra que ¢[a,b] es sepa
rable para todo a< b; esto también resulta de que C[0,1]
es isomorfo (= linealmente homeomorfo) a C[a,b] mediante

T :C’[a,b]*é’[O,l] , (T£) (x) = £((l-x)a+xb).



Demogtracidn de II.2.2., Sean fec[0,1], €e>0 y elijamos

n

f tal que si |x-x'| <2 entonces valga |f(x)-f(x')|<e.

Sea ahora X, = 0, X = Z—n, Xy = 2.2-n, etc., los puntos de
la partici6n uniforme de paso 2™ ". Si p(x) es una poligo
nal con vértices (xk,f(xk)) entonces para todo Xx€ [xh,xh+ﬂ
valdré |f(xk)—f(x)|s;€ y como p(x) estd entre f(xk) y
£(x,,4) concluimos que |f(x)-p(x)|=<|f(xk) - £(x)|

+ lf(xk),— p(x)| < 2¢. Esto prueba que | f-p|l € 2e¢. Se pue-
de ahora encontrar una poligonal p' con vértices de la for
ma (xk,rk) donde r, es racional y tal que lp-p'l <€ :
serd suficiente que |rk—f(xk)| < € para h = O,l,...,2n.
Por lo tanto el conjunto de poligonales p' es numerable
y denso, de donde resulta que ¢ [0,1] es separable.

oo

II.2.3. TEOREMA (Helly; v.[27]) 87 {g._}

c —
n’ n=1 es una suce

sitén de funciones de variacidn acotada en [0,1] tal
que Sup, Vé(gn)< ©, entonces existen una subsuce-

sion {gnn]-k=l de -[gn}n=l y una funcidn de va
riacidn acotada g tales que para toda funcidén con

tinua £ se cumple

1 1
lim J £(x)dg, (%) = I £(x) dg (x) .
ks o -0 k 0

Demostracidén. Es suficiente combinar II.l.1 con II.2.1 y

IT.2.2.



Este resultado (y otros equivalentes) encuentran un cam’
po natural de aplicacidn en cuestiones de convergencia de va
riables aleatorias (v. [ 36]). Ver también [21],[50] para o-

tras aplicaciones.

§3. Interludio topoldgico.

II.3.1. TEOREMA. GSea E wun espacio compacto metrizable. En
tonces existe una funcidén continua suryectiva £ : C

- E, donde C es el conjunto de Cantor.

Recordemos que C se puede definir como el subconjunto

de [0,1] formado por todos los posibles valores % a_3 0

n=1
donde a, = 0 6 a, = 2 para cada n=1,2,... . No es di
ficil ver que si D = {0,1} , la aplicacidbn ¢ : SN'* C de-
finida por W(al,az,...) = X 2anB-n es un homeomorfismo
n=1

de dN sobre C.
También, la aplicacién ¥ : DN-[0,1] definida por

w(al,az;...) = Z anZ—n es continua y suryectiva (pero no

n=1
inyectiva'). Por lo tanto dﬂN : (DW)]N - [O,l]]N es tam-

bién suryectiva. Pero ('DTN)]N se identifica con D' de ma-

nera que existe una aplicacién V' : N - [O,l]IN que es
continua y suryectiva. Luego T = w'w—l es una aplicacién
mT: C—> [O,l]IN continua y suryectiva. Sea ahora E un

espacio compacto metrizable y - & una métrica para E tal



que d(x,y) <1 para todo par X,y €E. Nuestro préximo paso
es definir h:E +[0,1]V tal gque h es un homeomorfismo de
E con h(E). Primero, sea {xn}:=1 una sucesién densa en E
(la separabilidad de los compactos metrizables es ficil de ob

tener; v. [20], [34]) y definamos h(x) = {d(x,x) }:=.le o,1YN.

B

Como h seguida de cada proyeccién [0,1]N'* [0,1] es de la
forma x-+d(x,xn), que es continua, h es también continua.
Ademds h{(x) = h(y) implica d(x,xn) = d(y,xn) para todo
n€EN, lo gue s6lo ocurre cuando Xx =y. Conclusidén: h es
continua e inyectiva. Pero como E .es compacto, eso es su
ficiente para que h : E—- h(E) sea un homeomorfismo. El
teorema II.3.1 se ha reducido entonces a demostrar que para
todo subespacio cerrado E de [0,1]N, existe una funcidn
-1

continua suryectiva bt C—>E. Sea C' = m "(E) (como

arriba, m: C—> [0,1]]N es cualguier funcidn continua sur-
yectiva). C' es cerradoen C y a C' se aplicari el re

sultado siguiente:

I7.3.2 (v. [341). 87 C' es un subconjunto cerrado de C,
entonces extiste una funcidn continua g : C—=> C' que
coincide con la identidad en C' (en otras palabras,

todo cerrado de C es un retracto de C).

Combinando g y @ se obtiene la aplicacién £ : C > E de

seada: f = gunw.



Observemos que de la existencia de aplicaciones conti-
nuas suryectivas f : c~[o0,1]" implica la existencia de
curvas de Peano. En efecto por el teorema de Tietze (v.
[20]) £ tilene una extensién continua F : [0,1] - [0,1]1"
gue por lo tanto cubre el abierto (0,1)n. Veremos que es-
te resultado se recupera de un teorema de Banach en la pré-

xima seccibn.

§4. Teorema de immersidn de Banach y curvas de Peano.

II.4.1. TEOREMA (Banach, [6]) SZi X es un espacio de Ba- -
nach real separable entonces existe una transforma-

eidén lineal <isométrica T: X-> c¢clo0,1].

Demostracidén. Como X es separable, de II.1l.1 resulta que

la bola unidad cerrada B' del dual X' es completa y me-
trizable para la topologia débil. Utilizando II.3.1 podemos
obtener una aplicacién continua suryectiva f : C - B' don-
de C es el conjunto de Cantor. Si x€ X, definamos

Txe¢[0,1] mediante:

(Tx) (t) = (g(t)) (x) sz tec,
Tx es lineal en la clausura de cada componente conexa

de [0,1] \ C.



Es claro gque T : X = ¢ [0,1] es lineal. También

I Txli, = Sup{| (Tx) (t)| ; t€C}
= Sup{| (g(t)) (x)|; teC}
= Sup{| x'(x)| ; x' €X', Ix'I| = 1}
y como por I.l1l.3 la dltima expresién coincide con lixl, se
obtiene IITxll_= llxll de manera que T es isométrica y el

teorema estd probado.
En lo sucesivo, consideremos el espacio euclideo real

n-dimensional R" provisto de la norma habitual

2,1/2

2 x|
(*) lxil= (2 |x
h=1 0

Se trata de un espacio de Hilbert real con el producto esca-
lar [x,y]l = Z XY del gue resulta la norma (*). Por lo
tanto si T : R'-» V es una transformacidn lineal biyectiva
entre R" y un espacio vectorial V, entonces V hereda de

R" una estructura de espacio de Hilbert definida por el pro

1

ducto escalar [u,v] = [T ", T_lv].

I7.4.2. TEOREMA (Donoghue; v.[19]) Sean T : R" = ¢[0,1]

una transgformacidén lineal isométrica y f,,f . £

1r=2""-

con k<n, funciones linealmente independientes

k



contenidas en la imagen de 'T . Entonces la curva
t - (fl(t)'fz(t)""’fk(F))’ 0<t<1l ocubre un a-

bierto de RE.

Demostraciédn. De las hipStesis resulta que V tiene una es
tructura de espacio de Hilbert cuya norma coincide con la
norma supremo de funciones. Si 0<t<1l, la funcional sobre

V definida por b - b(t) es lineal y continua con norma 1

de manera que existe una funcidn K., EV tal que ”Kt” =1
y f£(t) = [f,Kt] para toda f€ V. Supongamos que f€ V ten
ga Ifll = 1. Como t— £f(t) = [f,Kt] es continua, existe
s€[0,1] tal que [f,KS] L= Sgplf(t)l = ||fll = 1. Pero en-
tonces |[f,Ks]| = | £l HKSH y como ocurre siempre en un
espacio con producto escalar esto implica KS = + £, Esto
implica que la esfera S ={f€V; [fll = 1} de V coincide

con KU (-K) donde K = {Kt; 0<t<1l}. Sea ahora L el
subespacio de V generado por fl'fZ""’fk y Z su orto
conal, de manera que V =L® 2 y |[x,z] =0 si xXx€L vy
z€Z, Como dim L = k<dim V es claro que Z # 0. Llame-
mos P : V ->L a la proyeccibn de Y = 1L®2Z sobre el primer
sumando. Es claro que | xe zM2 = HxH2 + Hz”2 (teorema de Pi
tdgoras, v. [23], Libro I, Proposicibén 46), de manera que si
Ixl<1, x€L v 2z es cualquier elemento de Z tal que
HzH2 =1 - Hsz, entonces P(xez) = x y por lo tanto P(S)=

= P(K)UP(-K) cubre la bola unidad B de L. Como t->Kt



es continua, K y a posteriori ﬁ(K) y P(=-K), son compac-
,tos. De allf resulta que como P(K)UP(-K) tiene interior
no vacfo en L, entonces P(K) o P(=K) (y por lo tanto
ambos}) tiene interior no vacio en L. Finalmente si

k . , _ ,
D : L>R es el isomorfismo Dv = {[fj'v]}j=l,2,..;,k,”
entonces la imagen de la curva t - DK, cubre un abierto
en ,Rk y como vale (DKt)j =~[fj'Kt] = fj(t), el teorema
estéd probado.

Mediante manipuleos elementales y utilizando II.4.1l y

I7.4.2 se concluye también:

II.4.3. COROLARIO. Para cada. k =.1,2,... existe una curva
continua t'*(fl(t),fz(t),...,fk(t)), 0<t<1l cuya

imagen es la bola unidad de rK,

Este es el resultado probado originariamente (para k = 2)

por Peano (v. [43]).






CAPITULO I11

§1. Teorema de Baire

III.1.1. TEOREMA. (Baire, v. [3],[10] note historique).

[~ ]

Sea X un espacio métrico completo y {Gn}n=1 una
sucesidén de abiertos densos de X . Entonces

r\{Gn ; n=11}1 es denso en X.

Démostracidn. Sea W un abierto no vacio de X. Demostra-

remos. que ran tiene un punto en comfin con W. Puesto que

G es denso, WF\Gl es un abierto no vacio. Sean x€ WﬂGl

1

y 0<r.,< 1 tales que la bola cerrada E(kl,rl) con centro

1
en X, Yy radio rq satisfaga ﬁ(xl,rl)CZWF1Gl. El conjun-

to E(xl,rl)flG tiene interior no vacio (porque Gz es

2

denso y abierto); sean entonces x2€ E(xl,rl)ﬂ G2 y 0< r,

< 1/2 tales que B(xz,rz)C Bl(xl,rl)F1G2. El procedimiento
se repite para producir puntos X;,X,,... Y bolas El:)EZD“'

tales que B C Bnﬂ Gn+l' Es inmediato (ya c¢ue rna-O) que

n+1

la sucesidén de los centros {xn]- es de Cauchy; sea entonces

X = lim X, su limite. Como xme Bn para todo m>n se

concluye que X, € En para todo n, y entonces x_ € En' Co

mo ademds N ﬁnCﬂ G, ¥ ﬁlc W se concluye que xu,E(FlGn)ﬁ W

con lo que se prueba que N Gn es denso como se queria.

IIT.1.2. COROLARIO. Bagjo las mismas hipdtesis, una unidén nu-
merable de cerrados con interior vactio tienen también

interior vacto.



Definicidn: Un subconjunto A de un espacio topolégico X

es magro si su clausura tiene interior vacio. Un subconjur-
to BCX es de primera categoria si se lo puede cubrir con
una familia numerable de conjuntos magros. Si en X todo

subconjunto de 12 categorfa tiene interior vacfo, se dice

que X es un espacio de Baire.

El teorema IITI.l.l equivale a afirmar gue un espacio mé&-
trico completo es un espacio de Baire {(usar el corolario
IIT.1.2). Bourbaki [101 y Dugindji [20] dan los teoremas ha
bituales sobre espacios de Baire. Oxtobz ([42]) ha obtenido
un ejemplo de un espacio de Baire X tal que XxX no es de

Baire.

§2, Funciones continuas no derivables

IIT.2.1. TEOREMA (Banach,[6]). El subeconjunto de C[0,1] for
mado por las funciones derivables en algun punto in

terior de [0,1] es de primera categoria.

Demostracién. Sea N el conjunto de las funciones

f €cl0,1] tales que para algtn x €[0,1 - % ] se cumple
| (£(x+h)-£(x))/h [<n para todo 0<h<1/n. Si f €c[0,1]
es derivable en algtin punto de (0,1), entonces es evidente
gque £ pertenece a un Nn adecuado y por lo tanto N =

U{Nn ; n=1,2,...} contiene a todas las funciones conti-



nués”dérivables en algln punto de (0,1). Afirmamos que Nn

‘es cerrado para cada n = 1,2,... . En eéfecto supongamos

" due 0<ho<r% y sea g :¢l0,11x[0,1-1/n] = R la funcién

g(£,%) = | (£(x+h )=£(x)) /g

. Esta funcién g es continua

para la topologfa producto y entonces el conjunto

F(n,ho) = {(£,x); g(f,x) <n}

es cerrado en clo,11x[0,1~-1/n]. Como [0,1-1/n] es Cdmpag
fo, la proyeccidn de F(n,ho) sobre el primer factor ¢[0,1]

"debe ser cerrada, es decir

P' (n,ho) ={fecl[0,1]; 3x€[0,1-1/n]

tal que g(f,x)<n}

es cerrado en c[0,1]. Pero entonces Nn = N {F'(n,ho);

O<<h;s£l/n} es también cerrado, como queriamos.

v

Ahora demostraremos que N, tiene interior vacio. Si

fe N vy € > 0, segln la demostracién de II1.2.2, existe una

n

poligonal p con vértices sobre los nfimeros diddicos g2 ',

n

q=20,1,...,2 tal que |if-pll <« € de manera que para de-

mostrar que en todo entorno de f hay funciones fuera de

Nn serd suficiente hacerlo para las poligonales, es decir

podemos suponer que f misma es una poligonal con vértices

-n

en (g2 7, f(q2—n)). Sea ahora t&€c|[0,1] la funcidén



E(x) = aP(ZQx) donde 'a y & son nfimeros positivos que se

determinardn y P es la funcién de la figura

Como it = a es claro que |[(f+t)-fll < € para toda eleccidén
de a<e . Sea ahora 0<x<1-1/n. Cualquiera sea 0<h<1l/n
se tiene

(£+t) (x+h) - (£+%) (x) _ £(x+h)-f(x) . t(x+h)-t(x)
h h h
o sea
(f+t) (x+h) - (f+t) (x) S t (x+h) -t (x) }_ f(x+h)4f(x):
h h h




'Es claro por otra parte que M = Sup, h|(f(x+h)-—"f(x))/h|<°°
r

ya que f es una poligonal y que

2+1

Sup{| (t(x+h)-t(x))/h|; h >0} = a2
cualguiera sea x fijo. Si se eligen a y £ tales que
a<e, a2¥> M+n, es claro que cualquiera sea 0< x <1/n
existird O0< h <1/n tal que |t(x+h)—t(x)|/h> a252 Yy por
lo tanto se tendré

\

(f+t) (x+h) - (£+t) (%)
h

>n

o en otras palabras, f+t & N oy I{f+t)-fli<e , lo que
termina la demostracién de que N tiene interior vacio.
Con esto termina también la prueba del teorema que ya enton
ces N = LJNn es primera categoria, y a posteriori el con-
junto de funciones continuas derivables en alglin punto inte
rior de [0,1], por estar contenido en N, es también de pri

mera categoria.

III.2.2. COROLARIO. Toda funcidén real continua en [0,1] se
puede aproximar uniformemente por funciones conti-

. . E 4
nuas no derivables en ningun punto de (0,1).

El mismo tipo cde argumento se utiliza para demostrar por



ejemplo que el conijunto de funciones c” gque son analiti~
cas en algin punto es de 18 categoria en la topologia adecua
da (ver [20], X1v, 4,3). Por lo tanto, "la mayorfa de las

funciones C no son analfticas en ningln punto".

§3. Teorema de Banach—Steinhaus y series de Fourier di-

vergentes.

IIT.3.1. TEOREMA (Banach-Steinhaus). S<7 {Tj}j es una fa

cJ
milia de operadores lineales continuos de un éspa=-
eio de Banach X en otro Y tal que para cada

x€X valga Sup{IIzjII ; JEJT Y < =, entonces

Sup{lllel y JEJT <+,

Demostracidn. Sea X, la bola unidad cerrada de Y y B =

N {T;l(Yl); j€ J}. Puesto que Y, es cerrado y cada T

;i
continuo, se concluye que B es un cerrado de X, evidente
mente convexo y simétrico respecto de O0€ X. Ademés si

X€EX vy n;:Sup{HzjH; j€ J}, entonces .% XE€ B, de manera
que X = U{nB; n=1,2,...} . Pero entonces por IIT.1l.2,
algn nB tiene interior no vacio y es calro que en este ca
so mismo tiene interior no vacio (x - nx es un homeomorfis
mo de X sobre X). Probemos que entonces 0 es un punto

intericr de B. Si una bola V con centro t y radio r>Q

estéd contenida en B, entonces ~V, la bola con igual radio



y centro en -t, también est§ contenida en B, por simetrfa.
Como B es también convexo, vale. . %(V+(—V))C B. Pero
%(V+(—V)) contiene a la bola con centro .en 0 vy radio r,
como queriamos probar.' Finglmente, sl Ixll< 1l entonces
rxeB y por lo tanto HTjrxH< 1 de manera que MTjH< 1/x
para todo 3j, lo que demuestra el teoreéma.

Aplicaremos este teorema para*déﬁostrar gque algunas fun-
ciones continuas tienen series de Fourier divergente en un

punto (o en un conjunto numberable). Si feC [0,2] , sea
S(f) = % + X a cos nx + b sen nx

son serie de Fourier, es decir

1 AL
a. = = f(x) cos nx dx, n=20,1,...
n T 0 \
1 - 2T
b == f(x) sen nx dx, n=1,2,...
n m 0

Definamos SN(f) como la suma parcial

a N

= _°
SN(f) = - + 2 n=1 2, Cos nx + bn sen nx.

Se demuestra mediante identidades trigonomé&tricas (v. por e-

jemplo [32]1,[33]) que



i [27 sen(N+3) (t-x)
[sy(6)] (x) =& | £(8) 2 at.
0 2 sen 5 (t-x)
En particular
[ ] L Jzn sen (N+3) £
Sy (f£)]1(0) = = £(t) dt.
N 4 0 2 seni't

2

Observemos que la funcional Ay : £ = [SN(f)](O) es lineal

y continua sobre ¢ [0,2] . M&s atn, es claro que

27 sen(N+%)t

dt

1
(*) Ia_l <3 {

2 sen 1 t

0 5

(y esta integral es finita ya que el integrando, completado
con el valor N+% en 0 yen 2 es continuo sobre

[0,27]) . Por otro lado si llamamos gN(x) a la funcibn

' 1
Gy (X) = dt
N 4 2 sen 1 t

X sen(N+%)t
JO 2

es claro que

2w '
f(x)dgN(X)
0

A (£)

y por lo tanto por el teorema de Riesz (II.2.1),

(+) Iagl = viigy) .



'Sin embargo la variacién de gy ©s igual a
2 1 (2™ sen(N+%)t A
(¥) vy (gy) = = [ - | 4t
0 |2 sen 5 t

ya que en general, si h es continua (o an hEZLl, aunque

X
con una demostracién diferente), y g(x) =.[ h(t)dt, enton
a
ces
X.
i
- = > -
lg(x;)-g(x;_4) | ‘ [ . h(t)dt | >m; (x,-x, )
ri-1
donde m, = min{ |h(t)|; x;_1St<x;}. Luego

Vo(g) > Zmy (x;=x, )

para toda particién a = x <... < X, = b. Como estas son
b

sumas de Riemann de |h| se concluye que VE(g)?J‘ |n(t)|at.
a

La desigualdad contraria es inmediata: Elg(xi)rg(xi_l)| =

X X,
171 i b
z [ h(t)dt<2[ |h(t)|dt = J |h(t)| dt y enton-
*i-1 *i-1 a
ces Vg(g) = | h(t)|dt. .Entonces usando (t) y (¥)
‘a
1
1 27 sen(N+§)t
(*%*) IIANII= - — dt,
0 |2 sen 5t

gue mejora (*).



ITI. 3.2, LEMA. La 8ucesidn

n sen(N+l)t
1 2
°x T 7 1| 9t
0| 2 sen 5 t
no es acotada.
, . T 37w
Demostracidén. En el intervalo , vale
4N+2 4N+2
1 V2 .
sen(N+§)x > —— . Andlogamente esta desigualdad vale

2
en cada uno de los intervalos

5# K

14 14

| 4N+2 4N+2 |

9w 117
4
| AN+2  4N+2 |

, etc.

Se concluye que

4j+3w
47 =0 4j+lw | sen t
4N+2

CN>

4j+3
\/—2 J=2N 4N+27r

Y
™M

Im

rf
v

4T =0 |43+l
4N+2

N ot



vz 37N g 1 j=2n

> ha— 2 L = 2
= i 1 42-4-3 . . ’
47 j=0 4N+2 3 INT2 =0 45+3

y es claro que la serie 2 1/(4j+3) diverge, de donde resul-

ta el lema.

IIT.3.3. COROLARIO. Existen funciones continuas, tales que

las sumas parciales SN(f) no son acotadas en 0.

Demostracidén. Resulta de combinar III.3.1 con III.3.2 y (**).

Mediante manipuleos elementales a partir de £ con las
propiedades de IIT.3.3 se pueden describir funciones tales
gue en un conjunto finito o numberable de valores prefijados
entre O y 27 , tengan serie de Fourier con sumas parcia-
les no acotadas en todos ellos. Por otra parte, la serie de
Fourier de una funcidn continua no pueden diverger a -+« o
a =~ en ninglin punto, ya gue sus sumas son con-
vergentes a un valor finito (detalles en [32], p. 52, por

ejemplo) .



CAPITULO IV

. 8§1. Algebras de Banach.

Referencias generales para este Capfitulo son [121],[44],[21],

[29] (VOl- II), [39]-

IV.1.1. Definteidn: Un dlgebra de Banach (real o compleija)

es un par (A,l'll) en el que A es un &lgebra (real o conm
pleja, respectivamente) y | I una norma sobre A tales
que

i) A con la norma | | y la estructura de espacio vecto-

rial subyacente es un espacio de Banach;

ii) para todo par de elementos a,b en A se tiene

labll < llall lIbll.

IV.1.2. Nota. Sin la completitud (A, |) se llama un &lge
bra normada. La completacién de un &lgebra normada es uﬁ al
gebra de Banach. Por abuso de lenguaje diremos "A es un &1
gebra de Banach" cuando no haya‘posibilidad de confusién a-

cerca de la norma que deberd ser usada.

IV.1.3. Ejemplos:

A. € con su estructura ordinaria es un &lgebra de Banach

real y también compleja.



'B.

Si X es un espacio de Banach, L(X) con las operaciones
vectoriales ordinarias, la norma de operadores y la compo
sicién de operadores como producto, €s un algegra de Ba-
nach. En particular el &lgebra MnGK) de las matrices .
nxn con coeficientes en K =R 6 €, es un &lgebra de
Banach de dimensién n2 sobre K. Estas &lgebras siem-

pre' tiénen identidad.

Si E es un espacio localmente cbmpacto Yy CE(E) és el
espacio de las funciones con valores en K, continuas y

acotadas sobre E, con la norma
I £l = sup{|£(x)]; x€E}

y la suma y el producto definidas punto por punto (esto
es, (fxg)(x) = £(x) + g(x), (fg) (x) = £(x)g(x)) es un
dlgebra .de Banach conmutativa con identidad. EI1 conjunto

C§(E) de las funciones de Cﬁ(E) con soporte compacto

.es.un tdeal de QQ(E), cuya clausura C&(E) es el &lge-

bra de Banach de las funciones nulas en « , que no tie-
ne unidad si E no es compacto; por otra parte, cuando

E es compacto

b

Cg(E) = CR(E) = Cg(E) = Cy(E).



D.

1 . :
sea A= (B = ((a)) g M@l = = Ian|<‘*} con

ne i
la suma y el producto por escalares habituales y con el

producto definido por

(2]

(ab)n = b r

Z a
para a = (an), b = (bn).
Esta &lgebra de Banach es un caso particular de la situa-
cién A = Ll(G,dx) donde G es un grupo localmente com-
pacto, dx una medida de Haar en G vy el producto de £

y g. en A est8 definido por

i

J £(y)g(xy T)dx.
G

(£9) (%)

Si ae ETZ) y

>

: T > C estd definida por

é(elt) - ) a elnt
nei?

es claro que a + 4 es un homomorfismo inyectivo de 91(2)

en CG(T)' Su imagen
A=14:act(d}

con la norma |4 I =I|a||1 es llamada el dlgebra de Wiener

([44]) vy coincide con el &lgebra de las sumas de las se-



ries de Fourier absolutamente convergentes. Este es un
caso particular de la situacibén habitual en la teorfa de

dualidad de grupos localmente compactos ([12]).

§2. Espectros y caracteres.

En este parfgrafo - A es un &lgebra de Banach compleja

con identidad e.

IV.2.1. Definicidn. Si x€E€A el espectro de X es el con-

junto
Sp(x) = {AEC; x-A no es inversible en A }.
Entonces un elemento xXx€ A es inversible exactamente cuan-

do O & Sp(x). Es facil ver que si h : A - B es un homo-

morfismo (no necesariamente continuo) gue respeta las iden-

tidades entonces Sp(x)D Sp(h(x)) cualquiera sea x€A.
IV.2.2. Definicidn. Un cardcter de A es homomorfismo de
A en K que respeta las identidades. El conjunto de los

caracteres de A se denota con Car(a).

IV.2.3. Defintcidén. Si x A la transformada de Fourier-

Gelfand de x es la funcién Gx : Car(A)—~> € definida me-

diante



Gx : ¢ —* c(x).

Car (A)

La aplicaci6én G : A = C se llamard la transformacidn

de Fourier-Gelfand.

IV.2.4. Proposicidn. G es un homomorfismo de &dlgebras.

IV.2.5. Proposicién. La imagen de la funcidn GXx estd con-—

tenida en Sp(x).

Demostracidén: Si a = Gx(c) c(x) entonces c(x-ae) =

c(x) - ac(e) = 0 pues c(e) =1 y por lo tanto x-ae no
puede ser inversible, ya que en general si 2z €A es inver-

1

sible y c€Car(pA) 1 = c(e) = c(z.z—l) = c(z)c(z ) vy, a

fortiori, «c(z) # 0.

§ 3. Algebras de Banach conmutativas.

Supondremos que este parégrafo que A es un &lgebra de

Banach conmutativa compleja con identidad e tal que lell =1,

IV.3.1. PROPOSICION. Todo cardcter de A es contihruo. Su

norma como funcional Llineal es 1.

Demostracidn: Sean XxX€A, | xlI<l, cecCar(dA) y k = c(x),



1x satisface |yl <1

y cl{y) = 1. Es claro que la serie vy + y2 + y3 + ... es ab

Supongamos que |k|>1. Entonces y = k_

solutamente convergente (pues |yl + ”y2” + ”y3” e

2 3 -
Iyl + 0yl + 0y + oo <YL =qyn .1). Sea z =y +
y2 + ...; se puede verificar sin dificultad que vyz+y = z.
Entonces c(y)c(z) + c(y) = c(z) y como c(y) = 1 se conclu

ye que c(z)+l1 = c(z), lo que es absurdo. Esto partif de su-
poner |k|>1. Por lo tanto |k|<1 o sea que si |x|<1
también |c(x)| < 1.

Como ademés c(e) = 1, estd claro gue |c| =1 y la proposi
cidén queda demostrada.

En pafticular, Car (A) es un subconjunto de la esfera unidad

del espacio dual A' de A:

Car{(A)C 8 = { a'€ A' : Ja'| = 1}.

IV.3.2. PROPOSICION. Car{(A) es débilmente cerrado.

Demostracidn: Si {cj} es una red en Car(aA) débilmente
convergente a un cierto a'€ A' entonces para todo x,y en

A

a' (xy) lim cj(xy) = lim cj(x)cj(y)

lim cj(x) lim cj(y) = a'(x)a'(y),

y también a'(e) = lim cj(e) = 1, de manera que a'€e Car(a),



como querfamos probar.

Combinando este resultado con el teorema de Alaogly-Bour

baki (IIX.2.1) resulta .

IV.3.3. COROLARIO. Car(A) es compacte en la topologta de la

convergencia puntual sobre loe elementos de A.

La siguiente es una de las propiedades fundamentales de

las &lgebras de Banach.

IV.3.4. PROPOSICION. 8i G(A) designa el grupo multiplieca-—
tivo de los elementog inversibles de 1A entonces
G(A) es abierto en A y con la topologfa induci-

da por la morma G(A) es un grupo topoldgico.

Demostracidén. Si llal<l, vya se demostrS en IV.3.1 ya que

la serie e + a + a2 + ... converge a un elemento b. Se
tiene (e-a)b = b(e~a) = e + a + a2 + s.. - a - a2 - .. T €,
Luego e-a es inversible y b = (e—a)"l. Esto prueba que la

bola abierta de centro e y radico 1 estd contenida en G(A).

lH_l entonces lI>Hx‘lH Ilal

>Hx—la|| y por lo anterior e-x La G(A); pero entonces

Sea x G{(A). Si Jal<ix

-1 ]

(x-a) (e-x a)_'lx—l x(e—x—la)(e--x—'a)_—lx"l = @

(e—x_la)—lx_l(x—a) -1

I
)
|
x
L
:
H
®
1
%
g
u
o



N

y entonces =x~a es también inversible, con inversa (x-a) L=

“1a)"!. Esto prueba que si x€ G(A) la bola abier-

-1

x terx
ta de centro x vy, radio I esté contenida en G(A).
Luego G(A) es ablerto en A. Es claro que el producto en
G(A) .es continuo. Para probar la continuidad de la inver-

sa basta mostrar que si a, > 0 v x€G(A) entonces

(x—an)"l—+ x 1. Pero cComo
(x~a )'-l—x"1 = x;l(e—x—la ) 1_x1
n n
= -x"Te-(e-x"ta )1y,
se concluye que
1x=a_ ) "hox7h <ia Tt e (e-x T a ) T
S - ~1_ 2
={x "I I x a + (x an) + L.
-1,2 . -1 -1
< lhx HanH(l—Hx anH)

gue tiende a 0 cuando n - , como querfiamos probar.

IV.3.5. COROLARIO. E1 espectro de un elemento XE€EA es un

conjunto compacto.
Demostracidén. Si |k |> x|l entonces x-ke = k(k—lx—e) v

como Hk—lxn <1, por IV.3.4 k—lx—e tiene inversa y enton-




"ces k & Sp(x), lo que prueba que Sp(x) esté contenida en

la bola cerrada del plano € con centro O vy radio |x]|.

Adem8s, si k & Sp(x) vy | k-k'| < € entonces
| (x~ke) = (x~k'e) |l = |k-k'| <e

de manera que, cuando € es suficientemente chico (por ejem
plo menor que M(x—ke)—ln_l) resulta de IV.3.4 que x-k'e es
también inversible, es decir que k' &€ Sp(x). En consecuen-

cia C\Sp(x) es abierto y asi Sp(x) resulta cerrado y a-

cotado como se queria probar.

IV.3.6. COROLARIO. Sean xXx€A y k& Sp(x). 87 R(x,k) :=
(x—ke)—l entonces para cada funcional lineal conti-

nua x' sobre A la funcidn
£(k) = x'"(E(x,k))

es holomorfa en el abierto €\ Sp(x). Ademds, st

Ixli<k se cumple | £(x) l<ux'l x| tei-nx"txmy L.

Demostracidén. Un argumento trivial prueba la igualdad

R{(x,k) - R(x,h) = (k-h)R{(x,k)R(x,h)



de donde

e

R(X,k) - R(X'h)
k-h

= R(x,k)R(x,h) .

Como la operacidn x — X 1 es continua en G(A), por IV.3.4,

también k - R(x,k) es continua de manera dque si tiene

h—->k k-h

= R(x,k) .

Pero entonces

It

1im £ (k) ~£ (h) lim x° (R(X,k)~R(x,h))
h—k k-h h-=k k~h

x' (R(x,%) %)

y por lo tanto f es holomorfa.

Finalmente, si |k | Il x Il tenemos

| £(k) < Ix'll IR(x, k)

= Ix'l 0 (x=ke) "1
= x| k7 kT ix-e) 70
< x| x| Tt -nx" ki 7L



como se queria probar.

IV.3.7. COROLARIO. (Teorema de Gelfand-Mazur, [251,[371).
51 A es un dlgebra de Banach compleja y =x€ELA en-

tonces Sp(x) # &.

Demostracidn. Supongamos que Sp(x) = g. Entonces para ca-
da x' Aa', f£(k) = x'(R(x,k)) es una funcibn entera que sa
tisface | £(k)| < |k|"l |l—HxH|k|—1| cerca de infinito vy
por lo tanto £ - 0 cuando |k|—>°° . En particular £ es

acotada y por el teorema de Liouville ([ 13]) f es constan-
te y vya que f - 0, seréd necesariameﬁte f = 0; es decir que
x'(R(x,k)) = 0 para todo k&€, y como esto vale para toda
x‘e;éf por el teorema de Hahn-Banach (I.l1.4) debe ser

R(x,k) = 0, lo gque no es posible pues R(x,k) es inversible.

Esto demuestra que Sp(x) # d&.

IV.3.8. COROLARIO. € es la unica dlgebra de Banach comple-

Ja que es un cuerpo.

Demostracidn. Si el &lgebra de Banach A es un cuerpo enton
ces k-ke es inversible siempre que no sea 0. Como

Sp(x) # 4 existe, y es obviamente finico, un nGmero compiejo
kx tal que #—kxe = 0, 0 sea X = kxe. Claramente 1la corres

poﬂdencia X - kx define un isomorfismo entre A y C.




IV.3.9. Notas. Las demostraciones que hemos presentado son
f&cilmente generalizables al caso no conmutativo. Sin em-
bargo, en el caso de &lgebras de Banach no conmutativas pue-
de ocurrir que Car(A) sea vacfo (el caso mis simple es el

de A = Mn(c)

§4. Teorema de Wiener-Levy. .

éupongamos que X es un espacio de Bamnach Y g una
funcidén del intervalo [ a,bl cohivalores en X. BEntonces

se pueden definir las sumas de Riemann

n ) ' . . ia _
S = 2i=1 (ti—ti_l)g(ci) para cualquier particidén a = tO
< tl< co s < tn =Db vy cdalquier eleccidn de puntos interme
dios c;€ [ti—l'ti]' Si la red de Sumas de Riemann converge

en X, su limite se llama la integral de g, y se designa

con la notacidn ordinaria

lim § = Jb‘fkf)dt.
a
EL mismo argumento usado en anélisis elemental para probar
que toda funcidn continua es.integrable Riemann se puede a-
plicar en este caso (o alin en.el caso en que X es.solamen-
te localmente convexo y casi-completo) para obtener la misma

conclusidn: toda funcidn continua g : [a,b] > X es integra-



ble Riemann. Naturalmente valen también las leyes de linea-
lidad con respecto a g vy aditividad con respecto al intexr-
valo. Finalmente, si x'€ X', el dual de X, se tendré

x'(s) = Zi(ti-ti_l)x'(g(ci)) y de la continuidad de x' re

sultard que

b
J x'(g(t))at.
a

b
x' (J g(t)dt)
a .
Si suponemos que X es complejoy v :la,bl=>C un
camino suave, entonces para cada £ con valores en X de-
finida 'en un conjunto que contenga a v([a,b]), podemas con

siderar la integral

b
J fF(v(t))v' (t)dt,
a

donde v'(t) = %%(t). Esta integral existe si f es conti-

nua y Vv es un camino suave (Cl). No es diffcil probar que
si w:l[ab]>C es el camino w = v,H, donde H es cual-
gquier difeomorfismo de [a,b] que conserva la orientacifn

(es decir, H(a) = a, H(b) = b), entonces

b b
J f(v(t))v' (t)dat = J E(w(t))w' (t)dt.
a a

Notaremos sencillamente
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el valor de la integral J * f(v(t))v (t)dt, si X'e x' se
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tiene
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x'(J. £ (k) dk) =J x' (£(k)) dk.
v v
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Un estudio completo de estas cuestiones puede verse en [29].
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IV.4.ZMTTEQREMA (Wlener-Levy, [35],[51])
~ Sea A un adebra de Banach compZega conmutatzva Y
con unzdad, XEEA y £ una funczon holomorfa de4

finida en un abierto que contiene a Sp(x) . Enton-

ces existe YE€A tal que

Gy, ;‘ﬁpGx,

- , e

HEEE S T

Demostracidén, Sea v un camino suave que encierra a Sp(x)
y contenido en el dominio de f (si Sp(x) es conexo, tal

CRE ER Y P T P o, . .
camino existe siempre; si no, seri necesario considerar una

familia finita de caminos: la idea es la misma). Definamos
(*) y = (27ri)_l J f(k)R(x,k)dk.
v

Esta integral existe porque f y R(x, ) son continuas sobre



v(la,b]l), va gque é&ste no corta a Sp(x). Demostraremos que
el elemento y definido por (*) es solucidén de lo propuesto.

En efecto, si ceCar(d), se tiene

(2ri) "L J c(£(k)R(x,%))dk =
v

cl(y)

1

(2Wi)_lJ £(k) (c(x)~-k)  ~dx

\%
v, va que seglin IV.2.5 se tiene c(x)€ Sp(x), que es interior
a v, por el teorema de Cauchy

(2mi) "1 J £(X) (c(x)-k) "t

v

dk = f(c(x)).

Luego c(y) = £(c(x)) para todo cecCar(a), lo que equivale

a la tesis: Gy = f,Gx.
Este teorema afirma entonces que las funciones holomor-

fas operan sobre el dlgebra GA. Veremos un caso concreto

interesante en la préxima seccidn.

8§85. E1 dlgebra de Wiener

Sea A el &dlgebra A= Ql(z) con el producto defini-

‘do en IV.1.3.D. En lo que sigue 6n o ser&d la "delta de
14



Knonecker" (=1, s1 n=m;'=0, si n # m). La sucesién

e ={6n'0 i n€Z} es la identidad de A. 8i d = {an,l_7

n€z} y da ={8 _, i n€Z} entonces dd' =d'd=e (o
14

sea 4d' = d-l) y para toda sucesién a = {a'n } N€EZ} se
tiene (da) = a, _, » (d'a), = a ., . En particular
am = {5 i n€Z} cualguiera sea mE€E Z.

n ,
Z a_d;, v la serie es convergente en

Por otra parte a n

A, de manera que d genera A, en un sentido u otro. En de-
finitiva, los caracteres de A quedan determinados por su

valor en d. Veamos cOmo se calculan. Podemos comenzar eli

giendo Tt = eite 'I[‘l. Definamos ahora ¢ : a- E+:_wan1'n =
E;:Lman Nt - 4(r) (aquf & tiene el mismo sentido dado
en IV.1.3.E). Entonces C, es un carcter de A. En efec-
to,

c,(ab) = (ab)"(r) = (aB) (r) = &(r)B(r) = ¢, (a)c, (b),
y c¢,(e) =1, de manera que c_€ Car(a).
Sea ahora ¢ un cardcter arbitrario de A. Como |[dl =
Ndari (= Hd-lH) = 1, se tendrd necesariamente |c(d)| = 1, y
entonces c{(d) =7 = eite Tl. Pero entonces ¢ coincide
con c,. en d, y por una observacidn anterior, c = c, - Eso

prueba gue los caracteres de A son exactamente los homomor-
fismos c. : a-> 8(r); y de alli resulta que (ga) (c;) = /6\1(1'),

de manera que si se identifica Car(A) con Tl (es decir ca



da ¢, con 1), el algebra de Wiener (IV.1.3.E) queda iden
tificada con el &lgebra GQl(Z) de las transformadas de Fou
rier-Gelfand de las series bildteras sumables. De IV.4.l1 re

sulta entonces:

IV.5.1. TEOREMA. Si £f(t) = Elf: a, el s una serie de
Fourier absolutamente convergente y F una funcidn

holomorfa en un entorno del conjunto {f£(t); te Tl},

entonces la serie de Fourier de F(f(t)) es también

absolutamente convergente.

Este teorema fué demostrado por Wiener (loc.cit.) para el ca-
so F(z) = % . v por Levy (loc.cit.) como queda enunciado.
La versidn abstracta IV.4.1 se debe a Gelfand. Otras propie

dades del &dlgebra de Wiener est&n estudiadas en [33].



CAPITULO V

§1. Medias en grupos y semigrupos

"Sea 'S un conjunto, y X = ER(S)‘ el espacio deé Banach

de las funciones reales acotadas definidas en §, con la nor-

ma I £ =sup{|f(s)|; se€s}. 8i feX, abreviamos £>0 la
condicién: £(s)> 0 para todo SES, y designamos ademés

e€X la funcién e(s) = 1 para todo s€ES.

Definicidn: Una media sobre S es una funcional lineal k

sobre X ER(S) gue satisface

1) k(e) = 1.

2) k(f)>0 si £>0.

De 1) y 2) resulta: si |fll<x1 entonces e+f>=0 y e-£>0
y por lo tanto 1+k(£f)>0 y 1-k(f) >0 lo gque sbdlo ocurre

si | k(f)] < 1. En definitiva, k es continuay lkI<1. Co

mo k(e) = 1, en realidad [kl = 1.
Supongamos ahora que S es un semigrupo. Para cada
s€S y cada fe€X definamos fs mediante fs(s') = f(ss').

Es claro que fSEEX y que para cada s€ S fijo, la corres-
pondencia f é-fs es lineal y continua, con norma no mayor

que 1; ademés e, = e para todo se€S.

Definicidén: Una media k sobre el semigrupo S es Znvarian

te a izquierda si k(fs) = k(f) para toda f€X vy todo

s€S. Un semigrupo es mediable a izquierda si posee una me-



‘dia invariante a izguierda.

Andlogos conceptos pueden definirse reemplazando "a iz-
quierda" por "a derecha" si en lugar de fs se considera
£f% definida por f°(s') = £(s's). En lo que sigue nos restrin
gimos al caso de invariancia a izquierda, y usaremos simple-

mente invariante, mediable, etc.

V.1.1. LEMA. Todo semigrupo abeliano es mediable.

Demostracidén: Sea S un semigrupo abeliano, X.= BR(S) y
KC X' (X' = dual de X) el conjunto de las funcionales k
que satisfacen 1) y 2), es decir el conjunto de las medias
sobre S. Es claro que K es convexo y no vacio, vya que
las "medidas de Dirac" 5S(f) = f(s) pertenecen a K para
cada se&€S fijo. Es inmediato que ademds K es cerrado en
la topologia débil del dual para X' y como cada k&K tie-
ne norma 1, se concluye que K es compacto en esa topolo-

gia (Alaoglu-Boubaki, II.l1l.1).

Designemos con T(s) €L(X) (= espacio de operadores li-
neales continuos de X en X) el operador T(s)f = fs v
sea tT(s)eL(X') su traspuesto, definido por
(tT(s)x')(f) = x'(T(s)f) = x'(f]). Es facil ver que
tT(s)KCK cualquiera sea s €S. Ademés, una media k€K
es invariante si y solamente si tT(s)k = k para todo s€S.
El lema se ha reducido entonces a demostrar gue existen pun

tos fijos comunes a todas las aplicaciones tT(s). Para es-



'to definamos cuando s€S y n = 1,2,:.. la aplicacién

u(n,s) : X' > X' mediante
: 1 t . f n
1 - 1 ] 1
u(n,s)x' = E?T(X + T(s)x' + ... + T(s)x").

Como K es convexo, es claro que permanece invariante por
todas las uf{n,s). Llamemos K(n,s) = u(n,s)K. Demostrare
mos que N{K(n,s) : n'= 1,2,..., s€S} no es vacio median
te dos observaciones. Primero, cada u(n,s) es continua
para la topologia débil del dual (porgue toda traspuesta lo
es) y por lo tanto cada K(n,s) es débilmente compacto. Se

gundo, una interseccidn finita
K(nl,sl)ﬂ K(nz,sz)rw...n K(um,sm)

siempre contiene a U = u(nl,sl)u(nz,sz)...u(nm,sm)K (que
obviamente no es vacio) ya que como S es abeliano, las
u(n,s) conmutan y se puede obtener U componiendolas en
cualquier orden. Tomemos ahora un elemento k&€ K que per-
tenezca a todo K(n,s). Eso significa que k = u(n,s)k(n,s)

para adecuados k(n,s)€ K. Tendremos

1
n+1l

(k(n,s) + “T(s)k(n,s) + ... + ‘r(s®k(n,s)) = k

t

y entonces también aplicando T(s):



o
ria

e
- £l . l ‘; B " i
AN el . . "I EEE

PO | BT T SISPT R O LR
gt Frs)kings) + 2.0+ ™ hK,s)) = °

WY

Pap leHmY o= YR Y ; o oata =2d
de manera’ que restando
B S TVIRE SERNE Sl e A v SN B ot SIIF-CEe To 75 T RO SRRy 2 el thm shE n

1 kk(n’s) RN A

{ Lb amsmus® ool o LT 00D
Pero entonces

Sooam ore s Tdaede asr oo o of

et e viEl il s e (wse) 1+ o b . S <.i._2__ :
P B ¢ Yl Lpr (i (i) I + “EUEE Tk (n, sty

" .
P R S - o - s n o a . . . E
OCImena g GAD 29 S L 53 ' ' : sl TR ol

y por P& takEsT k = Pr($)K, “1d 'qiue Acomo *se dijo legquivale ‘@ -

e,y et P g e N el e v e e e aep e e e T s
que k (éed lnvarx-a}'ntve:. ATV D IR A i FLTODTIO D R ST AT ek PRI %0

e
-4
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y llamemos @ . W;E QR(G/H) _g las fun01ones asociadas a Y v
¥ , es dec1r @(x, ) = h(¢(x)) @(XH) h(W(X)).' Se comprue
ba sin dificultad dque V(xH) = & (zxH) = @(zﬁxﬁ) = (i&H),

osea ¥= QZH' Pero entonces por la 1nvarianc1a de'.k,

k(¥) = k(®) de donde j(¥) = j(y), como se querfa demostrar.
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V.1.3. COROL/ARIO (von Neumann 41 )

Todo grupo resoluble es mediable.

Definteidn: MSéanh:G, uﬁiqrugqﬁyq4Xguun,esgacio,QQMEanachm

' o VO "'»"‘57"_"" LIRSS T
Una representacidén de G en X es una aplicacién R : G —
- L(X) :tal que R(1) = I, R(qq}).= R(q)R(g')  para todo.

9,9'€G. La representacidn R es acotada si..SupllR(q)l;

gE G} < 4=, . |
[EEEA DN S . v
V.1.4.. PROPOSICION. 5%  ;G.:es medtable.y H @un¥gqucinge
Hilbert, para cada representacidén acotadaw‘Rr,d%h G
en iﬁﬂ emtste u? operador znverszble UEEL(H) tal
s of EEiovin e S et

P

i :
... que UR(q)U :, es. unttarto para todo q.
L W i) T i

DemostraciénéquSupongamosigue mmf;?gupﬁﬂR(q)Hy;”q?EG},1¢Sea'HHM

(x,y) ! "X producte’ escalar.en. H..y. k una)mgdia~invar;§nfuéw;
te.sobrelgGEQTSL;paravcada:pax_zxtyfsﬁﬁ? fx,yf?%RQQl-;es~la,;
funcidn- - = {s. = (R(g)x,R(q)y),. entonces Ix,yl = £(£, )
X,y . T TXyYT i
s bilineal (sesquilineal en el gg§9}gqpp;ejp_§; se gquiere

considerar) y ademéds -



\J- G

(*) [x,x] = k(£, J<I £, i<u’x)’.

Por otra parte como x = R(g—l)R(g)x para todo g& G ten-

dremos
2 2 2 2
< =
I MlHR(g)xn M fxlx(g)
de donde
2
(*%) lell2 < M7 [x,x].

En definitiva, (*) y (**) significan que [, ] es un produc-
to escalar gue define una norma [x,x]l/2 equivalente a la
original de H , y por lottanto ([ 461, §84) existe U€EL(H)

inversible tal que (Ux,Uy) =[x,y ] para =x,y€H. BAhora

1

(UR(g) U~ L%, UR(g) U™ Ly) = [ R(g) U Y%, R(q) U™ Ly ]

= k(Efp(q) U x, R(g) ULy

y por la invariancia de k

[R(g)U %, R(Q)U Ty 1 = k(Ey1, ym1,) =

= [U—lx,U—ly] = (UU"lx,UU'ly) = (x,v).

—w,



'Luego UR(g)U_l

es unitario cualquiera sea g G. Para gru
pos arbitrarios no vale la conclusidn de la Proposicidn V.1.

4 (v. [22]).

V.1.5. COROLARIO (Nagy, [38]) S7 H es un espacio de Hil~

bert y VeL(H) es <inversible y ademds I vV <M pa-

ra n=20,=*1, 22,..., entonces existe UEL(H) tal
que UVU_l es unttario
Es suficiente tomar G = Z en V.1.4, con R(n) = v,
Escolio: El grupo libre de dos generadores no admite medias
invariantes (es decir no es mediable). Esto se debe a un ar

gumento simple (observado por von Neumann; ver [41]): sea G
libre con generadores u,v y ACG el subconjunto formado
por la identidad y las palabras que terminan en una potencia
no nula de wu. Es claro que A, Av—l, av % son disjuntos
de a pares de manera que cualquier media invariante k sa

tisfara k(f+fv+fvz) = 3k(f) <1 donde f es la funcidn ca-

racteristica de 2A. Luego k(f) <1/3. Por otra parte si
1

-

x¢ G entonces X€A 6 xu€A de manera que G = AUAU
!

y entonces f(x) + £,(x)>1 y se concluye 2k(f)>1, lo que

contradice la desigualdad anterior k(f) < 1/3. Por lo tanto

G no es mediable. Por otra parte todo grupo finito es me-

diable con una media invariante @nica dada por

/k(f) =% T fl(g)
' c




donde n es el nfimero de elementos de G.

Observemos que la Proposicidn I.2.3 es en realidad un co
rolario inmediato de V.I.3, aunque la demostracién dada. haya
sido completamente diferente.

Mds aplicaciones de medias invariantes se describen en
[14],[15],[161,[17] (teoria ergédica, en particular), [18] y
[48] (&dlgebras de von Neumann (= W*)). Caracterizaciones in-
ternas de grupos mediables han sido obtenidas por Fglnerl[24].

La demostracidn de Fglner ha sido simplificada por Namioka

[40].
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