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Proemio y Dedicatoria

El presente texto es producto de un curso dictado en el De~
- partamento de Matem&tica de la Facultad de Ciencias Exactas y

Naturales de la Universidad de Buenos Aires.

La intencidn que nos guid fue la de exponer los fundamentos
matem&ticos de la teoria de sistemas dinfmicos lineales, moti-
vando las distintas descripciones de estos sistemas,introducien
do la nocidn de distribucidn o funcién generalizada, y relacio~
néndo émbas cosas. Es decir que, pensando en un auditorio inte

- grado por ingenieros, fisicos y matemiticos, la exposicién per-

mita a todos entrar en estos temas.

: Vi
fa \

Es por ello que, en los primeros parfgrafos tratamos de moti-
var cada concepto a partir de bases elementales; pero, una vez
construida cierta estructura, evitamos demostrar todos los re-

-gliltados que utilizamos de la teorfa de distribuciones, porgque

" podemos remitirnos a los textos clisicos. Pretendemos poner

' ‘énfasis en la teoria de sistemas, y esperamos dque, una vez in-
troducidos los concéptos desde un nivel elemental, el lector
pueda’ -interds mediante, y cualquiera sea su formacin entre
las citadas al comienzo- enfrentar la lectura de los libros fun
damentales de la teoria de distribuciones citados en la biblio-
grafia, si es que pretende demostrar algunos resultados usados
en la parte final del texto. No se trata de escribir un trata-
do sobre distribuciones, sino de exponer la teoria de sistemas

lineales desde el punto de vista distribucional.

Es comlin que todos aquellos que hacen aplicaciones de los sis

temas lineales, manejen los conceptos bdsicos -la 8 de Dirac,



la convolucidn con ella, su transformacidn de Fourier, etc.-,
sin justificarlos. Con este texto intentamos explicar el marco

tebrico correspondiente.

Como se sabe, en la hechura de un 115;0 intervienen muchas
persoﬁas que’éoi;bgréh de uha manera u otra; por éjempio équé—
llas que:siguieron elcurso, particularmente Flavia Gémez Beret y
Rafael Garcia, que leyeron partes de los manuscritos, e hiciéron
comentarios y correcciones; o Leticia Scoccia, que tiped conuha—

bilidad los originales.
Pero hay més.

Un inextinguible sentimiento de gratitud me lleva a poner una
inscripcidn, una dedicatoria. "Como todos los actos del universo
-cito a Jorge Luis Borges-—, la dedicatoria de un libro es un ac-
to mdgico. También cabria definirla como el modo mis grato vy
més sensible de pronunciar un nombre". Yo debo pronunciar aqui
el de un maestro: Alberto Gonzdlez Dominguez. Cuantas cosas a

él se deben.

Carlos Enrique D'Attellis
Octubre de 1985.
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1. Ejemplo introductorio. Descripcidén en el tiempo.

Comenzaremos con un ejemplo sencillo, con el objeto de moti-
var los conceptos gue desarrollaremos.

Supongamos un sistema fisico cuyo comportamiento est& descrip
to por un sistema de ecuaciones diferenciales lineales y con coe-
ficientes constantes.

La :forma general es la siguiente:

;{(t) = A x(t) + B u(t) . | (1.1)
donde
Xl(t) ul(t)
x(t) = : ‘ roou(t)= :
xnit) o ' umit)
A €Rr XA . B &€ RM*M

Hallaremos la solucién de la ecuacidn diferencial matricial

(1,1), suponiendo la condicidn inicial
x(to) = X

Comencemos con.la ecuacidn homogénea, es decir,



x(t) = A x(t) .
Para ello estudiemos la ecuacidn matricial
X(t) = A X(t) | | (1.2)

donde X(t) € R®X™P

A la matriz solucidn de esta iltima ecuacidn que satisfaga la -

condicidén de ser la matriz identidad en t = tO + la llamaremos

matriz de transicién, y escribiremos ¢(t,to).

Lema 1.1
El determinante de la matriz de transicién del sistema (1.2)

verifica la ecuacidn

det @t t,) = det ¢(r,tp).e72 A (E7T) (1.3)

donde Tz A (traza de A) es la suma de los elementos de la diago-

nal.
Dem.

fi llamamos ¢(§,t0) = (¢&j(t))i,j=1,...,n » resulta,'ya que
¢ =a¢,

. n

‘Pij(t) = X éik¢kj(t) » i,3=1,...,n . (1.4)



Se puede ver realizando las operaciones, que

r 1] [] [ ] A
Y11 %12 ***1n

Y21 %22 » ¥y

f

N

‘pll‘plz lﬂﬂwln

Wzl ¢22 lll(pzn

4 get b (t,ty) = det + det
dt [ ] - l 1 ] L]
wnl Yhz ¢nnj ¥ni Yn2 "'wnnj
\
vll s 8 8 8 wln
‘ Ya100 %o
+ e N s + det . . .
& a» 8 é
nl nn

Llevando (l.4) al primer sumando,resulta

Z Ay iy Zoagge ¥y oo Eoag v,
Y21 Y22 R Yan
det . . L] ’
\ wnl ¢n2 wnn

El determinante no cambia si ;estamos a la

da hultiplicada por a,, mds la 3% x aggy * o.. + n®

haciéndolo, queda:

primera fila la segun

X aln H

3

.
a11 Y11 811 P12 ¢ v v 0 81y Vi,
d(‘:‘.t =
Ya1 Y YIn
| wnl wnz wnn )




ayq- det ¢¥t,t0) .

Haciendo lo mismo con los dem&s sumandos, tenemos

4 et b (t,tg)

dt

a4 det ¢ (t,t,) + ay, §et $(t,ty) +

oo kA, det ¢(t,t0) =

Tz A . det ¢(t,td) .

Esta ecuacifn es de la forma

x(t) = a x(t) ,  x(r) = K,
cuya solugién es
x(t) = K . e (t-1)
En nuestro casé,
det ¢ (t,tg) = det ¢(7,ty) T2 P-1t=T)

tal como queriamos.

Corolario 1.2




La matriz de transicidn ¢ (t,t;) es no singular para todo t.

Dem.: basta observar que, por definicién, ¢(t0,t0) =TI , de ma-

nera que det ¢ (tgy,ty) = 1 . Poniendo 1V=’t0 en la ecuacidn (1.3),

T2 A . (t=tq)

det ¢ (t,ty) = # 0 ¥t .

Lema 1.3

La solucidn general del sistema (1.2) estid dada porx
X(t) = ¢(t,ty) . C

donde C es una matriz constante arbitraria.

Dem. : & = A ¢ , de manera que

$C = A ¢ C ,
y 3C = 2 (4C) ,

lo que muestra due ¢(t,t0)C es solucidn.

Por otra parte, sea X(t) wuna solucidn arbitraria; entonces

x-
i
o
<

/":\ - - ":_"".""
y X=¢6 x=6 .9 x+e0 %) =
Py
=adptx+ ot x) =



L)

s AX + o0~ )

comparando con la de arriba

6"t %) =0 |,

entonces
"l x = ¢ constante,

XE¢C »

como guerfamos demostrar,
Veremos ahora algunas importantes propiedades de la matriz

de traneicidn.

Lema 1.4.

Dado el silistema vaectorial (x & Rn)

() = A x(6) ,  x(bg) = x5,

la solucidbn es

% ()

¢(t,t0) Xg

Dem. @

;ﬁ(t) 6(trto)'xo = A‘ ‘b(trto)xo i



pero Q(t) = A x(t) ,

de manera que por la unicidad
x(t) = ¢ (t,tg) x4

‘Lema 1.5

CualesQuiera sean to,.tl, t ,
¢(t,t0) = ¢(trt1) ¢(ti-lto) H (1.5)
bty k) = & T (tg,ty) (1.6)
170 or-1’ - :

Dem.:

Tanto ¢(t,t0) como ¢(t,t1) son soluciones del sistema
X = AKX

Por el lema 1.3,
¢(trt0) = ¢(tlt1) . C

con C = cte.

Poniendo t = tl ; resulta

(ty,tg) = C

'

de lo que resulta la expresibn (1.5).
Demostraremos ahora (1.6).

Por (1.5) ,



Blt k) = d(t, £ )0 (L, k) ,
velte=ty, I=¢(tyt)d(ty,ty) .
Pero también

$(t,ty) = d(t,t5)d(ty,t,) .
y sit =+t , I= ﬁ(tl,t;)¢(t0;tl) .

!

De ambas igqualdades resulta (1.6).

Estamos ahora en condiciones de dar la solucién de la ecua-
c¢ién (1.1). Usaremos el método de variacién de par&metros. Ya

sabemos gque
¢(t,ty) . C

con C = vector constante , es la solucidn general del sistema

homogéneo; haremos C funcidn de t , y buscaremos C(t) de tal

manera que x(t) = ¢ (t,t,) C(t) sea solucidbn de (1.1).
Supongamos que x(t) = ¢(t,t,;) C(t) es solucibn de (1l.1).

Entonces,

x(£) = 6 (t,£,) C(t) + b(t, ty) C(t) =



A d(t,tg) ClE) + d(t,tg) C(t) =

A x(t) + ¢(t,tq) Clt)

Comparando c¢on (l.1) y usando la unicidad de la solucién,
¢ (t,ty) C(t) = B u(t)
: -1
C(t) = ¢ ~(t,ty)B u(t) ,

y entonces,

t
c) = f 8™ (s,tg)B u(s) ds
o
C“b)= 0 .
Ahora
x(t) = ¢(t.to) C(t) =
t
= ¢ (t,tg) f ¢“l(s,t0)B u(s) ds .
to

Como la condicidn inicial es x(to) = Xq Y C(to) =0 ,

x(t) = ¢(t,tq) [xg + C(E)]
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Yy entonces

t .
x(t) = ¢ (t,t0) %o + #(t,ty) [ 47 (s,£0)B uls) ds =
| ¢,
. t .
= ¢(t,ty) xq + [ 6(t,8)B u(s) ds , (1.7)
| €
0

donde hemos uéado el Lema 1.5.

La férmula (1.7) resuelve no sblo el sistema (1.1) sino tam-

bié&n el sistema
x(t) = A(t) x(t) + B(t) u(t) ,

cuyos coeficientes dependen de +t , bajo adecuadas hip&tesis sobre
A(t) y B(t) (cf.[1]).

Pero hos interesan los sistemas invariantes en el tiempo;
nos dedicaremos en lo que sigue al estudio de ellos. Veamos en-
tonces la modificacidén que introduce esta hipdtesis.

Al decir "sistemas invariantes en el tiempo", expresamos que
sus caracteristicas no cambian con el tiempo. Esto significa que
el instante en gue comenzamos a analizar el sistema, es decir el
instante t0 , no desempeha un papel fundamental. Los coeficien-
tes son constanteé, de manera que una vez fijado el instante t0 P
el comportamiento del sistema es el mismo independientemente del

tp fijado arbitrariamente.
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Pero ¢qué caracteriza el comportamiento del sistema? Como
vemos en la férmula (1.7), es la matriz de transicién ¢(t,t0).
&Y gué modifica en ella el comentario anterior? Modifica la de-
pendencia respecto del ty. Ya no importa cual sea; importa que
una vez fijo sepamos a gque distancia estamos de €l. De manera

gque la matriz de transicibn depende de la diferencia t - ty -

Entonces, para sistemas invariantes en el tiempo como el

(1.1), la solucidn es

t
x(t) = ¢ (t=ty) xq + [ ¢ (t-s)B u(s) ds . (1.8)
g
0

Supongamos que las condiciones iniciales son nulas, es decir

Xg = 0 ; gqueda

£
x(t) = [ ¢(t-5)B u(s) ds . (1.9)
t
0

Esta expresidén es del tipo convolucibén. Ya explicaremos més ade

lante el hecho que los limites de la integral no sean los c¢lési-
cos de la convolucidn, es decir, +o y =-o .

Analicemos la expresibn (1.9). Nos dice que en un sistema
cuyo comportamiento estd descripto vor una ecuacidn diferencial
vectorial lineal, con coeficientes constantes y en reposo inicial
(x0 = (0), la solucién de la ecuacién, es decir la respuesta del
sistema, estd dada por la convolucidn entre la excitacidén o en-

trada u(s) con una funcibdn que caracteriza al sistema, ¢ (t-s)B.



12

Podemos interpretarlo de la siguiente manera:

o

e Sistema —
. S _
u(t) E figico L x(t)
[ ¢) (t-—to) -——'-...—- ’ -¢

es decir, el sistema estéd caracteriZadé por una funcibn ¢(£~t0)n,
de manera que ante cualquier excitacidén u(t) la respuesta es
la convolucién de ¢$B con u dada por (1.9).

Lo anterior supone condiciones iniciales nulas; sin embarao,
bajo ciertas condiciones de estabilidad, la influencia dél té&rmi~
no debido a la condicidn inicial en (1.8), desaparece con el tiem
po. Entonces, en estado estacionario, es decir, para tiempos su-
ficientemente grandes, el sistema queda caracterizado por una con
volucidn.

Llecamos asi a la cuestidn fundamental: la descripcién del
sistema esté dadé por una convolucidén. ¢Es &sto algo particular

de nuestro ejemplo, o es un hecho general?
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2, Bjemplo introductorio. Descripceibn en frecuencias.

Hagta ahora hemos estudiado el ejemplo propuesto consideran
do como variable el tiempo. Nos ubicaremos en otro punto de vis
ta para obtener una nueva-descripciéng ‘

Consilderemos entradas sinusoidales en el esquema del paré-
grafo anterior. fomaremos, como eés usual, oscilaciones complejas
eiam , debido a que son ¢Smodas para manejar, y si satisfacen una
ecuacién diferencial lineal de coeficientes constantes, también
lo hacen sus partes real e imaginaria. La gque tiene sighificado
fisico es la parte real de la solucidn compleja.

it

Pongamos u(t) = a e ‘en (1.1). 8i ensayamos la solucién

(a y B son vectores)

B it

‘*(t) = , | iy
resulﬁgA
fwp i o age™t 4 gt
1w~ Af = Ba
g = 1

(iwl = A) " Ba . (2.2)

514 41w no es autovalor de la matriz A, a toda entrada de fre-
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¢uencia s le corresponde exactamente una salida de la misma

frecuencia.

De (2.1) y (2.2) vemos que

i} et - jwr-atBa e it

H(w) a eiwt .

La relacibn entre entrada v salida estd dada en este caso por la
funecibén H(w), a la que se llama "respuesta en frecuencia" del
sistema.

En general, las funciones excitaciones pueden expresarse co
mo una superposicibén lineal -en alain sentido- de estas exponen-
ciales: series e intearales de Fourier, desarrollos de funciones
casi-periBdicas, representacibdn de procesos estoclsticos débil-
mente estacionarios, etc. Esto, asociado con el car&cter'lineai
del sistema, hace que la funcibn respuesta en frecuencia sea o-
néra interesante caracterizacidn del sistema: una caracterizacidn
en el dominio frecuencial.

Muevamente nos planteamos la prequnta con la que finaliza-
mos el pardgrafo anterior: ¢es alao particular del ejemplo, o es
un hecho més ceneral?

Apéndice: Si iw es un autovalor de A (se dice que w es una
"frecuencia natural" del sistema), a una entrada de frecuencia w

pueden corresponder o ninguna respuesta de frecuencia w, o infi-

nitas de la misma frecuencia.
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Si hay solucidn de la ecuacidn
(iwI -A)B=Ba ,

la respuesta correspondiente a una entrada de frecuencia w (que
es, recordemos, una frecuencia natural del sistema), es diver-
gente. Esto puede verse con las f£drmulas obtenidas en el §1:;

alli vimos que, con x(0) = 0 ,
. t — 1
x(t) =@ (t,0) f ¢ “(s,0)R u(s) ds. (2.3)
O .

Pero la matriz de transicidn es

A2t2 A3 3 &

2! 3!

$(t,0) = I + At +

va gque derivando término a término (lo que puede justificarse),

At

resulta A e , Yy ¢(0,0) = I.

Suponamamos, para facilitar, que A es diaconal y sus ele-

mentos son kl""’xn . Entonces
A
| e 1t 0
At _
e = .
0 e>‘nt

Asi, dado que 1w es autovalor, la matriz de transicidn ¢ (t)

. . it .
contiene elementos del tipo e , ¥ su inversa, en consecuen-
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cia, del tipo é—lwt. Estos, multiplicados por la entrada eﬂnt,

da origen a términos constantes en el integrando de (2.3), y en
consecuencia la inteqral tiende a infinito cuando t ~* .

Vemos asi que, cuando la frecuencia  de entrada coincide
con alguna frecuencia natural del sistema, la solucidn diverae.
Se dice que hay"rESonanCia".

También se'dice que hay resonancia cuando el autovalor es
de la forma X := -0 + iwo ' coh Wy frécuehqia natural. En es
te caso ia integral no diverqge, pero la amplitud de la respuesta
es, si tenemos en cuenta (2.2), inversamente proporcional a los
términos de la matriz idw I ~ A, 0 sea alauna componente es in-
versamente nroporcional a iw ~ (-0 + iwo) . Cuando w = W

queda sblo ¢. Si suponemos ¢ pequeho, la amplitud de la sali

da para esa frecuencia w, es grande, y tiende a « cuando 0—0.
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3. Definicidn axiomética de sistemas. Resvuesta en frecuencia.

Para generalizar los resultados anteriores definiremos a
los gistemas dinémicos mediante axiomas. Para ello tomemos del
ejemplo que desarrollamos en los pardgrafos anteriores las ca-
racteristicas principales.

Vemos al sistema como un overador L que transforma una

funcidn del tiempo u(t) (entrada) en una salida x(t):

u(t) x(t)

s e L e

L u(t)] = x(t) (3.1)

Sobre tal operador definiremos las caracteristicas. Dire-

mos cque el sistema es lineal si
xl(t) = L [ul(t)] ’ xz(t) = L [uz(t)]
implican que
L [al ul(t) + a, uz(t)} = a, xi(t) + a, xz(t) ’

donde a; y a, son escalares.

Es invariante en el tiempo si (3.1) implica que, para cual

quier h real,
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x(t + h) = L[u(t + h)}] .

Estudiemos él comportamiento de un sistema lineal e inva-
riante ante excitaciones armdnicas de distintas frecuencias .

A la correspondiente respuesta la llamaremos pw(t) r es decir,
L [ei“t = bw(t) . ( # cte. )

Observemos que pw(t) es un nimero complejo, va que por la li-

nealidad
pu,(t) = I [coswt] + 1 L[senot] .

Como el sistema es invariante,

L@ty o ey

pero

I [euwt elwh] _ elwh

i ¥
= oiwh o (t)

Podemos afirmar entonces que, para todo w, h, t, es valida

la igualdad

p,(t + h) =e - 0, (E)
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En particular, si t = 0, resulta

p () =eiwhpw(0) vheR.

Poniendo t en lugar de h y llamando B(w) a pw(O), resulta

p,(t) = Blw) e™F

o sea
L [elwt] = B(w) elut . (3.2)

Esta fb6rmula responde al interrogante planteado en el paré
nrafo 2. Basta una definicidén axiomitica de sistema lineal e
invarilante, para gue la respuesta en frecuencia lo caracterize.

81 escribimos

Blw = [Blw)| X (@ (3.3)
llamaremos a |B(w)| ganancia y a 0 (w) fase del sistema.

Vemos en (3.2) y (3.3) la accibn de un sistema lineal e
invariante ante excitaciones armdnicas: la respuesta es de la
misma frecuencia que la entrada pero modificada en amplitud y

desplazada en fase.

Fjemplo 3.1,

Un modelo matemftico de un amplificador ideal realizable
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puede describirse mediante la expresién

+

Alx(t)] =C . x(t=17 ,

donde x(t) es la seflal de entrada, C es el factor de amplifica-~
cién, vy 7 es el tiempo de retardo gque impone el amplificador.
Es este un sistema lineal, el que, excitado con x(t) = eiwt

responde con

A [eiwt] = ¢ glw(t-T) lwr lwt

= C e

De acuerdo con nuestra definicibn, la respuesta en frecuencila es

Blw) = C e 29T .

Entonces, la ganancia y la fase son:
[B(w)| = C y f(w) = ~Tw

es decir, la ganancila es constante y el conocimiento de fase es
una funcién lineal de la frecuencia. Los amplificadores reales
tratan de lograr estos objetivos en un rancgo de frecuencias muy

amplio.

Observemos que el ejemplo sugiere la definicidn de un nuevo

parémetro equivalente al corrimiento de fase:

T (W) :.-A.- g._(.(f)_ (ex£0)

4
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que tiene unidades de tiempo |v.gr., —rad , v llamaremos"fun
rad/sea -
cidén de corrimiento en el tiempo”.
Resulta entonces,
L [} = Blw) &I%F = |p(wy| o1 (W) Gluwt |

]

By ] 2@l + t]

Bsto muestra que L desplaza el origen en el tiempo de la arméni
ca de frecuencia e en 7 (w) unidades.

En el ejemplo anterior

r(w) = =7 Y w,

una funcidn constante que dice que todas las armbénicas son des-
plazadas en una misma cantidad, es decir, no hay distorsién de
fase, como corresponde a un amplificador ideal.

Observacién: la clase de sistemas lineales e invariantes no es

la mayor que posee la propiedad indicada en la pdg.19,como se ve

con el siguiente ejemplo no lincal:

detector &

amplitud |
sistema

¥
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4. Convolucién de Funciones.

i Hemos respondido en el pardarafo anterior a la cuestidn plan

teada sobre la caracterizacibn en frecuencias del sistema lineal.

Mis laborioso va a resultar encontrar kespuesta para la des~
cripcibn temporal. :

Como vimos en nuestro ejemvlo, tal descripcidn estaba dada
por una convolucidn entre la entrada y una funcibén que caracteri
zaba al sistema; pero esa funcibn quedaba definida en el ejemplo,
por los coeficientes de la ecuacidn diferencial.

En el caso ageneral, esa funcibn es la misma definicidn del

sistema, ya que, una vez conocida, permite determinar la respuesta

x(t) correspondiente a cualgquier excitacidn u(t) :

Dado el esquema anterior, la pregunta es: ¢cdmo se determina
h?

Es claro que si existe unidad vara la convolucidn, llamémosla

8§ , y la tomamos como entrada, la salida es la misma h ; es denir,

S*hzho

Y aqui se plantea la preaunta fundamental: ¢existe unidad pa-

ra la convolucién?
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Veamos.

1 1

Es sabido que si f, g € L~ , resulta que £ * g€ L™ , y

ademés

I£ * gl I£1 lgl ,
lo que nos dice que Ll es un &loebra de Banach (ver apéndice).
La precunta anterior ser8 respondida mediante la utilizacibn
de la transformacidn de Fourier, por lo que recordaremos su defi
nicién: si f(t) € Ll, llamaremos transformada de Fourier de
f{t) a la funcidn

-t dt .

(-]
Flw) =/f(t)e
Es claro que estd bien definida y que es acotada, ya que

[Flw)| < [ |£(t)] at =1 £ .

Tamblén es continua,como veremos a continuacidn.

CFloth) - B@) = 5 e PRI £y ap - p o7 £ at =
= e Wt (7Rt _ gy (e at .

Fntonces
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|Eqwrn) - B | € | IRE

- 1lley] at
el integrando estd acotado por una funcidn integrable:

le™*Bt L gl se)] < 2] E(e)|& Ll ,

por lo que es védlido el teorema de la convergencia mayorada, y

entonces -
60 , ' '
1fm [Flwth)~ F(w) |< lim [|e™ ™ — 1) 1s00)] at =
h-0 h-0 -
= J 1im |e™*B% < 1(e@)[ at = o
—s ho0

Ademds, por el lema de Riermann-Lebesgue,

1im F(w) =0
(Wt oo
Resumiendo, si llamamos Cy ' al espacio de funciones continuas,
acotadas, y que tienden a cero cuando w=— tw , resulta que la

transformacién de Fourier es un operador lineal que transforma

Pt o gy

Este opera sobre la convolucidén de la sicuiente manera (ver

apéndice) :

by
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Flf % gl=Flt]. Flgl .

Observemos que C; también es un &laebra de Banach con el

producto usual

(F.g) (t) = £(t). g(t) ,

y £l sup | f(t)l

It

Es claro gque no hav unidad en C, -, vya que si e(t) € C vy
verifica e(t). f(t) = f(t) para cualquier £ € C¢ ' tenﬁria que
ser e(t) = 1 , que no pertenece a C¢

1 . , ; .
Pero entonces L no tiene unidad; en efecto, si existe

1 1

e €L tal que e * £ = £ para toda f € L~ , resulta

Fle] . FIf1=rl[f] ,
de manera gque
Flel = 1 ,
gue no pertenece a C¢ .
Sin embarco, en muchos textos de inaenieria o sistemas se

habla de una funcidén §(t) que verifica

J E(t) 8(r=t) dt = () ,

-0
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lo que permite caracterizar a los sistemas lineales.

Observemos que, poniendo 7 = 0 ,

S £(g) 8(t) dt = £(0) ; (4.1)
sobre esta expresibén volveremos més adelante.

Analicemos un poco estas fdrmulas para.ekplicar el origen.
de la definicidn de una funcidn que sea unidad de la convolucidén.

Para ello definamos la funcidn

hy(x) = 5 e M &lT¥ gr o (4.2)
= /2 p) A 5 , con A >0 ;
T AT 4+ x

resulta que

(-]

f hk(x) dx = 1

=00

Teorema 4.1

g(x) acotada,y continua en Xy

Entonces;

lim (g * ) (xq) = g(xg,)
o By ) (xq 0

Dem. :
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(g * hy) (xo) - alxg) = _i g(xg=t) hy () dt - a(x,y) =

= 1 lalxgmt) - alxg)l by (£) at .

Si ponemos en (4.2) A =1 y x = t/pr , resulta la funcibn

h1[5]= fetTlh TR g
M —oo

Cambiando de variable,

’ pdz = 4r ,

Obtenemos entonces que

1 t
h#(t) = = hl[—l

Ahora podemos sustituir E'(t) por una con subindice fijo:

hl . Resulta

(g * B,) lxg)= glxg) = JLalxg-t)= gxo)] ,]1' hl[f

dt

an =1 at
u
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88

= JLglxgmni)= qlxg) T hytm) dn .

(ueremos tomar lfmite cuando i = 0; para ello observemos gue

. 16 (xg=nm)= glxg)1hy ()] & 2AIh, (m)] & L,

Bi |g(x)i € A

. Um[g(xg=nd= gl#g) ] hy(n) = 0, puesto gue ¢ es continua
=0 :
en xOu

Por el teorema de la convergencia mayvorada,

im (g * h ) (xg) = gixg) ,
=0

lo gue demuestra el teorema.
El teorema nos da una "aproximacién a la 6", una aproximazifin

a la unidad de la convoluecibn: mostramos una familia de funeiones

tales que:
Dz;hk(x) dx = 1 ,
y, para ¢(x) acotada y continua,
%ig wZ g(t) hy (x-t) dt = g(x) .

¢Qué sucede si, sin ninguna Justificacidén, pasamos el limite
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bajo la inteqral? Hag&moslo.

Como
( A
— % si x#t
AT+ (x-t)
by (x-t) = 4
% si x=t ,
al hacer A -0, obtenemos
0 sl xX#t ’
§ (x-t) = 4.2)
o0 si x=t

Este paso al Limite sin justificacidn es el que da origen a
una falsa definicién de 6&(t) en tratados sin rigor matemitico;
la definen como una funcibén que es nula en todo punto menos en el
origen, y tal que su integral vale 1. Obviamente inconsistente.

Si aceptamos eso, se puede afirmar a partir de (4.3) que
n . §(x~-t) = 8 (x~t) ,

Yy, entonces

o

n.g(x) = f g(t) néd(x-t)dt = s g(t)d(x~-t)dt = g(x) ,

1
N
fl
(¥%]
it

de donde 1

ooooo
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La cuestién estd en que no es licito el paso del limite bado

la interral.

Lo que mostramos #s v8lido no sblo para la familia de funcio
nes hk(x) gue tomamos. Lo es en forma mucho mds general, para
otras funciones con esas mismas caracteristicas, es decir, que
cuando A = 0 tienéan a ser un pico préximo él eje de ordenadas.

Pero todo conduce a pseudo-definiciones de la §(t) que,
como vimos, son absurdas. |

Para lograr una definicidén de &., es decir; de la unidad
de la convolucidn, debemos salir del campo de las funciones, y

pasar a otro mids general.

A eso vamos.
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APENDICE

1

Bl hecho gque g8i £, g € L entonces £ ¥ g € Ll, @s unea

aplicacidn del teorema de Pubini, como veremos.
n{x) = (£ * g)(x) = J £(x~y) g(y) dy ,

y debenmos ver que axiste

00 (4]

J dx S £(x-y) gly) dy . ' (A.1)

Pero, si comenzamos con la siguilente:

00 oo

fdy 1 Ex-y)l gyl dx (A.2)

e

tenemos que es igual a

o0 o0

I lgy)ldy [ | £(x~y)ldx =

(5]

T = X~y dr = dx
= Slg(y)ldy J {E(r)idr = liglly HEl,
-0 00

Con esto probamos gue (A.2) existe, luego (Fubini), también
(A.Ll), como querfamos.
Ademds,
o0 o oo

I E%glhy = £ | (£*g) (x)1dx = [ | £(x-t)g(t)at|dx <

ey 30 .l
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Veamos

Fl £*d]

32

f ax Sl £(x-t) g(t)ldt =

-0 @ =00

0 oo

flgleyiat § 1 £(x-t))dx = Iighll £l

ahora que F[ f*g .= F[ £] F[ gl

-]

= [ (E*g) (t).e" 1wt

dat

= f e it gt ; f£(t-u) g(u) du = (Fubini)
< [ g(uw du J £(t-u) e ¥ gt = (r=p-u)
- 7 " ~Lew(T+u) at =

g(u) du J £(r) e

Fl gl . F[

i
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x
5, Distribuciones.

Ya hemos visto la imposibilidad de definirx a la § como wuna
funcifn, es declr, gue a cada nlmero + le haga corresponder obLro
nfimero §(t).

Sin embargo, observamos que nuestro interés estd en conside
rar a la § dentro de una expresidn inteqral, nunca sola; aparece
siempre dentro de una integral y acompafbada por una funcifn.

Entonces la podemos ver como una funcional en lugar de una

funeién, es decir, como una aplicacidn entre un conjunto de fun-
clones y un conjunto de,nﬁmerosf Si llamamos T ,a la funcional,
a cada funcidén ¢ (t) le corresponde el rifimero TIlw(t)); en lugar
de esta notacibn emplearemos en adelante <«T,¢> , notacidn de
producto interno que coincide, en el caso de funciones, con la

integral que usamos antes. Volviendo a (4.1), podriamos definir

Pero es claro que debemos definir bien el espacio de funcio
nes gue usamos como dominio de las funcionales, y las caracterig-
ticas de éstas.

Hay distintos espacios de funciones que son fitiles. Cormen~

zaremos con el siquiente.

Definicidn 5.1

Llamaremos D al espacio de funciones infinitamente dife-

renciables (C~) y de soporte acotado; indicaremos
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sop¢ = {t /wit) # 0} .

Es claro que D es un espacio vectorial.

Un ejemplo“de funcién perteneciente a este espacio es el sl

guiente
1 ‘ 4
e‘l-E - osi <t
p(t) =
| 0 si [tl>1 ,

Un par de teoremas nos darén resultados que utilizaremos
més adelante, y ademfs, nos mostraré&n gue las funciones de D es

t&n préximas a otro tipo de funciones.

Teorema 5.2

£(t) continua, y nula fuera de un conjunto acotado. Enton

ces existe {¢a}c D tal que

@a(t)unlq— £(t)
a-0

Dem. :

Llamemos

v (3)

e a >0 ,
G e

pq(t) =

donde ¢ (t) es la funacidén del ejemplo anterior.
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Bstas funciones C* son nulas en it1>a , v ademés sa-

tisfacen

T oeglt) dt =1

Definamos

[s=]

@ (£) = (£ * 9 )(t) = £(T) ¢, (t-r) ar ,
v demostremos que ¢a(t) € D.

Es claro que @a tiene soporte acotado, ya que lo tienen
tanto £ como ¢, . Entonces la integral es sobre un intervalo
finito; el integrando es éontinuo respecto de (t,7) y tiene de-
rivada parcial respecto de t (¥4€ dm),que tambié&n es una fun-
cidén continua de (t,7). Entonces se puede derivar con respectc
a t dentro de la integral 12]; Como ¥, € D , la nueva inte-

gral satisface las mismas condiciones, v siquiendo el procedi-
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miento, ®a(t) € Céﬁv Asi resulta que ®a(t)e D.

Veremos que é&stas son las funciones que sirven para'la a-

proximacibn:

I£(t) - g () =1£E) - / £(r)p, (t-7) dr | =
=1 f [E(t) = £(r)] g, (t-r) dr|<

< 7 IE(E) = E(r)l e (t-r) dr =

[ | £(t) =~ £(r)| wa(t—r) dar
lt-r| <a

Como £ es uniformemente continua en el compacto que es
soporte de wo,lf(t) ~ £(r)l < ¢ para todo var +t,r que cumpla

| t-rl<8. Tomando a<$§,

| £(t) = @a(t)l <e [ Pgl(t-r) dr =¢€ .
H’-"'T | -<a

Teorema 5.3

Si f € o[ R] , entonces, dado cualquier intervalo finito

[a,b] , existe ¢ (t) € D tal que

p(t) = £(t) en [a,bl.
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Dem.
Construyamos primaramente una funcidn ¥ € D que sea igual
a uno en [a,b). Para ello tomemos una funcidn continua h(t)

que sea uno en [a-a, b+a ), a > 0, y h(t) = 0 fuera de un inter

valo més grande¥

4-...&

4

Definamos
¢1(t) = _f h(r) Vaft*r) dr ,

donde Y, es la misma del teorema anterior.

Entonceé, por el soporte de ¥q,

t+a
Vv, (8) = [ hir) ¢, (t-r) dr ,
t-a

que como vimos en él teorema #anterior, pertenece a D.
si te€[a,b] ,7r €la-a, b+ta] , y en ese intervalo, h(r) = 1.

De manera gue si +t €[a,b] ,

t+a
wl(t) = ¢a(t—r)'dr = 1 .
t-a

Tenemos asi una funcidn gue pertenece a D y vale 1 en el

intervalo [ a,b].
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Ahora,
f(t).¢1(t) e Cc» ,

y ademds, £(t).¥,(t) es de soporte acotado porque 1o es Py

Entonces, £(t).¥,(t) = £(t) en [a,b], porque v, =1 allf.

Tenemos definido el eséacio D y algunos resultados sobre a
proximacién con esas fﬁnciones.

Nos interesémos ahora por las funcionales lineales y conti-
nuas definidas en D.

Las definiciones son lLas conocidas:

linealidad
<T, ale + b¢2> = a <'1‘,*Pl> + b <T,¢2> H
continuidad
Si {¢n} converge a Y (t), entonces
<T,&Pn> -+ <T,¢> ;
la Gltima es la convergencia de una sucesién numérica, pero debe

mos definir el significado de la expresidn "wn(t) converge a

(p(t)u.
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Definicién 5.4

{wn(t)} C D converge a cero en D si todas las ¢n se anu
lan fuera de cierta regibén acotada fija, la misma para todas ellas
y convergen uniformemente a cero, junto con las sucesiones de de-
rivadas de todo orden.

Es decir, ¥ K acotado tal que
wn(t) =0 si t&€ K, vn ,

ydado e >0 y k €N , existe Ny tal gque si n = N, entonces

e ey<e.

Ahora estamos en condiciones de definir la continuidad de las

funcionales: diremos que T: D= R es continua si
Y ——— g <T,tpn> =+ LTe>

Definicidn 5.5

Una distribucidn (o funcidn generalizada) es una funcional
lineal y continua definida en D . Llamaremos D' al espacio

de distribuciones.|[ 3] ,[ 4]

Veamos unos ejemplos.

1. sea f(t) € L% (localmente integrable).

oc¢
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Pédemos definir
<f,¢> = [ £(t)v(t) dt (5,1}
”'-00

para cada ¥ € D; la integral existe en la regifn acotada sop ¥(t),
pues allf f es integrable.
La linealidad és clara. Veamos la continuidad.

_D,
si ¢n L

-] -]
lim f f(t)“%(t) dt = [ £(t)¥(t) dt ,
1 + 00 woo -0
ya gue el integrando converge uniformemente en una regidn acotada.
Asi tenemos que una funcidn localmente integrable determina una
distribucibn a través de la expresidbn (5.1). Estas distribucio~

nes que provienen de funciones son llamadas regulares.
2. Definamos la funcional
<8p>= ¢ (0) vwe D,

que es, evidentemente, lineal y continua. Asi, § € D',

Es Interesante observar que esta distribucidn no es reqgular.
1

loc tal que

En efecto, supongamos que existe f € L
-]

J £(t)v(t) dt = ¢ (0) YYe D .

-0

En particular, si tomamos
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_a2
e ;7:;7 : si ltl < a
g (t) =
0 si ltl = a ,

resulta

{¢a(t)k*~+ 0 ° (menos en t=0);
a0

pero

[~ -]

[ E(t)e (t) dt = ¢ (0) = et

a

Dado que el limite pasa bajo la inteqral por las razones

va apuntadas, tenemos

e™l = Lim [ £(t)w (t) dt = 0,

a*) oo
absurdo que demuestra la afirmacidn.
La convergencia de una sucesién de distribuciones 1 fn} es
la convergencia débil, esto es,
<E > <f0 2 YYED ,

y se ﬁuede demostrar que £ € D' [4],

Las distintas operaciones con distribuciones (dejemos de lado

la suma y el producto por escalar) son definidas a partir de las
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distribuciones regulares, ya que &stas provienen de funciones y

con ellas sabemos operar.

Por ejemplo, para definir una traslacién observamos que

[ £(t-7) p(t) dt = [E(t)p (t+r) At

por -un cambio de varilables, de manera que, en general, ponemos
. A k ‘
<E(t=7), v (t)> =<£(t), plt+7r)> .
Es para destacar que no es posible definir en general la mul

tiplicacibn de distribuciones; ya hay problemas en el caso regu-

lar, porgue si tomamos

_ 1 1
resulta
[+ |

gue no es integrable en intervalos que contienen el origen.
Lo que siempre se puede definir es el producto de una dis~
tribucién por una funcién C* ; la definicifn surge del caso re

gular en forma inmediata:

< fogp¢> =<'fl,q‘\a> ’
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donde £ E€D' y g€&CcC™, L -
Pasemos a la derivacidn. Si E(t) &€ Lioc y es derivable,

resulta, integrando por partes

fOET(R)e(t) At = e () E(t) | - s E(t)e'(t) at =

-0 =0 -0

Ll | f(t)‘P'(t) dat ,

Ya que @ & D.

Entonces, la definicién es
<E', 9> = - <gp'>

y se comprueba fédcilmente que es una funcional lineal y continua.
Como ¥ es infinitamente diferenciable, resulta gue las dis
tribuciones también lo son.

Veamos un ejemplo. 8i tomamos la funcibn escaldn

1 51 £ <0

u(t) =
0 si t»20,
define una distribucidn por ser Lioc'
o
<u',p> = =u,p'> = - {) p'(t) dt = -plo) + p(0) =

= p(0) =<b,p>,

es decir, u' =6,
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La derivacibn es una operacidn lineal y continua en D', Vea

mos esto (ltimo.

A D'
Sea {fn} c D' ,' {fn}——f—* £ .

Entonces,

(k) (k)

<fr(lk),(p > =<fn’ (-1)k ) >><E, (...]_)k 0 S <f('lk2‘PZ> .

Esto nos permite consignar el siguiente hecho sobre la deri-
vada de la & de Dirac. Ya hemos visto que
A D'

— §(x) ;

A2 + x2
de manera que, por la continuidad que demostramos,

. . 4’ D' )
2 A x —_— b (x)

(kz + xz)2 A -0

Es instructivo hacer la representacibn gré&fica
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Esa es la razdén por la cual en alagunos textos se utiliza el

siguiente simbolismo:

|

5 (t) @a-m

La distribucifén § aparece tambilén al derivar Ffunciones
derivables por tramos. Supongamoe gue f£(t) lo mea, con saltos
de altura hl,a..,hn ;,  en los puntos tl""tn°

Definamos

n
£,(8) = £(t) ~ T hy ult-ty) ,
1 rp K k

donde u(t) es la funeidn escalfn. La funcldn f£,(t) es conti-
nua y tiene la misma derivada gue £(t) excepto en tl,uun,tn,

La distribucidn regular fl definida por la funcibdn fl(t), tle
ne derivada fi que coincide con la distribucidn regular definie

da por la funcidn £'(t):
<), P >= [ £] () P(t)dt = JE'(£) w(t) =<E£',¥ >,
Resulta asi que, derivando distribucionalmente,

n
£1 = £1 4 T hy.8(t=ty)
L7 et k

es decir, las discontinuidades en los puntos contribuyen
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gon el té&rmino hk.B(t-tk) a la derivada,

El concepto de convergencia en D' permite asignar un sen
tido distribucional a integrales impropias que divergen en el

sentido cl&sico. Consideremos

2 e

[~]
J cos wt dw
0

que es divergente para cada t.

Tenemos
1l b sen bt
= f cos wt dw= S,
m 0 Tt

y las funciones del segundo miembro son localmente. integrables,
por lo que definen distribuciones regulares. Analicemos enton-
ces la convergencia en el sentido distribucionalyj para cada

v &€D ,

lim & 5 2€R.BE ,(ey ae = p(0) ,

Dtno T o0 t
de manera que, desde el punto de vista distribucional, cuando
b+, converge a 6§ (t); podemos entonces escribir, en forma

simbblica,

2}

J cos wt dew = §(t) (5.1)
0
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La integral analizada aparece en el estudio de la transfor
macifdn de Fourier, en la memoria original [5] (e¢f.[6]). No fue
un error involuntario de Fourier utilizar esa integral divergen
te, ya que comenta: "asf, la funcidn representada por la inte-
gral |

J cos w(x=~t) dw

0
tiene la singular propiedad que, sl se_la multiplica por una
funcibn cualquiera £(t) vy si se integra con respecto a t
entre limites infiniltos, el resultado es igual a #.f(x); de
manera que el efecto de la integracifn e¢s cambiar t por x

y multiplicar por el nfmero =n". Justamente el sénﬁida de la

£6rmula (5.1).
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6. Convolucidn de Distribuciones (I).

Para definir la convolucidn de distribuciones necesitaremos
algunos resultados previos y la operacidn de producto tensorial

de distribuciones.

Lema 6.1

Si w(t,n e Dy , ¥ glr) € D; , entonces
’ »

6 (t) 8<glr),v(t,r)>€ D, .

Dem.:

a) 0(t) € ¢™:

>

OCt + at)= 0 (8) _ ogqry, £LE+ AL, T) = w(t,T)
At At

por la linealidad de ¢
Pero la funcibn ¢ (t + At,7)- ¢v(t,7)/At es nula fuera de

una regidn fija y continua para todo t , por lo que (ecf.[7]),

ot + ot T) = plt,T) T, de(t,T)
At =0
M ot

y lo mismo con las siguientes derivadas, ya que ¥ € C™ . Ahora

por la continuidad de g ,
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Ot + 8£)= O(t) ——y o o (py, Beltyr) o
At At =0 at

L4
y en forma andloga para las siguientes derivadas.

b) sop 6(t) es acotado: como ¢(t,7) tiene soporte acotado,
sop ¢(t,7)C I x J , donde I,J son dos intervalos finitos. §i

t &I, o(t,r) = 0 ¥r , de manera gque 6(t) =<g(r),0>= 0 .
El producto tensorial es una operacién gue combina una distri
bucidn f(t)€ DL con una glr) € D; , para dar una distribucidn

que indicaremos £(t) e g(r) € D! _ , de acuerdo con la siguiente
4

Definicidn 6.2

<E(t) @ glr),p(t,7)>= <£(t),<g(7),v(t,7) >>
VW(tIT) € Dt,'r °

Observemos que el Lema 6.1 da sentido al segundo miembro de
la definicidn. Probaremos que £(t) o g(r) € Dé ;e Claramente

. 7
es una funcional lineal; para demostrar la continuidad, debemos
D

ver que si {wn(t,r)}-QELL 0 , entonces

&

<f(t) ,<glr) ,apn(t,'r)>> -0

Dada la continuidad de £ basta probar que
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D
\lln(t) = <g(1‘) ,spn_(t,f) > ""t“o .

Todas las funciones wn(t) tienan sus soportes contenidos en
una regidn fija, ya que asi sucede con las vn(t,f). Queda por
demostrar que {Wék)(t)} —~+ 0 , ¥k . Supongamos que no es asi,
es decir, que existe un k para el que, un € > 0 y una sugesidn

{tn} verlifican
(k)

Usando lo demostrado en la barte a) del Lema 6.1,

(k) d k .
[Vn (Ep) | = [<elr), =g eqte,r) | > ] > e, (6.1)
ot -
n
Dt 7
Pero {wh(t,r)} —=Ll 0, de manera que
A ok
Aplr) = SEE vy (tr) € D,
tatn

convergen a cero en D, .

Como gl(r) & D; '

<9(f),¢n(ﬂ> =0,

lo gque contradice (6.1).

Definicidn 6.3
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fe D' es nula en un abierto U si <£,> = 0 para toda
#e D con sop ¥C U . El conjunto nulo de f es la unibn de
los abiertos en los que £ es nula. Su complemento es el poporte

de £ .
Por ejemplo, sop &(t) = {01}.

Teorema 6.4

f,9€ D',
sop (f ® g). = sop £ x sop g .
Dem, :

(C) Supongamos que to & sop £ , es decir, existe un entorno N

de to tal que

<f(t),m(t)>=0 ¥vn €D , sop N CN .

si ¢(t,7) €D, , con sop $(t,7)C N x R,
{

la funcibn
o(t) & <g(r),elt,N>€ED,

por el Lema 6.1.

Entonces,

<f(t) og(r),plt,r)>= <£(t),0(t)>= 0 .
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va que sop 0(t) CN y N estd en el conjunto nulo de f .
Hemos probado asi que si to & sop £ , entonces (to,ro) ¢
sop £(t) @ gl(r) Vr, . Andlogamente, si r  # sop g , fesuita
que (to,ro) & sop £(t) eglr)..
En forma equivalente, si (t,,7,) € sop £(t) e g{(7) , (t ,7.)

€Esop £ x s0p g .

(O) Sean t, € sop f v T, €80p ¢ .

Tomemos una funcién VY(t) € D , tal que

t, € sop Y(t) Yy <E(E) ,W(E)># 0
y una funcién 0(7) € D , tal que

T, € sop 8(7) ¥y <Kg(r),0(r)>4# 0 ;
Entonces, Y(t).0(7) € Dy e

14
Si U es un abilerto que contiene al sop ¢ y V un ablerto

que contiene al sop 0 , resulta:

(to,‘ro) €EuUxvV,

sop [¢(t).o(r) ] CcuUxV .
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De manera que

<E(t) e glr),P(t)8(r)> <f(t)',<g<;r")_',¢(t)e'(r')>> s

[

<E(E),U(E) <g(r),0(r)>> =

<E(E),W(E)> <g(r),0(r)> # 0 .

Esto nos dice que U x V no es del conjunto nulo de £ o g .

Entonces, (to’1b’ € sop £(t) e g(r) .

Estamos en condiciones de motivar la definicién de convolucién.

Como ya hemos visto en § 4, s1 £ y ¢ G.Ll, |

o0

(E*g)(t) = [ £(t~-7)g(n) dr ,
y f£*ge L:L .
Estamos tratando de definir la convélﬁcién paré distribuciones;
comencemos, como siempre, por el caso regulé.t. Para tal caso tene
mos

- -]

J (£ *g)(t) . p(t) dt =

- 00

<f*g,p>

= [ ¢(t) d& [ £(t-7)g(7) d7 =

=00

o0 -]

[ g(7) d7 J f£{t=-7)p(t) dt =

- 00

(t=7 =%x)
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oo oo
= [ g(r) d&r § £(x)p(x+r) dx .,

Es decir, para definir la convplucién tenemos que darle sentido

a }a expresidn
<f¥*g,v>=<g(t), <£(r),p(T+t)>> =
=<g(£) e £(7),p(r+t)> ,
y analogamente a
<E(t) ,<glr),plr+t)>> =<£(t) ¢ g(r),«p(rv+i':)x>
patra\'~ v ED .,
La primera observaci8n es que el soporte de ¢(t+7) no es

acotado. En efecto, supongamos que sop ¢ = [a,b] 3 entonces,

plt+r) #0 si a<r7T+t<€b,osea ~t+a<7t <~ + Db

Una manera de darles sentido a las expresiones anteriores

es hacer hipbtesis de tal manera que .resulten soportes acotados.



56

Recordando el ngreman§.4, hacemos las siguientes observacio

nes:

IR

1, 81 £ & g tienen soporte acotado, sop f % sop g estd con

tenido en una banda vertical y horizontal de ancho finito.

|

LN

2. 81 £ y g tlenen soportes acotados por la derecha, resulta

la siguiente zona:

uy

F sop f

An8logamente para soportes acotados por la izquierda.

En cualquiera de los casos mostrados, - sop £ x sop g tiene

interseccidn - §i .acotada con sgop ¥ (t+7):; que es la banda in-
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clinada que ya vimos. Eso buscdbamos. Podemos darle sentido a

la convolucidn poniendo

<E¥*g o> =<E(t) ® glr) , AN(t,7)p (t+r)>,

donde A (t,r) € D, y vale uno en un entorno de § {ver Apé&ndice).

T
14

Entonces, siempre que las distribuciones que intervienen verifiquen
alguna de las condiciones establecidas, podemos considerar a f *g

como una funcional definida en D ; se puede ver gque es lineal vy

continua. Asi, si se cumplen dlgunas de las hipdtesis sobre el

soporte de f y g , resulta f *g € D' .

Dado que & (t) tiene soporte acotado, la podemocs convalucio-

nar con cualquier distribucién de D' . Calculemos § *§

<SE*8,0>=<E(t) ® 8 (7),0p(t+7)> =

it

<E(t), <6 (7) ,p(t+r)>> =

<E(t),e(t)> r VYVVED.,

Es deéir, f*0 = £ .
Esto responde la pregunta planteada en el § 4 acerca de 1la
unidad de la convolicidn. Existe en las distribuciones y no en

las funciones, y es la & definida en el § 5.
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APENDICE

Hemos dado sentido a la convolucién de distribuciones en
el caso en gque la interseccibén del soporte de £(t) gg(7) vy

" el soporte de ¢ (t+r) sea un conjunto acotado £ , poniendo
O LE(t) e glr) , A(t,m)e(tdT)>

donde A(t,r) € D ; Y es igual a uno en un entorno de & .

t,7
Justificaremos esto, mostrando que los valores de una fun

cibén ¢(t,r) €D , fuera de un entorno del sop £(t) ® gl(r),

t,T
pueden modificarse sin gue cambie el valor de la distribucién

sobre esa funcibn.
Comenzaremos con la siguiente

Definicién A.1l

Una familia {Uj};=l de conjuntos abiertos acotados de

n

N forman un cubrimiento localmente finito de R , 81 cada

R

x € R® pertenece s6lo a un ndmero finito de Uj

Lema A.2

Sea {U.,} wun cubrimiento localmente finito de R? ; en-~

]
tonces, existe otra coleccibn numerable de abiertos Vj que

cubren R" , tal que vy C Vj C Uy + para todo j .
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Dem.: Construyamos la colecc¢idn' en Forma inductiva.

El siguiente esquema muestra la

I

’ituacidn para el primer

conjunto: ‘ .
3 V :
p 2 K i A \
\ \ L/ V) ]
e
—_—
’<———-——-——o—ll
U2 _
{Vl'UZ'US"""‘} es un cubrimiento localmente finito y Vlc:Ula

Supongamos ahora que Vl""’vk-l soil tales que
ijUj ’ jﬂl,...,k"l,yque

{Vl, ) ,Vk_lluk,uk+1; U Y ) }

es un cubrimiento localmente finito de RD
Si quitamos del mismo el abilerto Uk y tomamos comple-~
mento, definimos

F @CLV, U.o UV, UG, Ubund]

k+1

que es cerrado, y ademéds, Fk c Uk (en efecto, 81 x € Fy o

x & vy i=l,..,,k=1 , x & Uy i»k+l -, de manera que x € Uk)"
Ahora elegimos V) como un ablerto que contiene a Fy

y cuya clausura estf contenida en Ug
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Lema A.3 (Particifn de la unidad)

Dado ﬁh’dubfiﬁiénﬁo (Uk} locaimente finito en R" , exis
te una sucésién de funciones {ek(t)} C D tal que

i) 0 < ek(t).< T,

ii) sop ek<t) C Uy

ii1) z ek(t) = 1.
.k

Observemos que por 11), la suma que aparece en i1ii) tiene

una cantidad finita de términos.

Dem. :
Usemos el cubrimiento {Vk} dado por el Lema A,2.
Podemos construir funciones (ver parégrafo 5) hk(t) €D
tales que:

‘ hk(t) =0 'si t & Uy
. 0 hk(t) <1.

Definamos
h(t) = k£1 he (t) ;

para cada t es una suma finita, por el carécter localmente fi

nito del cubrimiento, y ademds, h(t) = 1 .
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Las funciones buscadas son

h, (t)
ek(t) =k .
h(t)

Teorema A.4

£ € D', {Ua} ablertos.

§Si £ =0 en cada U, , entonces f =0 en K= { vu,.
a

Dem. :

Podemos suponef gue cada abierto U, tiene difmetro menor
que uno.

Debemos probar si V(t) € D con sop ¥ C § , entonces,
<f£,> = 0 .

Sea E un conjunto abierto tal que sop Y CE CE C & |
A partir de la familia ({U,} podemos -agregando conjuntos abiex
tos que no corten a E - , obtener un cubrimiento de R median
te abiertos de didmetro menor gue uno.

De este cubrimiento de R , podemos tomar un subcubrimien
to localmente finito. En efecto, R = U [k,k+1l] , y cada inter
valo tiene un subcubrimiento finito; la unidén de todos ellos re
sulta un cubrimiento numerable de R , gque es localmente finito
dada la cota uniforme de los difmetros. Llamemos {Vk} a tal
cubrimiento localmente finito, y {ek(t)} a la particidén de
la unidad correspondiente (Lema A.3).

La funcién {(t) € D , puede ser escrita como sigue:
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b(E) = T U(E) ey (t) ,

donde la suma es finita (recordar que Z ek(t) = 1), W(t).ek(t)
€D y sop (w.ek) C Vk .

Pero cada conjunto Vi es alguno de los U, @a partir de
los cuales se construyd el cubrimiento de R . (k / w(t)ek(t) #0)

Entonces, por hipbtesis, <f,w.ek> = 0 .
<E P> = & <F, Y e > =10,

k

como queriamos demostrar.

Estamos ahora en condiciones de probar nuestra asercidn

del comienzo del apéndice.

Sean ¥,y €D , p(t) = Y(t) en un entorno del soporte de
una distribucidn £ . Entonces el soporte de ¢(t) =~ Y(t) esta
contenido en el conjunto nulo de £ . Recordemos que la defini

cién de distribucidn nula era una definicibn local: £ es nula
en un entorno U si <f,¢y>= 0 %Yo &€ D con sop ywy CU .

El conjunto nulo fue definido como ia unidn de esos abiexr
tos, y el Teorema A.4 nos permite afirmar que si £ se anula
en cada uno, se anula también en la unidén de todos ellds, de ma-~

nera que

<f ,‘P*\L’>

it
o
-

es decir,
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<f,p> = <£,Y>

para ¢(t) y V¥(t) iguales en un entorno del soporte de £

(pero no necesariamente fuera de €l1).
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7. Propiedades de la Convolucién de Distribuclonasg,

a) Es lineal.

b) Derivacibn; demostraremos que

2 (g g) = £ ¥ dg . dE « g .
dt dt

En efecto,

<-§~(f * q)up> <f * g, = g3'3>==
dt dt

<E(t), Lglr), =p'(t+r)>> =

it

<E(L), <g'(r),p(t+r)>> =

= L K g.'(P> °

¢) Regularizacidn.

si f € D! Yy pw €D,

e

entonces h f * ¢ es una funcién C>* dada por

hit) = <£(r),p (t-7)>,

(7.1)
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y sus derivadas por la expresidn

n ) (¢ =<f(r),«p“" (t-r)>. (7.2)

La demostracidn de la parte a) del Lema 6.1 nos muestra
que si es vilida la expresidén (7.1) también lo es la (7.2).

Demostremos entonces (7.1). Tomemos 8 € D ;

<h,80> =<£ * p,0> = <f(r),<(t),8 (t+r) >

(¢ v & son funciones)

<f(r),<p(t-r),0(t)>>

i
]

<f(r),<0(t),p(t~-7)>
= <f(r) @ 0(t), p(t-1)> =
(conmutatividad de ® : ver Teorema 7.3)
= LG (t), <F(r),e(t=r)>> =
(son dos funciones)
= <<f(1),¢(t*7)>36(t)> .
En consecuencia

h(t) = <€(r).,o(t-7)>,

como querfamos.
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1
loc

definicibén de convolucidn de funciones.

Observemos que,si f € L y la expresidn anterior es la

Debido a la importancia que tienen en la convolucién las
distribuciones de soporte acotado, introduciremos la siguiente!

definicidén:

Definicién 7.1

f €& si f € D' vy tiene soporte acotado.

Adem&s indicaremos con Dé y. Di a las distribuciones de
D' «con soporte acotado por la derecha y la izquierda respectiva
mente, {fn}—§; f si es convergente en D' y todas las fn tie
nen soporte contenido en un intervalo finito I

Como corolario de la regularizacifn vista, tenemos el si-

guiente enunciado:

c,) si £€8& y veEcC>,
entonces (f * ¢)(t) = <f(7),P(t-T)> € D , puesto que es C*® vy
para . It grande, los soportes de £ y ¥ (t-r) no se cor

tan.
d) Continuidad.

t
si (£, f ,y ge€&

!
= £ *g L g g .
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Tomemos Y € D ; por definicibn,
<fn g, P> = <fn(t), Lg(r), P{thr)>> ,
y llamando
Y(t) = <g(r), plt+r)>,
resulta
< * g, P> = KE (E), W(B)> ,

y como sabemos, VY(t) € D por las razones expuestas en cl)“

Entonces, por la definicibn de convergencia en D' ,
<E *g,e»= <fn,\l'>-+<f,!<g(f),tP(t-M')>> m <f ¥ g ,e>,
es decir
£, *g~ £ * g .

El mismo resultado puede obtenerse bajo las hipdtesis,

&!
(£ )— £ y g € D' .
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La diferencia en este caso es que la funcién w(t) € C»,
pero no necesariamente tiene soporte acotado. Pero, como sabe-
mos, puede reemplazarse por una,funciénz 0 (t) € D, que verifica
Vv(t) = 0(t) en un entorno del conjunto donde todas las fn: tie

Dl
nen su soporte. Lo mismo si {fn}-—¥+ f yv g€ Dil.

e) Traslacién.

Si h(t) = £(t) * g(t) = h(t-a) = £(t-a) * g(t) =

£(t) * g(t-a) ;

en efecto,

it

<h(t-a),¢(t)> <h(t),¢ (t+a)> =

l
il

<f(t),<g(r),?(t+a+r)>>

]
n

<f(t),<g(r-a),?(t+r)>>

i

<f£(t) ® g(t-a),?(t+r)>

li

<f(t) * g(t-a),»(t)>

En particular, £(t-a) £(t) * §(t-a) porque (7.3)

f(t-a) = f(t-a) * & (t)

£} Conmutatividad.
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Es una consecuencia de la conmutatividad del producto ten

sorial, y para demostrar esta, necesitamos el siguiente

Lema 7.2

Las funciones de la forma
p(t,r) = E Y (£)8, (m) (7.4)

donde wk(t) €D, Bk(r) €D, v la suma es de finitos términos,

forman un conjunto denso en Dt ,®
4

Dem. ¢

Supongamos que sop v(t,r) C[-a,a]l %x [~a,a] .

Entonces, de acuerdo con una extensidén de Borel al teore-
ma de Weierstrass [9], podemos endontrar una sucesldn de poli~
nomios {pm(t,f)} gque converjan uniformemente a ¢(t,r) en
[-2a,2a)] x [ =-2a,2a)] , y sus derivadas parciales a las de ¢ (t,r)
de la misma forma.

Ahora, si p(t) € D es tal que

1 siltl € a
p(t) =
0 si ltl » 2a ,

resulta gue
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pu(tr) B (8) p(7) €D,

y es de la forma (7.4).

Adenés

. |
(o (t,m)p (£)p (1) }—Eog (£,7)0 (£)p (1) = 9 (t,7) .

Teorema 7.3

f(t) o g(r) = g(r) ¢ £(t) .

Dem. ¢

Establecido el Lema 7.2 y dada la continuidad de las dis-
tribuciones, basta probar la conmutatividad sobre las funciones

de la forma Ewk(t)ak(r) :

<f£(t) e g(r), i \Pk(t)wk('7)>% ﬁ <E(t) ,<g(7) Y (£)6, (1) >>

i
Il

<g('r) ® £(t), ﬁ ‘pk(t)‘Pk(T)> N

Corolario 7.4

p(t,7) € Dt,r ' g(r) & D; + entonces
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b b
I <g(r),p(t,r)>dt = <g(r), [ o(t,r) dt> .
a a

Dem. :

1 s8i tefa,bj
X(t) =
0 L]

Consideremos el producto tensorial

<x{t) ® g("), p(t,7)> = <x(t) l<g(7)f‘P{trT)>> =

b
= f <9(7);‘P(tﬂ')>dt .
a

si ahora calculamos

<g(r) g x(t),p(t,7)> = <g(r),<x(t),v(t,7)>>=

b
=<g(r), f o(t,v) dt> .
a

La igualdad buscada surge del Teorema 7,3.

g) Asociatividad,

En general la convolucidn no es asociativa, como muestra
el siguiente ejemplo.

Si llamamos h(t) =1 si t=>20, =0 si t<0, vy

g{t) =1, g* (8' *h) =g *( *h') =g*s=g=1;
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pero,
(g*8')*h=g' *haO*h=20.,

Puede demostrarse (c£.[10]) quﬁ“la“éonvo;gcién es asocia
tiva bajo alguna de las siguientes condiciones:
i) los soportes de todas las distribuciones son acotados, ex-
cepto a lo sumo, uno de ellos. ﬁ
1i) todos los soportes estép acotados por la ilzguierda o por

la derecha.

h) Soporte de la convolucidn,

Teorema 7.4

f y g son distribuciones tales que la convolucidn de

ambas tiene sentido (¢f. § 6); entonces

gop(f * g) C sop £ + BOP ¢ .

Dem.

Definamos £ =([sop £ + sop g] , gue es un conjunto a-
bilerto. Mostraremos que si p(t) €D , con sop p(t) C & ,

resulta que

KE * g ,¢>=<E(t) @ g(r), . o(t+r)>= 0 .
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Como s0p ¢(t) C§ , sop v(t+r) C {(t,7)/t + 7 € ) =

= {(t,7)/t +7 & s0p £ + s0p g},

ysi t+r7 gsopf + sopg, entonces (t,7) & sop £ x sop ¢g .

En consecuencia,
sop ¢(t+r) N (sop £ x sop q) = ¢ ,
y de alli

<f{t) e g(r) , v(tar)> =10 ,.
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8. Aproximaci6n de distribuciones.

Teorema 8.1

D es denso en D!'.

Dent.

Tomemos una sucesién'de intervalos verrados
Kj G Rj+l ' g Kj # R ,
y funciones aj(t) € D . tales gue
] £) = &
aj( ) 1 81 ¢ Rj

(var el teorema 5.3).

8i £ & D' , definimos
£, = lay, (B) )% g (&)

donde y,(t) = y(nt) vy

-

T |
e gl |t € 1
Y(t) = ; ﬁje (.:Lwt-;5
b

0 sl [t =1 .
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Obgexrvemos que
A ]
an(t).f & D',

ya que a € Ce y f€Dp' (ver § 6); es més, a..f € &' , pues

to gue an(t) tiene soporte acotado. Entonces
' *
fn = (an.f) wn €D,
por lo visto en § 7.C,)

Entonces definen distribuciones fn € D'; asi, para toda

¢ € D tenemos

<fn,w> <((anf)*wn)(t).w(t)> =

<o, £) (£) <Yy (7) g (E47) >> =

#

<E(t), a (t) [y (vl (tir)dr> =

co

<f(t)la’n(t) .H!ln("f)w(t"f)df> N

-0

B

Ya que wn(r) = wn(~r) , resulta

<E ,p> = <E(E) 0, (8). (0 * 9) (6)> (8.1)

Como hemos visto en la demostracién del teorema 5,2,
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(W, * @) (£) —> () ,

n —*o°

y como las mismas hipStesis son satisfechas por las derivadas,

Doy *e) =g (0) *et(e) =) ,
dtj L o N . ., n-~>wo .

y lo mismo con las derivadas de orden mayor; por otra parte las
funciones wn * vy tienen su soporte contenido en un compacto
K , para todo n , ya que sop wnC[~l,l] para todo n . En

resumen, {wn *%1C D, vy

Pero en (8.1) aparecen estas funciones multiplicadas por
an(t) ; tomando n suficientemente grande como para gque Kn D

K , no hay problema en agregar el factor a., - Entonces,’

an(8) [, * ol (8) Loyt

n-»o
y de alli,
<E(£), a_(t) [ * ¢l (£)> — <E(t),0(t)> ;

volviendo a (8.1),
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como querfamos.

Corolario 8.2

&' es densoen D' , yagque DC &' Cp' ,
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9. Descripcibén temporal de sistemas lineales.

Representaremos a los sistemas lineales mediante operadores
lineales cuyo dominio es el espacio de distribuciones de soporte
acotado &' ; las razones para esta eleccibn son: 1) la & de
Dirac pertenece a &' , y 2) la operacibn de convolucidn esté
bien definida.

Para la caracterizacibn que daremos es necesaria la siguien

te definicién.

Definicién 9.1

Un sistema T es continuo en un dominio DT , S1 para cada
sucesifn {fn} C DT que converge a cero en la topologla de Dy s

)
la sucesidén {T fn} _E_+ 0o .

Estamos ahora en condiciones de demostrar el teorema que da
la descripcibn en el tiempo de un sistema lineal, invariante, y

continuo ([81] .

Teorema 9.2

Sea T un sistema lineal,invariante y continuo en &

T: & > D' .

Entonces
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T[] = T[8] * £ , vE & &' ,

Dem, :
1. Supongamos primero que la excitacibén £ € D ; despuds pasare
mos al cagso f € &' , que es el del teorema. Sin perder genera

lidad, podemos suponer gque sop £ C[0,1].

Definamos la siguiente excitacidn:

N |
pg(t) =& 3 g §5e-2 (9.1)
N n=0 N N

es decir, partimos el intervalo [0,1] en N partes y usamos
la excitacién distribucional dada por (9.1).

Como T estd definido en &' , y ademsfs es lineal e inva-

riante, resulta que

N
gylt) & T [rg(e)) = i z ot ﬁ TS £ - s :

Llamemos a

h(t) & T[6(t)] , respuesta impulsiva del sistema.

Por las propiedades de la convolucidn gque ya hemos dempstrado,

N
g(t) =X £ £2 ne-D0 = (por(7.3))
N n=0 N N '
N
=1 3 g2 n(e)rs -8 .
Nn=0 N N
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. .‘ 1 N . . .
= h(t) *|= 2 f(-‘l)a - .
:N n=0 N N,
En el corchete tenemos nuevamente la expresidn (9.1), de manera
que la respuesta correspondiente a la excitacién aplicada ry(t)

N

es:
gy (t) = h(t) * rg(t) . | " (9.2)

Hasta aqui tenemos demostrado el teoréema para entradas que son
8§ multiplicadas por los valores de la funcién £ en los pun-

tos en que se aplican.

Esto nos servird para demostrar la parte 1. En efecto,

si ¢(t) € D , tenemos

L
= Z f(-rl) <8( - E),¢(t)> =
N n=0 N N

<iry (£) 0 (£)>

It
Z |
e
=
o

l—h
A~
zZ s
N

S
-
zZ =
SN—

Ambas son funciones de D , de manera que cuando N~ , la ex-

presién anterior tiende a

1
J E(t)e(t) dt .
0

Como £ € D , queda definida la distribucibén regular



81

<£(t),e(t)> ,
Asl resulta
<k (t) w(t) > o5 <£(t),v(t)>
es decir,
&

rglt) gzt £(8) . (9.3)

Como se ha supuesto que el sistema T es continuo en & , re~

sulta
Tl (E)] 5= TIED o
Ahora,
Tiry(t)l = gy(t) = h(t) * ry(t) , por (9.2).

Pero hemos visto en el § 7,d) que la convolucidn es continua,

de manera que, por (9.3)

h(t) * ry(t) Fsz hie) * £(8) .

Entonces
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IR vk (84

T[rN] = h(t) * rN(t) h(E) * £(t)

i evas
Yy en consecuencia,
T[£] = h(t) * £(t) vEeD .
Esté demuestra el teorema para excitaciones £E€D .

2. Para finalizar, tomemos f € &' .

Tomemos una sucesién {g (t)} C D tal que
1
ﬁnLa °
Por la continuidad probada en § 7,d),

£rp B £k 5=f . (9.4)

(£ * B tienen su soporte dentro de una regién fija, por el
teorema 7.4)
Pero observemos que f * ﬂn €D por § 7,01), y para D

ya demostramos el resultado en la parte 1:

TE *p ] =h(t) * [£*8]
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Pero como T es continuo,
T[f * ﬂn]-“* TL£] por (9.4) ,
y dado gue, por la continuidad de la convolucién
h(t) * [£f * ﬁn]“—“*h(t) * () ,
resulta
T[ £] = h(t) * £(t) vE € &' .,
como guerfamos probar.
El teorema anterior nos da una respuesta a la cuestifn plan
teada en el § 1, sobre la caracterizacién de los sistemas linea-

les. Podemos generalizar el resultado si introducimos otra ca-

racteristica de los sistemas, que definimos a continuacién.

Definicibn 9.3

Un sistema lineal T es causal si

ul(t) = uz(t) vt < t0 = T[ull = T[u2] ¥t < tQ.



84

Observemos que esto significa que si la excitacidn es nula
hasta el instante to , la respuesta también; es decir, no hay

anticipacidn.

Daremos a continuacién una caracterizacién de la causalidad

en términos de la respuesta impulsiva.

Teorema 9.4

Un sistema lineal, invariante y continuo en &' es causal,

sl y s6lo si la respuesta impulsiva h(t) es nula para t“< 0.

Dem, !

(=) Si el sistema es causal, como

§(t) = 0 en (==,0) (sop 6§ = {0} ) ,

resulta

T[6(t)] = T[0] en  (-=,0).

Pero por la linealidad, T[0] = 0 , de manera qgue

TE(t)] = O en (=e,0) ,

es decir, h(t) = 0 si t< 0.
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'( «) Supongamos ahora que h(t) = 0 si t < 0 , Debemps demos

trar que si fltt) = fz(t) en t < t, , resulta que g,(t) =

gf(t) en t< t;., donde g; = T[fil. Por el Teorema 9,2,
91 - gz = h ¥ ‘fl-fz)°

Tomemos ¢ (t) con sop ¥ C(-=,t,):
<{gy =gy (L) P (E)> = h ¥ (£ ~£,)] (t) ¥ (t)> =

= <h(t) o (£; ~£)(T),p(t +7)> , (9,5)

Como sabemos (Teorema 6.1),

sop h(t) o (f; ~£,)(r) = sop h(t) x sop(fy -£,) (r)

[0,2) x [ty .
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El sop y(t+r) esta en la zona rayada horizontalmente, ya que
" sop '¢”cf(:m,ﬁdi , de maneta qué la regidn est§ limitada por-la
redta t¥r =", i -

Comio no ‘sé’ cortan, resulta' que (9.5)"-‘e& igual a.cero.

.-
b

Es decir,

V.

g s § Caltd s

<gqy = g, ,¥>=0 ¥y con sop ¥ C(-=,t;),

T T S, .
I A . .. '}‘A HE

O sea,

como queriamos.

T

del teorema 9.2 a las distribuciones QF soporte acotado por la
£
izquierda. " i

¢ .
L

Teorema 9.6

]
- _
La respuesta de un sistema lineal, continuo, invariante y

g

causal, estd dada por

P
R . . B ‘,}:,% .
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g=h*¢§ v € D'

donde Dé indica las distribuciones de D*' que son nulas para
t <t; .y h la respuesta impulsiva del sistema, Aademds, la

respuesta también estd en Déo .

Dem, $

Definamos una funcifn e, (t) € ¢ que sea igyal a 1 si
t<b y cero si t >b +¢, donde b € R es arbitrario y
e >0,

Podemos poner
f = ab(t)f + (1 - ab(t))f .

Como f£f€&D! , a(t)f €& para b >ty .

to
Y ab(t)f = f para t<b ,

Entonces, por la causalidad de T ,
g="T£ =7Tla (t)E) ,
para todo t <b , y por el teorema 9,2
Tlab(t)f] =h *a (t)f .

Pero b puede tomarse arbitrariamente grande y
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Dy,
b ib’"eo
¢ 1 };'v;:\‘%‘,: H N e‘ .\",;”
Pya ‘qu » N i & l,a . a0 M i ;\:
! t 3 i Xt & L

<ay (£) £, (£)> =<£,p(t) >

para p(t) €D con sop w(t) C[to,b]

\, - L. Yovh
‘I ‘lwf,.l. Dot ,In Ciis ,:,,A..w‘,‘“

Pexo h(t) tiene scporte acotada por la izquierda, ya que
~. S ,‘[ ,:" ‘ i

la restriccién del operador al espacio &' es continua en &'

y entonces podemos aplicar el teorema %9.4. Usando la continuiu

dad de la convolucién (c¢f. § 7,d4), resulta
g=h*g

como queriamos.

Finalmente, ¢ € Dé por la causalidad.
e ¢ B A A B R O TR
Los resultados obtenidos en esta seccifn nos dan la repre-

sentacifn temporal de sistemas en un contexto completamente ge~

neral, respondiendo asi a la cuestidn planteada en § 1.
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10, Relacidn _entre las descripciones temporal y frecuencial,

Si volvemos al campo de las funciones, podemos ver facilmente
la relacibn entre la respuesta en frecuencia y la respuesta impul-
siva,

Supongamos que el sistema L estd descripto por la convolu-

cién

Lix(t)] = J h(u) x(t-u) du ,
donae suponemos que h(u) = L[6(t)] es una funcibén., El operador
L asf definido es lineal e invariante.
8i seguimos los pasos indicados en el § 3 para encontrar la

respuesta en frecuencia, excitamos al sistema con exponenciales

exp(iwt) , y resulta:

L[ei“t] = f h(u) elewlt=u) 4, -
= eiwt [ f h(u) e 1ens du] =
= it | prw

Resulta entonces que la respuesta en frecuencia esg la trans-
formada de Fourier h de la respuesta impulsiva.

Pero el campo donde el tratamiento debe hacerse es el distri
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buciqpal; esto haqe'quefdebamos ocuparnos de la transformacién“,
de Fourief de distribuéiones. | | o .

Como en tantas ocasiones anteriores, buscamos la definicidn
d;stribucional apoyé&ndonos en el caso reéular, es dec;r, en fun-
ciones. |

Una expresidn interesante para esto es la igualdad de ﬁ$£~'

seval:

oo

J E(xe(x) dx = [ £(x)p(x) dx ,
ya que es del tipo que usamos para distribuciones, y sugiere la
siguiente definicién de transformada de Fourier £ de una dis-

tribucitn f :

<E£,0> = <E,P> .

N

Pero aparecen en esta expresibn las funciones ¢ y ¢ , y surge

entonces la pregunta:iqué espacio de funciones tomamos para la

definicidn? Debe ser tal que ¥ y ¢ pertenezcan al mismo.

Y

De eso nos ocuparemos en el siguiente pérrafo.
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11, La transformacifén de Fourier de funciones de decrecimiento

répido.

Vimos en el § 4, - donde usamos la transformacidén de Fou-
rier en L1 - , que la funci6én transformada pertenece al espacio
C‘ . Con sen t/t , tenemos un ejemplo de funcién pertenecien-
te a Cl pero que no esté en Ll .

Para solucionar el problema planteado en el pardgrafo ante
rior, impondremos condiciones suficientemente fuextes sobre la
funcidén f£(t) para lograr que f y £ pertenezcan a la mismg

familia de funciones.

Definiciétn 1l.1

Una funcién £(t) es de decrecimiento r8pido, pondremos
f(t) €5, siif(e) € c™ y 1™ g () < Cpy (kmEN) .
La primera es una restriccidén local, mientras la segunda es una
restriccién global, de comportamiento en el infinitq. Asi, las
funciones de S son "infinitamente buenas" tanto local como

~t2
globalmente. Un ejemplo: e t

Lema 11.2
LU T XX

La segunda condicifn de la definicibén anterior es equiva-~

lente a

m " £ % ey =0 ,

|E] —*oe
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es decir, la funci6n y todas sus derivadas tienden. a cero més r&

pido que cualquier potencia de 1/|t| .

Dem.:

(=) isubOngamos quie, para algn m,k , el lfmite no es dero:

H

: ¢

1tm (R e® ey =p>0
| £ ]
de manera que, para |t| suficienteménte grande |tm f(k)(t)| >

a >0 . Multiplicando por |tl ,

|t’“+l f(k)(t)l >ltl a>0.

Por hip6tesis, |tn}+1 f(k)(t)|.< Ct1,x ¢ @€ manera que |t| a

< Cm+l,k;§

es nulo.

Este absurdo proviene de suponer que el limite no

(«) 81 el lfmite es cero, dado € > 0 , existe M tal qué
1t £ (g)) <6 siltl >m .
En el intervalo [-M,M] la funcién t™ f(k)(t) es acotada

porque es continua; entonces es acotada para todo t , y la

cota depende s6lo de m y k .
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Lema 11.3

si fe& s , entonces " £ (¢) e 1t,
Dem. :
: m
|tm f(k) (t)l = »———I—F-I-—l-?n-n (1 + |t|m+2) If(k) (t)'=
1+t
m
"1 |::lt|m+z (e o) + 1a™2 125 (1)) <
+
L&l
< 1+ & P72 [Co,x * cm+2ck] <
1

<

y como l/t2 es integrable, queda demostrado.

Corolario 11l.4

S C Ll , que surge poniendo m=k=0 en el lema anterior.

El teorema siguiente nos muestra gue las restriccilones im-

puestas producen el efecto buscado.

Teorema 1l1.5

La transformacién de Fourier F aplica linealmente S en

s mismo.
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Dem. :

1

si £€5 , para todo n , t" £(t) € L" (Lema 11.3); enton

ces (cf. Apéndice, Corol. A-11,2)

n ~
=4 £(w) (11.1)

FL(-i£)™ £(£)] =
, P dw

Surge de aqui que f € C*.
. - Para probar la acotacifn que falta, llamemos F(t) =

= (-it)™ £(t) , con lo que (11.1) resulta

a® £ (w)

= F(w)
dap

Por la f6rmula de Leibnitz,

Kk k . .
F (0) = 3 G (03 &y,
3=0
de manera que
) k k, = . .
s1r® e et < 2 G g e 3 %I grae =
- 00 J=0 =00
k Lk . 0 : . ‘
= .Eo(j) n(n=1)...(n=j+1) 5 (€273 &3 (o)1 ae .
j= = o

Como por el Lema 11.3 las funciones del integrando son integra-

bles, obtenemos: F(k)(t) e 1,
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Pero entonces (cf. Apéndice, Corol.A-11.4)

wEEel < e ey ae

-

e@s decilr, usando la definicién de F .

X Fel € f 1 -16)" £ee)1 ) g - c,

k ?

lo que termina la demostracidn.
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APENDICE

Teorema A-11l.1

fe Ll ; si g(t) = -it £(t) € I}‘, entonces %(w) es de-
rivable y ' (w) = é(w) . | o | a

Dem. :

Debemos estudiar el cociente

-iwt _ e—lnt

Fw) = E@) _ | gg
w =7 - oo w -7

dt

Observamos que el integrando estd acotado por la funcidn inte-

grable |[£(t) (0317 | , y que, cuando w = 7 , tiende a
ge) L (e = f(r) [-it eHE
dw

w=n

Usando el teorema de la convergencia mayorada,

4 flw) _ F[ -it £(t)]
dw

Corolario A-11.2

1

si t" £(t) €L , entonces existe la derivada n-sima de

%(w) y



97

a flw) F[(=~it)D f(tj] .
dw

Teorema A-11.3

81 f£(t),f'(t) € Ll . entonces
FIE'(t)] = iw £(w) ,
y lw E@)| < £ |£'(t)] at .

Dem., s

lwt

FLE'(t)] = f £'(t) e dt .

Integrando por partes,

=it L f(e) fw emiE

=00 =00

F[£'(t)] = £(t) e dt =

n {fw E‘w) '

puesto que £(t) = 0 s8i Itl e ,'dadb que @s integrable.

Corolario A-11,4

51 existe derivada n-sima y es integrable,
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rre™ (8)] = (19" E(w) ,

| E(w)| < g 1£) (&) | at .
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12, Transformacidn de Fourier de Distribuciones Temperadas

Dada la definicidn de funciones de decrecimiento rapido y
de la transformacién de Fourier de ellas, podemos formalizar la
definicidn esbozada en el §10. Para ello definiremos distribu-
ciones sobre el espacio S , para lo que se necesita introducir

una topologia sobre &l.

Definicién 12.1

{ ¢,(t)} converge a Y(t) en § sii para m,k enteros
no negativos,

[ ¢™ tprﬂk’ W o.

n-tee

Llamaremos a £ distribucifn temperada, y escribiremos

f € 5', 81 es una funcional lineal y continua definida en S .

Es fScil ver que S' es un subespacio de D' , ya que
DPCS8, y la convergencia en D implica la convergencia en 5.
Adem&s, es un subespacio propio, como muestra el sigulente ejem

plo:

o
g(t) = = e &(t-n) ,
n=>0

entonces, paxra v¢(t) € D ,
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. nl
<g,¢$>= 2 et
n

o (n)i o
donde la suma tiene una cantidad finita de términos, ya que
¢ €D ; es decir, g € D' .~
$in embargo, g € S' , porgue para 4¢(t)v54exp(~t2)e S..,

2 2

<g,#>= Z & e™ , que no converge. = " view [

gi f(t) y ¢(t) pertenecen a S , el producto también;: -
por lo que es integrable (verCorol.l1l.4), de manera que la ex-

presidn
<f,¢>=J £(t)p(t) dt

define una distribucibén temperada regular. Asi S C S§' |

Resulta que

Dc scist ¢ b' ,
y la convergencia en un espacio implica-la convergencia en los
de la derecha.

Recordando el corolario 8.2, todos son.densos en D' . -

Estamos ahora en condiciones de dar la siguiente

Definicidn 12.2

Si f € 8' , la transformada de Fourier F oes




KEN> = <E,9> , WES,

donde el seégundo miembro estd bien definido va gue é € 5 (Teor.
11.5) ,por 1o qug la igualdad anterior deteérmina una funcional

gsobre S5 . Probaremos gue:

Teorema 12.3

§i £ € 5' , entonces £ € §' .

Dem.:

Es una funcional lineal sobre S , ya due

7 , N == alﬁ ? =
< f,;a ‘Pl + B v,> <t, 1 + B P,>

= a<f,s31> + 8 <f,s32> =

I

a<f,¢l> + §<<f,¢2> .

Es continuo: si {¢n(t)}-ii 0 , como
<fr‘pn> = <fr‘pn> ’
debemos ver que {¢n(u»}—ii 0 ..

Para m,k enteros no negativos,

Coom o~ (k) L ok
(i) " 9 ™" =F EEH (-it) ™ ¢ () =
o am | ‘
=5 e LKy (1)) at =

dt
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T s,k

= -0k z @ yeiet 4t d Fnlt) 4
s=0 —~ LAt dt
Pero, las derivadas de “tX ‘son’ k!/(k-s)¥ tkTs”iy se anu-
lan para m >k . Si multiplicamos y dividimés ‘por 2+ 1 %
o0 k-~ (m~s)
500 ) < TRy ki TLERD e eg T el g
n s=0 % (k=s)! -= £2 +1
Por la convergencia en S de la sucesidn {wn(t)} ]
2 k-s , (m=-s) _ :
| (£ +1) £ v ()| < T 0
y ademds [ dt2 =7 ,
~s 1+t
de manera que
m ~(k) m Y R T
| v ()| <7 g (s) 7;:;;7 Cromn hoaw 0 - (12.1)

Teorema 12.4

La transformacién de Fourier F : § - S es continua.

Dem. :

Ya hemos visto (Teor. 11.5) que F transforma.linealmente S

en si mismo. Ademds, (12.1) muestra que pafé'cada par m,k

$ 3 ~(k ; o~ S
fijo, " wé )(w);;:::+0 , €S §ecir,< ¢ (@) —0
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La expresidn
<Ff,p> = <f£,F¥P> ,

sirve también para definir la transformacibn inversa Fl . Si

ponemos Ff =g y F¢ =V , resulta
<g,F"1W> = <F"1g,¢> .

con g€ S' y V€5 , BAsf resulta que la aplicacién F:5'~ S

es lineal y biyectiva.

Propiedades

1. Fl-iv)® g = re) K,

Demostrémoslo para k = 1 t

<E' (W) 0 (@)> = <E(a) ,~¢" (&)> =

<f(t),~Fp'(W)> =

il

<E(t),~ [ ¢ (o)e 19 qu> =

]

(integrando por <=f(t),it J ¢(w)e
/partes) o0

-iet

1t

dw >=
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<=it £(t), Fle(w]> =

It

<E[ -1t £(8)],p (0)> .

2. me® ()] = @)X EE .
3. FlE(t-r)] = e i¥T p[ g

4. FLE(R)eTH = E(wir) .

5. F[£(at)] = -%- %(g)

6. La transformacidn de Fourier es continua en &S'

- g : :

Si {fn} —+ £ , lo que implica ~aunque aqui no lo demostra-
mos~ que f & §' , resulta

<E, 9> = <E_ 8> o <E,0> = <E,9> .

Mostraremos a continuacifn la expresidn de la transformada

de una distribucidn de soporte acotado.

Teorema 12.5 7

gi fes' vy tiéﬁé SOpdrEe'acotadé, entonces F[f] es una

distribucién regular determinada por la funcidn <f(t),e'l“m>eécf,
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'wt>

que debe ser interpretada como <E(t),A(t)e ?t , donde

A(t) € D y es igual a uno en un entorno del soporte de f (cf.

Apéndice § 6).

Dem.:

Si p(t) €85 ,

<%uw,¢uw>==<fun,_z ww»édwtdw>=
= <E(t), _?wnp(w)?\(t)e_iwt dw >=
(Corolario 7.4) = _Z 0 (@) <E(t) A(t)e *¥s go =
= <<f(t) A e T S s> .

Para finalizar, como hemos visto en la parte a) de la demos

tracidn del Teorema 6.1, la funcidn <f(t),h(t)e—lat> € .

Observemos que si la distribucibén es regular, la expresidn

del teorema resulta ser la transformada de Fourier de funciones.

Ejemplos:

I
a

F[ 6 (t)]

F[ 8 (t=1)] = e 1®7
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rs (1) = (1w ¥

(iw)k e—iWT .

F1 5 K (t-r)]

Demostremos la filtima igualdad, de la gue son casos particulares

las anteriores.

<F(5 %) (t=r)] o) > = <6 X (t=r) 0 (£) > =

= (-1 %<5 () 0 B (tar) > =
= (—l)k s;(k) (w) =
kK a& = iy

= (~1)" —— [ p(we dy =

dy ™ -~

y=r

= '(:'LGJ)kE:e—ic"’k ¢ (W) dw =

k -iwk

= <(iw)™ e o (w) > .

Nos interesa,como habfamos mostrado en el § 10, la relacién
entre transformacidén de Fourier y convolucidn, ambas en el sentido
distribucional. Podemos, a esta altura de la exposicidn, demos-

trar el siguiente
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Teorema 12.6

£f , g €S' , ambas con soporte acotado, entonces,

Dem. :

Existe la convolucidn puesto que ambas tienen soporte acota
do (basta que una lo tenga (cf. § 6)).
En virtud del Teorema 7.5, sop(f * g) es un conjunto aco-

tado, de manera que, por el teorema 12.5,

wt

(£ * g) (t) A (t)e T¥ts o

H
*

(s
i

—iw(t+'r)>

<f(t) ® g(r),A(t+7)e .
Si tomamos en lugar de la funcidén A , el producto ¢(t).¢(r) ,
con Y E€D y ¥(t).¥(r) = 1 en un entorno de sop f(t)g glr) ,
(Apéndice § 6), podemos factorizar la expresién anterior, que
resulta igual a

W T

<E(t) W t)e %S <g(r) ,ur e

por el teorema 12.4 , esto Gltimo es igual a
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f(w)-g(w) '
como guerfamos ver.

Pero los sistemas lineales, invariantes, causales y conti-
nuog estén caracterizados por la convolucidn y la respuesta im-
pulsiva, ¢gue no necesariamente tiene soporte acotado. Es por
eso que necesgitamos un resultade més general gue el que obtuwvi-
mos; un resultado del mismo tipo, pero con s8lo una distribucidn
de soporte acotadé, la excitacidn del sistema, sin imponer tal
hipbtesis sobre el soporte de la otra, que es la respuesta impul

siva.
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13. Funciones cuya transformada de Fourier pertenece a D.

Para obtener el resultado buscado sobre transformacidn de
Fourier y convolucidn, necesitamos caracterizar las funciones

con la propiedad enunciada en el titulo.

Teorema 13.1

¢(w) €D, sop ¢ Cl-a,al

si y sblo si
¢ (t) puede extenderse a una funcién entera sobre el plano com-—

plejo z = t + iy que satisfaga la desigualdad

2% v(z)] < C, 2yl (13.1)
Dem. :
(=)
-1 - 1 2. icot
p(t) = F “lo(w)] = — [ p(we dw ,
27 -a

qgue, extendida al plano complejo,

a . . :
0(z) = = § o(we ®? gz (13.2)
27 -a

es una funcidn analitica ([ 2], p&g.99) .

Veamos que cumple la acotacién (13.1).
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Integrando (13.2) por partes,

iwz |a a . -
1 iwz

2m.p(z) = p(w) - e (w) et dw
) iz -a iz ~a
o sea,
a . .
—iz w(z) = = [ ¢'(w) e ? 4o
T =-a

Haciéndolo k veces,

a . .
125 iz | < = 1o @ | 6P ¥]aw <
-a

a A
2n -a

(=)

Tenemos elw) = [ p(t) e Tt g ,

~00

(13.3)

y como ¢p(t) tiene una extensidn analitica ¢(z) , veremos que

oo

fo(w) =[p(t + iy) e

-—00

“lw(ttiy) gy (13.4)

para cualquier y ; en efecto, como ¢(z) verifica la acotacién

(13.1) ,

c., dalY

[o(t + iy)| € —= > y 0
[t + ¥ |g] > =
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para cada y que fijemos.

De esta manera, la integral (13.3) sobre el eje & , y la
integral (13.4) sobre la recta paralela al eje t , t + iy (con
cualgquier y filjo), son iguales, ya gue,cerrando la trayectoria
por el infinito, la funeidn es cero.

Volviendo a (13.4),

olw) = &¥° | p(t + iy) o~ lwt

]

dt . (13.5)

La expresibn (13.4) puede derivarse bajo el signo integral

(para su justificacidn ver el Apéndice):

€+iy)

Pt () = [ @(t4iy) (-1t +1y))e dt =

(-]

oYY et biy)e (t +iy)e TlERLY) g

-0

i

y llamando 2 = ¢t + iy ,

-}

oYY ; (~iz)p(2)e

Lot

~iot gy

B

o' (w) (13.6)
Vemos con esto gue @(w) € ¢ , ya que el razonamiento ante
rior puede repetirse.
FPalta demostrar gue sop & C[-a,a] . Tenemos como hipdte-
sis la desigualdad (13.1), que escrita para k=0 y k = 2, re~

sulta
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e (z)] < ¢y &Y , |2fwa)| < ¢, 2V,

des manera que

c .,
jetz)| € W, min ¢p =% . (13.7)

Z
Para demostrar lo gue gueremos, acotaremos la integral (13,5),

por lo que necesitamos gue eh la expresién anterilor apavezca divi-

diendo el término 1 + |z|2 .

Tomemos la curva desplazada, es decir, cz/l + |zr24 y modl-
fiquemos la constante para gue pase por el punto P : tomamos
C=C, (14 %) , con lo gue se verifica que
c, a2+ 1) ¢

2 2

C.:nﬁ il ]

1+2a2 a@+ady A
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Ademds, si lzl2 > A , resulta C”'z > 22 .
1 +|z| | z|
, 2 C
si |zl®" < A, es claro que — 5 > CO ,
1 +]z|
ya que la curva pasa por el punto P en Izl2 = A ,

Si llevamos estas conclusiones a (13.7), resulta

o (z)] < e ¥l min

€,

ealyl

C0, — < C T e

| z|

z 1 +|zl2

Ahora podemos acotar la expresidn (13.5):

A w ~ ealy!
1$ ) < e ycS—=at
-0 .1+,Zl
< eyw+a|y|C [ 1. .
- 1 + t

Con ey’w+aly|

dt =

Esto es vélido para todo y = Imz , y en particular, para

y =1u

En este caso, yw = ulwl

| wl

w

obtenemos asi, que en la regidn |

l;(aﬂl S Crnm e

u (|l wl ~a)

con u<x 0 .

, v ademds, alyl = alul = -au

wl > a,

__),O
U = = oo

°
r
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A
por lo que ¢(w) =0 si lwl>a.

Definicién 13.2

Llamaremos Z al espacio de funciones cuya transformada de
Fourier pertenece a D , o en forma equivalente, a las funciones

que pueden entenderse en forma analitica a todo el plano complejo,

y verifican

125 ¢ (2)] < ¢ el vl )

donde a es tal que sop ¢p(t) C[-a,a] , z =t + iy .

Es f4cil ver que 2 es un espacio vectorial. Se puede de-
finir la transformacidn inversa de Fourier, que lleva D = Z .
La F es una biyeccidn entre 2 y D .

También eés continua,como veremos a continuacidn.

Definicitn 13.3

Z ..
{wn(z)y———+ v(z) sii cada ¢n(z) ez, | X wn(z)l=<ck.
.eaIIle . Y {wn(z)y——;+ ¢ (2) en cada regidn acotada de C .
El limite ¢(2) € Z , ya que satisface la desigualdad, y la

convergencia uniforme asegura su analiticidad ([ 2] ,pédg.95).

Teorema 13.4
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(P (@} —2 ¢ (@) siy sélosi (v (t)}—E>p(t) .

Dem. :

(=) Para todo n , sop &n(uﬁ C [~-a,al.

a ., ,
1 (k)(w) elzw

k
2z (2)| = |— [ @ dw | <
I n | 2r -a n
ealyl a (k)
(y = Imz) < I, lwn (@) | dw <
2w -a
eaIyI - (k) .
< 2a  sup |¢n (o) | . " (13.8)
27 [ -a,a]

Como la convergencia es en D , hay convergencia uniforme
de las &ék) ; por lo que el supremo estd acotado por una cons-
tante que depende s68lo de k ; entonces,

ealyl

|zk C

v (2)] < Kk
que es la acotacidn gue impone la Definicidén 13.3.
Para terminar, por (13.8)

o, (2)- v(2)] < 2 &3V
T

sup|p (W) - ¢ (@) ]| ,
donde el primer factor estd acotado sobre cada conjunto acotado
de C , y el segundo tiende a cero cuando n *+« . En consecuen

cia, {wn(z)}-;w(z) en cada regidn acotada.
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(=)
Supongamos ahora que {wn(z)}-§¢ w(z) .
Entonces se verifica, por definicidn, la acotacidn
_k alImzl
|2" ¢ (2)]| < Cp e vn ,
de manera que todas las N tienen su soporte en |[-a,a], como
lo muestra el Teorema 13.1.

Para probar gue {&n(uﬂ}“‘Q* ¢ (w) , debemos verificar que

Xy 59 (o)

50 @ = e @ = | 1 ek Lo - v e ael <
< f (t + tf )( ét)- Y (t)) dt <
- 1+t
< 7 sup |(t + t )(wn(t
t
observemos que, dada la convergencia en 2 , ltk wn(t)l < Cpo
]tk+2 wn(t)l < Ck+2’ t € R (lo mismo para ¢), por lo gue

existe el supremo. Ademds; fijando cualquier conjunto acotado
{w (t)}—-——* ¢ (t) , de manera que lo anterior tiende a cero

n—*oc
cuando n >~ ,

Para terminar, estudiemos las relaciones que existen entre

el espacio Z y los otros espacios de funciones que utilizamos
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previamente: D y 5.

Las funciones del espacio D son nulas fuera de un conjun-
to compacto; para pertenecer a 2 , deben admitir una continua=
cibn analitieca a todo el plano. Pero una funcidn entera que se

anuila en un intervalo no puede ger m&s gue la funcidn nula [ 11].

i

Asi, 2 ND {0} .

81 tomamos la variable de las funciones de 2 c¢omo real,

2 C5:p(t) E2=9(w €D,y también «* ¢(®) €D ; luego,
e () = # 1 (K p(@)] €5 . matonces, [t" o™ (v)] <c
(aqui la parte imaginaria es nula), es deecir, ¢ (t) € 5,

Con los lnismos recurses se puede demostrar gque la conver-
gencia en 2 implica la convergencia en S. Ademds; 2 es den
go en S si ¥(t) €S , resulta due Q(w) € 5 (Teorema 11.5).
Dado que D es denso en § (Teorema 8.1), existe una sucesidn
{Qn(w)} ¢ D tal que {én(an}=§<&un . Pero entonces, le[&n(w)]:
= wn(t) € 2 (Teorema 13.1), y por la continuidad de F“l en S

(Teorema 12.4), resulta

to, (£) 3-8 o(e) .
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APENDICE

Después de las acqtaclones que hicimos, podemos volver a la
expresién de la derivada 5'(w) dada por (13.6). Usamos el re-
sultado clésico, gue puede consultarse en [ 2], pég.59, para lo
gue hay que demostrar la convergencia uniforme de (13.6).

§1i llamamos VY(z) = z ¢(2) , lo gque cambia en las acotacio~
nes usadas en el Teorema 13.1 son las constantes:

v | < e, ¥ 22y | <o, &2V

El resto sigue igual, de manera gue llegamos a

e'"iwt at| < eyw+a|y|c [ dt

S =1ze¢(2) - ’
st a1 4+ t

que converge independientemente de w .
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1i4. Transformacidn de Fourier de distribuciones.

Extenderemos la definicidn de transformacidn de Fourier que
dimos en el § 12 sobre &' , al espacio D' . Paré ello usare~
mos el espacio 2' de distribuciones definidas sobre Z . Es
claro que S' C Z' , yaque Z CS , y la convergencia en Z im

plica la convergencia en S (cf.§ 13).

La definicién de transformacién de Fourier,
<f, 0> = <£,6> , | o (14.1)

fue dada para f € §' (cf.§ 12). Si £ € D' , sabemos que para
que €D , ¢ debe pertenecer a Z . Entonces, la expresidn
(14.1) define -para £ é w'—,.uﬁa funcional f € Z . Tal funcio
nal es lineal y continua; esto Gltimo es consecuencia del Teor.
13.4, ya que si {wn}—E» 0, {@n}—2+ 0, vy entonées <f,$n>-+ 0
implica <%,¢n>-+ 0 . De la misma manera se puede definir F_l,

] ~
y ambkas son continuas: si {fn}—2—+ £, vw € Z resulta <fn,w>=

= <f_ 9> > <£,0> = <f,0> .
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15. Transformacibn de Fouriex y_convoluciénAt“

Podemos dar ahora_lg extensidn del teogema-lZ,G gue necesi-
tamos para el éstudio de los sistemas lineales, tal como lo.plan-
teamos en el final del § 12.

Precisaremqs}algunos resultados previos.

Llamaremos D[a,b] al conjunto de func%oneg del espacio D.
tales que sopy Cl[a,b] , y, naturalmente, la convergencia en
D[a,b] es la de D , con todos los soportes de las funciones de

la sucesidn contenidos en [a,b] . Veamos ahora otra manera de

describir esta convergencia.

como W(k)(a) =0 vk,
(k) £ (k+1)
¥ (t) =45 ¥ (%) dx ,
a

y 105 (£)] <b-a). sup jo ) ey (15.1)

k+L) (4]

Las seminormas 7k(¢) A (b--ra)k sup |¢( , caracte-
t

rizan la convergencia en D[a b’ ya que se ve facilmente que
7

D
{¢n(t)}——J§4bl+o sii 7k(wn) ——> (0 para cada k .

n -—*oo

Ademés, observemos que, usando (15.1),

Yo le) = sup|w(t) |
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741 (¥) (b -a) sup|y'(t)| < (b-a)(b-a) sup|e"(t)[= 7,(p)

(b -a)? sup|e" (t)[<7y3(p) , etc. ,

74 (¥)

o sea, 0 < 75(p0) S 7,(0) S 7,00  ........

Teorema 15.1

si f € D' , entonces, existen un entero no negativo n vy

C >0 tales que, para toda ¢ € D[a,b] !
|<£,0>| < C . suplw(n)(t)l .
t

Dem. :

Por el absurdo, supongamos que, para el intervalo [a,b] ,
cualesquiera sean las constantes C y n , alguna funcidn
p € D[a,b] no verifica la desigualdad. Entonces, para cada n

podemos tomar C = n(b -a)® y afirmar que habrad alguna funcidn

¥ que cumpla lo siguiente:

n
|<£,0_> > nlb-a)" suple ™ ()] =n . v_(v) . (15.2)
s A 1
La funcidn an(t) = —— . (L)
"°7n("’n)

pertenece a D[a b] °
4
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Ahora, ‘
n (n)
vn(0n) = (b-ja) sup|8n (F)l
= (b-a)® sup 1 wéq)(t)
nv,(p.) ’
= (b-a)” 1 (n)
n 'Yn(‘Pn) supl(pn (t)l
= (b-a)l ' nl ) wﬂwSHWH=
n(b -a) ‘suplﬁh (t)]
_— -!-—
5 -
Entonces, (0 ) TS 0 , y, por la monotonia de las semi-
normas que ya vimos, 7k(6n) n 5> 0 para cada k . Pero esto

s1gn1f1ca que {9 (t)}—Ja*bl*O ;, Y en consecuencia <f,9n>'9 0 .
n-+°° .

Por otra parte,'usando (15.2),
_ 1
<EH >= —2  <fp>>1,
T ny (e) n
n'¥n

absurdo que termina la demostracidn.

Definicién 15.2

Las funciones enteras V¥(z) que verifican la desigualdad

¢
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b|Imz|(

|¢(z)| s Ce 1+ |zI™,

con C,b €R y m entero, son multiplicadores en 2 , ya que si

g € 2 , resulta Y. € 2 .

Definicidén 15.3

Si £ e€2' y ¢ es una funcidn multiplicadora en 2 ,
A .
<Y .f,p> = <E,V.9>  , Vo €17 .

Teorema 15.4

~

si £ € &' , entonces, su transformada de Fourier £ es
una distribucibdn regular que proviene de una funcidén multiplicado-

ra en Z

Dem. :

Como vimos en el Teorema 12.5,

£(z) = <E(t), A(t) e TZE>

donde A(t) € D y vale uno en un entorno del>soporte de £ (ob
servemos gue en ese teorema no se hace uso de gque la distribucidn
sea temperada) .

Para verificar que es una funcidn entera, analicemos el co-

ciente
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A

(£)>

'WAZ

donde

izt efiA?ft.ﬁ ’

p, (t) =A(t) e
Az A%

por la continuidad de £ , el cociente tiende a la derivada de

~

f . Lo mismo para las de orden mayor.

Veamos que verifica la acotaci6n de la Def.15.2:

(£(z) | = [<E(0) A(t) e 285 < (teorema 15.1)
n L
€ C.sup ﬂéﬁ Alt) e izt ¢
£ |dt

n
< C.sup X

@ ) el e
t k=0

tomemos b de tal manera que sop A(t) ¢ [~b,b] , de manera

que

Ie"iztl = |e"i(0+iy’)t| " eyt < a y’bl .

Entonces,

\ n x
12(z) | < c.e®! ¥ | eyp 2@ ek,
£ k=0
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que nos da el resultado buscado.

Podemos demostrar ahora el resultado fundamental de este paré

grafo.

Teorema 15.5

si £€ & , g€ D', entonces, f * g = % Y«

Dem., :

S~ A
Si v € 2z, <f * g,p> <E * g,p> =

If

<glr), <E(t), ¢ (t+r)>> =

<gr), <E(-t), @ (r~t)>> .

Si llamamos f(t) = f£(-t), resulta que, por la propiedad de
regularizacién de la convolucidn vista en el § 7 C, dado que

fFED' y ¢ ED,
<f(t),v @ -t)> = (£ *o)(7) .
Entonces

PN ~
<f * g,¢> =<g(7),(f *¥p) (1)>=
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(15.3)

I
A
G

Q
i
h

*

s

A4

— N
Tenemos f € & y Y€DC &' , por lo tanto (teorema 12.6),

27 F Y (E) Fle] =

gy

h
%

s
I

(15.4)

I
N
=)
o
™
S

Veamos como expresar F_l[E] :

<F L(E(w) 0 (£)> = <Flw) ,F Lo (t))> =

oo .

<f(w), L [ p(t) el®t
2n ~o

dt > =

= <f(~w), 1 ;P L) 1t gi> o

2.7 =
S<f@), L+ f oo(t) et ges -
27  ~o -

!

<EW), + Flo> =

2w
= —1—<F(f), o> .
2m
-1 ,= 1
En resumen, F ~(f) = — F(f)

2m
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Reenmplazando en (15.4),

Observemos que, dado que £ € &' , el Teorema 15.4 aseguma *
que % es una funcibn multiplicadora en 2 , por lo que el pro-
ducto anterior tiene sentide (f . v &€ 3) .

Llevando esto a (15.3) obtenemos:

e A Py
<E * g, o= <g, £ .v>= (def.15.3)
= <% . é ’ >

Obtenemos con esto la descripcidn frecuencial de sistemas

lineales, como corolario del Teorema 9.2:

Teorema 15.6

Dado un sistema lineal, invariante y continuo T : &' = D' ,
las transformadas de Fourier de la entrada £ y la salida g es

tdn relacionadas de la siguiente forma:

glw) = h(w) . (w) (15.5)
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para toda £(t) € &' , donde h(t) =T [§(t)] es la respuesta

impulsiva del sistema.

Dem.:

Por el Teor.9.2, g(t) = h(t) * £(t) , con f£(t) € & vy en
generai, h(t) € D' , aungue si agregamoé la caﬁsalidad como hi-
pdtesis, h(t) € D} (Teorema 9.4). Usando el Teor.15.5, resulta

(15.5).

Noteiios que el teorema 9.6 demuestra lo mismo que el teorema
9.2 para f e D; ; pero no podemos aplicar la transformacibn
de Fourier en ese caso dado que la multiplicacidn de distribucio-
nes puede no tener sentido.

Es por esto que intentaremos otro cdmino, més apropiado para

la teoria de sistemas.
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16. Excitaciones con soporte no acotado.

Todo el estudio realizado anteriormente, nos condujo a las des
cripciones temporal (8§ 9) y frecuencial (§ 15) de 1los sistemas 1i
neales, invariantes, continuos y causales. Sin embargo, con esto
no basta para recuperar la interpretacién de respuesta en frecuen-
cia que dimos en el § 3.

En efecto, alli aparecia la respuesta en frecuencia del siste-
ma como una funcidn de la frecuencia ® , que modificaba la ampli-
tud y la fase de cualquier excitacidn exp(iwt) aplicada. Pero
esto supone excitar el sistema con funciones que no tienen sopor-
te acotado por la izquierda, y el resultédo temporal que hemos ob-
tenido (Teorema 9.6) es valido para. Di , es decir, distribuciones
con soporte acotado por la izquierda (y el resultado frecuencial
(Teorema 15.6), para excitaciones de soporte acotado).

Para recuperar la interpretacidn de la respuesta en frecuencia
podemos seguir el siguiente camino: si £€ D' , y elegimos ade-
cuadamente funciones va(t) que se anulen para t < a , tenemos
v. . £ € D; ; lo que nos permite aplicar la teoria que ya construi

a
mos; si existe, en el sentido distribucional,

Lim L[va . ]

a—r =oo

en forma independiente de la eleccidn de las va(t) , podemos to-

mar tal limite como la respuesta del sistema a la excitacidén fED'.
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Pero, como sabemos,

= *
Llv, . £]=v £ *h
donde h es la respuesta impulsiva del sistema L;; seria de-

seable entonces que

Lim [(v_f * h] = £ * h ,

ar=—ow. &
lo que da un resultado semejante al que teniémos, péro ahora
para toda f € D' . | | |

Un manejo conveniente de las transformaciones de Fourier y

de Laplace, permitirfia pasar a la funcibn dé transferencia; y
asi, acep£ando ya como entradas distribuciones del espacio D' ,
utilizar excitaciones ej“("’t para lograr la explicacién fenome-
noldégica de la respuesta en frecuencia.

Veremos en los parédgrafos siguientes que el camino aqui se-

halado es véalido, y justificaremos estos resultados.
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17. Convolucidén de Distribuciones (II).

Con el objeto de demostrar lo que enunciamos en el paragrafo
precedente, necesitaremos nuevos espacios de distribuciones gue son
importantes en relacidn con la convolucién,.y algunos resultados
que incluiremos sin demostracidn.

Llamaremos DLP al espacio de funciones C* cuyas derivadas
pertenecen a P (1< ps*~) , con la topologia siguiente: {wn(t)}c
DLp converge a cero si {¢£k)(t)} - 0 én P . En particular,
llamaremos B al espacio DLw .

Sobre estos espacios definimos las diStribucipnes Dip 1<p
< o , funcionales lineales y continuas en DLp' con 1l/p + 1/p' = 1,
Indicareﬁos con B' al espacio Dﬂ” » ¥ llamaremos acotadas a ta-
les distribuciones. Dil es el dual dgl subespacio de Dyeo de
funciones que se anulan en infinito, junto con sus derivadas.

2)k/2

Una distribucién f € 0, sii (1 + t f€ B' , cualquiera

sea k ; las llamaremos distribuciones de decrecimiento répido, y
)

la convergencia es definida de la siguiente forma: {fn(t)}——g-o

]
sii (1 + tz)k/2 f(t)-—gﬁ-o para todo k .
El siguiente resultado nos da una caracterizacidn de las dis-

tribuciones de decrecimiento ré&pido.

Teorema 17.1 ([3], pag.244)

' » - . . — E j
f(t) € Oc, si y sb6lo si f(t) finitaD wj(t) donde las wj
2)k/2

son funciones cuyo producto por (1 + t es acotado para todo

k.
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Ahora podemos enunciar los resultados sobre convolucidn.

Teorema 17.2 ([ 3], pég.247)

g1 £ €& o, v g €g',6 entonces existe f * g € 5!,y la
apliéaéién 0L x §' = §' e& hipocontinua.

(La forma bilineal £ *¢ es hipocontinua gi cada vez ¢gue uno
de sus elementos se toma en un conjunto acotado del dorrespondiente
espacic y una sucesifn tiende a cero en-el sentidd del otro, se

verifica que el resultado tiende a cero).

Teorema 17.3 ([3 ], p&g.203)

81 £ € Dip y ¢ € Diq con 1/p + 1l/gq 2 1 , entonces, existe
la convolucidn £ *g & Dir con 1l/r = 1l/p + 1/q - 1 , y la apli-

cacidn (f,g) = £*g , de Dip ple Dﬁq ~> Dﬁr es continua.
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18. Convolucidn de Distribuciones (III).

En el pardgrafo anterior, enunciamos los resultados de L.
Schwartz [3] sobre convolucidn, que involucran a los espacios
S ' 7 Oé y DI.‘p Y

Pero existe una forma mis adecuada para las aplicaciones a la
teoria de sistemas, que consiste en reducir la convolucidén al es-

pacio D; , como hemos insinuado en § 16 (C£.[12]).

Definicién 18.1

{va(t)} es una familia de funciones C* que dependen del

parémetro a € R , y verifican

va(t) =

0 si t < a-1
1 si t>a .

Pueden obtenerse, por ejemplo, construyendo vo(t)’ y traslandén

dola.

Teorema 18.2

Si llamamos V a cualquiera de los siguientes espacios:

O(': , S' , o DI'.P (L<p <) , resulta que

(v, £} —— ¢ VE €V .

a->—o0

Dem. :
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Daremos la demostracién en €l caso Oé';‘ya'que es andloga en

los otros dos casos.

Decir que

Ol

(v, £} —>f ,
a—>-oo
significa que (cf. § 17)
Bl
1+ tH%2 v £-8 — 0,
Qo0

O sea,

<{1 + tz)k/z(va £f-£) , wt)>-__—0

a——o°

con ¢(t) € DLl

Pero f € Oé , de manera que (Teorema 17.1)

= .z i1
£ = pidea D70 Hi(0)

con ¢i(t) funciones continuas de decrecimiento rapido.

<@+ 92 v ) -1 2ot v ), ew)> =
1

k/2

1l

T<pIt y (t) , (1L+t2)
i 1

(va(t) -1)e(t)> =

Z< g (8), (-1 31 pILf (1 4 £2)k/2 (v (£) ~1)e(e)]> =
1

Entonces,
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=z 03§y I+ 2w ) e at
i w00
Dado que

0 si t > a
va(t) -1 =
-1 si t<ca-1,

en los sumandos aparece

2)k/2

a ..
[¥ () DIt [(1+¢t e ()] dat ,

-— 00

que tiende a cero cuando a->- s,

Teorema 18.3

Sean f£ , g € D!

Si existe s € € tal que

eSSt rye sy e St g e o}

(0 inversamente), o

e St £(t) € D —st
LP

(L/p + 1/q = 1),
entonces,
lin[v, £*vygl= e[ 7% £(t) xe™F gty

&> ~oo
b—)-—oo
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donde la convolucidn del lado izquierdo se entiende en D + ¥

v ' A ) v
la del derecho entre S y Oc o DLp y DLq .

Dem. :

-st * =
<e [Vaf Vb g],‘P>—-

_ * -st -
—<vaf vy, g, e P> = (8§ 6)

-s {(t+7)

=<va(t)f(t), <vp(T)g(T), e 0 (t+7)>>

S

=<<va(t)f(t)e— t,‘<vb(7)g(r)e_57, @ (t+r)>>

-st v t

=<v_f(t)e L (£)e™55, w(r)> .

Resumiendo, para cualquier s € € , las distribuciones Vaf ’

Vg € D, verifican
st -st -st
v £ *vbg = e [(vaf e ) ¥ (v,g e )1 . (18.1)
Por hipbtesis, existe s € C tal que
""St ] ‘.St 1
e " f € S’(DLp) y e g€ OC(DLq)

Como sabemos por el teorema 18.2,
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] 1) .
(o con DLp v DLq respectivamente) .
En el dltimo caso, la convolucidn resulta continua (Teorema
17.3), de manera que de lo anterior se concluye que (multiplicando

todo por eSt)

- - Dir - -
est [(Vae Stf)*(vbe stg)]_£_4 eSt[e stf * e stg] ,
a—¥—co
b->=o0

y usando (18.1), obtenemos

v_ £ *¥v,.g — 5% [(e75tg) % (75t
a b
a-r—co
b-—)—oo
que es lo gque gqueremos probar.

Sin embargo, en el primer caso (es decir con §' y Oé)
hay hipocontinuidad (Teorema 17.2). Pero lo que interesa es lo
que sucede en un entorno I de =« , y alli los conjuntos de
distribuciones

-st

‘ -st
y {vb e g}bEI

son acotados en S§' vy Oé respectivamente, como ahora veremos:
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<vae"5tf,¢>> —<e St £, e,
a-o-oo
O sea, si a€ I ,
I<wv e"Stf,‘P>--<e'"St f,¢>|<€;

a

y de alli

tfl‘p> |< €+ |< e--St'fr‘P>l='4 M‘P ’

|<v, e S

lo que es suficiente para .afirmar que el conjunto

-st

{vy, e 'f]aeI
es acotado en S' ([3], Teorema IX, p&g.72). Lo mismo para el

otro conjunto.
Pero sobre conjuntos acotados hipocontinuidad es equivalente

a continuidad, y entonces queda demostrado el teorema en el

1 !
caso S vy Oc .
El teorema anterior nos permite dar la siguieénte

Definicibn 18.4

si £, g €D' , y existe s € € tal que
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eSSt sy esr vy et g e ol

-st ' . -st '
e} e f(t) € DLp y e g(t) € DLq ’

(L/p + 1/q = 1)

£*g = 1lim [v_ £ * v gl , (18.2)
a,b>=oo

y ademés el limite es

= 5% [75F £ x o gl . (18.3)

La convolucién . del segundo miembro de (18.2) es entre

A 1

] ] ]
D} y D] vy la que aparece en (18.3), entre s§' y Ol & P

!
Yy DLq .

Nota: Lo importante; desde el punto de vista de la teoria de
sistemas, es que lo antefior da una definicidn de convolucién
en D' basada en la convolucidn en D; ; bajo las hipbtesis
establecidas se asegura la existencia del limite. Adem&s, el
valor del limite est& dado por la convolucidén (18.2), y el re-
sultado es independiente de s . La convolucidn asi definida
es conmutativa y bilineal. Una generalizacidn de la definicién

anterior puede obtenerse usando la descomposicién de £ € D' en

f=£ +f  con f € D; y f_ € D!
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(cf.[ 13] Corolario 1.4, p&dg.23):

f*g=f + £_*g_ + f+ *g_ + £_*g

*
+ 9+ +

En esta éxpresidn, las dos primeras son convoluciones en Dl y

D' , y las dos fltimas deben verificar las hipbétesis establecidas.

El teorema siguiente es una generalizacidn de la férmula (18.3),
vdlida para el s € € que verifica las hipbtesis, a cualquier

s et .

Teorema 18.5

Si existe f *g seglin la definicidn anterior, también existe

S

e St tg ¥s € € , y ademés

-st ~-st st

e f*e g= (f*g)le ¥s € C .

Dem. :

Como existe f *g de acuerdo con la definicidn, existe

$q € C tal que
“Slt

f(t)e € s’ (6 DLP)

gtye 51t ¢ o

C Lq)

y ademés
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sqt ~-g.t ~-sqt
fxg=e L [e 1 gxe "1 g7, (18.4)

Dado cualquier s & € , definimos Sy = 854 -8 ; entonces

-sq,t - -s4t
fe S1% - [£ e St] e 2 e g

-s.t - -Snt
1~ = e st ]l e 2 &€ Oé .

g e [g

st ' s syt
es tal que multiplicada por e

st

Esto significa que f.e
pertenece a S' , y 1o mismo g.e , ahora con Oé.. Entonces
se verifica ;a Definici6én 18.4 y podemos volver a usar (18.4)

peroc con s, en lugar de S1 ¢+ Y los corchetes de arriba en lu-

gar de £ y g :

- - s5t - -5 ,t - ~s,t
[f e SY*[g et = e 2 [£e™5t o 727 » g 75t 7527 2
st -s4t -s4t
=ez[fel*gesl]=
szt -slt :
(por 18.4) = @ e [f*g]=

]
®
I
wn
(—t-
th
*
Q
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19. Respuesta de Sistemas a Entradas con Soporte No Acotado por

la Izquierda. Respuesta en Frecuencia (II).

La definicién de convolucibén dada en el pardgrafo anterior
nos permite resolver la cuestidn planteada en el § 16, y recupe-

rar la explicacién fenomenolégica de la respuesta en frecuencia.

Definicién 19.1

La respuesta del sistema lineal causal 1L a una excitacién
e € D' , se define como el limite en el sentido distribucional,
cuando a-+-«, de las respuestas a las entradas Ve si es

gque tal limite existe independientemente de la eleccidn de las

v_s
a

Teorema 19.2

Sea I un sistema lineal, invariante, causal y continuo
cuya respuesta impulsiva h(t) € D'y ; entonces
L

iwt

eiwt] = B(W)e '

L
donde B(w) = F[h(t)].

Dem. :

Como elwt S D'w
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(porque |fel®p(t)at| < sle(t)|dt < = wye DLl) ,
y h(t) € D£1 por hipbtesis, se verifican las condiciones im~

puestas en la Def. 18.4 con s = 0 , de manera que

el¥t * h = 1fm [va(t)eiat * h(t) ]

a—+— [~ -]

(en este caso no hace falta usar la funcibn Vi, due aparece

en la Def. 18.4, ya que h € D; porque el sistema es causal).

Pero podemos usar el Teor. 9.6, ya que vaei“"t €D, :

va(t)ei”t * hit) = L.[va(t)ei“*].

Entonces,
iwt]

14

eiwt * h = lim L [va(t)e

a—)‘— -]
y por la Def. 19.1

et o=y = L[t . (19.1)

Como la convolucién existe, por el Teor. 18.5, para todo w

e-lwt(elwt * h) = e—lwt elwt * e—lwt h(t) =

* e—lwt hit) ,

]
=

o, lo que es lo mismo,
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eiwt * h = eiwt[l * e_lwt h] .

Llevando esto a (19.1),

It

y () eIt 1w 19t p(y 1. | (19.2)

Por un resultado de regularizacidn andlogo al demostrado en

0 ' o .. :

§ 7 b) (c£.[3],(VI,8;4)),
1 * g 1wt hi{t) = <e_iwh(7-), 1(t—f)'>;
= <e My, 1(r)> =

<h(r), e *¥T>.

It

Pero esto ltimo es la transformada de Fourier de h (por un
resultado semejante a del Teor. 12.5, c£.[31, (VII,7:9)).
Volviendo a (19.2),

L[eiwt] = y(t) = F[h]eiwt

Veremos m&s adelante el significado de la hipbtesis hi(t)

e D£1 en relacidn con la estabilidad del sistema. (§ 22}
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20. Transformacidn de Laplace y Funcidn de Transferencia.

Podemos demostrar una relacidn andloga a la del Teorema 19.2
pero haciendo uso de la transformacidén de Laplace, lo que conduce
al concepto de funcién de transferencia del sistema.

Comenzamos con algunos resultados y definiciones.

Definicidn 20.1

Si f e D' , entonces, cada vez que Ae_oF. fes' € R), de-

finimos la transformacidn de Laplace de £ , L[ f£] , mediante la

expresidn

t

£ I£]1(s) Fle®t. f Hw) (s = o+iw)

Lema 20.2

t

Si el conjunto I' = {6 € R/e?" £} no es vacio, entonces es

un intervalo.

Dem. :

Sean 0, y 0, pertenecientes a I' , y tomemos

g = )\01 + (1—}\)02 con 0< A < 1.

Supongamos, sin perder generalidad, que e < e ; entonces,

~0 .t _ -0 ,t
e 1 < e ot < e 2
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Definamos la funcidn

-t
e

0(o,t) = € =0 ,E
+

e

Jue es de la clase C*® en la variable t y ademég es acotada.-

Las derivadas de 0 respecto de t son funciones que tienen una.
expresidn del misme tipo, y en consecuencia, también son acotadas.
Entonces, 6 (0,t) € Y
Pero el producto de una funcibén 0 € D, multiplicada por una

L
distribucién f € g' , resulta en 8 ;, COmMO Veremos a contiﬁuau
cibn: si ponemos <Of,¢> =<f,0¢> YY €S , 0.¥ €5 y si {Wn}i 0,
{ﬂ¢n} i 0 , de manera que 60f € S§'!
En nuestro caso

-g.,t ~0 5t
- 2
ot Blo,t)(e T +e 2)f-=

0}
Hh
(]

6 (o,t)e f +0(0,t)e f ,

i

y el {iltimo miembro pertenece a §' dado que, por hipdtesis
_o.lt _O.zt
e fFes' y e € g

Llamaremos abscisas exponenciales Og Y o% a los extremos

del intervalo I' definido en el Lema anterior (pueden ser +« &

-0}, ‘
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Teorema 20.3 ([ 3], Corolario, pag.302)

si O < o < oé , entonces, e~0tf(t) € Oé.
Podemos dar ahora un resultado sobre convolucidn y respuesta
de sistemas basado en hipbtesis sobre las abscisas exponenciales

de la respuesta impulsiva y la entrada.

Teorema 20.4

Si para un sistema L lineal, invariante, causal y continuo,

cuya respuesta impulsiva es h(t) , se verifica que % <0 ,
donde e = e, + e_ € D' , entonces, y =1Lle] = e * h .
Dem. :
Tomemos ¢ tal que % <o < aé . - Entonces, por el Teor.
20.3,
e heorcs y e e e oL . (20.1)

Por la definicidn 19.1, la respuesta del sistema es

y = lim L[v_ .e] = (Teor.9.5)
Qq=r-—co
= lim [v_.e * h] ,
a>—oo

donde h € DL por la causalidad (Teor.9.4). Entonces, como

también 'e+ € D} ,
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+ a -

y = e * h + lim (V e *h) H
Q- .

pero (20.1) muestra que h y e_ verifican las hipdtesis del Teor.

18.3, que justifica la Def.18.4, por lo que

lim (vye_ *h) =e_*h.
a-— oo

Resulta entonces, y = e * h , como queriamos.

El siguiente resultado pone al Teor.19.2 en términos de la trans

formacién de Laplace.

£y
Teorema 20.5

Si existe H(s) L[h(t)] , es decir, Uh < e~ , entonces

st st

y = H(s). e en Re s > 0 .

Lle™ 7]

Dem. :

a) La entrada al sistema es ahora eSt ; entonces, cualquiera
s@ea ©0 = Re s , e—'ot eSt = ei“t € §$' . En particular, si
Re s > g podemos aplicar el Teor.20.4, y en consecuencia, y =
= h * St . Desde aqui, como en la demostracidn del Teor.19.2,
llegamos a

y =St [1 % e  h(t)] , Res >0 (20.2)

1
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b) Definamos g = e—at. h con o‘E(ah,oﬁ): entonces (Teor.

20.3), g € Oé . Ademés Oé C Dil (c£.[{3]). Como g € Dil ,

podemos aplicar el Teor.19.2:

1 * e g = Flgll(w) =
= Fle "% .hl(w) =
(Def.20.1) = £L[h] .
Por otra parte,
1 % o-ivt g =1 % i L
=1 % e St nyy.
Resumiendo,
clnl =1 * e 5% n(e)
y llevando esto a (20.2),
st N
y(t) = H(s)e en Re s »> 0, .

Definicidébn 20.6

La funcién H(s) del teorema anterior, que es la transformada
de Laplace de la respuesta impulsiva, es llamada funcidn de trans-

ferencia del sistema L
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Con la funcién de transferencia podemos dar un resultade ang
logo al del Teor.15.6. BSerd consecuencia del teorema siguiente,
gue establece una relacidn entre transformaclén de Laplace y

cgonvolueidn.

Teorema 20.7

£, g € D; transformables Laplace, Entonces,
el *gl = p[£]. ¢lgl en Re B :»méx{af,ﬂg} .

Dem. :

Aclaremos ¢ue en el caso de distribuciones de soporte acotade
por la izquierda, el intervalo [' del Lema 20.2 es una semirecta

£ f,k(t)e-(s“c)t>

(110],8.3) y vale que £[f] =<e © , donde

A(t) € C* y es uno en un entorno del sop £ , y ademéls el resul-
tado es independiente de c > Tg La convolucibn £ *g exilste
(8 6 ), vy tiene soporte acotado por la izquierda.

Verencs que, si C > méx {af,ag} ’
(@t £) % (e7°F ) = &7 F(Ewg) . (20.3)
Tn efecto, ¥V &€ D ,

< (e CE () )% (e"CFg(t)) e (t)> =

= <e“ctf(t),<e"c7g(r),¢(t+7)>> =
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i

<£(t), <g(r),e ) wreen> =

= <£*g,e St p(t)> = <"t (£ *g),0(t)> .
Como la convolucidn es una operacién cerrada en S' ([3], Corola
rio,pég.304), puesto que tanto et £ como et g pertene-

cena S' , de la igualdad (20.3) obtenemos
e St (E(t) *g(t)) € 5 -

Eliminando la funcidn A (t) por comodidad, resulta:

—(s—c)t> -

cle*gl = <e™CF[£(t) *g(t)],e

(20.3) = <[e™®F£(t) 1* [e™%Cg(r)], e (57O Es o

- <[e—th(t)] ® [e_Ctg(t)], e-—(s—c)(t+'r)> -

~-{s-c)t e~(s—c)r

= <[e”ts ()] e [e7Fg(t) ], e > =

= <e—Ct f,e_(s—c)t> <e_Ctg(t) , e—(s—cyr>_=

= L[f].L[g] con C > max {af,ag} .

Teorema 20.8

La transformada de Laplace G(s) de la respuesta de un
sistema lineal, invariante, continuo y causal, cuya respuesta
impulsiva sea transformable Laplace, puede ser representada

mediante la expresidn
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G(s) = H(s). F(s) ,

para toda excitacidn en D; transformable Laplace, en el semi-

p}ano Re s > méx {0400 ¢} 7

Dem. ¢

Por el Teor.9.6, g(t) = h(t) *f(t) V£ € D} ; también sabe
mos que h(t) € D; (Corolario 9.5). Entonces, aplicando el Teor.

20.7, obtenemos la conclusidn buscada.
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21, Sistemas Lineales Variantes en el Tiempo.

Hemos estudiado hasta aqui sistemas lineales que son invarian
tes en el tiempo, y encontrado una descripcidn de ellos en el do-
minio temporal (§ 9). Mostraremos a continuacibén una representa-

cibn de sistemas variantes en el tiempo.

Teorema 21.1

Sea T: D —» D' 1lineal y continuo; entonces, existe
h(t,7) € Dé,f tal que, para todo £ €D ,

g(t) = T[£f](t) =<h(t,r),£(r)>.

Dem.:

Definamos, para ¢(t) €D ,
N(E,¥) & <g(t),p(t)>=<T[£] (t),p(t)>. (21.1)

Es facil ver que N es bilineal. Tambi&n que es continua en
ambas variables: si fijamos f € D y {wn} 3 o , resulta
N(f,p ) =<T[f],» >0 , ya que T[f] € D'; si fijamos ahora
Y €D, vy {fn} 2 0 , la conclusidn surge porque el sistema es con
tinuo, es decir, {T[fn]T—; 0 .

Esto permite aplicar el Teorema de los Ndcleos ([14],Teorema
5, pag. 18), que da una representacidn de las funcionales bilinea

les y bicontinuas definidas en D :
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N(f,7) =<gh(t,7),£(t)e(T)>> =

=<<h(t,7),£(t) >, e(7)> .

Comparando esto filtimo con (21.1), resulta

T[£] (£) = <h(t,T), £(t)>. g.e.d.

Observemos que si el sistema es invariante, resulta que

h(t,r) depende de la diferencia t-7 , y entonces

T[£] (t) =<h(t-7),£(t)> = (h *£f) (t)
. para toda f €D

El teorema 9.2 generaliza este resultado al espacio &°'.
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22. Estabilidad.

Hemos dicho en el final del § 19, que la hipdtesis h(t)
Dil que se impone en el Teorema 19.2 tiene relacidn con la es
bilidad del sistema. Trataremos esta cuestidn, comenzando con

funciones para luego pasar a distribuciones.

Consideremos un sistema cuya respuesta estd dada por la ex-

presidn

yu(t) = [ h(t,7) u(r) dr , (22.1)

-0

donde h(.,.) es una funcidn medible, y

oo

Slh(t,7) d7<= %t . | (22.2)

-00

(Observemos que es variante en el tiempo, y que no imponemos cau

salidad - Ver Nota en pag. 161).

Definicidén 22.1: El sistema descripto por (22.1) es estable si a

cada entrada u € L® 1le corresponde una salida y € L% .

Teorema 22.2: Las siguientes proposiciones son equivalentes:

00

i) si uw€ L , entonces yue L% .
ii) existe c<ee tal que | Yy Il < clul_, para ue L™ .

iii)

oo

Sl h(t,r)] dr <

e
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Dem.: (indicaremos con . | la norma 1™ )

iii) = ii)

Dada u € L™ ,

oo

ly (8)1 < Linte,r)llu(r)lar < lul Lln(t,r)lar
<K ful .

ii) = i)

Obvio.

i) = 4iii)

La demostracidn se basa en el Teorema de Banach-Steinhaus [17]:
Si X,Y son espacios de Banach, I' una coleccidén de operadores
lineales y continuos de X - ¥ , y supongamos gue para cada

x €X ,{lLx / LeTl} es un subconjunto acotado de Y , enton-
ces {lnl/ . er} es un subconjunto acotado de R

(La utilizacidén del Teorema de Banach-Steinhaus en problemas de

estabilidad se debe a Bellman [18]).

En nuestro caso, X =17 , ¥ = R , y los operadores

[--]

S hi(t,r) u(r) Aar

L (u)

cque son lineales y continuos (esto por (22.2)).

Determinemos HLtH .  Tenemos
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o0

L, (Wl < full SlIh(e,7)ar -,

-

de manera que

HLtll < [ |h(t,r)] dr .

Pero si tomamos u(r) = sg h(t,7) , se ve que Jul = 1 , y que

Lt(u) = [ h(t,r) u(r) dr = J |hit,r)ldr .
Al mostrar que existe tal wu(r) € . , demostramos que
||Lt|| = [ h(t,r) dr .

Nuestra hipb6tesis es que para cada u € L r el conjunto
yu(t) = {Lt(u) / t € R} es acotado.

Entonces, por el teorema de Banach-Steinhaus, el conjunto
{HLtH , £t € R} es acotado.

Esto significa que

oo

sup J Ihi{t,7)]1dr < e ’
t —00

lo que demuestra la implicacidn, y por lo tanto, el teorema.

Corolario 22.3: Si el sistema es invariante, h(t,7) = h(t-7);

en tal caso
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s (e, 7)ldr= s |h(t-7) ldr = (n= t-r)

— —-00

= _[Ih(n)ldn <o .

i . . . . . oo . .
BEs decir, un sistéema invariante es estable L si y sdlo si su

respuesta impulsiva es integrable.

Usaremos la siguiente caracterizacidn de las distribuciones

D! y D', (cf.l3], Théoreme XXV, Chap.VI):
Ll L
f € DLP « f *p g 1P para toda ¢ € D . (22.3)

Supondremos ahora que las entradas y salidas del sistema son
distribuciones, y que los instrumentos de medicidn que se usan
las convierten en funciones; si x es la entrada al sistema, di-
remos que la medicidn ; de esa sefial es una funcidn que resul-
ta como respuesta de un sistema lineal, invariante, continuo y

causal, excitado por la distribucidn x .

El esquema es el siguiente:

—% Sistema il

5>

>
>
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Tomaremos como hipdtesis (cf.[15]) que la funcidn respuesta
impulsiva de los instrumentos pertenece al espacio D . En conse
cuencia, la lectura x del instrumento ser& una funcidn acotada
si y sGlo si x € Dﬂ” , ya que X =h * x (ver (22.1)).

La definicién 22.1, que es la clédsica definicidn de estabili-

dad, puede extenderse al campo distribucional.

Definicién 22.4:

Un sistema es estable si cada entrada perteneciente a Dﬁw

produce una salida que también pertenece a Di” .

Observemos que la definicidn no involucra a los instrumentos

de medicidn.

Teorema 22.5:

\

Un sistema lineal, continuo, invariante y causal es estable

si y s8lo si su respuesta impulsiva h € Dil'u

Dem. :
(<) Tomemos una familia de funciones C* que verifiquen
1 si t €[-5,71

a.(t) =
J 0 si t El-(§+1),5+11 .

Si x € Dim ’ aj x € & , de manera que tiene sentido la convolu

cidn h * aj x (§ 6) .

Por otra parte, para toda ¢ € DLl v
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<o X, o> =<X,aqup> — <Xijp> ,

Diw
o sea, {aj X} — x .

Por el teorema 17.3 (h E‘Dil), h * o x *h * x , y ademis,
= * ‘oo.
vy h X €Dj
(=)
Tomemos como entrada a la & . Por (22.3), 8§ € Dim. Por
el teorema 9.6, la respuesta correspondiente a la excitacidn
es h * § = h ; como se supone la estabilidad (Definicidén 22.4),

resulta h € Diw .

Por lo establecido en (22.1), B A h ¢ €1 , yopED .,
Tomemos como entradas x € L™ C Dﬂ”; por la hipdbtesis resul-
ta que la salida y € Dje~. Entonces, ¢ * vy €L VY9YED .,
Luego, si y=h *x , p*¥ y= (v* h)* x = * x €L (22.4).
Como f € I y x €L, resulta que (B * x)(t) =
? B(r)x(t-r)d7 €L , por (22.4).

“oa

En resumen, para toda x € L” ,

t
y(t) = 5 B{(n)x(t-1)d7 € L
a
(el limite inferior no es -« ya que el sopf es acotado por 1la
izquierda: § = h *¢ , h tiene soporte acotado por la izquierda da

do que el sistema es causal, ¥ € D , y la conclusidén surge por el

Teorema 7.4 ).

1

Pero entonces, por el Teorema 22.2, f € L~ , y por (22.3) re-

sulta que h € Dil
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Nota: (para(22.2) )

Si existiera algfin t, tal que

o0

flh(to,'r)l dr == ,

basta tomar u(r) = sg h(tO,T) para comprobar que

oo

Yultg) = Sih(tg,ml dr ==

Estad claro que esto no es lo deseable cuando se pretende hablar

de estabilidad.
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