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TRANFORMADAS DE LAPLACE
DE
FUNCIONES RETARDADAS,

INVARIANTES LORENTZ
por
" SusanaiElena Trione

Prélogo.

Este trabajo reproduce un curso dictado en el Depaftémeg
to de Matemdtica de la Fapultad de Ciencias Exactas y Natu-
rales de la Universidad‘de‘BuenOs Aires durante el'segundo

cuatrimestre -de 1981 para estudiantes y gradﬁédos*de las ca

- rreras de Computacidn, Fisica y Matemdtica. Trata, princi-

“palmente, de la transformacidn de Laplace de funciones re-

tardadas, invariantes Lorentz. Estas notas abundan en fdxr-

mulas complicadas cuya obtencidn es, a menudo, dificultosa,

por esto creo conveniente exponer con algln detalle su con-

“tenido.

CAPITULO I.

7
Sea x = (Kl,xz,,.,,xn), y = (yl,yzp.nu,yn)e R, <x,y>=

-

Ir s

n

= X + + K Y ro= xz + + x2 = y° + -
. lyl e nyn ' 1 ot v P yl °°4°T‘¥I}-y



-

dx = gxy ... dX, ¥y dy = dyq e e dy .
La transformada de Fourier de una funcidn f(x)-es,_por

A i
defimicibn, E(y) =f“ e T<E Y £ (x) dx.
xr

Diremos gue una funcibn es radial o invariante por rota
ciopes si £(x) = g(rz)o

Este capitulo estd dedicado a la obtencién de una clési
ca f6rmula debida a Bochner (cf.l1], p. 186), la cual dicei
gue si £(x) es radial ES) integtableden"imp » entonces su
+transformada -de Fourier puede expreéarse mé&ianﬁe'una inte ’

gral wmnidimensional, a saber,

- n
wa2y 2
(252_2 ,,/; g(t?) £ J__,ipt)at,
p 2 ’ ’ -2

(Sl

A 2
fly) = o(p7) =

(cf. f6rmula (I,3;1)).,
donde J, (z) es la funcifn de Bessel (cf. (I,3;2)).

Para su demoStraci5n ﬁeiusa:eluhecho.de que‘laitransfqgv

——mada de Fourier de una funcidn invariante por :rotaciqnes.

también lo es (cf. Teoréma 1, £brmula (I,2;4)).

El capitulo finaliza con la demostracidén de un par de

. f6rmulas reciprocas gue permiten establecer la relacibn

existente entre la fSrmula de Bochner y la transformacién

de Hankel.

CAPITULO II.

El principal objetivo de este capitulo s extender al |
.caso complejo el clésico teorema de Bochner {cf. (I,3;26))
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‘de modo de poder evaluar, poxr meﬁiomdeiunadintegralAsimple,
no sdlo integrales de Fourier sino,.més:generalmente, inte-~
grales de Laplace n-dimensionales de'funcionés.radiales;

En ¢} pardgrafo 2 se evaluarén'de'ménera directa vy ele-
mental algunas integrales interesantes que se usar@n en la
‘demostracibn del Teorema 3.

Esta versidn compleja de la férmula de Bochner (iné&dita)

es debida a Alberto Gonzélez"Domiﬁguezw >

CAPITHLO III.’

Sea ¢(t) (tEEE?) una funcibn retardada, invariante Lo
rentz que satisface adem@s a la condicibn 3) (IIT.1.). Lla
raremos # a la familia de tales funciocones. Sea f(z)
la transformada de,Laplacé~de p{t) € & . Probaremos (Teo
rema 4] gue f{z) puede expresarse por meéio de una trans
formads X (f6rmula {I1I,2;1)). En-el pardgrafo 3 . demos-
‘traremos que'vale‘una f6rmula idéntica para funciones avan

zadas, invariantes Lorentz (f8rmula (IIT,3:;1)).

CAPITULO IV.

Fn este capitulc haremos dos importantes aplicaciones de
la f6rmula (III,2;25) que expresa la transformada de Lapla-
ce n-dimensional de funciones retardadas mediante una inte-
gral mnidimensional. Ellas son la evaluacidn de las tfans—
formadas de Laplace de los nficleos Ra(u) Y Wa(u,m) de M.

Riesz {cf. (IV,1;1} v {IV,2;1)).

..........



En los capitulos siguientes estudiaremos las propiedddes de
estas funciones pertenecientes a 1a, familia . . 'y ahi obser

varemos el porgqué de su importanciza.

CAPITULO V.

‘En este capitulo probaremos propiedades interesantes del
nficieo fRa(u), a saber RO = 8 3 l@ férmula de composicidn
R, * Rﬁ(uly Ilﬂa{z(u)fz Ra(u) donde h[j:es;eljoperador ul
'trahipeﬁbélicomn4dimensiona1;‘I]kRZk(u)2; 6 oy QR;Qk(uf
=;I]k§f.ﬁ-=ﬁlpﬁw,wm v ‘Estas.férmulas'fuerbaqobtenidés por
Marcel Riesz {(sin usar la teoria.de distribﬁcionés) Y por
Laurent Schwartz. Acd se demuestran muy facilmente usando

el teorema sobre la transformacién de Laplace {cf. f6rmula

(VI,1:;11)).

CAPITULO VI.

Probaremos en esta seccibn propieades del nficleo de Maxr
cel Riesz W, {u,m). Ellas son Wo(u,m) = §(x);
Wa(u¢m) * Wb(u,m) (f8rmulas indicadas, sin demostracidn.en
{12}, p. 89); (DO+ mz)Wa+2(u,m) = Wa(u,m). donde {0+ mz)
es el operador de Klein~Gordon n~dimensional; y
(D+22) ¥y, (wym =5 , k= 1,2,0007 Wy (nm) = (D+a) ",
que expresa gque Wzk es la Ginica solucién elemental del o-
perador de Xlesin-Gordon iterado gue se anula para tO<VD y
W, {(w,m= 0) = R (u). Finaliza esta seccibn con lla expre-

sifn de Wa(u;m} como combinacibén lineal, infinita, de 1la

4



'Ra(u) de diferentes &rdenes y la justificaciﬁn del método

simbblico .de Marcel Riesz.

CAPITULO VII.

Daremos acé uﬁa formula explfcita de la solucidn eiémen—
tal de la ecuacidn de las ondas retardadas, es decir, éon
soporte en el semiespacio t0>=D, Finaliza .este .capitulo
con algunas interesantes conclusiones resumidas en el hecho

fundamental de gue .las solutiones .¢€lementales de las ecua-

ciones hiperbdlicas son, en general, distribuciones.

CAPITULC VIII.

Obtenemos una fOrmula de representacidn de la solucidn-e
lemental simétxrica del operador de Klein-Gordon, iterado k-
veces: A(x,m,n,k) (férmula (VIII,1;15)).

probaremos gue,; con ciertas condiciones, las siguientes

f6rmulas son validas (cf. Teorema 9):

h(s) =Jﬂf A(s,t) £(t)dt
0
Y
n-2 2k+n-2 2re
£(t) = #° 7 2 ' {(k—l)ﬂ?}r A(t,s)h(s)ds.
- 0
En el caso particular n = 4, kX = 1, {(importante en la

teorfa cudntica de campos) el par de férmulas reciprocas
((VIXI,2;10),(VIIX,2;15)} fueron obtenidas por Kdllen ({17]).

5
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CAPITULO T

F6rmolae clésica de Bochner

1

efiniciones.

1.

Sean X = (l’f rHapewe g & )f Y= (Y tYgreo oy ) PmtOS-
1772 n 1742 n

del éspacio euclideo n-dimensional R y < X ¥ > = ¥4 +

) . x - . - »':7' . y2: "2. . 2 2 —
FENy P e FRY, P X=X A b el Xy 07 =

o
_ 2 2"
b yl + - oo + iln

Yy dx cvﬁx'l :a:‘{_z,;...,ﬁx‘n. ; Ay = dyl,. dy2 o
... dy_. Comn :‘Sn(R) ‘indicamos el 4rea de la esfera de

radio R en el espacio n-dimensional, de fBrmula

N
IR

n
. y)
LT -
s () = L2007 gn-l (I,1;1)
‘ rz
2
Sea A una rotacibn en torno del origen del espa-—

. , , n . .
cio n-dimensiocnal ® ; A es una transformacibn lineal,
homogénes, gue conserva las distancias.

El cuadrado escalar < x,xXx> es, por definicibn, <nva

riante por rotaciones:

CHXD> = <RE AXD> _ ' (1,1;2)

Por otra parte, puvuede escribirse

<L,y > =

ek
wk

wd
B

[<H+y, X¥Y > —< XY 2§ >] {1,

-

i



y de (I,1;2) resuwlta gue el producto escalar es invarian

te por rotaciones:
<y > = <RHAYD . o {T,1:4)

La transfor%ada de. Fourier de: £(x) es, por definicién,

A —_— >
£(y) =f-n e 1Y £y ax. . (T,1:5)
. - E .

1.2, Funcdiones invariantes por rotaciones

Sea

£(x) = g(r?). (1,2;1)

A ‘una fuﬁbién‘que.satisface a la ecuacibn (I,2;1) la ila

maremos .funcidén radial, o.invariante por rotaciones.

Equivalentemente, £(x) es invariante por rotaciones si

f(ax) = £(x). (I,2:2;

Teorema 1

Hipbtesis: a) £(x) es integrable.en mé , €s degir ’

F(x) € LR ;

11



b} £(Ax} = £(x).

Tesis:

£(y) =0 (0?).

(I,2;3)

Es decir, si f(x) es invariante por rotaciones, tambié&n

A .
f(y) és invariante por rotaciones.

Demostracidn -del Tetrema .1..

Teniendo:en cuenta (I,1;5) es
A -i<X,\y>
FOvy) =.}r e f(x)dx.

En virtud de (I,1:3),

-1 1

<X AYy> = <}\"jﬁx,}\' y> = <A XY > .

De (I,2;4) y (I,2;5), obtenemos

A —id iy, v
f(Ay) =f n e f{x)dx.
R

Haciendo el cambio de variable

v
i
>

[

12

(X,2;4)

(I,2;5)

(I,2;6)

(Ir277)



dx = |detA| du = du

14

va gue, por ser A una rotacibn, detjp = 1.

be (1,2:6) v (1,2;7), resulta (usando la hipéfesis N

(1,2;2))

A | ikwgs
f(xy) =“;‘ e S JEQAu)du =
o R /

vy el teorema gueda demostrado.

I.3. La fO6rmula cl&sica de Bochner.

o —=i<W,¥> 4 A
? :‘jrn e A£(u)du = E(y) .,

. (1,2:8)

En este pardgrafo demostraremos un clésico teorema de-

bido a Bochner ([1], p. 186).‘

Teorema 2 (Bochner)

Hipbtesis: a) £(x) & L(RM),

b) £(x) = g(r?”'),
c) #(x) = £(-x), 4if n = 1.
Tesis:
n
2 2 [ 2.3
£y) = p(p?) = -——%};—2- f gt I, (er)at,
p 2 0 )

(I,3;1)

13



=T

&

I

&l

donde J,(z) es la funcibn- 'de Bessel definida por la fbér-
mula
oo ~p v+2p.
(-1)= {2)

3 (2) = 3 - . L (1.352)
P=0 pIT(ptr+1) - /

“La férmula (1,3; 1) es la cldsica fﬁrmuia de Boeklner.

/ |
] . i

i

.Demostrac16n de'Teoremaiz

Pongamos enlla transformaﬂa de Fourler ae .f(x)

resulta
A 2 - ~—i<X,v> .
(y) =v(@7)= 4§ & f{x)dx =
R E
~:fi}{lp
o= [n e T (x)dx =
R
4 F -ix P i S
= e ~_f(x)dx e OX =
« —0 n
= jiw e Jr g(r )dx .. dxn.
(13334)
Escribamos
2 2
o= %y trg (I,3:5)

14

vy = (,0,me.,0), S (1,3:3)




2 2 2 ;o o : .
) D S (1;3;6)
1,577 f

PN

Vamos a calcular la integral interior qﬂle figura en la 'ﬁl-:-

tima igualdad de .,(.‘i.,B-; 4) , que llamarem‘clzs I, a saber,

[ g2+ 2rax .
_.j g(x:L + rl).dxz.... dxn‘.

= g(?) ARy wnn dx_
]R'n—-.l ‘ 11 4. n-1
J _ - JR
o - | (1,3;7) ..
.“Dtilizando fﬁrmulas cli&sicas (cf. [2 ], :;; .39), -ob%c:né-*— J
‘ ' . MY C
mos ) @j@\){q/ ' |
] - _ |
I= / glxy + r3)dry ds, 4 (xy) = |
n-1 ]
R |
E’P
= gy + xy)dry Sn-1(T1) =
- 0 ’ ) .’... S(];:.l) , ‘!
k\\ = / g(xy + I_l)drl‘\s\'n—l(rl) . (1,3;8)
Q\”f T
De (I,1;1) y (I,3;8) resulta .
/
i n-1 ' | /
J 27 2 = 2 2 n-2
t T reL { glxy + x3) ¥y = dry - (1,3:9)
2 0

Escribiremos de otra manera la f6érmula (I,3:;9), de manera

gue en ella aparezca I en vez de Xy Tenemos en virtud

115




"de la f6rmula (I,3:;5)

o sea,
1d(x7) _ 1 a(x”) .
dr, = = —— 4. = = " (1,3;10)
1 -2 x, 2 (rz—-xi) 1/2 ‘ ‘ ‘

??or.éﬁstituciﬁn;ﬂe (1,3310) :en (I,3;9) :llegamos al. la

£6rmuld -

N

é : 14n-2
i 2 L, 2
. 2. n-2 2 2 2 da(xr™) ,
ig(xr™)r dr, = ) g(r™) [(r -X2) ] 5

Jr?=xl 1)

=2

" 00 oo T ey tTL

| 2. n-2 1 o212 272 7
[ glr)ry "dry =3 glr )A[r ".J]

0 J2_,2 : -

=51

N

d(rz) ’ |

es decir, en virtud de (I,3;9)

n-1

272 4 = 20,2 2 n23 2
I :_-\_______n__l 5 g(r™) (x —xl) a(x"). (I,3;11)
r (255 2.2
1

Por sustitucibn de (I,3;11) en (I,3;4), obtenemos

16
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{f\(y) =@{p”) =

n-1 N ’
L G a2 2
= ——y f e dxl g{r™) (x ——xl) < osd(xeT) . -
F(== . J.2 2 ~ _.
2 e =Xy

“(T,3;12)

Hégamoé un cambio de letras ;g’n (I,3;12) poniendo xr = t, re

sulta
A e: .2
f(y) = ¢(p7) =
n—-1
i . o o0 n-3 .-
. "»l 2 \‘ ©0 -1X p B e
S e e Yax, gt?) (£2-x0) 2 ah).
A ) ' 2_.2 ‘ ‘
2 oo Tt =x
1
(1,3513)
Poﬁgamos:en {I,3:13) :xla=}r',;résulta
A 2
fHly) =¢(p™) =
. .
== . oo n-3
. 2 oo —irP - —~5
s
= — e dr g(tz)(tz—rz)Mz d(tz)-
F(E:l 2 2 : '
pi —co t5=r :
(1,3:14)

Invirtiendo el orden de integracibn en (I,3;14) podemos es

cribir

17



f(y) = (™) =
oz e ]
_ ggé;zf_*}r S a(ed) d{' é-lrp(tzf 2!
ez Jo “r=—t /

"Ahora éamos @ tranformar .la lntegra

(I 3; 15), que‘llamaremos J, A, saber,

{

/

(2,3:;15)

i
/-

1 anterlor gue aparece en

‘ n-1 .
.=+t ——--1
_=./r ‘ 1rp(f2 2) T2 - ar , (1,3:16)
| Jor=—t ' '
equivalentemente,
n-1
r=+t == -1
H-=./ﬁ lxp[t (- ( ) )] X dr. (1,3;17)
Jr=—t .
Hagamos el cambio de variable
E =u, r = tu, dr = dtu. (1,3;18)
Obtenemos de (I,3;17) y (1I,3;18) -
. 1 n—3
J.=‘tn‘%jf e—lptu(l—uz) du
' 1 n-3
= 2tn-2ﬂi" cos (ptu) (1-u?) © du.
0

18
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Por sustitucidbn de (I,3;19) en (I,3;15), obtenemos

it

£(y) = v (p2)

‘n-3

n-1
2 du,

) 2 T l‘ 1 v N
7 2 +2 x . ,
-—_n—:l_“f g(t%)2¢", d(tz)f cos (ptu) (1-u)

A ' .
£(y) =:9(p") S :
. n-3

n-1 A
PR N Ny S SN
e Bl e dt']g- cos (ptu) (1-u”)- ‘qu.

Fio (= S i !
E I—‘ ( 2 ) - - . n ‘ ) B
v x B : (I '3 220)

Recordemos ahora{laiiégmﬁ;§ag%§siga7§pf:”L2];;p%378, £or

mula (IX,1:72))

[ A

9
(1-u™) cos(zu)du. (I,3:21)

J (z)-= —————
p r(p+§)viF

Poniendo enggspggﬁltima.ﬁérmulaé'z_fﬂpt, obtenemos
2(25)P 1, p-3 S
JP(Pt) = w~*~5f4-:}f (1~u™) cos(ptu)du. (I,3;22).

19



Consideremos de nuevo la integral interior gue. aparece

en la f6rmula (I,3;20) (con su coeficiente), 'a'sabe_r:

_1:1._—2:'..].1 1 n—2 ‘__]: J
. - — 2 /1"
4 ,7;1__1 £" Zf (1-u™) 2 2 cos (P tu) du =
rh 0 /
n‘-l __3: . n—-Z\\ )
2.,"2 ;g"tn_"zv'r';‘_’ y (% 2 Ve , 1_1_2—:_2_2_ _%_
= s - = f (1-1") cos (ptu)du =
P o 22'-' m......._._’z 0 B
‘nz2:i-l, 2 pk, 2 ‘
r (-——2 +_2) 7 _2)
n—2
L T - n-1 1
205 ° L 57555 5n 2 n2 42
= (1-u") - =5 cos (ptu)du. .
raz2 7~ 0 pt, 2 |
;2 2 ('—2‘)
/ AT 13;23)
Poniendo :ahora -en la ?férm{il‘é (1,3521)
p =22, (1,3;24)
ob tenemos
n-2
2(BLy 2 n-2 1
2 ! 2.2 T3 :
Jn_z(.ﬂt) = f (1-u") ~ cos(ptn)du.
2 P22 4w 7 0 :

Sustituyendo (I,3:;25) en (I,3;20), resulta

20



ll

. I} n—2
‘A 2, 22w (T 22 h
) = ¢(p7) as3 | g(t™)t Z(Pt)dt
=== J0 n—s
)

o Sea, en definitiva,

2
@-ﬁ g(t )t J _plpE)dt, (I,3;26) .
) 2 2

gue es la férmula de Bochner gue querfiamos demostrar.

e P AT

B

H ; / / |

i ; / /
f,4 Equivalencia dejla férmuLa de B

'
(

ochner con la transfor—

E macidn de Hankel, k

H
i
i

] Sea f(x) una fgncién in%egrable en R"/, es decir,

| | o

£ (x) éL(mn), S (T,451)

e invariante por rotaciones. Admitamos ‘que, ademés, se cum
plen las hipbtesis adicionales

fix)ec (®Y, (1,4;2)

Fly) = 0(y) =9 (2 e L®).

En tal caso vale la f6rmula reciproca de Fourier:
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1 -‘i<x,"y> :
£ = = [ vy e ay.
(2m® Jw

AX,4:3)

Teniendo presente la tesis (I,2;3) del teorema 1 y.la hi

pbtesis (I,4;2), la integral (I,4;3) puede evaluarse

“tam—
‘bién por -la férmula de Bochner. Resulta asi
. "“
n ;
o0 n:
. - ,
£ = o) = L en? (2.3 g__, (rt) dt.
(2m)® n-2 Jy L e
/ (1,4:4)
/ : -
Es décir, tenemos el par de férmulas reciprocas
n l ] f-:“;'
2 _en? [T 3 *
P () = Sy g(t y£2 I _,(pt)dt, /
! . n 2 Jo 2 {
P 2 : 2 ~ i (I,455)
. ,,!///
oo n
2, 1 1 2.2
g(z™) = i poo f e(tT)t” g _,(rt)dt.
2 =z 0 2
{27)"

Observemos gque si £(x) es continua, g(rz) Y por 1lo !

tanto g(tz) Ademds supongamos

es continua. .f(x)EEL(ﬁp).
Obtenemos, por el ya usado pasaje a coordenadas polareé,

2 2 ;
‘an]f(x) lax ;Jl;Rn]g(r ) Jax =_Jil;n lg(x*) ldrdsn(r) =

22



et 2 [ : e f 2 n-1
= ¢ |gx®)|ar y ds_{(x) = «ﬂf g(r )| r “dr<e,
fo | -/sn(r) o ..']Rn‘

(I,4;:6)

. . . n
donde §1 es el area de la esfera unitaria em R , o0 sea,

S?='Sn(1) = . (I,4;7)

‘Es decir gue (I,4;2) afirma que

f | v(£2)] 2 tat <. (1,4:8)
0 :

Resumiendo, (I,4;6) y (I,4;8) son equivalentes a las condi
tiones (I,4;1) y (I,4;2).

Podémocs pues enunciar el

Téorema 3

1
i

Hipbtesis:

Sea
g(tz) continua en [0,¥5, | (1,4:9)
j |gte?) | £ at < =, (I,4;10)
0
fo o0 p™ tap < . . (1,4711)
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" Tesis

Vale el siguiente par dé f6rmulas reciprocas

5 e D
2. (2m) 2,2
w(p”) = 5 ]0 g(t™)t™ J__,(pt)dt,
2 ' 2
p :
(T,4;12)
= n
P | 1 22y, 2.
g(r )A_ — 3@ 2 p(tT)t J, o (rt)dt.

Las f&rmulas (I,4;12) son un caso particular de las famo

sas f6rmulas de Hankel. Hay tablas extensas de la trans-

formacitn de Hankel gue definiremos en seguida (cf.  entre
otras, [3]y[4D. Su utilidad es enorme,{bues nos permite

calcular explicitamente integrales de Fourier mfiltiples de

funciones radiales gue aparecen continuamente en las f6rmu—
las de integracidn de ecuaciones elfipticas e hiperb&licas
con coeficientes constantes. |

Vamos a aclarar la conexidn de las férmulas (I,4;12) con
la f6rmula general de Hankel. Para ello observemos gue, si
adoptamos la forma més simétrica de escribir ' las f6rmulas

‘de Fourier

A 1 W —i<x,y>
£(y) = fn f(x) e dx ,
R
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(T,4;13)

1 ‘ \ i<x,;y>
fi{x) = - fn f(y) e ay
5 R
(27)
n
entonces desaparecen los factores (27’7)‘2 ; l( -de las
(2m) 2

f6érmulas (I,4;12) gue se escriben, mas simplemente:

«p(pz) = i—z f(;}(t’z)tz t:rn_?f(tp):at,
=2 0 Z
p
(I,4;14)
= n
%(tz) = i—.z [xp(pz)pz J _o(te)dp.
4=z 7° 2

_Vamos a escribir estas f6rmulas -en forma equivalente, po-

niendo
n-2 o0 n
2,.2
w(PZ)P 2 = j{ £(t)t Jn_z(tp)dt,
0 3
(114;15)
n2 e n
f(tz)t2 = }f W(Pz)l?2 Jnﬁz(tp)dp,
~ 0 2 -
o también,
n-2 oo n
2 vV
9(p%)p 2 =] £ e’ Y5 (epyae
0 vtp

2
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Jn_z(iﬁ)dPJA o {I,4:16)

2., 2 [
£yt ¢ = j p(p<)p |
0 Vip 5 e
" Eguivalentemente,
n~-2.,1 - n-1
4 2
w(pz)p 2 2. jf £(t%) e 2 Vip I (te)dt,
0 - 5
(1,4;17)
: n-2 .1 o n-1 ,
£l ¢ 2= f 9 (0 2 B T ()@
: 0 -T2 -
- 8i agui escribimos
£(£5t % = n(v),
n-1
e 2 =),

obtenemos
) = [ nie) Ve g, () at,
0 7
- (114;18)

h(t) ;f”x(p)\/”t"; I _,(te)do.
' 0 2

Las férmulas (I,4;18) muestran claramente la conexi®n
de las f6rmulas (I,4;12) ‘con la transformacidn de Hankel
general. ©En efecto, estas fdrmulas cgenerales de Hankel

_se escriben (cf. entre otros,{3],p.3,[4], p-1,05] vol.11,.

iR
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CcepSinlo VIIII6), (4.4), p. 456}

. 1Y

J( f(fop(xy)w/xy ax, .
0 .

CH (L) = gly.p)

i

(I,4319)

5, ()

i
t~h
-
A
Cn?

]

[ g(y)JV (xy) vV xy dy.
0

Estas férmulas demuestran gue lo qué nosoctros hemos demos-~
. trado (férmulas (I,4;12)) es un :caso particular de las fﬁg‘

mulas de Hankel, a saber, el caso particular referente a
_ n-2
Y = 5 .

Vamos a escribir las f6rmulas (I,4;14) en una forma e-

guivalente con el objeto de generalizar a distribuciones.

Hagamos el cambio de variable:

1 -1
r2 =-f, T = t2 , dr = %Yt dt
Y pPOngamos P2 = 5§ por razones de simetria.
Tenemos entonées:
n i
_ 1 = 4 1 . 2
#(s) = —1s fO st 2?5 (VEsat
g 4 2
o, equivalentemente,
-z
! = 4
o(s) = —1 j{) fHoe 4 g, (VEs)at
4 2
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n-2
. gue también puede escribirse, multiplicando por (VFE) 2,
n-2
y dividiendo por (v t) 2 ,
- n-—2 Jn~2(“ ts)
o) =2 [ eoe? 2 ae (1,4:20)
0 ’ —_—
(¥ Es) *
La f6rmula reciproca es
0= n-2 Jn*Z(“ ts)
f(t) = 1 p(s)s 2 2 ds. (I,4521)
2 0 n-2
(v E8) 2

Tenemos, pues, la siguiente versidn equivalente de la f6r

mula de Bochner:

-wi?X,y>
p(s) = L 5 jfn e f(rz)dx =
:'2' R
(2m)
1 _ . 2 2 .
=3 . £(t)t =) dt. (1,4;22)
(v ts) 2

Esta es la versidn de la f6rmula de Bochner que utilizare
mos mis a menudo en teoria de distribuciones.

28
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| CAPITULO IT

Versidtn compleja de la fdrmula de Bochner

Nos proponemos extender al caso complejo el ¢lésico teo
rema de.Bochner {(cf. [2], p. 186) de modo de poder cal-
cular, por medio de una integral simple, no s8lo integra-
_1es~de'Fourier, sino, mis generalmente, integraleé de La-
place n-dimensionales de funciones -radiades.

Este teorema nos as esencial para nuestra géneréliza~
cibn, para distribuciones»cualesquié;a,maexia.transforméf
cidn de Hankel.

Esta versibn compleja de la f6rmula de Bochner {(iné&di-
ia) es debida a Alberto Gonzdlez Dominguez.

Para demostrar nuestro problema necesitamos evaluar ex-
plicitamente algunas integrales extendidas a la esfera u-
nitaria de Bpa Alda evaluacién de estas integrales es-

+t& dedicadé»el;primer;parégrafo@

;I.i. Evaluaciones' de integrales extendidas a la esfera

. . n
unitaria de R .

Comenzaremos por calgular la siguiente integral:
o H M

f _ 2,°1,,2,72 2.%n

M(du‘lly’zl ""ﬂb’lln) ’“j (gl) (52) v e o (E

’ £

(1111;1)

En esta f6érmula £ designa la esfera unitaria del espa-

29




"cioc p- dimensional

Ios exponentes #j + 3 =1,2,...,n son enteros no nega -

tivos. Pondremos

(I1,1;2)

—+uy3~+ww¢w+.gn:=ﬂh

S Hg

‘Para calcularlamempecemos por considerar la siguiente inte

gral {los nfimeros My My y00.,M  SON reales) :

_ 12
Iv(mi'm2'°°"mh) —4}F[nh£l+m2£2+ .o w +mn£n] an ,
. . 0

(I1,1;3)

con 7 entero no negativo. Se comprueba inmediatamente,

por razones de simetria, .que esta integral es nula si »

es impar:

'12k+1(m1'm2'“"mn) = 0, (11,1;4)

con k=0,1,..0 o

Limitémonos pues a considerar la integral

2k
ce. + qun] aa ,

Ty (Myrmgr-oymy) = f[mlgl + S
2 (II,1;5)
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k

vamente, gue basta que uno de los nlimeros A

= 1,200, .

Tenemos

2k .o
*/r{mlfl tooe. mn%n} a8 =
Q

Ao Y U . A
e’ 4 o e . n o A .
N T f.éi U - A9 .. - (II,136)

De esta f6rmula se deduce, por razones de simetria nue-~

sea impar, .

para que la integral del segundo miembro de (II,1;6) se

anule. Nos gqueda .por lo tanto

12k(m1”m2’°°"mn) =

_ T (2K) !

— 4
,ul + ,u.2 4 eee + ,un k (2;11) L (21111)}1
u u u u -
2,71 2.n 2,71 2."n .
. (ml) (mn) f(él) (En) an . (11,1:7)
i i

" Vamos a comenzar por calcular la integral interior de
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(11,1;7). Pongamos, con Byt oeee +p =Tk,

:,..f 2.1 2. #n o ,
M(Hlﬂpzl“"éﬂyn)l"f (El) - e o (En) dﬂa 3 (111178)
£ '

én [71., volumeh IIX, pi&g. 405, ejercicio n°16, encon-

!

tram&s la siguiente f6rmula (Fichtenholz wutiliza una nota

cibn distinta pero -equivalente)

n—1
. 2 1 - . D=3
27 i Y N
flm, &+ JEte..4m £ )dOQ = —u— . £ (Mu) (1-1u7) du
. 131 2°2 n°n ) :
n-1, /-1
£ rg_z*
‘ (I1,1:9)
donde
_ 2 2 2 .
M ——4\/ m‘.L -+ 'mZ + wwe o mn - (I1,1:10)
: angamos, en particular,
Flm, b, te..4m £ ) = (m £ +. > 4m_ & )2k (T1,1:11)
11 °°° "Tn°n 11 7" ""n°n ° At

Sustituyendo en (II,1;9) obtenemos

2k 2 2 1 23

2w “ 2k,. 2.2 _
}f (m &+, ot £ ) 2Ran = 2T J[ () X (1-v?) 2 au =
o - < -



-3 :
2 .2k 1 B2
=¥ 2 f w?¥(1-u%) 2 au. . (11,1312)
(53 0
Por otra parte, con el cambio de variable u2 =85, 1=
1 1
2 12

=g , du = 5 S ds, obtenemos

1 n-3 1 n-3 _1
f w2 (1-¢?) 2. au =%f s5(1-5) 2 5 ? as =
0 ~<Jo
SRS R " S T R P
1 5 3 A 2 |
=3 j[ s (1~s) “ ds=
0 :
L 2 ey o
=3 s (1-s) © ds =
_ 1 1 -n-1,
L T0er3) Dgh .
-1 . (I1,1;13) .

nw@
I{k+ T)

Con B(a,fl) indicamos la funcién beta (cf. [5], vol. I , .

P-9) y T(z) es la funcibn gamma dada por la f£6rmula

f'm
T'(z) =j et 271 g , si Re z>0.
0
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Sustituyendo (II,1;13) en (Ix,1;12) obtenemos

n=1 - " 4 nel
‘ . 2 T(k+3) T (=)
.jq(ml£1+,..+m ¢ )zkdﬂr= MZk a7 = 2 2 =
nn r n-1 2 ) F(k'!'{'l)
L9 2 2 v
n-1 1
2k 2 ? P(k+§) AR
= M o sl (TT,1:14) . -
T (i+k+ —§~) e
Es decir,
-
. o ;n~1 C
T3 T (k+3) . -
f(m”g b 4m £ ) Ran = 2 2 (2 am)
A 1°1 “ntn F(1+k+'n£l) 1 n' '
(II,1;15)
0 sea, teniendo en cuenta gue
) ) . s - ) }1 p .
2 2.k k! - A
(ml+.....+mn) = Z W(m?_) o e (mi) 2r,
Byt H =k i - RN a '
n . ,
(I1,1;16)
resulta
. n-1 1
27T 2 F(k+§)
2k z:
jr(mlzl+.,.+mn2n) an = —)
' M1 u
. .k. (mi) 1...(m2) n _
gt ! n
1 n
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n-1

_ 27 < . 1 2 2.k .
= I (k+—i) (ml+,..,+mn) . (11,1:17)

T(1+k+ 9—"2'—2—) | 15

De (II,1;7) v 1¥I1,1;17) obtenemos, por dgualacidn de coe

ficientes - .
n-1 1
- 2 TAKEE) : -
27 -2 3 _ o 2yl -
n-2 1 kil l.—- )
r(1.,+k+—2——~) RS AARERL Y (28)500< (20 )73

wr

M M
[ 2 t.owd tan,

n
(Y]
o sea, en definitiva,
- K - £, -
2,71 22 .2 m . . -
-f(él) wee (E5) e .(.?s_n) Y -.—M.(.z-{lv-f_i.'y-..mw_n) =
Q o . .
n-1i
21 2 roed)kr (eo)i...(2e )
2 o 1 o -0 v @ n °

= . {I1,1;18)
Il"‘2 g ) 7
Fmﬁk+7T4 ul...J%r(ZkL

con ;

i

gll -+ © o a + Mn = ke (I'Ipl;(lg)

)

ﬁémOS"Ques calculado explfcitamente la integral (114ﬁ;1)g

)
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- segfin nos pxopom%amost También se puede calcular la intg.
gral (IX,1;1) dsando la F6rmula (4), p. 76, de [ 8].

Calcularemos ahora la integral siguiente

1 (z) ="f [<z,&>]" a@ . ' (11,‘1;20),‘.‘;

En estafférmula zsscn = Cxcx.@.xc; 0 sea, z = {zl,zz,.
’T’zh”} cén ij:‘#j'+*itﬁ s 3 =1,21+-.,0n; cON Uj’ 75
reales. |

La novedad ccnsiste‘enzque‘ahofa infervienen,én (11;1720)
Aparéﬁetros complejos; y nOS proponemos calculafﬂiafiﬁtégral,
(11,1;20) directamente, es decir, sin apelar a considerécig
nes de prolongacibn analitica.

Por iguales razones de simetrfia que en (II,1;3), se com-

prueba que la integral (II,1;20) es nula si v es impar

y por las razones mismas gue las allf mencionadas, se lle-

ga inmediatamente a la f6rmula

p n
(2k)£(z§) 1-,°(zi) n
I, (2) = >, : -
— ?, ¥ Qp ) !
b HE =k By (d )
: p p
i f(fi) 1..,.(2;"1) Do, (1T ,1:22)

Y
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Pero a la integral anterior.acabamos de calcularla (féx
mula {IT,1;18)).

Obtenemos pues, sustituyendo (II,l:iB)cen1(II,1;22)

n-1 .
21 % T(k+E) k!
i (z,,z z_) = E: 2
v R i - o
== e 1 ]
ul+n..+#n k (1+k+ 5 )“1°"’”n‘,
R . M
P A 2,'n  _
= AZg) T dzp) =
n-1
2 1
_ 27 P(k—i—i) ‘ Z S,
D(Ll4kt B22) ootk =k pt...p
2 R R+
_ 2, 1 2.'mn _
= (Zl); oe-o (%n) =
n-1
2 1
2n F(k+3)
= 2 (2 h s R
I(1+k+ 3%3)
(11,1;23)

En definitiva obtenemos, de (II,1;21) v (IT1,1;23),
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W

e ey

(zi+?.n+zi)k 81 *v}::Zk,
I"(l+k-§~13—5——%) '
I (z) = 4 (II,1;24)
0 i ¥ = 2k+1, k = 0,1,.0.n

' Observemos que la Férmula {IT,1316) sigue valiendo si
los paré@metros reales T, que=en:ellaffiguranfse sustitu

ven por paré&metros complejos zj . ‘Esto podia haberse in

ferido directamente, observando gue el segundo miembro de
(17,1:16) es funcidn analitica .de las variables mj. Co-—
mo ejercicio hemos consignado una demostracién directa,

mis larga pero a la vez mis elemental.

II.2. Extensidn compleja del Teorema de Bochner.

Ahora estamos en condiciones para demostrar la versidn
compleja de la f6rmula de Bochner. Se trata de expresar

por una integral simple la siguiente integral de Laplace

n—dimensional

~1<x,2z> 2
L(F) = £(z) = £(z;,2,,..:,2.) =fn e F(r?) dax,

(11,2;1)

. donde hemos puesto
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<K, 2>

i

2424 S X, 2 (XTI, 2)
-y admitimos gue 'F(rz) sea una funcibn perteneciente a

{espacio de las funciones complejas sobre fEPi inde-
R

finidamente derivables v con soporte acotado). El prin-—

cipal resultado de este capitulo es el siguiente
Teorema 3 (A. Gonz&lez Dominguez)

Hipbtesis. Sea :F(rZ)E D . - <Consideremos la integral
R
de Laplace n—-dimensional de F:

° —~i<X, 2> 5
LF) = £(z) = £(z2,,255~..,2 ) = j e F{r®)ax.
J0

(IIH,B)
Tesis. Se verifica entonces
_ 2 2 2, _
L(F) = ¢ (Zl tozn 4oL+ zn) =
i
2 [ -]
/27(
= (21 - f F(t? )t J__ (t\/ .,.,;.u+z§)ld~a;
L2, 2 L2y 2
bJél+Z2+"“'zn)
{(1T,2;4)
Observemos gue cuando z es real, es decir 7. = 0



‘j =1,240..,n; la fbérmula (IX,2;4) se convierte en el cl4j -

sico teorema de Bochner (f6rmula (I,3326)).

Demostracidn del Teorema 3.

21 elemento de volumen dx = dxldX2°’°dxn lo expresa -

‘mos explicitamente

dx = ar 4s_(x) = =" ar a9, (I1,235)

donde f2 es el drea de la esfera unitaria en R,

n
2

: o 2n
2 = sn(i) = .

e

Introduciendo cooxrdenadas polares:

xy = IX} EVI ) - (I1,2;6)

v = 1,2,...,0, ' {11,2;7)
con -

n 2 .

2, £, =1. (I1,2;8)

V=1

Con las coordenadas nuevas, la integral (I1,2;3) se escxri

be
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(L

° 5 aa L dr<t s
Ei{F) =,/[ F(r)x ‘dr:j’ e . - ALl . (I1,2;9)
Vamos ahora a calcular la integral

. —-ir<f,z> :
J(r,;z) = f e a8 .. {IT,2710)

Tenemos

‘ »~-:i'r<t£',,;z > o }__°f9’_'1v, B v
e = 3 BV T <t oLy

v =() v 2

Por lo tanto obtenemos, yva que la integracibén té&rmino

a término es obviamente licita,

J(r,z) = =i F L ';[;?[<ts,,'.z<ﬁi'?d§z . (II,2711)

v =0 . A

Sustituyendo la (II,1;24) en esta fdérmula obtenemgs

n-1

wE 1 2y

2w Ny +5) s 'y ,
Ir,z) = ———— T (1) 2 ;
M= +v+l) »=0 (2v) !

———— V22+22+. - +22
n

i~

{11.,2:12)

vy sustitujendo (IT,2;12) en {I1,2;9) 1llegamos finalmente

a la f6rmula
- 47
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_ _ 2, 2 2,
L(F) = f(z) = w(21+22+’°°+zn)f"'

n-1 ' ]
e oo oo r(”s‘*"‘) -
- v
= om zj,’ Py oL N R L g S ‘22 _
| 0 »=0 (2v) 1 'I‘(?‘—z;ﬁvfm_)
2 : .
2
. zi+g§+,u.+2n dr. (11,2:13)

i " )

Hemos . pues 1ograao-nuestro“prqpés1£o.deﬂexpresar.la inte-

gral de Laplace mrdimensioﬁal (IT,251) por%nna‘integral

simple. Ademds, la (Ii,2:13) muestra el hecho importante -

deé gque la integral de Laplace n-dimensional de una fun-

cifbn radial, es funcidn de la suma de cuadrados de las va
riables, o sea, funcibn de {zi+z§+,.,+zi} o

Vamos a transfoxrmar la.férmula (I1,2;13) a fin de obte
ner la ‘tesis de nuestro teorema. -

‘Se comprueba sin dificultad, si ée mu1£ip1ica"y divide

por el factor

n-2

2 2
. (r\}z +,..,+zn)

E%Z + 2Y
-

el término general de la serie gque figura en el segundo
miembro de (II,2:13), gue :esta f6rmula puede escribirse

en la forma egquivalente:

L(F) = f(z} = "D(Z:;i + s.. + zi) =
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3!

3 S n
{27} . fj,(fz)r'z
n-2 . -7
7 70

s («/;E+mm,+zi)_

. ,542
- ST\ 2y
Ay ; 2 2 2 i
2 Ty + 2) ITVZ 4. +Zm§ s
' /

(20} I"(%:-%-;-v +1)

Por otra parte es inmediato comprobar gue vale la Fdrmu

1a

2v

2 Ty =2 (I1;2515) |
VMo (2v) - p! S

8i sustituimos (II,2;15) en (11,2314) obtenemos en defi- .

nitiva la férmﬂla.eguivalehte{a 1a KiI}3113}, 7 A‘
_ 2, L2y _
L(F) = £(z) = w(z +...4z ) =

n .
_ (27) 2, 2 / 2 2y 4
= — ‘}r F(x7)r Jn—2(I zl+,.,+zn)dr,
WA 2 |
17" n

e o

ol

gue es la versidn compleja de la Férmula de Bochner gue de-

sedbamos probar.
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CAPITULO 11T

Transformadas de Laplace de funciones retardadas -

En este capfitulo probamos (Teorema 4) mha~f5rmﬁla-!ané~
Joga a la f6rmula de Bochner) para transformadasnﬂejlaplém

ce {cf. {(IT1I,3;1}} de funciones de la distancia.iorentz@g

na, cuyo soporte estd contenido en la cvlausura del -dominio .

d) T -
0:>ﬂ,"ﬁg~w‘i5-« wwwl«ri£é~>mﬂw_,Este es nuestro principal

T
resultado (fﬁrmulé {Irzv211}) .‘del cual deduciremos impor-
_ tantes;yisonoci&osqreséitadgs {con fOrmulas simples) y tam
bién otros nuevos.

Esta seccién aparece publicada en [9].

Comenzaremos con algunas definiciones.

TIT.1. Definiciones

Sea +t = (ta”tl'”’””tn—ﬂ) ~un punto de R®®. Escribire-

2 _ _,_2 . - ,:a’ . - I\ ) . PR

mos tD £y o ave tn«l'— 1. Con + -designamos el in
/ ‘ , .

terior del cono del futuro: T+=$tem@/“%>o, u>0}?<
y con f+ designamos su clausura. Similarmente, Tm dEf:

signa el dominio T =‘LtEKfl,/t <0, u>0,, vy T de-
- } 0 -

signa su clauvsura. Ponemos 3z = (zo,zlpuuﬂ,zn_i)éimn, don
de zp = x, + 1y, + Y = 0,1, <Ez >= tgzo +-tlzi+
= : J
woet T 420 4 i y dt dtgdtl,vadtn~1m
El tubo T_ estd definido por T = {ZE c/ye v__} .

N n . 2 2 _ 2 :
donde V_ = quER / yO-xOF Yo ¥4 .o }n~l;>0 }“ Si
milarmente ponemos T+ = {zizan/ yEev, }, donde '
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_ n 22 2
V_:,,—_ {YE]R /YO>OI }O Yl [ yn"‘l>0}'

T.a transformada de Laplace de &(t) es, por definicibn,

) -i<t, z> ‘
f(z) = L(®) = jﬁn e i d(t)dt. - (IITI;1;1)
R

Sea F(A) wuna funcidn de la variable escalar X , y
sea ¢(t) wuna funcidn que verifica a las siguientes con-

diciones:

a) o(t) = F(u); .\(wmm
b) sop ¢(t)Cﬁf+ : ) Qé@féﬁdﬁaﬂ
o e T ¥y en@®) si yev_ .
Llamaremos R a la familia de funciones ¢ (t) gue

satisface 'a las condiciones a), b) y c). Similarmente
llamaremos 4 a la familia de funciones que satisface a

las condiciones

a') - ¢(t) = F(u); {bn@QWUq

b') sop ¢(t) TT_ ; &M@w{1d@§

c) e B Y% (r) en(®) si yev

+

I1T.2. Transformada de Laplace de funciones pertenecien-

tes a & . -
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Estd@ileceremos ahora un teorema (andlogo .al steorema de -

Bochnen para transformadas de L'qp'l,ace».-de“S:Eunciones ) que
satisfasmsen a las condiciones.a), b) vy ©)- Dice :asi -
Teorema &

Hipbtesis i) d() e '

di) zZeT_.

Tesis
n-2 -
(2m) 2
f(z} = L(¢) = .
n—-2
2 2 2, 4
(Zl'+...., ,+zn_1-—zo)

l/‘2 } a

o n-— -
. ._._._.._-._2 . P

fd ° |

(II1,251)

donde er.z) designa la funcibén modificada de Bessel de
tercera.especie dada por la férmula (cf. [5], vol. TI, p.

5, f6rmula 13 . v p. 9, f6rmula 37)

1

a(senvm) “[I_, (2) - I,(2)] , (I11,2;2)

N

K, (2} =

v# entero,

46




P Cg)p+2p .
: 2 ' . oo oy
(z) = 2, A S (IIT;253)
P=0 prp(piosl) . -

=i
'

¥ por pasaje al 1limite si » -»n, n entero positivo.

Demostracidn del Teorema 4

Tatroducimos en cambio de variables

k)

22 2 a2
U.O ha ':LO tl _%:2 o G tn~1 ;]
ul = tl 9
(I11,2:;4)
Upe1 = Bpen oo
Calculemos el correspondiente jacobiaﬁo.
Tenemos
‘2t0 ~~-2tl ‘m,‘*Zﬁnﬂl
i
0 1 0 ... O
o(u,,u, ,ee.,u o)
07 1 n-l 0 0 1... 0 = 2t,.
a(‘t@,tl,.a <ert )
0 0 0 ... 01 )
(111,2;5)

Por lo tanto
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ey

a(fo,tl,.,e,t ) 1

* nol - - ‘*’_*“:?ixlilgzes)ﬁﬁ-f

alugrug,eearuy_4) 2%
Ademds {notemos que t0> 0 por hipbtesis):
ok, = (u. + —u‘z + ~+ 1 ) ' (I.II 257)
0 1 ..a.elo.. " R __.1 o . . F 4 r

Con -este -cambio de variable £(z) :se.convierte en

o —i(u,Z2,+.. .41 z ) P

_ 1 1 .

£ (=) =j¢(uo)du0 fn—-l e 1 n-1"n-1 . (111,2;8)
0

R

X 2, L2 1/2
e~3. [zo (u0+ul+‘.-.,,+u_n__1) ] } " N
- - Augduy..-du, g

S 2 2 ,1/2 S

2 (~Au0+u1+...~. .+un__1) (IT1,2;8)
Pongamos'
. 2 2 \1/2
e«lzo (u0~+u1+ .- “’+un—-l)
2 ,1/2 T e e

2 (u0+u1+..' . .+un._1

(171,2:9)

Con esta notacidtn la integral anterior del 1ado. derecho de
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" (111,2;8) se escribe

Iz u (21’22”””“’zn—1):=

o0
- ~ x:Jf iéﬁi(g1;i+“”°+un«1;n~11 (u )’
-1 : guofzg 17°7°7°7 T n-1""
. duduy...dn . o o (TIT,2;10)

"{\’,(O/WU "M
El segundo miembro de (III,2;10) es la integral de La- '

place de una funcibn radial, y puede por lo tanto expresar

se por la f&rmula compleja de Bochner (cf. (II,2;16)), ob-

tenemos asi:

. o .
§ o - A Cmz 2
;z s ‘fl’zz'”*“’znél) = {2 n-3 °
0" -0 2 2 Z
(Zl+””°+;nw1)
1
. 2.3 :
o ‘_-- . h af _-c
e g (ag* ™) hézl \ (22 2 (2
- f 1 Jn-—3 [ (Zl+”.A,+zn__>l) 1 ahi.
0 2 (u +22) 2 2 ‘ \
0 (IIT,2:11)

Consideremos la integral gue aparece en el segundo miembro

de (III,2;11):

7
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gﬂ 0
!
- -——i‘zo(uo—FRz)z n-1
=] e S I X R A ET
0 2.1/2 o2 -
.2(u0+)\ ) 2

(TII,2:12)

Para calcularla ‘consideremos -la siguiente integral auxi

1iar:

1

o0 --—.:'LZO('«JO--H\Z)2 n-1
jr e 2?2 a L(y)an. (ITT,2513)
0 1/2 22

A (y)‘=
u,,2
0’70 2(11()_}’)\2)

A}

Esta integral puede escribirse equivalentemente

=

o =iz -(u +7:2)'2 -z-n-'.’Z , P .

1 e 00 2 2 e
A, L, ) = Ao T gman.
0 yl/_Z JO 2 (.u0+)\2)1/“2 5 L

- .

(I11,2:14)

Escribamos la ‘integrai del segundo miembro de (ITII,2;

14} -

o —iz (W +N2) n-2 1
e 0 ° 7,2
-/, AT ow g, s 0wan.

1/2 \ -

(I11,2;15)
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Vamos a evaluar la intégral (IJ;__I?Z‘;lS'I) . Teniendo en

cuenta %a_férmula (22) , - pag. 31 de fBJ que dice;

¢

NI
‘.—I-

E (xy)? 3, (xy)dx =

&

oyl 1 :
f x 2 (Bz+x2)’i 2 exp 3-—-a({32+x2)
0 )

N T 1 1
S 2T 02,27 g paliyd) 2,
p+=
2
(IT1,2;16)

'vdlida para Re a>0, Re f >0, Re»>-1, (III,2;17).

Pongamos en esta flrmula

. n-2 4 1 1
j[ N2 (ugrn®) 2 exp —izo(u0+kz)2$(ky)2 3, () an =
0 n-3
. { 2
1 .J:(P_‘;%) n-e _ngl 1 i
_ 72 357 T o2 271t 3,2 23
= (2) Uy y (y zg) K oo jugly zg) g '

(IIT,2;18)

2

vdlida para

¥
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" Re(izo)-= Re {i(xo+iyo)} =-~y0> 0, o sea,

Y< 0, L : (III,2;19)
uy> 0, (I11,2;20)
Y E%§ > —l; o sea,

n>1. | - (I11,2;21)

De -(III,2;15) y (III,2;18), resulta

n-2 n-2 _n1 1 1
_ 1 4 2 2_2 42 2 2,2
BuO'ZO(Y) ~(7~<<% u," y (y ZO) K, 2% O(Y ZO) E-
@ (111,2;22)
y por lo tanto
-2 n-3 _n,1 1 1
. = 1 4 2 2 4 2 2,2 2,2 .
Auo,zo(y’ -7 1% (¢%-2 I Kn-zguo‘y. 2q), g“
2 i

(I11,2;23)

Por lo tanto, de (III,2;10) y (III,2;23), poniendo

Ly = (zi+...+z§_l)l/2 + Obtenemos
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e

. I el e |
IZ ’u (Zl, s e » ,Zn) - (2“) uo o . A n._2 °
om0 ' (224, . 422 -g?y &
. zyjt...tz 1-Z,
1 1 ,
2, 2 L2 2,2 .
. Kn— uo(zl+,..+zn“l.zo) ol . ; | (I11,2;24)

n-2
2

 En definitiva, de (ITI,2;8) y (III,2;24), resulta

1 : 1
' ' ' 2.2 2 .22
. D=2 pe n-2 ¥n-2 uo(21+° <z _1724) - duy
£(z) = (2n) 2/ «p(uo)u04' 2 ——
: 0 . s
' 2 2 2, 4
(z]+...+z  ;-z4)

valida si- se verlflcan las condiciones (I11,2;19), (I11,2;

20) v (111,2; 21) que son, justamente, las hlpéte81s del

teorema.

La f6rmula (III,2;25) es la tesis del Teorema 4 que que

riamos demostrar.

Una ' forma equivalente de (III,2;25) sezobtlene multipli
n.—

cando y dividiendo el.integrando por uo4 , con lo que ob-

tenemos

1 1

. 3 2 2 2.3
n-2 re ' n-2 Ep-2 § ug(z3+.. .4z 4-24) $

£z)=(2m) % | plu)ug K 2 e AU

0 = = B-e

) 2 2 _ 2,2 2

§u0(21+.. +zm?1 zo)
(I11,2;26)
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III.3. Transformadas de Laplace .de funciones pertenecien-

1

“tes a A.
" Observemos que las férmulas (I11,2;25) y (II1,2;26) Qque
hemos obtenido para las transformadas de Laplace de funcio
nes de la familia @& son también vAlidas para funciones
de la clase A . En efecto, vale el siguiente
" Teorema 5

Hipbtesis  i') ¢(t) €® ,

¢
7t

A
ii’) ze‘—:'l‘+ .

4

Tesis
n-2
(2m) 2
f(z) = L(¢) = .
n-2
2 2 2 4
(zl+...+zn_l—-zO )
oo n-2 1 :
2 2 2 2, -2

./0 FO\) A Ko_p JA(2+.. 425 -20) 19 ¢ an .

2

(IT1,3;1)

Demostracidn del Teorema 5

Procediendo exactamente de la misma manera gque en .el’

1
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LERY

?

‘Teorema 4, comprobamos que

)

At rstyyecart ) ’
0”1 i S S (III,3;2)
a(uo,ul,...,un;l) '2to ‘
por hipbtesis.
Ademé&s
B 2 L2 1/2
t0 = —(uo+u1+...+un_l) . (111,3;3)

La férmula andloga a la. (II1,2;8) serd en el presente caso '

{el jacobiano es

' = -i(u,zy+e..tu__.2Z ) ¢
£(2) =‘}[ (p(uo)duol,/.n_l e L n-1"n-17
: 0 | R

. 2. 2
é.,J.zo(t_lo+ul-l~n.+un_l)
. 172 . duidu
: 2 2 v .
2 (uptuy+.. .t g

du

peeedu . (III,3;4)

El finico cambio con respecto a la f6rmula (III,2;8) ‘es el
signo positivo del:exponente de 'la. exponencial. Las f&r~
mulas correspondientes al cdlculo de nuestra integral, co

rrelativas de las f&rmulas anteriores, a partir de la
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.(II;.:[,Z;B) inclusive, ée obtendrén cambiadas de signo en
(111,3;4). Esto vale en particﬁiaf para la correlativa
de la férmula (111,2;18), gue valdri ahora para Yq >0 .
Nuestra f6rmula definitiva, correlatlva de la (II1,2; 25) ’

serd idéntica a la (III,2;25) con la diferencia que debe -

r4 ser, en el presente caso Yo >0.
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CAPITULO IV

Aplicacjones de la f6rmula de la transformada de Laplace

i

de funciones retardadas..

Aplicargmos la f6rmula (III,2;25) para evaluar algunas
imp?rtantesgtransformadas de Laplacé, Observemos%ademéé
queddicha férmula es un complemento eficgcisimo pé}a lé e .
valuacién de transformadas de Fouriefzvia‘el método ae

Schwartz (cf. [10], p. 264 y [11]).

IV.1l. El nficleo Rb(u) de Marcel Riesz

Consideremos la siguiente familia de funciones pertene

cientes a, ® introducidas por Marcel Riesz (cf. [12], p.

31):
a-n
2
u si tel', ,
H_(a) *
n
, Ra(U) = , (1v,1;1)
0 | si t & r, -
Acé& hemos puesto
n-2

a~n+2
7

Hy(a) == 2 et T (5T

) - (1v,1;2)

n es la dimensibén del espacio y a un pardmetro complejq.

Queremos calcular la transformada de Laplace de Ra(u).

57



¢ . 3

‘Sustituyendo (Iv,l;l) en (IIi,2;25) obtengmos

)

n-2 ‘ :
1
LR, (w)]= (2m) 2 —L— =
H(a) 2 2 2.2
n - e,
(zl+uﬂo+zn_l. Zo) aW/\
: ﬂ" B
. fwo-n n-2 1 \,%fx 1
' 2 i 2,2 2 _\1,2 .
f t Koo ) ti(zi+.bz ) % dt;
0 5
(1v,1;3)
l o sea poniendo, por definicidén,
_ .2 2 _2,1/2 o 1.
p _— (Z]_+°.'+Zn-]_ ZO) r (%\V,l,4)
. : ) n-2 w 2a-n-2 1
LIR (u)] = (2=) 2 L L J[ t 4 K (ptz)dt,
a n- n-2
" - Hn(a) —_ 0 T
[ p
(Iv,1;5)
i
‘ en la cual es - ‘
Im z, = y,<0. (Iv,1;6)

1
K

Hagamos en la integral (IV,1;5) el cambio de variable

1
t? = g, t =87, dt = 2sds ,



&

obtenemos asi,'llamando<:i a.la integral que figura'enfelA

sagunéd*miembré de (IV,1;5):

2

o 2a~g+2 1 0042a;n o
I = %/g s - Kn_z(ps)ds = %}Z s 'Kn;z(ps)ds,.

2

S—

(Iv,1;7)
A , 1
o0 sea, multiplicando y dividiendo por (ps)2 (para expre-

sar la integral ‘en la notacién de Erdelyi).

o 2a-n-1 r%

LT = 2 j( s 2 ) K _,(ps)ds. (Iv,1;8)
f ) pl/2 0 ‘ _ ;

2

Esta integral estd tabulada en[ 3], p- 127, f6rmula 1.

De acuerdo con esta férmula la integral (IV,1;8) vale:

st

1=p7 2 FrrEgyy; (1V,1:9)

vdlida para

Re a >n-2 . : (1Iv,1;10)

"Sustituyendo (IV,1;9) en (IV,1;5) obtenemos:

2 ..I}:g. ._.a CI.—-Q
n

p 2 . 2 r()r(

a- n+2 :
),

li

L[Ra(u)J
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"o sea, en definitiva,

.
[

a
_ e _ 3.2 .2 2 2 1 ]
LIR, (W] = p = = (2]+..:+z z2g) < . (IV,1;11)
vélida si
Re a>n-2, { (1v,1;12)
L .
Im zy = yu<0.- E (IV,1;13)

Consecuéncia importante de esta férmula es que: en virtud
de la condicidn (Iv,l;lj), pf no se anula y por lo tanto
el segundo migmbfo y consiguiéntemente el primero, son,
funciones ‘enteras de a , por lo tanto, también es Ry
'funcidn entera de a
Este resultado es importante, pues nos permite con-

cluir, en virtud del prinéipio de la prolonﬁacién analfti
ca, que la férmula (IV,1;11) vale par;,todo a.

{Una‘férmﬁla equivalente é (Iv,1;11) aparece en [10] ,

p. 264, f6rmula (VII,3;37).

IV.2. El nftcleo Wa(u,m) de Marcel Riesz.

. Sea ahora la siguiente familia de funciones pertene-
cientes a & entroducidas por Marcel Riesz en [12], p.

89:" :
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a=1

R, R 1
(m_"u) J 2 .2 ] :
“ n-2 a+n-2 a-n- (mTua) si tel
3 2. (&% T2
T 2 , ,
2
Wa(u,m) =

(1v,2;1)

Acé a . es unupanémetré complejo, m un n@mero real no
negativo y n - la dimensi&n del espacio: Wa(u,m) gue es
una funcidn ordinaria‘éi Re a es > n,. es una funcibn
distribucional entera de a.

De la férmula (IIX,2;25) obtenemos inmgdiatamente, pa

ra Re g =2n

n-2 n-a
L2

2
. ! 27
LiWg (um] = E ) mn—-2 n~-2 a+n=2
2 2 2, 4 2 2 a
(zi+...42 -25) T 2 F(2)
o a~T +n~—2 1 1 1
4 4 2,,2 2, 2 2 2.2
.j{ t Ja“é(m t) ]an t (zl+,..+zn~l—zo) Qt.
2 7 :
(1Iv,2;2)

Consideremos la integral que figura en el segundo miem

bro de (IV,2;2), que llamaremos I(z):
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a-n ,n-2 1
4

o0 L +‘ Py B
I(z) éﬂj; ¢ 4 g, Lm0 21k 170 1ae, (1v,2:3)
=

4
donde hemos puesto, como antes,

2 2, 2 2 2 .
p- = zl+z2+°°°+zn~l Zg - : (IV,2;4)

Vamos a calcular esta integral, utilizaremos para ello ,la

férmula (16), p. 137 de [3), a saber,

2..&
!—J

o3 p+a+§ 5
j[ X J (ax)K (xy) (xy) “dx =
0 T v .

L ovHs ~U=p-1
= 2" Aty 2 r(pav+1) (yi+a?) ;- (IV,275)
esta férmula es vdlida para
Re # > |Rev| -1 ,
(IV,2;6)

TR
Re y >[Ima

Hagamos en la integral (IV,2;3) el cambio de variable t =

2
- = x~ , obtenemos
v
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2 2

- mm‘+T+l ‘
I(z) = %}Z x “ Jy o (MX)K 5 (px)dx. (IV,?;?)

Si multiplicamos y dividimos el integrandé de (IV,2;7) por
g 1

(xp)2 ; obtenemos la expresidn equivalente:

5 a-n ,n=2 _1 1 | )
= 2 = 2 2 " 2
I(z) = Ja x J qop (M) (20) "R 5 (px) dx.

p 2 2

Nl

(Iviz;g)

La integral que figura en el segundo miembro de (IV,2;
8) .puede evalﬁarse expiicitamente por medio de la f6rmu-

la (IV,2;5) poniendo en ella:

a- -2
= S=v, a=m. y=p,
(IV,2;9)
obtenemos asi de (Iv,2:8)
a a-n n-2 _a i
Hz) =22 m? 5 215 prmd 2. (1v,2;10)

De acuerdo con (IV,Q;G) y (IV,2;9) esta f6brmula es vé&lida

para
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Re a > 2n-4 , (Iv,2;11)

2 2 .2 ' , '
Re(zl+..,+zn_l—zo) > 0. (1v,2;12)

Si sustituimos finalmente (IV,2;10) en (IV,2;2), obtenemos

§

a
LW, (u,m] = (p24m%) 2, (1v,2;13)

vélidas con las condiciones (IV,Z;ll)‘y (Iv,2:12).
La condicién Re p> 0 vale efectivamente como conse-
cuencia de la hip&tesis ii) del Teorema 4. Por lo tanto,

2, 2

la expresibébn p“+m es distinta de:cero para m >0:

p2+'m2 # 0 para m=0. . (1v,2;14)

En consecuéncié, el segunéo miembro de (IV,2;13) es fhnéién
entera de @ , por lo tanto, en virtual del principio de
prélongacién analftica de la férmula (IV,2;13), que hemos de
ducido bajo .las hipéfesis (IV,2;11), resulta valida para
todo @. Adem&s,del hecho de cue el segundo miembro de
(Iv,2;13) es funcibn entera de d ’ sé deduce que la fun-
cién distribucional Wa(u,m) es tambié&n una distribucibn

enterg de a.
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"CAPITULO V

Propiedades del nficleo R _(u).

o

VI Ry (1) =5 (x).

El‘%aso particular de la férmula (IV,1;11) cuando a =

=0, es
kS

3

L[Ro(u)] = 1 ; ‘ (v,1;1)

[y

L

Yy en v;rtud del teorema de unicidad para transformadas de
Laplace deducimos de (V,1;1)
Ry(u) = & . | - C(v,1:2)
oA
Hemos obtenido asi, de modo fécil v riéufosa, un resultaco

fundamental de Marcel Riesz.

V.2. Férmula de composicibn

Probaremos que vale la éiguiehte f6rmula de composi-

cidén

Rg(u) * Rg(u) = Ry, q(0). (v,2;1)

1

!
W

Esta f6rmula v&lida para todo a y 8 complejos es tam-
bién debida a Marcel Riesz, due.la demuestra de manera di

recta (cf. [12], p. 33). ©Nosotros daremos de esta férmu-
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‘la una demostracifn distinta, basada en'la férmula (IV,1;
11y )

Observemos primero que como todas las R,(u) tienen
éu_sopor£e:en el cono del futuro F+ v la convolucién
Ra(u) * Rﬁ(u) existe para todo a y B (cf; [10], p. 154
y también [2] , p. 124).

El téorema del intercambio de la convolucidn é@n el
producto vale para nuestras inteérales de Laplace (cf.[10],

p. 271). Obtenemos, por lo tanto,

LIR, (WILIRg (W] = LIRy * Rg(w] . (v,2;2)

De (IV,1;11) y (V,2;2), obtenemos

a+f

LR (W ILlRg (W] = » 27 = LR, (W] . (V,2;3)

De (V,2;2) y (V,;2;3) obtenemos, finalmente, en virtud

del teorema de identidad para integrales de Laplace,
Ry (W) * Rg(u) = Ry 5(w), (V,2;4)

que es. la fbérmula (V,2;1) gque gueda asi demostrada.

1

V. 3. DRH+2(U) = R, (u) , donde 0 es el;dggrador ultra-

hiperb6lico n-dimensional.
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Pondremos, por definicibn,

2 2
o=, - 0o -0, (V,3:1)
ato aty atn*i .
s
O es el operador ultrahiperbdlico n-dimensional.
£ Nos proponemds demostrar la siguiente propiedad inte-
sante de las éa(u):
O Ra+2(u) = Ra(u)a ' (V,3;2)

Esta,propiedgd de las Ra(u) desgmpeﬁa papel fpndaﬁ
mental en la aplicacién de las funciones (o distriﬁﬁcio-
nes)’ R (u) a la solucibn del problema de valores inicig
1es pata la ecuacibn de las gndaswsegﬁn el métédo de Mar-~

wcel Riesz. ' | (a+2—n5

Comenzaremos por calcular el lorentziano de u 2 .

Para Re a suficientemente grande esta %uncién perte
nece a -Cz . Las derivacionés que siguen‘%on completamen

te elementales. ' Consignamos! los cdlculos para comodidad

-del lector.

Tenemwos:
(a+2:g (a+2~n)
0 0
— u 2 = (tg-tg—o.u ti_l) 2 =
aty oty |
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(a+2-n
2 2 c -2
ety

)-1

2t0 =

at+2-n
.2

P 2-—
= )(tp t

= (a+2-n) u 2 t, =

(a+2*n~2)
(a+2-n) u ? 2 ty

‘o sea, en definitiva,
| u = (a+2-n)u to . (v,3;3)

H :.'
De esta férmula obtenemos, derivando otra vez ambos

miembros con respecto a t

0
82 (a+,§-,~n) a;n
— | u ' = (a+2-n) — | u tg =
aty aty.
a-n a-n
= (a+2-n) | u 2 + to 2 u 2 . (v,3;4)
At .
0
Por otra parte,
a-n a-n
S R T O 0 O BT f
ato ' : ato
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-1
{(a~n) 2_,2_ 2 2 ' _
: (tg=ti=---—t  _q) 2t,
(a—h) 1 a-n-2
(a-n) 2 L _ 2
= 5 u : 2t0 (e-n)u to.
En definitiva,
(a~-n) . {(a~n-2) 4
"‘?"“_ u 2 = (a—'n)u 2 t o (V,B;S)
ato i 0
Por sustitucidn de (V,3:5) en (v,3;4), resulta
5 (a-n-2) {a-n) (a-n-2)
~é§ ‘u 2‘ = (a+2~n) | u 2 +(a-n)u 2 tg .
ot !
0] ;
- P ‘? (V,3;6)
(d¥2-n)
Calculemos ahora la derivada segunda de U i2 con
respecto a tu y V= 1,2,...,n=-1.
Tenemos, trivialmente,
- {e-n-2) (a-n)
& lu 2 = ~(a+2-t)u 2 &, , (V,3;7)
at, : ' !
Py o= 1,2,...,n~-1,
Derivando una vez mds con respecto a X (v =1,2,

v
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"...,0-1), obtenemos

, | la+2-n) ) (a-n)
—_—'az, u 2 ' o= - (CL+2“']:1”) — [ ua 2 ty =
) (a~n) a-n ‘
= -(a+2-n)| u 2 + t, 2 u 2 . (v,3;8) o
2t, '

il

Procediendo como anteriormente -(£6rmula (V,3;5))

._,?_._. u- 2 = --(a,~]'1) 2 ‘ tV ° (VI3;9)
at,

N

Por sustitucidn de (V,3;9) en (V,3;8) obtenemos, para

v = 1,2,...,n-1,

(a+2-n) (a-n) - (a-n-2)
22 2 7 3
—5 | u = - (a+2-n) | u ~(a-n)u ty | -
3t
: (v,3;10)
. !‘i

De esta f6rmula obtenemos ahora

P (a+2-n)

n-1 a2 5 .
___..2__. u X - (a+2-'n) ®

p=1 atv



{(a~n) (a-—n-2)_

n~-1 n-1
. w2 - @-n)u 2 2, tﬁ =
v=1 : ' p =]
(a-n) : (a-n-2)
= = (a+2-n) (n+1l)u 2 + (a+2~n) (a-n)u 2
. n-«l 2 B N .
. Z t, . (V,3:11)
5)::1 .
De (V,3:11) v {V,3;6) obtenemos finalmente
| (a+2a~_‘z‘_g_)“‘
oflu 2 =
. (a=2) {(a-n-2)
- 2 : ; 2 2
== (a~r—2~n)u__ + {(a+2-n) {a~n)u to -
(a-n)
~ {={a+2-n) (n~-1}u 2 + (a+2-n) (a-n) .
W(a_.gu.z) n-1 "2‘
. u v E t‘IJ -
V=1
‘ (¢ -n) M—-—--(amgﬂz)
= (@+2-n)u % 4 (a+2-3) @-n)u tg +
(a-n) - lamn-2) o
e 2 N 2
+ (@a+2-n) (n-1)u ~ (a+2-n) (@-n).u Lty =
: Ce=1
f-n
= (a-+2-n) u'?‘ {1+ (n-1)1 + }‘
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Nuestra

(a-n-2)

2

+ {(a+2-n)(e-n)u

it

It

0
W

(a+2-
Oolu 2

(ea+n-2) n u

(a+2-n)u

n)

(e-n)
2

(e-n)
2

(n+a-

J =g {@a+2~n)u

u =

+ (a+2«n)(a~n)u

n) = a(di?—n)

fdrmula_final es, por lo tanto,

(@~n
2

Demostraremos ahora la f6rmula \

Hn(a+2)

=

a(a+2~n)Hn(a

).

Tenemos, de acuerdo con (IV,1:2),
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Hn(a+2) =

i

(n-2)

2

Por otra parte,

(2
I (5+1)

Gy @
(5);‘(5)'

a+2 a+4d-n

r (&5 (5

(a-n)

2

il

{a-n)

2
u

).

(Vi 3;12) :

(v,3;13)

(V,3:;14)

(v,3;15)



a+2-n 1) = (a+42~n) P(a+2~ y . : (V,3316)

I 2 B 2 2

S T . Por sustitucién de (V,3;15) y (V,3;16) en (V,3;14) ob

c - tenemos
- . (n-2) |
, _ 2 5=l ,2 .a,o.a a+2-n, .a+2=n, _
H (a+2) = w 2 2° (3)T(3) (55 {f% ) ) =
i n"".2 .
_ . 2 Lol L a a+2-n
= q 2 TIZ)F(-§-) . .
uf : . : i a a+2-n,| _
K : . [}(5) (~“§~WJ =
= a(a+2-~n)Hn(a)° (Vv,3;17)
Es decir, hemos llegado a la férmula
Hn(a+2) = gq(a+2~n) Hn(a), : (v,3:18)

que querfiamos demostrar.

De las f&rmulas (V,3;12) vy (V,3:18) deducimos inmedia

tamente,
{a+2-n) S ' (a-
El[u‘ 2 J (a2n)
4 =1 _a(a+2-n)u _
E]Ra+2(u) = - -
Hn(a+2); Hn(a+2)



{(a-n)

- a(a+2~n)u 2.

a(af2~n? Hn(a)

= R (. : (v,3;19)

" En definitiva, hemos obtenido la férmula

{jRa+2(u) = Ra{u)u (v,3;20)

. Hemos obtenido la f&rmula (V,3;20) con la hipdtesis de
que la parte real de a es suficientémentezgrénde, especi

ficamente, para que (v,3;20) valga, de acuerdo con la ma-

nera como la hemos deducido, deberd ser

Re (a+2-n) >2,

o sea,

Re (a-n) >0. ; (v,3i21)

'Haremos ahora la observacidn esencial de que, segfn demos
tramos en IV.1, Ra(u) es funcidn (distribucional) entera
de a ; por lo tanto, en virtud del principio de la prolon-

gacibn analfitica, la fdrmula vale para todo a . Este he-

cho es de importancfé fundamental para la integracidn de

la ecuacidn de las ondas.
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) k B
v.4. O {Rzk(u)} -5 .

Pongamos en la férmula (V,3;20), @ = 0 (sabemos que

dicha férmula vale para todo . a ), obtenemos asi
ofry (0} = Rytw . (V,471)
De (V,1;2) v (V,4;1), deducimos
..D{Rz(u)} = §(x). . . (V,4:2)

Esta férmula nos dice gue la funcidn (distribucional)

Rz(u) es solucidn elemental del operador ultrahiperb6li-

co n-dimensional: R,(u) es la unica solucidn elemental

del operador ultrahiperbdlico n-dimensional que se anula

para t0< 0.

M8s generalmente, si aplicamos el opérador [ en am-

bos miembros de (V,3;20) obtenemos

?

O {[aaﬂ(u)]} = DRy (w) =R, ,(u),

es decir,
D2 {Il (u)} = R (u)
a+2 a-~2 !

. 0, equivalentemente,
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02 {ﬁa(u)} = Raué(u)‘= R, .o o(1),
vy en general,
D2'{R (u)} = R oy (W) < (V,4;3) .
a a2k ¥
Poniendo en esta fBrmula a =.2F, resulta

Dk{Rzk('u)}= Ry (w) = 8(x), (V,4;4)

o0 seas

0¥ { e (w) } = 500, ’ (V,4;5)

K

es decir:

3R2k(u) es la-unica solucidn elemental del operador.ultra-

hiperbdlico n~dimensional <iterado k-veces que se anitla pa-

ra t0<0,

La férmula (V,4;5)'és debida a Marcel Riesz.

_ k
V.5, Rﬁ2k(u) = [07§(x).

La férmula (V,4;4) puede escribirse

'

k _ ' ) .
Rz]{(u) * D 5 - 5 e (VISIl)

"Convolucionando ambos miembros de (V,S{l) con R~2k(u)
‘76 )




obtenemos:

R_, (u) * {RZk(u) J Dka} -

= R g (u) * & =R 5 (v,5;2)
o sea,
2 k _ * X _
{Rka(u) R2k(u) } O 8 = &6%(0O =
=o%s =Rr. (W. (V,5;3)
“2}{ L] 7 14
Hemos obtenido pues la f&rmula
R o (u) = 0F 8(x) (V,5:4)
"2k 14 H 4

gque vale para todo k entero > 0. E$ta férmula es la co-
rrelativa (hiperbdlica n~dimensional), de la f8rmula uni-

dimensional,

a—-1
x, (n)
= & (x) . (V,5;5)

I'a) =1

Observemos que el pasaje de (V,5;2) a (v,5;3) es lici~
to, pues la distribucidn []k6 tiene soporte compacto y

todas las Ra(u) son convolucionadas entre si y el produc

Y
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to de convoiucién es commufativo y asociativo. ' Este hecho
se debe a que tpdas las Ra(u) ﬁienen su soporte en el co
no de ondas del futuro r, (cf. [10], p. 177).

La férmula (V,5:4) es deb;da a Schwartz (cf. [10], p.

50, f6rmula (IX,3:32)).
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" CAPITULO VI

Propiedades del nificleo Wg(u,m).

A

VI.1l. Wy(um) =. 5(x).

Poniendo a =0 en la fér@uia (IV,2:13) resuita
L[ Wy(u,m] = 1. ‘ (VI,1;1)

En virtud del teorema de identidad para integrales de

Laplace, obtenemos

ﬁolu;m) = §(X). ' (VI 1;2)

Esta férmula estd indicada sin demostracién en [12] , p.89.

VI.2. La férmula de composicifn: Wg(u,m) * Wg(u,m).

fEmpeceﬁbs por obqervar que, de acuerdo con un resulta-
do‘conocido (cf. th], b. 177):'la convolucién Wg(u,m)
Awﬁ(u,m) es siempLe posible. El teorema de intercambio en
tre la convolucién y el producto es vélido para integrgles
ae Laplace de distribuciones Wa(u,m) de diversos indices

. (cf. [10] , p. 271). Observemos por lo tanto, ‘de ‘acuerdo

con (IV,2;13),

LW, (,m) * Wg (u,m)] = L[W,(u,m)]. LIWg (a,m]
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et
= (pz + mz) 2 =
= LW zum] . | (VI,2;1) y
O sea,
L [Wgy{u,m) * W%(u,m)} = I [Wa+é(u,m)]c (VI,2;2)

En virtud del teorema de identidad para integrales de

Laplace; obtenemos: de (VI,2:2)

W (u,m) * Wﬂ(u,m) = Wa+ﬁ(u,m), (VI,2;§)

4 ¥

&yiesta:fSrmula es vélida para todo a y f -

La f6rmula (VI,2:;3) estd indicada, sin demostracién,

en [12 ], p. 89.

VIi.3. {D+~m2} W£+2(u,m) = W, (u,m) aonde {[]+ mz} es

el operador de Klein-Gordon n-dimensional.

La constante que aparece en la f6rmula definitoria de

4
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‘Wa(u;m) (cf. (IV,2:1)) es

n-2 (a+n~5§

K (o =72 2 2 p@. (VI,3;1)
n' 2
Se obtiene immédiatamente,
n-2  a+n-2 A T
K (a+2) =72 2 2 ap®).= aex_(a). (VI,3:2)
n , - 27 n ° 1=
Introducimos ahora la notacitn
| 1} (e-n) 1
u2 2 ) 5 ,
Ga(u,m) = { J, (m™u) . (VI,3:3)
: {a-n)
L ; 5 :
Probaremos la siguiente fOrmula:
K [Ga+2(u,m) ] = aGa(u,m), (VI,3:4)
vdlida para todo a ,
donde
2 ‘ (VI,3;5)

K=0O+m

~es el operador de Klein-Gordon n~dimensional definido peor
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"la férmula

‘ - 2 2
K = D+ 'mz = "“?;r';' - '-”é)"—' et @ e o e 3 + mzu (VI,B;G)
' ats  ot? ot
0 Jhg n-1

La férmula (VI,3:;4) puede escribirse equivalentemente

»» 1 (a-n) 1
Glum = m™ Fm?) g [(m?w 2] s (VI,3;7)
2
de &sta obtenemos
. 3 .
R L, f
Ga+2(u,m) m (mu”) Jy4gen LM u) 1 .
t 2

Adhitiremos‘que Ga+?(u,m)6 Cz (es decir, es dos veces
continuamente diferenciable). Deérivando Ga+2(u,m) con

respecto a ¢ obtenemos

0
1 {(a+2-n)
26 (um = w0 2 () 2
- a+2 At
o (to
1
2. 2. _
a Ja+2«q (m"u")} =
2
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1 (a+2-n)

1
n-a-2 3 2.7 2 2.2
=M 1 (mu™) I (gt 2-n) (m™u) =
3 (mu?) 2
i
a(mu?‘)
@ -.“‘-"m ° (VII3;9)
2ty
Por otra parte,
2 1
o(reu™) mu 2 tb . (VI,3;10) .
ato
Recordemos la férmula (cf. [6], p. 45)
-4 {zy.:ru(z)}f =z J _.(z2), (VI,3;11) .
Pl L
dz 5 3 ;
vdlida para todo V.
Pqniendb en ella
1
p=detZonl oy oo, (VI,3512)

obtenemos inmediatamente de . (VI,3;9) y (VI,3;10)

1 (a+2-n)

) _ nra~2 '2 2
EEE Ga+2(u,m) = {m {(mu™)
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1 -1
] 2,2 2 o A
dlg+2~n) Ml(m u) . Mt .u ; (VI,3;13)

o sea, despuds de cdlculos triviales,

(a~n)

_ 2

BRI L 3.
= "‘“‘1;”‘ da__n[ (mu )} e ‘CO.
0 % 2

o s
TN

6Gd+2(ugm)

ot
(VI,3;14)

y esta fOrmula puede escribirse, egquivalentemante,
4

4
a2 t, G, (u,m) . (VI,3;15)

De la (VI,3;15) obtenemos, derivando ambos miembros una

vez mis con respecto a to ’ o

. 2
) 0 .
BLO Bto

{(VvI,3;16)

0 sea, teniendo en cuenta que de acuerdo con (VI,3;5) va-
le la f£6rmula (suponiendo que la parte real de a es su-~

ficientemente grande):
H
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<x

2 Ggl(u,m) = t, Gauz(uyﬁ), (VI,3;17)

ato
entonces
i - )
_E_}_;.? Ga+2(UyHI) = ‘Ga(u,m) + tO Gawz(u,m) . (VI,3:18)
O N

Por otra parte, también es inmediato probar que

1

- =S

imuz) = @i £

[Sa 3§

v o= 1,2,...,0=1. (V1,3;19)
i Btp

Andlogamente a la demostracién de (VI,3;15) vy (VI,3;18) lle

gamos a las fdrmulas, para v o= 1,2,...,0~1;
9 ¢  _(u,m) = ~-t, G, (u,m) 3 (VI, 3;20)
fqqp (Rym) = y Gglu,m) ; r 33
at,
22 ’1 9G4 (u,m)
—= G (u,m) T e G (ulm) + ty - =
pr’ 9*2 @ at,

i

- [ Ga(uym) + ty{“tp Ga__z(urn{)} ] =

2
= G, (u,m) + t, Ga_2(u,m), (VI,3;21)

1
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es decir, gue vale la f8rmula {para Re ¢ suficientemen-

te grande)

azGa42(u,m) 2
i 5 = ~Gg(u,m) + t, G, ,(u,m), (VI,3;22)
at,

v zl;z;::no’n“lf

de donde deducimos

n-1 3 Ga+z(u,m) n-1
— = - 50 Gulum) + G, (um).
p=1 ot r=1 =

: 62 nif a2 4
mfe (u,m) = — G, {u,m) =- —= G (u,m) =
at2 Btg a2 ] at?} a+2
. 2 . . n-1 2
= Ga(u,m) + tD Gawz(u,m)w[m(n~1)Ga(u,m)+Ga~2(uym);ga tV]=

v
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= (;+n~l)Ga(u,m) 4 u Ga»2(u'm)° (VI,3;24)

De esta f6rmula resulta

€[3+ mz} Ga+2(ufm) = 11 G&(u;m) +ou Ga»2(u’m) +

5
+ m Ga+2(urm) =

i

n Ga(uym) + 1 Gawg(u,m) +

+\m2 Gd+2(uym) 4 a Ga(u,m) -

- Ga(ufm) =

= q Ga(u,m) + [(n~a)Ga(uym) +
. 2 :

+ u G (u,m) + m” G {(u,m)] .

a2 a+2

(VI,3;25)

Vamos a mostrar ahora QUe el segundo sumando (entre cor
chetes) del segundo miembro de (VI,3;25).es idénticamente
nulo. Es decir, probaremos gue vale la identidad (para a
de parte real suficientemente grande, en primer lugar, VY

luego para todo a , por prolongacidn analitica)
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2

u G, ,(um +m° G, ,(um = (a-n)Gy(u,m. (VI,3;26)

'
Fd

La (VI,3;26) es consecuencia inmediata de la f6rmula de re

currencia (cf. [6], p. 45)

{(z} = = Jg}(za‘) ¥ (VI/3;27)

Jv-l(z )+ JV+1 =

vdlida para todo v . En efecto, poniendo en esta £Srmu-

la
- 3
y= 255 , z = mu” , (VI,3;28)
obtenemos 7
1 1 1.
2 2, _ a-n _ 2.
Jen _ i,(mu )+ 3, +..l(mu ) = 1 uaﬂn(mu )
- (VI,3;29)
.0 tambié&n L
1 1 1 1~
2 2 2 2y
(mu )J(a~n~2)(mu ) + {(mu )J(awn+2)xmu ) =
2 2
i
- (n— 2 .
(a n)J(amn)(mu ). f (VI,3;30)
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"Mﬁltiplicando ambos migmbrés de esta identidad por

1
5 {a-n)

3 .
(%—) = " obtenemos

o2 ~f{a-n) .
(muz)(;ﬁf%z) 2 T gipeg) muf)

2

N

! _la-n) : i
. 2 m - 2 ’ 2, _
+ (muf)(;I7f) J(a+2_n)(mu ) =

2

_la-d) 1
2 3 -
‘J(a—n)(mf.ﬁ r (VI,3;31)

= (a=n) (~773)
: u 2

equivalentemente,

i -

u G, ,(um +m G, ,(um = (¢-n)G,(u,m, (VI,3;32)

a-2 a2

que coincide con la (VI,3;26). Esta f6rmula vale; eh‘viE
tﬁd del principio de la préléngécién analftica para todo
Q- |

‘De (VI,3;25) vy (VI;3;3i) obtenemos entonces (y la for-

mula vale para todo a)
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{EJ; mz} Ga+2(u,m) = a Gglu,m) . (VI,3;32)

w

 De (VI,3;2) y (VI,3;32) (recordando (IV,Z;l)), resulta

1

2 :
{[jf“m,} Ggyp (u,m) nlaGa(u,m)

2 o

Kn(a. + 2) , aKn(a)
Ga(u,m)
= = — = Wy(u,m, (VI,3;33)
Kn(a)
ydlida para todo a .
La validez de la f6rmula
. 2 .
{D+ m }Wa+2(uvm) = Wa(ulm) (VIv3734)

para todo a (y no solamente para aquellos a de parte
real suficientémenté grande) es consecuencia inmediata del
‘ priﬁcipio de la prolongacibén analftica, vélido:también pa-

ra funciones distribucionales analfticas.

+

VI.4. {E]% mz}k WZk(u,m) = &, k=1,2,...

Poniendo en la férmula (VI,3;34) a'= 0, resulta

{E]+ mz}'wz(u,m) =“W0(u,m). (Vi,4;1)
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.De (Vi,1;2) 'y (VI,4;1) deducimos

A , ¥

"{ D~@'m2} Wz(u,m) =8 . (VI,4;2)

' Esta férmula afirma que la funcién (@istribwcional) Wg(u,m)
es la idnica soluctdn elemental del operador de Kiéin-Gordon
que sé anula para t0< 0. “

'Més'generalmente, si aplicamos el operador de Klein#Gog

doﬁ a amﬁos miembfos de*(VI,3;34)‘0btenemos K
{ { 14 m2 }‘{E]+_m2} W

afz(u,m) = {E]+ mz}'wa(u,m)

1

W,_o(um,

es decir,

o 2\2 o
{[3+_m } Wa+2(g,m) = Wa_z(u,m),

equivalentementé,
{D+ n?l? w (u,m) =W (u m)>="?;’W (u,m)
o arT a-4"'"" a=-2,2""1

Yy, en general,

{£J+ mz}k Wa(u,m) = Wa—Zk

(u,m). : C(VI,4;2)
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pPoniendo es esta férmula a = 2k , resulta:
' L 212 - -
O+ m Wo (u,ym) = W, (u,m) = 5 (x), (VI,4;3)

O sea

{ o+ n?* Wy (um = 500, (VI,4:4)

es decir; Wzk(u,m) es la dnica solucidn elemental del o

perador de Klein-Gordon iterado que se anula para t,

ga‘

. _ { 4 Z}k 5
vIoSa W‘.Zk(u‘:m) hand D+ m °

Poniendo en (VI,3;34) d = 0 obtenemos, teniendo en
cuenta la fSrmula (VI,1;2),

Y

{[]+ mz} Wy(u,m) = Wylu,m) = 5 . (VI,5;1)
‘ %

Aplicando otra vez a (VI,5;1) el operador de Klein-Gordon

obtenemos

e

D+-m2 2 W, (u,m)
{o+ n?} W,

li

D;-ng W (u;m),= a0+ m2 )
{o+n*} Wy {oen?}s,

O sea

it

{EH m?‘}z Wz(u,m) W

_z(u,m) = {D-+ m2 }6 .

i .
De la f6érmula anterior:

\ 4
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.cién de Bessel ‘Ja

W_é(u,m) = {[]+ mz} 5, (VI;5§2)

aplicando nuevamente a ambos .lados de (VI,5;2) el operador -
de Klein~Gordon,'resulta
o sea,

Wu2’2(u,m) = {[]+ m2}2 8,

. y,en general,

W_Zk(u,m) = {E]+ mz}k 5, , (VI,S;B}
siendo esta propiedad cierta para todo k entero= 0.

VLG. WJu,m==D)==RJm)

Para comprobar nuestra asercifn recordemos que la fun

[(mzu)l/z]é estd definida por la serie

a-n
2
1 (a=n) , 5,
2 .2 2
1 v } (m"u)
JCL"‘nJ (m u) = Z - . =
7 O MR ey 1)
11 2v
(a-n) =
1 2 oo v (m2u)2v o
2 .2 (-1) Bl el -
{m~u) 2: 2 _
2 p=0 T(E= + v+ 1)
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(muzb) 2 1 + (muz) 2
TN a-n a=-n )
(—*~2~') I’(—-z-— + 1) ZT
-2
1 2v
. ;2: (_1)” (mu*) : 1 . (VI,6;1)
- Pl 2 o I..‘(amn + o+ 1)

- 2

&

Por sustitucidén de (VI,6;1) en la fb6rmula definitoria de

Wa"(u,m) (cf. (IV,2:1) obtenemos

(a-n) :
| u 2.
W (1, m) (a-n) {(n-2) (a +n-2)
m 2 T 2 2 2 r (%)
(e-n) (a-n) .
2 4 .
m u L
2 a-n
2 F(T +3l)
{a~n) {a-n) (a~n)
. a 2 m 2'. a 2
(a-n) (@-n)  (n-2) {a +n-2) .
m 2 2 2 - 2 2 2 I‘(%—)
1) 2y
- v mu2 1
D DN O D W (G ,
V=1 2 p! P(ﬁ%ﬁ + v+ 1)
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. 2
W _(u,m) ‘ - +
a*-’ T n-2 (o+n-2) (a-n)
, x 2 5 2 QP(E) 2 2 F(a—n+2)
2 2
‘{a-n)
N 2
+ Cou
n~-2 (a+n-2) (a~-n) -~
r? o2 2 ) e *
1 2y
-n” | m |
° Z © (VI,6;12)
Pe=

=1 r(%ﬂ v + 1)

O

%

Para m = 0 el segundo sumando del segundo miembro se

anula, y obtenemos en consecuencia

{a-n)
2
u t
W,(a,m=0) = ——5 =

2 aﬂln,a La-n+2
T 2 1(§)F( 5 )
(a“n) ‘ y

. S Ra(u)' (VI,6;13)

H (a) -

segfin querfamos demostrar.

VI.T. Expresiéﬁ de W, (u,m) como combinacién lineal de las
¥ * “ . .
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R,(u) de diferentes Srdenes.

No es evidente c6mo aparece la complicada expresidn . de

‘ Wolu,m) (cf. (IV,2;1)). Nuestro objetivo en este par&gra-

fo es mostrar cbmo, partiengo de R,(u), se llega natural-
mente a la expresién de W, (u,m). Seéuiremos para ello el
métbdo “siﬁbéliea? de Marcel Riesz, que luego justificare-
mos qomplefamente apelando a la teorfa de distribuciones
(cf.[10], p. 179).

Pongamos, simbdlicamente,

2.1
f

i
Tolg
it
e,
3
=
+
=1
bo
{0
i
Vi—'
R
i
[38
il

o+

it
0
=
“+
3
O
i

) . (Vi,7;1)

Desarrollemos ahora en serie binfmica el segundo fac-

tor del segundo miembro:

. __E K- "g
. {1+ngmﬁl} 2 - X (m*n”hH?
v=( v
o sea
. vg\
.{1 +m2r:3“1} D) n? 07, (VI,7;2)
y=_0 V/

Por otra parte, poniendo -2k = a en (VI,5;3),

¥

96 . ,



(2]

i
'

_e
5, | VI, 7;3)

/

ﬁa(u,m) =D{C]+ mz }

De (V1,7;1), (vI,7;2) y (VI,7;3), tenemos .

2 o (-5
W (um =4{ 0% % n? oV le=
a v
‘ v=0
g -5 - | (VI,7;4)
ca - 2 ) r 17 e
= ] =\ ) o 5 . -
v =0 14

s
= i 2 2 (VI,7;5)
Wy (a,m) = ” m Ru+2v(u)u P

‘Vemos, pues, que W,(u,m) se expresa como combinacién

lineal, infinita, de las ﬁa(u) de diferentes &rdenes. Po-

niendo en vez de R@(u) su expresibén (cf. (VI,1;1)), ob-

tenemos en definitiva,

_a a+2 v -n
e 2 2 ¢
v, (u,m = > mzk 2 . 3 (VI,7;6)
v =0 v CH (e + ) ! S

Hemos obtenido pues, la expresién explicita de Wa(ﬁ,m);
Vamos a transformar la f6rmula (VI,7;6) .. Recordemos pa

ra ello, una vez més, el clésico desarrollo dé JA(Z)'

L]
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Tenemos, como es sabido, .

' . A+2p
Iy (z) = 2 (-1)7(5) L . VI, 7T
: p= : p!D(A+r+1)

NN

\
H

De esta fdrmula deducimos inmediatamente

(Yf

1 a-n a-n _
3 g v_2v 2 a P
Jn () = 5 b m m~ u u _
2 V=O V‘. P(g;z——ll + v+ l)
(en) (o (a=nt2v)
-2 leen) e v _2v 2
(a-n) S - .
2 2°7 v D(S5= + v+l)
2 2
" (VI,7;8)
».'{. t
Por otra parte tenemos, por definicibn,
n-2
—— a+2r-1 ‘ _
H (av2r) = 7% 2 r(&2r) pateiion
n . 5 5
0 sea
' = - H_ (a+2v)
a4 oy 41) = p(aont2rd2, I ‘ -
2 2 n-2
5 Cat+2v-1 a2
n " 2 ¢ 5 )
(VI,7;9)

Reemplazando (VI,7;9) en (VI,7:8) obtenemos:
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:_]; 2 __(a"'n) oo B . v 2V
J (muz) = E‘.—.—-—-.....—- u 4 Z .i.:..l_)...._.{_n——.. .
(a-n) {a=n) =
=20 T v =0 2v
2- 5 2 2
fa~n;2V) ‘(n52) a+2v~lr(a +2v)
u 7r L2 2
vt Hn(a + 2v)
(a-n) {n-2) (a+n-2) _la~n)
w2, 2 v, 2 . A
(a,—-n+2v) L2
, a2y
o (“]Jl m2V o - 2 P(—~7?—)
] v=0 v! H (a+2v)
. n N
Por otra parte, vale la f6rmula
a = & (¢ a,,_ a
I‘(-2~+v) =3 (2;+1) eee (3-1T(3),
o sea, f
vy oa.,a a. . .
, (-1)” Z(G+1) ... (Gw-1)
-1’ Lrdw) = — 22 2 r (&)
v 2 : v! 2
-2 (&-1) [~(?-+xf~1)~]
B DEY g
- 2

v ]

]

(vi,7;10)
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9 (=51 L (= (-D1ar(D)

v
por definicibn: :
&
] / LN
=\, /r. (VI,7;11)
De (VI,7;11) se obtiene
2
F(g + ) = k—l)v v 2 T(g) (VI,7;12)
i 2 : "\ v 2' - P

Sustituyendo (VI,7;12) en (VI,7;10), después de evi-—

dentes cancelaciones resulta

¢

1 (a-n) (n-2) (a+n-2)
2, _ 2 2 2 a
J (gep) (MU7) =m T 2 re) .
2
Lu 4X i S
=0 7’ H_(a+2v) .
n
(VI,7;13)

Reemplazando (VI,7;13) en (VI,7;6) resulta finalmente la

expresibn
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i 1
7 (u,m) (m lu?) 2 I, 5) (VI, 7;14)
a . T " n-2 (atn-2) (g-n) ‘09 - rer

Vi.8. Justificacidn del m&todo simbd8lico de Marcel Riesz.

Vamos a introducir el operador diferencial

{ m‘x} | (VI,8;1)

o
¢

que, para A = 0, se reduce al operador ultrahiperbdlico n-
dimensional. : En esta fdrmula, X es un ntimero complejo.

Consideremos las distribuciones

| {[2-K 6}i‘~a) - 2: (-a) (-~a-1) ... t—a~y+ﬂ)

p : vl

<

]

v v ¥{(~a-v)

. (=1 A ’ (V1,8;2)

por definicidn, ponemos

*(~a-v)

= - = R2(a+u)(u)'

Hemos obtenido esta f6rmula desarrollando formalmente el
Drimer miembro de (VI,8;2) por la férmula del binomio.
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Observamos gue la serie el sequndo miembro converge

en Df+ (distribuciones con soporte en F+); cf.[10], pp.

177 y 179. En efecto, cualguiera qgue sea A complejo, pa
: *(-a-v

ra v - suficientemente grande, ot (me=") R2(a+v)(u) es

una funcibn continua. ' .

Por otra pafte, de acuerdo con la férmula definitoria )

(1v,1;1) tenemos

2(a+v)-n 2{a+v)-n

5 2 i . 2

R2 {(at+v) (u)

..2 °
H_[2(a+v)] < _
n T 2 22(a+v) 1 T(a+v)
r 2(a+v) +2-n ' . (VI 8;3)
° 2 7 r
Pd&‘lo tanto, el término general a de la serie (VI,S8;

v

2) puede:escribirse

g

2a42v~n
L o (=1)a[(=1) (a+1) ... (=1) (e4v- 11 (- 1’ Ve 2 _
v n-2 20+2v-1 =
r 2 2 2 I(a+v) T [2(a+v);2“n ] v ‘

p 3\ iy

- . / .
_ (= )”{ 1”a(a+1) ... (a+r-1) 2 ﬁza“ﬁ}u2;> :
= S - |
2

22a~1,22v I'(a+v) I-.(Za,-%-:2;+2—-n) '
/
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24a-n

_ , u 2 a(a+1) ... (a+v-1) Ay’
T n-2 R o ' , -
7 2. 22a~1 I'(a) 22va(a+l)..q(a+v~1)P[2(a+v;+2°n] v!,
20--n
e _u 2 )\p u‘) _—jl. = -«
) '
—ess e ¥
w2 2% Ir(e) 2% r(ewws1-g VP
201
- u 2 v (')\u)p <
n-2 "
2 _ I'(a+1l-5+7)
2291 peg 2~ wn?
: I'(1+v)
20.-—1’1" M )
. 5 , .
< n-2 — L) . (V1,8;4)"
2 F(a+l~a+rj '
v 22%1 play e 2
‘ D (l+v)
’Ql'factor .
P(a~§+v+i)}
_ v 1 g (VI,8;5)
M'v+1) p ~reo .

de modo que la serie converge como una exponencial. Con-

v
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verge pues; sobre todo cdmp;cto de Rh . Por lo tango, de
aquerdc con el Teofgma XvI, p. 76 de [10], la|serie és e
fectivémente~convergente (en el séhtido de ia topologia
distribuciohal) .

Con eétas consideracibnes,”las manipulaciones forma-
les de M. "'Riesz guedan perfectaﬁente justificadas (en el

. ¢
sentido @e las distribuciones).

Observemos finalmente que para obtener los resulta-
2

" dos de M. Riesz hay qﬁe_poner -~ = m" .




CAPIPULO VII .

Solucidn elemental de la ecuacién de las ondas con soporte

en el semiespacio t0> 0.

%
o . . . 3

VIIi.1l. Expresién explicita de lé-Sblucién retardada de la

ecuacidn de las ondas. - ;

Sea T una distribucién con soporté contenido en el

semiespacio t0> 0. Consideremos la ecuacibn
0Ds =71, (VII,1;1)

donde [ es el operador ultrahi?erbélico.n~dimensional:dg
finido por la férfula (V,351).

Consideremos,la convolucidn

R,(u) * T, ‘ . (VII,1;2)

donde R,(u) estd dada por (IV,1;1). Recordemos que u es-

R , 8 L2 2 .2

té& definido por u =ty ty . tn-l'
La convolucibn (VII,1:;2) existe y es la finica solu-

cidn de la ecuacidén de las ondas cuyo soporte estd conteni

do en el semiespacio £O> 0 (cf. (V,4;2)):

0 32(u) = 6(x). - (VII,1;3)

i

Nuestro objetivo es obtener la expresidn explicita de
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de la férmula resolutoria (VII,1l;2) en el caso en gque T es
una funcidn propiamente dicha, suficientemente regular.
Supongamos que

(=

T = v(t)ed, 3 (VII,1;4)
dz es el'espacio de funciones infinitamente diferenciales
con soporte compacto y que ademds ¢(t) tiene su soporte

contenido en el semiespacio t, >0.

' 0
Consideremos la convolucidn .

Ry (u) * p(t). ' - (VII,1;5)

8i la parte real de ¢ es suficientemente grande, Ra(uj
es una funcibén (usual) continua y la convolucidn (VII,1;5)

se escribe

1

(e-n)
. \ _ 2
Ro(w) * w(t) =fn ppy L2814
R H_(a)
n
(a-n)
. ‘
=/X p(g) Lolx=8)] dt . (VII,1;6)
o B (a)

&
En esta f6rmula, con CX designamos el volumen limi-

tado por el cono del pasado de vértice x y la intersec-

cibn de este cono con el hiperplano SO = 0.

v
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La igualdad del ségundo Y el‘tercer miembro de: (VII,1;
6) es consecuencia inmediata del hecho de éue v (£) = 0 pa
ra £<0. |

yamos a eféctuar en la integral un adecuado cambio de

variable. Para ello consideremos el semihiperboloide

2 2

~E3% . (e, - )< = r?, (VII,1;7)

(t o)

0

de centro t = <t0’t1’°°°’tn—1)’ con

t.~t >0 S(VII,1;8)

y llamaremos Hr a la porcidén de esta semihiperbo%oide que
es interior al recinto.

Pongamos todavia

r =R  (VII,1;9)

Con estas notaciones, la integral (VII,1l;6) puede escri:

birse

(a-n)

: oy 2 | n-a
fx oy Lulx=B1 7 g =fx o) S— at =
C B (a) : C Hn(a) '

(VII,1;:;10)
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‘Ahora expresamos el elemenpo de volumen n-dimensional

df de la siguiente manera:

df =dr ai_ . : (VII,1;11)

Esta es la formula hiperbdlica andloga a la forma euclidia
na cldsica

dg = dp 4S{p). (VITI,2;12)

En esta férmula, dp es el elemento (euclideano) de longi
tud p y dS(p) es el elemento de drea (euclideano) de 1la
esfera .S(p) de radio p . El espacio se descompone en es

feras conCéntricas de radios crecientes.

"En (vir,1;11), dr 1es el elemento de longitud hiperbd
lica y dHr ‘es el elemento de &rea del hiperboloide
(Vii,1;7). Para una demostracidn de la4f6rmula (VII,1l;11)
ver [12], p. 56?(en particular, f&6rmula (89)).

Observemos todavia que, de acuerdo conila notacidn

(VII,1;9) podemos escribir

dR = 2rdr, ) (VII,1:;13)

dau

d =ar aA_ =3 dr —% . | (VII,1;14)

and

Introduzcahos la notacibn

I'T = R, {(u) * T, (VITI,1;15)

2a
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1°r es la integral (n~-dimensional) hiperbdlica de la dis-
tribucién T (suponemos gue T tiene su soporte contenido
en el semiespacio t0> 0, cf. [10}, p. 178). Con esta no-

* tacibn podemoé escribir, teniendo en cuenta (VII,1;10)

7y =] wlE) ag . (VII,1;16)
‘ C .

De‘(VII,lylé) y (VII,1;16) obtenemos, equivalentemen

te,

a ' 2 du ,
12 ¢ = lf o (g) = AR —= . - (VII,1;17)
C?

Esta integral extendida al volumen finito c* ,-puedé

obviamente expresarse como una integral iterada:

a. X a-n

2 0o &b dH

1y =5+ [ R?ﬁR‘f_«p(é)————Ii.
0 | R

'Hr r
(VIr,1;18)

Pongamos todavia

dH
/ w(£) ———]_;—’5 = A(R), -(VII,1;19)
H
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‘con lo cual la (VII,1;18) se escribe

0 a-n _ .
S 7 ti-1 .
1° e =3 R . A(R)AR. (VII,1;20)

La funcidén A(R) es continua. Por lo tanto, la integral

gue aparece en el segundo miembro de (VIT,1;20) existe si
a- ' '
452 + 1 >0, o sea, si

a>n-2,

A

‘o, m8s generalmente, si

Re a>n-2, (VII,1;21)

a

Escribamos 12 ] con la expresifn explf&cita de Hn(a),

resulta

a . *0 a+2-n -1
29 = —32: L - R 2 A(R)dR.
; a+2-n

n-2, 1 a
L3 5= "o

(ViI,1;22)

Interesa (cf. (VII,1;3)) evaluar el segundo término de
(Vii,1;22) para a = 2, a pesar de que (cf. (VII,1;21)) la
intecral diverge si n> 4.

L
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Recordemos la distribucidn unidimensional

Yo (%) = e . | ©(VII,1;23)

Para ¢ >0 (mds generalmente, para Re a >0) Ya(x) es
una funcidn usual., 81 Re a<0, Ya(x) es una distribu-
cién entera, y vale la siguiente f&rmula (cf. [8], pp. 55-

57, en particular, formula (1) de p. S57)

a-1
f X, , :
vy, (x) = Pf -—— , 81 a no es un enteroinegati
I'(a) » :
vO; (VII,1;24)
oM, sia=-0 , 2=0,1,...

(VII,1;25)

La evaluacidn explicita de la Pf ﬁiwl se encuentra en
(8], p. 48 y también en [13], p. 27 .
De acuerdo con lo gue acabamos de decir, consideremos

ahora la integral

. 'XO ‘a+§*n 1 .
- R - A(R)AR =
+_
rEeR)
. XO a+§—n -1
= t A(t)dt =
,A+2-n,
r=5= Jq
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= { X o, AL DY . (VIT,1;26)

Ya hemos observado que si n >4, este producto escalar (o
sea, la integral que lo define) diverge para a = 2 ( gue

es el valor de a gque nos interesa).

~,

Caben dos posibilidades, n >4, impar, n >4, par. Si
n >4 es impar , entonces el prbducto escalar (VII,1:;26),

para a = 2 vale

. XO 4;n -1
e P f t A{t)dat =
. o s

, Alt) D. (VII,1;27)

En cambio, si n=>4 es par se verifica gue

a+2~-n = 4-n _ 5 _ % (VII,1;28)

es un entero no positivo. De acuerdo con (VII,1;25) tene

mos en tal caso que el producto escalar (VII,1;26) vale,
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Y

2 wha ‘ n~4
t, (=5—)
< —in T A(t)>l' C6 (), A(t) > =

(2-4y [ p-4
~ 5
- d 7 At =
= (-1 nw4'A(t)
{ at 2 t=0
o (P
. = (~1)% A (0). (VII,1;29)

5i ahora sustituimos (VII,1;27) en (VIT,1;22) obtenemos

el

Teorema 6.

Si n >4 es impar, la solucidn retardada (es decir, que se

anula pata t0< 0) de la ecuacidn de las ondas

Ou=¢y (VII,1;30)

es

=
Z
i
—~
€
f
el
3%
o
*
S
~
i
FSI
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0 N 2
° PE f ""-“'—2':"“"'*"" A(t)dta (\711,1.}'31)

donde la funéién A(t) estd definida por (VII,1;19).
Si en cambico n =4 ey par, obtenemos sustituyendo
(VII,1;29) en (VII,1;22) el
Teorema 7.-
Si n=>4 es par, la solucidn retardada de la ecuacidn de

las ondas

Ou=1¢, (VIT,1;32)

(VII,1;33)
Hemos pues resuelto completamente nuestro problema pa-
ra n>4; en el caso n<4d (n=1,n=2, n=3) 1la in-

tegral que expresa la solucién retardada es convergente.

VIiI.2. Conclusiones

La desigualdad (VII,1;21) constituye la dificultad e-

v

114



"sencial que frené dﬁrante muchos afios -la solucién del pro-
blema de la;integracién de la ecuaci®dn de las ondas,*a sa-.
ber, la integral (VII,1;22)’ existe para Rea suficignte~
mente grande Yy nosotros necesitamos conocer el valor?de

o dicha integral para a = 2.

En el Easq n = 2 {una aimensién espacial) léﬁintegral

(VII,1;22).'COnvergé pues 2 = Re a > n-2 = 2-2 = 0,

Tampoco hay dificultad en el caso n = 3 (dos dimensio

nes espaciales: ecuacidén del tambor o de la membrana vi-

brante), pues, si n = 3,

2 = Re a > 3""2 = ln

En el caso n = 4, (tres dimensiones espaciales, caso esen-

cial del espacio ordinario) resultalque
2 =Re a p 4~ 2 =2

Por lo tanto, para a = 2 y n =4, la integral (VII,
2;22) diverge.
Recién en 1905 con la introduccidn de la nocibn de par
15 o te finita de una integral infinita,?ﬁebida a Hadamard se
supe£6 esa traba, gue habia durado més de 30 aﬁoéa
. La memoria de Marcel Riesz ([lZ])fsimblificé esencial
i mente laé dificiles consideraciones de Hadamardx([lél), por

- medie de la introduccién del pardmetro ¢ vy de la prolon-

.. gacifén analftica con respecto a ese pardmetro. Finalmente,
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en el afio 1950, Laurent Schwartz ([10]) resolvid completa--

I

mente el problema: i'Ra‘(u) no es una fiuncibn sino
:tribucién.>.

Podemoé cbncluir diciendo que, en general, las
nes elementales ae las ecuaciones hiperbdlicas son

buciones.
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" CAPITULO VIIT

Solucidn elemental simétrica del operador n-dimensional de

)

Klein~Gordon iterado k-veces,

VIII.1. Representacifn de la solucién elemental simétrica

Alx,m,n, k) del operador de Klein-Gordon, iterado

; k-veces.

Consideraremos la funcidn distribucional W+(x,a,m,n)

definida por la férmula (cf. (IV,2:1))

{a-n)
-2 2 4 "
{(m “s%) ) 2 2 ;
n-2 a+n~2 Jawn( m's"), si XEEF+’
r? 2 2 g *
W+(x,a,m,n) =
0 osi x g‘r+,
(VIII,1;1)
donde
sh2 = X - 2 _ - x2
= %y - -1 7

m un nfimero positivo y a€C.

Recordemos que, de acuerdo con (VI,4;2), W+(x,2k,m,n)

es la finica solucidn elemental del operador de Klein-

¢
v
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fl

-Gordon iterado k-veces, con soporte en P+‘

Introduzcamos ahora la funcién~distribuqional

i
a

W_(x,a,m,h) =

0 si x&T7T .

» (VIII,1;2)

Esta funcidn tiene propiedades completamente andlogas a
aquellas de W+ . En particular, W_(x,2k,m,n) es la Gni
ca solucidn elemental del operador de Klein-Gordon, itera-

do k-veces, con soporte en I' . Es decir, esta distribu-

cibn permite resolver el problema de Cauchy en el semipla-

no x < 0, para el operador de Klein-Gordon.

Introduciremos una tercera solucidn elemental del opera

dor iterado de Klein-Gordon:

- W+(k,2k,m,n) + W_(x,2k,m,n) .
A(x,m,n,k) = . SAVIII,1:3)
2

Esta solucidn elemental es simétrica con respecto al o
rigen. El caso particular n = 4, k = 1 , aparece en la

teorfia cuéntica de campos (cf. [15], p. 677, férmula A.1l

v . '
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vy [16], p. 421, tercéra férmula (Al-7)).
Queremos encontrar una expresidn explicita de A(x,m,m,

k) en el caso particular

(VIII,1;4)

Escribamos por definicidn,

2A (x,m,n,k) = lim W+(x,m,n,a) +
. a2k
+  lim W _ (x,m,n,a). QViII,l;S)
a 2k '

Empezaremos por evaluar el primer término del lado derecho
de la ecuacidén (VIII,1;5).

Teniendo en cuenta (VIII,1l;1l) podemos escribir

W, (x,m,n,a) = Il(x.m,n,a) + Iz(x,m,n,a), (VIII,1;6):

donde hemos puesto, por definicién,
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e -2 2
I,(x,mmn,a) = éTz s ) .
——2*—' a4n-2 a
T 2 F(ﬁ)
. a-—-n : .
5 ~k-1 2 23] 2 o
§: : (_TYV (m~s™) 1
- 2 ¢ 1 ad=n
v = 0 I)°]'(T+V+l)
o ' (VIII,1;7)
I a-n
I.(x,m,n a).“ (m“ZSZ) :
; riiiyliy . — °
2 < n22 a+n-2 . |
w 2 F(ﬁ)
- 1 9%3 +2v
DR m®s%)? : °
_n_ 2 ) . e
v =3 k vi I'( 5 + v+ 1)

(VIIT,1;8)

Iz(sfm,n,a) tiene un valor finito para @= 2k. Con

n-2k’
2

el cambio de indice Bo= V- , obtenemos

n-2k n-2k

(m?) 2 Jp-2k (Vm?s?)

H

Ay = 2
Iyxmn, k) = ——gmes _ n=7k
wz 5 2. (k-1) ' ( mz 2) 2
(VIIll;g)
Evaluemos ahora Il. De (VIII,1;7) pédemos escribir
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Y

Il(x,m,n,a)' en la forma equivélenteL

n-2k
2

Il(x,m,n,a)== 2:

yr= ()

Haciendo el cambio de fndice

lfimites para .a -+ 2k

lim Il(x,m,n,a)
a2k
n-2k: n-2k 1
_ (%) 2 (-1 2
n-2
a2 P73 1y

Teniendo en cuenta la f6rmula

la (ll)).

finalmente tenemos,

v

a-—n
. 2 —H5—+V
(w;)v m2v (s%) 2 ,
E%Z a+2v-1 : o
2 F(%)uf P(G-T + v+ 1)

(VIIT,1;10)

o= v- n—gk y tomando
tenemos
= Il(x,m,n,Zk)}=
nmgk -1 . ~p—i
=0 222K o p- 1)t -

(VIII,1;11)

(ct. [ 8], p. 57, fb6rmu-

= 5 (y)
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n-2k

n-2k=2 £ -1
: m -1
Il(x,m,n,2k) = —_—" (=1) .
r 2 2773 (x-1)
n-2k _4 :
, 5 2 Boo_op  p A
. 2: (-1) 2" m 5 ) g2y, (VIII,1;12)
= (2R L pe e |

para la definicidn de 8(“)(52) ver, por ejempio,[S],
p. 228.
Las ecuaciones (VIII,1l;6), (Vvirii,1;9) y (VvIII,1;12) dan

en definitiva,

n-2k-2 n-2k=-2
2 2 2
-1
W+(lelnI2k) = (m )1'1“‘2 ( )
—2—' n-3
o7 2 (k-1) !
n-2k
2 1 " 2u —2u
(=1) 2 m () , .2
. > — sH(s%) +
(E_zﬁ;m n=-1)"
M= 0 2 :

n-2k n-2k J ;(\/mzsz)
> 5 n-2Kk
m-) ° 2

n-2 2k+n-2 : n-2k °

(k-1)! (/' m%s?) 2

(VIII,1;13)




Procediendo con W_(x,m,n,a) exactamente como con

W+(i,m,n,a), obtenemos

) n%2k -1
(mz)
W_{(x,m,n,2k) n-2 .
w2 2™ (k1)
’nwgk -1

5 (-1 2°* peH 5 () (42

. 87y +
) (n~—2k - 1) ¢
H= 0 2

n-2k = n-2k o,

- 2 '* o F
0 2 wd 2 g & ulsd) o
| 4 2 ! |
¥ * n-2 2k+n-2 n-2%k (VIIT,1:14)
w2 2 2 e (/n?s?) 2

De (VIII,1;13) v (VIII,1;14) obtenemos, finalmente, tenien

do en cuenta (VIII,1;3) el siguiente teorema

Teorema 8.

HipStesis
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[
o

La soluéién elemental simétrica A (x,m,n,k) de} opera

. L’ .
dor n—-dimensional de Klein-Gordon, iterado k-veces, admi-

te la répresentacién

n-2k~2 n-2k 1
x (n) (-1) *°
A(x,m,n,k) = - .
r 2 2% (ka1
p.:%lﬁwl
a2 =2
Loy e 2T e
n-2k .
H =0 ( 5 H 1) °
n-2k n-2k
2 2, 2 2 2
(“1) (m ) Jn“2k(% m-s )
. 7 .
* The3 2kin TRk (VIII,1;15)
2 2 2 (-1t (v/nmPs2) 2

VJII,2,.Generalizacién de una formula de Killen.

"En este parlgrafo generalizaremos una fdérmula debida a

Kallen.

Consideremos el operador definido por

@

2 2 2 2
(—l){ 0 - nﬁ‘}= 0 - d - 82 - 82 + m2 ; (VIIT,2;1)
ax2 ax3 :
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que es el opgradb; de K;ein~Gordén, escrito con un signo
diferente pafa adecuarlo a nuestras fSrmulas de Kdllen.

(La llamada solucidn elemental simétrica del operador
(VIII,2;1) estd definida por [18] , p. 412, férmula (6a):
2 2)

: 2
_ : (~1)m™ J . (V m"¢
A0?,m®) = L5062 + L . (VIIT,2;2)

i VA

En esta férmula hemos escrito 02 = Xy - Xy T X, - X3,

si el miembro derecho es no negativo y cero en otro caso.

J es la clésgica funcién Vde Bessel de orden l.ﬁ

1
Definiremos una funcién de dos variables reales s,t.

Poniendo en (VIII,2;2) 6% = s, m? = t, obtenemos la fun

‘cién distribucional

- l (”l)t J1 ( v St) .
A(s,t) = — §(s) + - ’ (VIII,2;3)
4 g8 v st

si. s,t > 0 e igual a cero si s,t<0.
Consideraciones fisicas permitieron a K¥llen (cf. [17])

4 B
establecer la ecuacidn integral

h(s) =ljf A(s,t) £(t)at; (VIII,2;4)
0

i
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cuya solucién (a la gue Kdllen arriva por consideraciones
heurfisticas, sin imponer condiciones sokre la funcibén des

conocida f£(t)) es
£(t) = 161° /ﬁ Alt,s)h(s)ds. (VIII,2;5)
- Jo

En este capitulo generalizaremos las férmulas reciprocas
(VIII,2;4) y (VIII,2;5).
Consideremos el operador n~dimensional de Klein-Gordon,

iterado k-veces:

(o3
W)
[w3)
[3¥]
Q
[g*)
"J

*,
1

)
AN
N

(—l)k {D -m2 }k =

@
=

o]
@
»

(VIII,2;6)

Llamaremos ﬁ(oz,m,k) a la solucidbn elemental simétri

ca del operador (VIII,2;6), donde 0% ' estd definida por

- ' 2 _ .2+ 2 S 2
la férmula g7 = xn - xl - ey ™ Xn

_1 ¢ si el lado dere-
cho es >0, y cero fuera.
Construiremos, siguiendo a K&llen, la'funciénfdistribg

cional A(s,t,k) v escribimos la ecuacidn integral, a-

ndloga a (VIII,Q;4);

h(s) = j{ Z(s,é,k)f(t)dt. (VIITI,2;7)
0
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'Nuestro propésitb es reso;vér eséé ecuacidn, con adecua
das condiciones sobre la funcidn desconocida f(t), cuya
solucidén coincide, cuando n =4, k =1 cén la férmula
de Kdllen (VIII,2;5),

.'Escribamos (cf. (VIITI,1:15)) la soluéién elemental si-
métrica (con respecto al oriéen) del operador de Klein-Gor

don iterado k-veces.

2 2 2
AGon,k,m = B . l).
7 2 2n~2 (k-1)!
n~§k -1 ,
T (- 2?F w20 (62)
W=0 A2k e gy
n-2k n-2k g
2 2, 2 2 2
(-1) (™) I (Vme™)
2 .
+ n-2 2k+n n-2k (VIII'Q’B)
x 2 2 -2 (k-1>:{ mZg2y 2
2 2
donde o = X - x2 - . - x2 cuando el lado deregho

n .71 °e n-1

e€s no negativo y cero fuera.

En lo gque sigue, n serd un entero par =>4 y k en

tero tal que l=<k=<952.,
Poniendo en (VIIi,Z;B) 02 = g y m2 = t, construire-

mos una funcidn de dos variables reales s y t , a saber,
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2 2
1
Als,t) = tn_z (1) ¢
. r 2 2™2 (k-1 :
n;2k -1
Hoo 20 - i
A - 2
(~1) ~t 6(#)(5) n
n-2k _ - [}
L k=0 ( 2 . e D
8 n“Zk n"‘2k Jn_zk (VV St)
L L=1) 2 ¢ 2 2 (VIITI,2;9)
: o n-2k  2k4n n-2k - o
‘. . 7 2 2 2 (k=1) 1 (Vv st) 2

Usaremos la funcibn Z(s,t) para escribir la ecua-

cibén integral generalizada (an&dloga a la (VIII,2;4)), a

'

saber,

h(s) =f. A(s,t)f(t)dt. ' (VIIT,2;10)
0

El principal objetivo de este pardgrafo es demostrar

que la siguiente proposiciébn es vélida.

Teorema 9

\ Hipbtesis .
% SoEs e P 3
‘X\ a) f¢t) es diferenciable en [0,*), (VITr,2;11)
; \ 128



b) ]; lE(E)lt 2 dt< e ; | - (VITT,2;12)

¢) n entero par 324; ‘ : (VIII,2;13)

d) k entero; 1=<ke£“52 . | (VIII,gj14)‘
Tesis |

Vale la siguiente f6rmula:

. n-2 2k+n-2 o e :
£(t) = 2 {(k~1)z}‘jf A(s,t)h(s)ds.
. 0

(VIII,2;15)

Demostracifn

De (VIII,2;9) y (VIII,2;10), concluimos

n—;k 1
h(s) = nfgl) .
7 2 2PT? ko1
n-2k _ 4
2 n-2k-2 .
o 2p (1) o T
- 5
2 )2 (S)‘j~~t 2 F(t)dt +
n-2k , <0
4 =0 ( 5 - 1 - p)t
n~2k
n-2k £yt 2'g (v st)
‘“T o] 1’17-2](
- (-—1) .1'. 2 dJ_
n-2 2k+n-2 2 J, . n-2k -
P2 2 2 (k-1)! (Vst) 2

(VIII,2;16)
129



i gt 1R

.'130

RN/ L 1 O

Escribamos, para simplificar,

- n-2k —p | y
c = £(e) £ 2 at. (VIIT;2:17)
p,n.k 0 )

Con esta notacidn, (VIII,2;1lé) puede escribirse como

-2k ;
n-2k s -1 . :
("l) rnr]L
h(s) = 2. :
) 9‘5‘2" -2 1= 0 (BzZK g L gy
™ 274 (k-1 H 2 .
n-2k
b o (=1) ? 4 {f(t)} (VIII,2;18)
n-2  2k+n-2 n~-2k . i
T2 2 +2 (k-1 2

" En esta f6rmula denotamos con JCn_ék{f(t§ la trang

2 i
de la funcibn £f(t) (cf.

formada de Hankel de orden n—gk

(114;20)) o

Recordemos la f6rmula (cf. [10], p. 122, f6rmula (V,
3;5))

i

0 si & > nu, !

st s W) (g = (VIIT,2;19)

. i;"‘(»l)g-—lig——— 5 (1=2) (s) si <p .
. ¢ ([ﬁl-‘l)!

1
K

3

£
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fultiplicando ambos miembros de (VIII,2;18) por la

funcién (que es el ndcleo de Hankel),

n-2k Jn-2x (V5B
1.3 7
2 hooK
(vVst) 2

obtenemos, ﬁeniendb end cuenta. (VIIX,2;19) y la f6rmula de
inversién de Hankel (cf. (I,4;20)), si multiplicamos am-

bos miembros por constantes adecuadas,

£(t) = C;(n,k) . g

1

n-2k n-2k
This) o 2 s g (Vebas
: 0 n-2k 2k+n T n-2k “n-2k :
T 2 2 2 (x-1)r(vVst) 2 2
(VIII,2;20)
En esta f6rmula hemos puesto
Cpln,k) = ‘7772 22KMm=2 1 gy 192 ©(VIII,2;21)

Observemos ahora que si, en la férmula (VIII,2;9), permu-

tamos las letras s y t obtenemos
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. te 2ty 2 Tt
A(t,S) = n--2 .
7 2 P72 (k-1 ’
n—gk -1
3 )21-5_ ~j1 ' ¥
. 0t 2% sy
n-2k .
p= 0 (== -#- D2
n-2k .n—2k" ‘ ,
poten) s ¢ /e
n-2 2k+n n~2k “n-2k .

T 2 (k~1) (v st) 2 2 (VIIi;2:22)

Sumando y restando al factor que multiplica a h(s) en

el integrando de (VIII,2;20) el primer término del segun-

do miembro de (VIII,2;22), resulta que la férmula (VIII,2;

20) puéde ser escrita como

n-2
£(r) =g 2 22k¥n-2 {(k~;):}2.}f A(t,s)h(s)ds +
0

n-2k

— l )
: 2 B 28 o (p)
(=1)7 27 8P (¢
+ C,(n,k) E: d .
2 “,k,n
2o (B=2K —
N (VITII,2;23)
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Fn esta f6rmula ponemos

n-2 n-2k 1 :
THTL 2k 5 ' .
Cyln,k) = == 277 (1) o (k-1) (VIII,?2;24)
y
2 - D

/acs : _1:1....2,5.___“' -1 .

dpx,n = 00 s . as. (VIIT,2;25)
1 I4 O .

Evaluaremos explicitamente la suna gue aparece en el
seqgundc miembro de (VIII,2;23). Para ello Empezamos por

evaluar los nfimeros d

: wvLk,n ’ esto es, las ;ntegrales
(VIII,2;25). ©De acuerdo con (VIII,2;18) y (VIII,2;25)
— ) :
obtenemos (0 <v < 2“23:4
n-gk 3
- = (_1)
v kyn n-2
R R
n-2k-2 I -
— 95 =)
: gk -1 ("“l)p 2““f t 2 f(t) dt
NNy O
/>/ ?} N
n-2k
u= 0 ("“‘“2“"“1'—“)[
oo n“2]£~2 _
: 5 ﬁﬂ)(s) ds 4
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n-2k

< n-2k-2 ‘
+ (-1) ’ s 2 s X {f(t)} ds =
n-2 2k+n~2 0 n~2k
2 2 - 2
i1 2 (k~-1) !
§
= Il(n,k,v) + 12(n,k,v). (VIII,2;26)

Eﬁpezamos por evaluar Ilu Teniendo en cuenta la f6r
mula (VIII,2;19) probamos que todos los términos gue apa-
recen en la suma Il se anulas, excepﬁo uno que es el co

rrespondiente’ a

Il(n,k,v) =

n-2k )

JBTER L Lok-2w

’("'l) 2 2 (n'—2]2{"'2 V) :
= n-2
72 (k-1)! v
jf £(t) t° at, ) (VIII,2;27)
0 ‘
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‘con n,k fijos y 0Sv< /55— .

Calculemos I.. Tenemos

o n-2k=-2

. oy 2
2
I,(n,k,» = C,(n,k) 5 = ds .
2 3 .
o n-2k Jn-2x VS
‘j{ f(e)t 2 2 o dt (VIII,?2;28)
. 52
(VSE) 2
donde !
n-2k
C.(n,k) (-1 ° (VIII,2;29)
30y n-3  Jk+n rei
T2 9 2 (x-1)!

Probaremos még adelante que en la integral iterada que
aparece en el seguhdo miembro de (VIII,2;28) es licito el
cambio de orden de integraciép.'

Admitiendo esto por un momenﬁo, podemos escribir (VI;I,

2;28) como

ca n-2k -

I (nk, 0 = C3(n,k)j[ f(e)t 2 dt .

0
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n-2k~2
2 . a——
S an2k( st)

2 : ‘
. jl ook ds. (VirT,2;30)

(V' st) 2

Probaremos ahora gque el cambio del orden de integra-
cibn es licito. Para ello comenzamos por llamar I{n, v, k)
a la integral que aparece en el lado derecho de (VIII,2;

28). Podemos escribir

n~2k-2
a T
I(n,r,k) = 1lim {~ s ds .
JO
a —¥ oo
n-2k
F(R)t ¢ g (v st) at
n=-2k
—5 z def .
. . . et — lim Ia(n,v,k).

(v st) 2 ' az

(VIII,2;31)

Demostraremos ahora que en la integral iterada
Ia(n,v,k) se puede cambiar el orden de integracién. Es
suficienﬁe, en virtud del_teorema de Fubini, probar gue

vale la siguiente f&rmula

(x/st)'

e n-2k ,. n-2k-2 _ | “n-2k |
J/nlf(t)lt 2 dt/” s 2 Z s | as
0 Jo : 22 .
)
(+/ st)
v (VIfI,2:32)
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Empezamos por recordar la conocida relacibn (cf. [ 61,

p. 24, férmula (11)),

I (x) def <

N :
2mwrmx+%)

X

T
. );f (senl )27\ e ¥ cos 0 a6 .
0 /

védlida para Re A>~- % . De esta férmula concdluimos

T 2n-2k
. | sen @ | a8
( VSE) < 20 '

Ro-2k Tn-2k <
2 PREERVA I | k2 S

2

N T def S
< = C,q (VIII,2;33)
, 2 (nmgk),

Como consecuencia de la férmula (VIII,2;33) tenemos

n-2k-2 -
a —3 -V
s = R { Vst) ds <
Jo -2k

n
2
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n,k n-2k — Bp,x

(VIII,2;34)

En Virtud de (VIII,2;11l), llegamos a

n-2k n-2k-2
a ..T a .._,....___2____.__.,2)
l£(t) | t dt s R o (V st) | ds

2

eo n-2k
< B j{ [£(t) |t 2 gt < o,
n,k 0

(VIiI,2;35)

Entonces la f&rmula (VIII,2;32) estd probada y en con-

secuencia también (VIII,2;30).

Evaluemos, explicitamente, la integral interior del la

do derecho de la f6rmula (VIII,2;30), que llamaremos

n-2k-2
def —5 =
Lin,k,v,t) == S R 2k(\/ st)ds.
0 n~2

(VIII,2;36)

‘Usaremos la férmula (cf. [19], p. 196, férmula (7,9;1))

- .
lnﬁh ‘

oo Z"‘?\"l

z-1 2

}( Rx(x) X dx = ——— , o (VIIT,2;37)
0, (A=

NN
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"v&lida cuando =z pertenece a la banda

0 < Re zS A +

Mol

. o (VIII,2;38)

Poniendo A\ = nmgk en la férmula anterior, obtenemos
- -
z-1 2 F(ﬁ)
R (x) % dx = : (VIII,2;39)
0o RzZk n-2k =z :
2 I' (= -5 + 1)

y esta férmula es vdlida en la banda

n—-2k Z
2 t 3.

0 < Re z <

Con el cambio de variable + st = x en la férmula

2 {VIII,2;:;36) resulta

5 ° n-2k-2v-1
L(n,» ,k,t) = —s7— hid ‘ R, (x)dx.
-7 jC o

(VITI,2;40)

De (VIII,3;39) y (VIII,3;30), obtenemos
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e s (VIII,2;41)

-p
t

L{n,? ,k,t) =

2 L + 1) ,

y esta férmula es valida, teniendo en cuenta (VIII,2;40)

si, para n y %k fijos, v satisface a la restriccidn

-2
n-2k +

0 < n-2k-v < 5

. (VIIT,2;42)

ot

De (VIIX,2;30), (VIII,2;36) y (VIII,2;41), obtenemos

n-2k -2k

. (-1) 2‘ 2 P(EZE%ZZA) ee )
I.(n,v,k) = £(t) £ dt.
2 n-2

: 5 0 '

Ll (k-1)! D'(v + 1)

(VIII,2;43)

Esta f6érmula ha sido obtenida con la condici6n (VIII,
2;42). Observemos gue ambos miembros de (VIII,2;43), el

lado izéuierdo definido por la fdrmula (VIII,2;30) y el

lado derecho son funciones analfticas de la variable com

pleja“ v,
’ f

El lado izgquierdo de (VIII,2;43) es vdlido para . 0 <

<y < n~§k - 1; y el lado derecho tiene sentido para

jlosvmismos valores de v , como consecuencia de (VIII,2;12).
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Entonces, apelando al principio'de la continuacién ana-
litica, la f6rmula (VIII,2;43) es vdlida para todo » tal

que 0 < v .< n~§k - 1.

Observemos que la férmula (VIII,2;43) puede"escribirse,

equivalentemente,
n=2k oyl
1) 5 ) 2k-2v (n~2k*2 ) p)’_
= 2 ]
Iz(n,v,k)'~ nog )
r 2 (k=1)t v
" A
/ £(t) t adt. (VIII,2;44)
0

De (VIII,2;27) y (VIII,2;44), obtenemos

Y

Il(n,k,v) + Iz(n,k,v) =0 , (VIII,2;45)

para: 0 < V<n;2‘k - 1.

‘De (VIII,2;26) y (VIII,2;45), concluimos que

'dn,k,v = 0 ‘ | (VIII,2;4¢)

para n,k, fijos y 0< »r < n-gk - 1.
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De (VIII,2;23) y (VIII,2;46)5 finalmente obtenemos

©o

5 n- 2 2k+n~ 2 2 —
£(t) =7 2 [(k-21)1] A(s,t)h(s)ds, P
| Jo

(VITI,2:47) o

y esta f6rmula coincide con la tesis del Teorema 9.
Observemos que las férmulas reciprocas (VIII,2;10) y
(VIII,2;15) son idénticas, pa;a n=4 y k=1, a las

férmulas (VIII,2;4) y (VIII,2;5) deb%das a Killen.
Notemos finalmente que las f6rmulas de Kidllen tiene
interesantes aplicacionés en la teoria cuéntica de campos

(cf. entre otros, [18]).
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