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PROLOGO

El presente fasciuulo estd destinado a los alumnos que

acaban de terminar un curso de Funciones Reales y necesitan coms
pletar su formacidn con otros temas que, coﬁd el que aqul se tra-
ta, no suele incluirse en un programa estidndar de la materia por
razones de tiempo, a pesar de su notoria relevancia.

En eoncordancia con lo expresado, hemos evitado en el ca-
pitulo IX el uso de formas diferenciales para definir integracidn
sobre hipersuperficies.,

El tema fundamental aqui tratado es la fdrmula del cambio
de variables para integrales de Lebesgue en Rn, expuesta en el
primer capitulo y que sirve de base para los estudios que se em-
prenden en los siguientes capitulos;\§; ilfimo de los cuales
se ha insertado solamente para ilustrar sobre la utilizacidn del
método.

Los autores desean expresar su agradecimiento a la Sra.

Silvia C, Ldpez por haber llevado a cabo la ardua labor de meca-

nografiar el manuscrito,.
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~ ERRATA -

Pag.10, linea 2: dete leerse %x € RUM enp lugar de "x RPw,
‘.1inea;3:; , en lugar de "aplicecidn A_;:Rn > Rm";gebe leerse

" . P . n m
aplicacidn lineal AR+ R,

. 1linea 4: .. f£(x+h) en lugar de, f(x-h). Sl S
linea 5: "aplicacidn lineal A" en lugar de "aéikcacién
. A"y
1inea 4#: Falta el signo c’ entre U y Rﬁ;
linea 24%: D2 debe llevar el superindice u2;
Fdg.15, linea Uu: "h(Q)" en lugar de "h(w)". S
linea 5: - ,suprimir "z" en el miembro derecho &e (1.15).
linea 1D: "De(x)" en lugar de "DW(X)"' ‘
linea 13:  borrar el paréntesis derecho en el miembro

izquierdo, . -

Pag.19, linea 64:  "existen" en lugar de "existe"

Fdg.28, lineas 6 y 7ien. lugar de "que es.unidn finita de subespacios

de Ginensidn < n-2" debe decir "contenido en

in subespacio de dimensidn n-2", R
Pag.28 En las igualdades (1.21), la integral del se-
gundo nmiemkro se extiende sobhre el conjunto
) R+x L.
Pdg.34, linea 9: en lugar de "fp* fY debe leerse “fP % fc“.
Pdg.35, linea 1: "T(n+1l)" en lugar de "(n+l)".
1inea 2: En lugar de "(2k+1)/2)" édelke leerse "T({2k+1)/2)".
P4g .36, linea 1+4: En lugar de "<Ax,Ax" debe leerse <Ax,Ax>,

linea 54%: falta el signo € entre ¢ y K.

P4g .37, linea 10: el elemento de la Gltima fila, filtina columna
de la matriz ¢'(u) es awn/ Bum.
linea 13: En lugar de "Jk(U)" debe leerse Jk(u).

P8g.38 linea 4 : falta "e€" entre p y H.




Fdg.39, linea’7:

Pa3g.43, linea 10:

L&

Pég.ué,—iinea 114

linea. 14%:

Pdz.51, linea 84:

Fég.SS{ linea 6:

_linea 6+%:
1inea 34:

Pag.62

Fag.65, 1inea 6:

Ma"-en lugar.de "da". . s

-~
. 3 - R X S

g(u,0) =p.(u) en lugar de "g(u,0) = Cay,

- =
RTINS .

~

Debe’leerse "definimos" en lugar.-de- "ponemos®,

La eccuacidn poéo visiﬁle es ¢(U) = ¢(V).

Afkj, i BJ) esg poCo‘§iéible. - .

.:Deke leerse "una representacidn paramdtrica

o carta local de 1la hipersubérficie{%gﬁ
"vié-lida" en Iugar de "Vél da". - . LA
falta f en el numerador del integrando. del

miembro derecho.

En el miemkro derecho de (3.8) al numerador

~le falta el ekponen%e n/2, e e
|%§‘ en lugar de "F3i|“
Ko
il ; -
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C AP'I-T ULO 1 : 2

FORMULA DEL CAMBIO ‘DE VARIABLES PARA INTEGRALES DE LEBéé‘éUé
n
) EN R

i [ poc - : - . -

1, N001ones prellmlnares - o ) . “

‘4.—-—; S B I - ” . L - MR - : -

Entre estas nece81tamos la nOC1oh de norma de una apllCac16n_

N -4 .

N

llneal que vamos a deflnlr a contlhua01on.

Sean X e Y dos espac1os normados reales o) c°mplejos y sea

~y i}

T:X = Y una apllcaClon llneal de X en Y. Comenzaremos demostran*

LE Tt e SRR
do 1la equ1valenc1a de las 31gu1entes af1rmac1ones*
Fonnlooaw cSloaopteyr Gi&
(a) T es contlnua

(b) T es continua en el punto 0 € X L

Now Pl

(c) ex1ste un nﬁmero real C tal que "Tx"< C "x" para

- PR PN -
. ST i i

cada vector % € X
(d) T es uniformemente continua.

Claramente (a) implica (b). Supongaﬁdéique'TLes continua en el’

punto 0 € X Puesto que TO = Q, ex1ste un nﬁmero p051t1vo 6 tal

HTx“< 1 a condlclon de que se verlflque nxﬂ X5, Sl X es un vec-.

M

tor nc nulo del espac1o X el vector Gx/“x" tlene norma 1gual
—_— S

a 8 vy por con51gu1ente, “T(ﬁx/ "x" )" < l de donde .

IREIEE

"Tx"< G "x" . Como esta 1gualdad se cumple de manera obv1a

B K

si x = O, hemos demostrado que (b) 1mpllca (c)

- Sl - it

Puesto que T es. 11neal si (c) es verdadera, entonces tendremos

"Txi-szu = ﬂT(x -x )" <cC "xl—x2" . de donde resulta (d)

Flnalmente, es obV1o que (d) 1mpllca (a)

Si T es contlnua, entre los nﬁmeros C que f verlflcan la rela—‘ﬂ

.\

PR

cidn




(1.1) - L U B (para.cada =x € X)
Lo ‘(‘&g’ e R L] "_Jn... 2 . Re ) - .

hay uno minimo. En efecto, si C, es el infimo del conjunto forma-
do por todos los nﬁmeros C que verifican €119 -entonces-eéxiste

— PYE 17 L;
una’ su cEgden (¢,
n

1,2,04i) de tales nﬁmeros, tal que c, > C,

cuanide n+ « , Puesto que para cada' n y para cada x,

Il = d;‘uxﬂn}hﬁéSéndo al limite }esﬁité‘ “Tx"< C "x“

’ e - 3.

"* E1 nfimero C&, es dec1r, la minlma constante c que verlflca

. seen T - 4-’ Sae T - )__')
(1.1), se llama la norma de la apllcac1on llneal T y se denota por

lrd 3 de modo que T ©
(1.2 ) " TX" :" ”TH‘) H}’(" Wi [ LY K DG . : (x € X)
Do s .o e - j—_ ey Lt R S f.':-l?- . .. -

Para calcular la norma de una aplicacidn lineal continua T se
tiene la fdrmula
(1.3). L ﬂfuhz sup "Tx“h,;.‘

Ixl= 1 o

cuya demostrac1on es una conéécuenc1a 1nmed1ata de la deflnlclon

y del hecho de que 31 X es un’ vector no nulo, entonces el vector

x/ Il ‘tiene nobma 1gual a uno.

JEE -
O LRy

Llamando K éi'cuérﬁofae escalares de los espacics X e Y, el con-
Y I S R PC I ) : - ERR R S - >

junto L(X,Y) formadd pcr todas las aplicacicnes lineales continuas

[y N B o0 . : - X PRI S - . R e e 'i

de X en Y es un K-espacio vectorial si se adcptan las defindicicnes

havitubiss.

(S

(Low) = Y T“)£“=’T1x +T,%°, HaT)x '='aTx  (a e K.
. : o P ( :} D £ N SRR “

Mas aﬁn, L(X Y) es un espaclo normado 31 se define la nerma .

-, - S HERE
Sty R - - (4.._

de cada uno de sus elementos por ﬁedlo de la fdérmula (l 3) cosa

que haremos siempre desde ahcra en adelante, Por razones obvias,




3.

nos llmltanos a enunc1ar y a sugerlr las demestrac1ones de los

..

T ' T o 1 SN S
hechos que son eSen01ales para el ulterlor desarrollo del tema

R Ry ~F e
il 2 g.[ L]

que nos lnteresa‘

Ejercicios

oF

1. Probar las relacidnes IT, 4 ||< uT u 40z b, latl = fa| Il

y verificar qﬁe,"Tn = 0 siy 3610 gi T= O‘
2. Congluir dei'eﬁéréiéié pfeéedeﬁteA que |"T -t jdr, - 10
En el caké partiéuiaf en que se %ériéidé““kﬁY , ademds deé Yas
operaciones vectorialed (1.4) podemés introducir en el espacio

normado E(Xyiéwﬂeiéiﬁiiéwnéeién;aei@féﬁﬁi&éld:ébmbos&bi&n:;“par

medio de la férmula

(1.5). . . (1T x = Ti(Tox);

y es fécil probar que se verifica la desigualdad muy dtil

) ) ) f e

(1.?): o G_HT1?2ﬂ__HT1H "Tzn f
-efecto, (T, T ) xl = : < I L -result

En -efecto, (T1T2) xl "Ti(TQX)E-ITiu'"TZ” oIzl | de donde.resulta

(1.6) en virtud de la definicidn de la norma de una,aplicacidn ...

lineal.

.

Si x = (xl,...,xn) es un vectorudal,espaqiq'fy, la norma eucli-

. - e - . . 2.1/2
diana o mddulo del vector x es el ‘nimero rx%= (xi+ ees *t xn) / .
Si T es una aplicacidn lineal de anenAsi mismo cuya matriz

. n .
en la base candnica de R es (aik), entonces la relacidn y = Tx

{ o T
es equivalente a las écuaciones

n )
y: = LI @, % . L<i<m)
Choo i et dk- Tk e T z

i




L,

y es fac1l probar que ¢d tal caso, |Tx| -|y|<C|x[, donde C repre;

Rt

sentea 1la raiz cuadrada de 1a suma de los cuadrados de todos los'

elementos de la matriz de T.

(1.7) COROLARIO. Toda aplicacidn lineal T de R"” en si mismo es

continua. Si T es invertible, entonces es un homeomorfismo.

En particuiar, si T es invertible, entonces T aplica coﬁjuntos
ablertos €n conjuntos abiertos y conjuntos de clase (G D ‘em “con= -

Juntos de 1la m;sma clase.

2, Imagen: de un . con]unto medlble por una 4Pllcac1on lineal

En esta seccidn estudiaremos la forma en que actia una aplica-
L (] n e * - o . :. - - : » .. Il
cidn lineal T de R" en si mismo sobré un conjunto medible E C 'R™.
Al hablar - de:"la matriz!.de T nos refer’—ecz exclusivamente.a 1la
: AR - R T T
R . n
matriz de T en la base candnica de R.
si (aik) es la matriz de T e y = Tx, la relacidn entre las
" coordenadas’ de-los vectores-x e y se phedé - escribir’en, la forma

de uﬁ\ﬁrodﬁétb matricial

[rs

&

1 B - ali s e -aln

e . M
¢ s b’ "0 L -

. oo L 2 . e.0’e « e woo-

S o - = .
n “n1 *°"" “nmn {
o bien en 1a forma de un sistema de ecuacionés

W eeees
=}
—
l{
]
|
i
[

n
y., = L a. (L<i<n).

~

Necesitaremos cofisiderar tres tipos especiales: de aplicaciones

PO




. 5
. n R . 3
lineales de R" a las cuales llamaremos aplicaciones elémentalesg,

lg i

. ¢
a sdber, .

E""Ta(xi‘,“._..,.xl

‘,i..'l ,Xj;t.,Xn) = (Xi,..,Xj“,'.'t,.xi,\.‘.-,x'n)'

Ty Ry ereskgni ciak ) = Gipresasdigaeinnn) 0 (L F0)

TC(X.i,..,Xi,A..,Xn)' (xl,‘.,xi"' xj’-tl,xn)“ (i # j)

Las matrices qué corresponden a estds aplicaciones ke llaman

matrices elementales.

T F o - g

. PR N -

Es evidente que la inversa de cada aplicacidn elemental es
. . : : -

uné'éplicééian del mismo tipo. Ademés, calculando las matrices

~ L

de estas aplicaciones se verifica fécilﬁenfe;qﬁg det Ta=;i,

b -

det T, = A, det‘ﬂc.f 1.

T . - . e

PR

(1.8) TEOREMA.

NECENF B - L

. . . . . n .
Toda aplicacidn lineal invertible T de R en si
R B o R T 3 v ~ o b . . e R S )
mismo es un producto (finito) de aplicaciones elementales.
I 1 E I A SOl Lk S S S " . IR

Daremos solamente un esbozo de la demostracidn que suele

estuddarse

en los cursos de Aigebfé.tiﬂ;al:
Recofdembé;éhé Eﬁalquier-ﬁéffﬁi.no singuiar‘(aik)_se puede

e - d B eia oL M) R B T 5 ERERRT 1 LT S si s
transformar €n la matriz unltarla'Ih al cabo ‘de ‘un nlimero finito

PR

dé“bpéracidﬁééﬁﬁéhfilé; a ‘'saber,” """
.165 péfﬁutar:dos filés de'lé"hatriz )

- 209) multiplidar una fila ﬁbfluﬁucbéfici;ﬁte no nulo

3°) sumar una fila a otra fila.
k TR HER : . e T N O IETRE de .

Por ctra parte, cualquier operacibén de fila sobre una matriz se
R ¢ T Tl S coeirat L voowImctga ST EB P e

puede realizar multiplicando a izquierda la matriz dada por ;a'




6.

correspondiente matriz elemental. L 2l '

Denotando por A = (a ) la matriz de T, tendremos det A #°0

1’E2""Ek tales
E, )

y por consiguiénte existen hatrices elementales E

que Ey...E,E, A = I, de donde resulta A = (E ,...E

=7t g2t L 3;1 y el tcorema queda demostrado.

2

En adelante, el simbolo |E| se usarad para denotar la medida

de "Lebesgue. . del conjunto: E Cr", ‘ : R R T

(1.9) TEOREMA. Si T es una aplicacidn lineal dé”R en si ﬁzého,k'

7

entonces para cualquler conjunto medlble EC Rna la 1magen

: Tl L GU

T(E) es medlble y ademas, |T(E)| |det T||E| .

Si T es singular, entonces det T = 0 y T(R") es un subespacio

proplo de R, lo cual implica que el conjunto T(E)C T(R®) tiene
medlda nula, y el teorema es' tr1v1al ‘en este caso., Suponlendc,

: 0 T S b oot o ghows RS
pues, que T es invertible, comenzaremos verificandc las afirmacio-
nes del enunciado en el caso particular en gque T es una aplicacidn
elemental, en tanto que E = I es un 1ntervalo de rR"

n ' i
= € .
I >-£?753 Pag< ?ii;bi”_? (1 l 2,..,n)} T

-;La aplicacidn glemental Ta transforma el .intervalo .I an:un..

intervalo de la misma medida, mientras que Tb tran§f9r@§JI en.un ..

intervalo cuyos lados coinciden con los de I, con la excepc1on

de uno solo de ellos que se transforma segin una homotec1a de

razdn |A|, lo que hace que la verlflca01on sea muy facml en el

\

caso de estas aplicaciones. En cuanto a una apllcac1on elemental

delAfiﬁo'Tc estudiaremos,'para fijéfAideas, Ié"apliéaéféh T defini-

ST -
Coa

da pér




?}?1?"3Xn)ﬂF §X1’--axn;1;¥1t;§m),

PR b

de médo..que:si.y gnggﬁentbnces-tendreﬁos y1f=-xi%m;.,th1£xn;1,

Y T Ry FoX 4

La inversa de la aplicacidn T se exprésa entondes por medio
de_%qg.ecuaglones x1='y1=,...; X147 yn-l’j xn:= yn-;yi; de las

que se infiere inmédiatamente que

—. ¢ nn ,. .- . s .
T(I). = {y €R.: ay <Y 2 byssevy a, 4 <Y &bl 4, At ¥y, <y <D o4y, ).

Por consiguieéente, si a,<y,<b,, la seccidn

Y1 T S RN LA
“TCI) ~ = {(y2,...,yn) € R : (yi,y2;..,yn) eT(I) }

es igual al intervalo dgfinido por las desigualdadgs
a,< ¥oS byseens @, 1<y 4<b 4, aty<ygb tyy . Es claro

] N LY WIS A e . . " ek MR . L 4
tambi&n que Xa secplén es vaclia si no sé verifican las desiptalda-

des a, < yifgbi;
Puesto que I es un conjuntoc de clase (Gs) ﬁéﬁﬁay dudd de gue

T(I) es medible, y el Teorema de Fubini nds’fe%mitéfiﬁigﬁiér

su meddda:iv: ©

' Vi b? WJ1 , e L
|T(I)|?h';§§|T(I); | ay, = (by=.a,). by - anfla(bi,ial)-lxl.
1

Puesto que det T é“l'en’ei'éaso;bajo'Eonsidéraciéﬁ,uauéﬁé'&eﬁoétra-
do que .si T és una’ aplicacidn élementél, ;ntonceéuééré?cﬁalquier
intervalo I dé”Rn*seLVerifiéé‘fT(I)l=‘|de{‘T||I|;k ' |

~ Manteniendo®la hipdtesis’de que T sea una apliéacién‘eiemen-

tal, supongamos sucesivamentey -

10'FEC!A N
~ UL REY PASTORG

Dte. DE MATEMATICA

i




8.

1°) E es un conjuntc abierto. Entonces existe una sucesidn

. (Ikatk;l,Q,..;) de intervalos disjuntos cuya unidn ‘es”

E y por consiguiente T(E), que es la unidn de los con-

juntos disjuntos T(Ik)’ tiene, medida

Il = ¥ |r(1 )= |det- 1| § |1 |det T| .|E|.

| =
k=1 k=1 K

2°) E es un conjunto de clase (GG) acotado. Entonces existe

.y una sucesidn degreciente de.conjuntos abiertos acotados

G13 G23 oo G, J... cuya interseccidn e E. Puesto que.

T(E) es la interseccidn de la sucesidn decreciente forma-

da\por los conjuntos &abiertos acotados;T(GP)f sé :;tiene

|TCE)| = 1lim “[T(G, )| -|det T| 1im IG |;'|de£>T |E| .
k> Lo kv i P

.. ' . o

~ 3°) E es un conjunto de cl§§e_ﬂq§}t,Llamando E, a .la:iIntersecs

k
cidén de E con la bola abierta B(0,k) con centro en el sl
origen y radio k, es clarc queglos‘ccnjuntnSyE}*Tbrman
una sucesidn creciente . cuya unidn es E.y.que’ cada  unc

de ellos verifica las condicicnes de la etapa anterior.-

Por consiguiente,

Cyai IT(E)I- lim [T(E )| i=|det T[ 1im |E |—|det Tf|E|

kv 7 k>

u°) E es un conjunto de medlda nula. Entonces:.existe un conjun-

to D de clase ng).ta;yque_ hJ:D; y |D| = :0.:. Puestc gue

S

-»C_I(D) es de medida qulg,'es decin,; T aplica:ecénjuntos de

medida nula en conjuntcs de medida nula.

|T(D)| - |d§t;TL|Dl=‘ Q,.se deduce -que el conjunto T{E)C: '~




‘,4..~.ja.,‘~:q;.{:,§;jg{:'g

R B o e R B

50) E es un conjunto medible arbitrario. Entonces existen un

conjunto D de clase (G ) y un conjunto N de medlda nula,

RS 2 _ LA n : s

tales que E = D N Por lo tanto T(E) = T(D) - T(N) es medlble

y ademés, |T(Ef| |T(D)| *Idet T| [ﬁl |det T||E| Hemos

Sy
verificado las aflrma01ones del tecrema $n el caso partlcular

de que T sea una aplicacidn elemental. Ahora bienj si T es
- fmna:..aplicacidn: lineal ' inviertible de R™ en 51 mismo;'entonées
existen aplicacibnes‘elem&n?alés-Ti;a.i,Tk tales que .

T = TyThees Tk y la propiedad multiplicativa del determinante,

e R K et

juntamente con induccidn sobre k, nos permiten completar fécil

mente la demostrac1on. Q.E.D.

r\.( RAN - -y

A-. 4L .- . P A P R -

© (1.10) COROLARIO® 81 TiR™' > “R™ ' &s tun aplicacidn” ortogonal, enton-

ces para cualquler conjunto medlble ‘E:"C.Rn -la imagen

I+

T(B) es medible y tiene medlda igualia 1z medida de E.

- . . R T T - P
. o . AR R T 4

Ejercicio

. .. N " .- -, i':”:h N i . o - S n-.: e .
Demostrar que si Vyresss Vv SON vec'tores de R, ehtonces el para-

Helepipedo ¢ CTEIAR T mplmirel AL

n
P = {x: x = I t,v (o< t

k2 l)}

tiene medida

- : * v . ..
|P|"= | det ¢ 1| .
v

Plsta. la apllcaxia lineal T-definida por Igti’%”’tn) Sty Vytees

. . n .
ot tnvn transforma el cubo unitario.de R, en el conjunto P,
el R L DA TSI E R B . : 0 ooee T U AT U

: \Ov <
- - b | - ~
- 4 L i I . - i L.t .
- L Sl S
-~ 4. . E R
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'3, Aplicaciones Diferenciales

T

Una>aplicaci6nwf;§2‘+ Rm es diferéﬁciable. en el punto X rR"

si existe una aplicacidn AtR * R" tal que

1im

| £(x-h)-£(x) - Ah|

= 0,

h-+0
. |h|‘ .

La inicazaplicacidn A.que verifica ésta relacidn se llanma

la derivada de. fien x.y.se’denota :pop.Dflx)."

T gity = £(x) poaémés escribir

g

i T7(1<i<m),

= fi(xi,...,xn)

y la matriz de A con respecto a las bases canénicas de R® y

m . .q
R resulta ser la matriz de m filas por n columnas

AﬂaQy

£Y(x) = (—E )= (0, £, (x))7  (1&i<m, 1<'K< n),
1 - —
o "a xk ) e . N

donde Dkfi(X) = afi/a b La matriz f'(x)seil llama matriz jacobiana

k'

de f en x,

W:Bn el caso en que m = n, el nlmero det‘f'(x)-sg ..llama el .

determinante .jacobiano’de f en x y se representa por lag _.-.nota-

ciones usuales

dy 51&1;;..,y5>- LR (F e E) )
9x a(xi""’xn) Jé (xl’if?xn) : i
R e D S . 1. 0 TP ' ;
Las definiciones precedentes mantienen su sentido si el dominio ]
“‘de f es un ddﬁfuntbiébiéffo-U : ﬁnﬂzEn téT’caéB:}déciﬁbslqﬁe f es %
diferenciable en U si es diferenciable encada 5Hhto de Uy decimos |
o a
que f es de clase c™ en U si las derivadas-sparciales D1 ...Dnnfi
existen y son continuas en U siempre que e ta,teest a < m, Por 1lo




- o : : B ' - . (

general trabajaremos con funciones de cl.asevC1
Toda funcidn;de:clase Ci en un:conjunteo abierto U es diferen-
ciable en dichc comjunto.’

Un hecho b&sico es la- llamada regla.de la cadena, la cual

establece dque si £:R® > R® es diferenciablé en el punto x,

y g:Rm?.ARP es Qiferénciable en f(x), entonces }a composicién

g o f es diferenciales en %, y ademds, D(g o £) (x) = Dg(f(x))o DE(x).
“Sean U y V dos cbﬁjUhtoé abiertos deug?. Una aplicacidn biyec-

tiva h:Ur>- V se llama un difeomprfismda,siiés.difergnciable y

si 1a,aplicaci6n,inyersa h‘1:V +-U es también:d;ferengiable,
Mencionemos,; por ltimo, que si f: R > R™ es una apllcac1on
lineal, entonces en cﬁalquler punto X de R® de cumple Df(x) - F,
como se comprueba inmediatamentée a partir: de’ 1a definicisn.
Para mayores detalles, incluyendo las &émogtrac%Pnes"de los
hechos mencionados, recomend;ﬁos consultar'Iéédbra de M. Spivak [7]

cuyas notaciones hemos adoptado.

4.  Férmula del ¢ambio de variables

En esta secc1on resultara muy comodo 1ntrodu01r en el espac1o
n . N . -
R formado por las n-uplas x = (xi,...,x ) de nﬁmeros reales una

norma dlstlnta de la norma euclldlana, a saber,

(1.11) - - %l & -Tomax * |ii| Ty
l<iz<n

Comenzaremos demostrando que si (a ) representa la matrla de

una apllca01on llneal A de R en 31 mlsmo, ntonces la norma de A
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con respecte a la norma (1.11) se:galéula por medio de la férmula

‘ e R n e
(1.12) I al == sup I Ax" 2 max z l aik' .
Bxll=1 . l<i<n k=1

Qo MO

En efecto, si y= Ax , enténces llamando C al Gltimo miembro de

(1.12) tepdremés:

n n
|y, =] = a,. x:|< & fa, | Ixl<c Ixl,
§ g R . - . - 4
_Luego laxl = lyl< clxl y por consiguiente, lall <c. Por otro

lado, si m es un entero comprendido entre 1 y n que verifica

n
PN
k=1

xk = 1 s1i amk

|a_

kan?? C?;Qefinimos un vector x = (Xl""’xn) poniendo;

50, %, = -1 en caso contrario.
Entonces Ixl = 1 y peor lo tanto,

o
Iak >laxl> | £ a

k=1 MK

I la|
x, | = 'z la,| = c.
kb S o

Las desigualdades obtenidé%“permitenrconéluir que lal= ¢,

como queriamos probar.

En todo lo que sigue de esta seccidn, supondremos permanente-

mente que 0, y O, son dos conjuﬁfS?uéﬁiéfbe“&éJ‘ Kniflqﬁé |
h2‘5§'+ 0, es una A§ficaci6nxbiyecfiVa de clase ct con- la-: propie-
dad!dé que'laiaplfbacién_%ineal.j(x) = Dh(x) es invertihle.-en--
cada punto x € 01, lo:tual equivale a afirmar que el determinan-
te jacobiano det j(x) = det h'(x) es distinto de cero en cada
punto de 01. - "

YElritdorelma de la funcidn inversa: afirma que, en -estas ccndi-

ciones,"ai aplicacidn inversa 'h_':‘02 + 0, es tambidn de clase
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C™i T B
=~ R - 0-1. v ~--"‘1 T . -
Para cada punto y e_Oz_pohdnemosulﬁy(y) =Dh “(y) e introduci-
. i of : .

1 (y)

mos"lag'ﬁﬁtacione? J(x) = |[der j(x)| Q“"déi(yj =-Vlide'i:-:;';

Aplicando la regla de la cadena eh la relacidn "t o he id ,

0
: [ O 1
(en general, idA denotard la aplicacibdn idéntica de A en si
mismo) obtenemobs Dh-1(h(x)) o Dh(x) = id n ? de modo que _ ..
'. R LR
si y = h(x), entonces tendremos -l

"Ny) e i(x) = da _ .
: n
R
Tomando determinantes en esta relgé}ﬁni pesulta J°

Lyy a(x)= 1,

siempre que y = h(x).
Ahgra estamos en condiciones de enunciar y probar el teorema

m4s importante de estas notas.

-~

(1.18). TEOREMA (férmula del cambio de variables).
 n§ixf:O.3» R " €% una fuﬁéﬁén'mediblern negativa.sobre 0

2 RN 2°

entonces la composicidn f o h es medible sobre 01,'3 a-
L B 1 B S

demds, '

. -

I f(y) dy = J

f oh (x) J(x) dx.
02 . v 01 . : . : ’ vz

La demostracidn se basa en el siguiente lema. . .. .-

(1.14) LEMA. Si 0 es un cubo de R que verifica 0 C 0

¢

10 enﬁonpes
h(Q)| i‘J J(x) dx.
Q

Puesto-que h(Q) c h(Q), podemos suponer que Q.es compacto,

digamos
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)
]

{x : Ix- x < a2},
0-

- TXLt
o .t 3

E1 E‘?-1.1.13-:;9 X, = (xoi’xoz?‘?” xon) es.el - centro -de-Q, cuyBs

lados tienen longitud igual a 2x. (figura 1).
. Y 3 wom
Q ERY
X
’ ooy - . N S—
FIGURA 1 / T 2
% o
)

= /
En virtud del teorema del valor medio, para aralguier x € Q :
tenemos n ;
- e j
h,(x) - h;(x)) = E D hy(x.) G- x 0 )y . i
k=1 :
donde X, =.x_+-8;(x-x.) , 0< B.< 1 . de;hoao que X, € Q (cada 1
. i:°" o0 1 o i T i

cubo es un conjunto convexo). Luego

) n
Ib;(x) -~ h (=) < z |y hi‘(’ii)l ’ |:xk_j % |

k=1
: X 5 (x.)I
A I lehi(Xi)_| _<_)\4|](xi‘) . <
k=1 . ~
< A max I3j(x)l s es. decir - .ok
. Xe-O .
S
Ih(x) - h(x_dl<a max I3GoOl . =

xE 0
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Esto muestra que h(Q) esti contenido en el cubo Q% formado
] ' . N A
por todos los puntos y que verifican ly- h(xo)ﬂj} max M5¢(x)I ,

e

de donde resulta

|n(e)| <|a*|< (2a)" {max N3¢ 37 es decir
xXe Q

(1.15) [h(Q)]|< 2z {max [3{x)l P le] .
e T ke Q
Paré”éuaiquier éplicacién lineal invertible A dé R® en st

mismo, pongamos

(1.16) ’ ¢ = A o h,

La regla de la dcadena nos di

-1 %5 - L)

jq(ex) = D¢(x) = A7 o0 jlx) ) (""’6 0-1)’_

I

y aplicando (1.15) a la funcidn (1116)-; cén f; éh\lugar—Ae i,
obtenemos

| a™Hn@) < tmax 1871 3Gl P [q|
er. - ‘lia:“.’-’.."-f R T A

y en virtud del teorema (1.9) , resulta

(1.17)  |8(Q)| <'|det ’| {max Ia~lj(x)13® |q
X €Q
para cualquier cubo cerragoq! QFC,91 y cualquier Epl%céciah
élineal invertihle'A:Rn +'i§ﬁ; )
Pongamos ahora ' o . iz{ﬁxAé

M = max "j-l(yfn .
yeh(Q)
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K

.'\

' ol
Puesto que Q es compacto y h es de clase . dadoxo% >0
existe 8 > 0, tal. que 116 Q, v € Q, Hu-v“< 8 1mp]1ca:

I5Cu)=- jC(v)I < €.

R SO G T i
Dividamos el cubo Q en cubos cerrados no rampantes Qi,Q2,..,Qm
de difmetro ménor que cierto nfimero  positivo NS O , si Xy

.t

es el centro del cubo'ngzpongémos Yi* }ka)'(k=wisﬁ,...;m) v

apliquemos (1:17) al cubo Q) con A= j(xk), de manera que

-1 -1, =t Lowees ™ . orsi.
AT = (yk) y por lo tanto, o

|hch)|i Ix) tmax TN dG o | .
R er . =

Denotando por E la aplicacidn idé&nticade de Rn, para cdda
N 5

X € Qk tenemos

1578 (v 3G -1 = 157Ny 3Gl = el

<15t 0 - B s

=137 () {](x) - i0x )} ", <

R L
“j-l(yk)ﬂ . "J(x) - j(x < HE
Por consiguiente,
3~ (yk) j(x)” <115M5 3 (xezgk)ﬁ SRR ey
de donde
S P L a Tag n .- R
TaCQ ) < (1+:8 ) (%) ,I.Qk|_f
Luego,
m ' .
[nc)fz = [nG)l < -

k=1 T {




sl - B Rt
< (P ue)® x g o],
= .5 e :

y haciendo n + 04 obteneéemos

R S

|n(Q)| < (1+ #&X j J(x) dxi
T -4

Puesto que & es arbitrario, el lema - queda demostradoi
Obsé&rvese .que puesto gque h es ﬁn homeomorfismo | la ima-
genmpoyggégfﬁsga;guigr cqnjuntQ_&e clase (G§) contenido en 0,
es ﬁ; conﬁﬁnto dg clasg EQS) conggnidp'gp 92. Por esta razdn la

imagen h(Q) es medible aunque Q no sea cerrado, pues cada

cubo es un conjunto de clase (Gg).

(1.15) LEMA. Si EC 0, es un conjunto medible, entonces h(E)

Ti7 Tes me‘dible s, Y. adem&é .

Ih(e)| < J J(x) ax.
E Lo

La demostracifn de este lema se realiza por etapase Suponga-

Lo [ -
o e F

mos sucesivamente:

1°) E es abierto. Entonces existe:una sucesidn. de cubos

disjuntos Q (k=1,2,...) tales que

E = U Q R 6 C 0. = -
k=1 X k 1
-7 Por consiguiente,
- k=1 o . k=1 :. veo b -

%k .

= J J(x) dx.
- E - -
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2°)E es un conjunto de clase (GG) abqtado_ y atdistancia

positiva del complemento de 0,

dist (E,Oi ) = §>0

[

Sean U y K, respectivamente, los conjuntosA de puntos x

definidos .por las relaciones.

dist (x,E)< s » dist (xyE)i< J .
2. 2

Luego, EC uC KC 01 y existe una sucesidn de conjunfé%'

abiertos G;(ifl,2,...) que verifican

UD 6,0 G, Deuue E = A G,
1 2 S 1 . °
. S i=1 : - &

Por consiguiente

R

n(K)> h(6,) D h(6,) D... , h(E) = N h(G.), y en vir-
A Y

tud de la etapa anterior,

Ih(Gi)Ii { J(x) ax.

. G..
. . : * 1. X .
Puesto que K es compacto, podemos pasar al limite hacien-

do i #+» , con lo cual resulta

h(E)| = 1im [nCE) < 2in [ a0x). ax

-+ i ., .
: "'E'\f.—-'

1

= J J(x) dx

E
3°) E es un conjunto de clase (GG)' Qonsideremq§”;§ suce-

i
cidn de conjuntos i

E. = {x€ E: |x|< k , dist (x,0° ) > L }
k . 1 .
Cada Ek es un conjunto de clase (GG) acotade y situado

Rt

R N N

1

E
3
1
E
3
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a distaneia positiva del complemento de O0,. Ademis,

. ©
E1C EQC 'YX} . E = k—J E

k=1 ©

LU,

y en virtud de la etapa precedente,

|h(Bk)|5 j LJ(x) | ax.

Ex
Luego, _
[n¢E)| = 1im lh(Ek)lg,iim ~£ Jx) dx =
k> Koo
: Lk
f J(x) dx.
. .. E . ‘x‘i: ;L e S g LT . - TRt
E és un conjunto dé medida -nula. Ehtonces exigte un
conjunto D de clase (dé)’ tal qide EHC D'C”O1 |Dr570:
de donde I U R S Bt }

|a(p)| < I J(x) dx = 0 .o
L :

Pgegthque'hQE)_ckhQQ),ﬂvemqs,gpgu h(E) es un cenjun-
to de medida nula. .
Hemos demostrado que h apllca cada subcon]unto de medl-

da nula de O1 en un: subcon]unto denedlda nula de 02

E es un conjunto medible arbitrario contenido en Ol'
Entonces existe _unﬁconjgn;o_p<?hc;§§ej (EGJ y un

conjunto N de medidqrnula, tales que Effb-N. Luego

~-h(E) = h(D) - h(N)Eés medible por-i ser la diferencia

entre un conjunto de{ﬁclase-(GG)yfunAconjuntb de medi-

da nula. ‘Ademdsy

Cne)] = [mD)]< f J(x) ax =. f Ax) ax
. o Do Yo R
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.y el lema queda demostrado.

- y . . pm e ey

SN
M LI

La primera consecuencia de (1.15) s es que si f:Q2 - R

es medible, entonces f o h es medible'sobre 0 En efecto,

1'
si B es un conjunto boreliano de la recta real, entonces

~ ’

-l(f-l(B)) es uﬁvsubcdnjuntg :mééﬁsle de

(£ o h)"2(B) = n

01, pues h_l verifica con respecto a O2 las mismaes propie-
dades que verifica ﬁ“cdn-ﬁeSpéét&Jé 0, v éﬁf‘conéécuencia, nt
aplicé cada subconjunto medible de 02 en un subconjunto medi~
ble de 0. o T

Vamos a,probar.—';qtujegs;—i.f:-g__.22 +r:R es una fggéi:n,m%dible-no
neg§tiva, entonces . . T L i E

soek
(l.lS)J fly) dy < J f(h(x)) J(x) dx.:
0, 0, : :

Si f= Xy es la funcidn caracteristica de un conjunto medible

M C 0,, poniendo E = h~1(M) tendremos

3 PR - . Poed ] - R

Y I xp(x) 3(x) dx = [XM (h(x)) 36x) ax.
L. 0 e K T e e Lo
1 %1

P6r ‘I'a linealidad de la integral, la desigualdad ébtenida se
extiende -al caso énique:f‘es una funcidn simple no'negativa ;

y en el caso general, existe una sucesidn crecierite: de funciones
\

~

simples no negativas que converge puntualmente a f y la desigual-
= L FE0 SRy AT i{dy-

dad (1.16) resulta pagando al 1imite, en virtud del teorema de
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Beppo=-Levi, . Ch e rer e e e o . ) s

---8% ahora aplicamés (1.16) a.la. funcidn g{x) = £(h(x)) &(x).. .

sobre el conjunto.0,, con hi%peh lugar de h, :obtenemos.

’ f g(x) ax < j g ly)y iy ay = ’
01 02 EN i —-— e R K -
_ -1 -1 i
= £f(y) J(h “(y)) J “(y) dy=
0 T L X
2 e e e L A
- : - “02 - S L Vi . . oL : [ W MEcaie 3
El teorema (1.13) queda asi completamente demostrado.
si £:0, » R es una funcidn medible con valores dé distin-

. . . .. + - . .
to signo, recurriendo a la descomposicidn f= f - £ de la funcidn
f como diferencia de dos funciones medibles no negativas, obte-

nemos el siguiente corolario:

(1.17) COROLARIO, La funcidén medible f(y) es integrahle sobre

0, si y s8lo si f o h(x)J(x) es integrabla ~sobre 0,0, ¥

en tai:caso, B
vij{xﬁgy)ﬂdYai;‘IQT 3f”o.h(x)}J(x):@$x- B L
{¢ 02 R A 01 :"\. B .

P . - e .l
Recordando que J(x) = |31—| » la filtima fdrmula se puede
i SR el i . iy e - .. .. P - P

.3 ol - N S A axA . em FERCE PR . - ‘ N
escribir en la forma més sugestiva.

[ fly) dy = J £f(h(x)) |31—| dx
‘02 O1 ~9x
enr notoria analogia con la férmula del cambio de variables para

funciones definidas sobre un intervalo de la -recta, de la cual




22.

la fdérmula que hemos demostrado representa una ﬁuy:amplié‘ééhéra—

lizacidn -(obsérvése, en particular, &dé‘én nihgﬁﬁﬁ'homéﬁig'ﬁemos
supuesto qué los cdonjuntos 0y 02"séén ddotados). La demostra-
cidn que acabamos de exponer, hasqda\_@n\el.7 lgmq'(l.lu)~§e

(fy)™ diw

debe a Jacob Schwartz [4]

5. Coordenadas polares en R'.

Las férmulas que relacionan las coordenadas cartesianas de

un punto x = (x ,x2) del plano R? con sus correspondientes coorde-

s
nadas polares r y 6 son: .
(1.18) - x1 = r cos 8 o x2 £ 'sen 6

donde r >0, 0< 6 < 2m . Los nfimeros r y 6 estdn univocamente

determinados dentro de sus respectivos intervalos por las relacio-

" nes : TR : Lo
—_— R E *41= oL -'“'x:
_ v 2 2 I A 2
r= Xi + X2 R cos 6 - = s Sen 0 - _:_
r - »

Las ecuaciones (1.18) " definen una aplicadiédn Bi?éctiva del

producto decartesiano .o "franja" (0, =) x[0,27] (figura 2) sobre

-~

el conjﬁntd R2— {0} que consiste de-todo el pléno menos el

origen de coordenadas.




wv.2n
..‘ ".‘ ‘ !
€ - (1, €)
0 B i N
r 7
FIGURA 2

Para tener una cofrespondencia biyéctiva entre conjuntos

abiertos habria que eliminar de dicha franija 1la semirrecta 8 =

lo ¢ual” equivale a eliminar del plano R? ne sdlo el origen

sino toda " la semirrecta’ x4 >0, x,= 0. Los eonjuntos eliminados

tienen medida plana nula y por &ste motivo no tiemen ninguna

influehcia en el valor de las integralés con respecto a la

hédiﬁ&“ﬁé*Lebesguéﬂeﬁ &l" plano, de manera qué incliirlos o no

- . ~
;ofreieeooy -

es irrelevante desde ese punto de vista, “FFTTC

Como es fdecil de verificar, eltﬁaCObiahque}la aplicacidn

(1.18) tiene el valor ao FTE BEELE I ;
3 (X1 2 X2 ).-_1. ?= R - B R ¢
3(r,0) . - . :

S ¢

Para ilustrar todo lo dicho, es bueno:analizar el conocido

ejemplo de la funcidn

PO

-(xi+ x%)
f(xi,x2) = e S

cuya integral sobre el cuadrante ‘xlg“q; 3x2>0, de acuerdo con

el teorema de Fubini y el teorema, (1.13);es
: 5 &

( _x2 ® —X2 ’ N
J dx, e ! J e 2 ax..-= "

0 0 N

0,
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-r . » dr de =

il
(¢4

LA

it
S
=
! ~
} N
(a7
(<o)
|
—
8
0]
L ]
N
®
H
[a 7]
H
"

de donde resulta

£

Es convenientpkqué gl lector . ubique eh un. diagrama .los con-

juntos"pi y 02 %ge corresponden en este ejemplo a. los. de igual
dedomln;ci9? en ei teorema, 1. 13). ;‘-? e

o o1 E'SP_?;’,.I-.“’ S coordenadas de un punto, x=(xy,X,,%y)- se:
expresaﬁ"en fun01on de sus coordenadas _polares &»ei,e ) (figura-3).

-... : - ¢

por medio de las férmulas o o s e

i

J %2050 F:209%: 0% L e -

»
"

(1.19) r sen 8, cos 6, N T

>
]

r sen 61 senAe2 i

donde »> 0, 0<61< T 5 0x 92< 2r .

A
-3
H
5
Ed
2
3
3
1
3
R
ki
Bl
b
b

(&>
N

. ',:J"' i~y
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N3tese que, tambiZn en este&casd;’losfﬁﬁmeros r, 61 y 62

e$tén univocamente determinados; dentre de sus respectivos inter-

valos, por medio -de las férmﬁraé r = x% +x§ + xg s

cos 8, = x4/, cos: 8, = x,/r sen- B, s'sen 0, = x4 /r sen ‘6, ,
: para -lo cual es indispensable gque s¢€ $grifique » sen 6, £ 0,

A}

Las ecuaciones (1.19) definen ufid aplicacidn biyectiva del

“"ppisma" P = (0,*) x (0,1) x [0,27) que hemos representado en

2 3

la figura 4 sobre el espdcio R menok la recta. x,= x, = 0,

- "FIGURA 4 . ‘ :

Los ejemplos anteriores . nos irducen a considerat en' el espa-

cio R" 1a aplicﬁhién{definida por las eecuaciones

" BIBLIOTEGA .
“TULIO <EY PASTORa

Pte, DE MATEMATIOA




T = nEeeosii B B E e . e
. 1 : ceo L il 23T
: = r fU-san oLl oS B vvmn v vsa.
.= ¢ ' semlua® senm -8, . :cO o
S ngt_qq§ Qg 5
S T !
-,‘\ . - . B
(1.20) e o % I ) e« s 8] :\‘A -
B . - Jo

r . r Ben ~iBf sweirgsengbo 5 co8
~ 5 ir ~ N f" - . . - = {
. x‘ = T - .-!' . - Y = - - *
Ny . n r sen 91 \ . gen‘B Losen 6 i1
‘ P . e { ) “ T
> - - .
r >0, 5 U<91<~ B sy 0.< en._ 2 < M. 0% e‘n“‘l.<., ;':QTT;. o

Por 1nducc10n sobre n demostraremos qué :

e

10) ios hﬁﬁerds r, 91’;"’6n‘1 estén un%vocamebfe determi-
-, = !
I .

dos dentro de sus bespecfivos interﬁalosgw
2°) r2= x2

L ' 2. i N
1 +-eea it X3 : /;
3°) el determinante jacobiano J de la aéllcacion (1.20) tiene
; ; !
i

el valor § ; ‘ ;
i ; i B
a(ﬁ;.’x2""‘xn)_§4 n-1 n-2 © n-3.
“J= -2 . p_..2 . sen___ 8,6 sen 6,... sen 8
N CT — e - 72 n-2
B(r Si,...,e )c i

-1

La vebtdad de estas aflrma01ones ha 51d0\c0mprobada en

e st —
A ——t e e i

el caso n=2. Para demostrarlas en general;\pbservemcs
A,

Y
que la aplicacidn (1.20) es la composicidn dé\;as aplica-

ciones

1]
s
0
(o]
V1]
w©

xl = X1 L Xi 1

.~‘€:x2.—: ri 00862 . e . r1 = r I-Se'n 91
Xy = ry sen 6, cos QS . L anfe2‘f o .
X = v, sen 8.,... sen 6 -
n 1 2 n-1 ®n-1%%01
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de las cuales.la prlmera es esencialmente la: ~:mistha aplicaeisn

(1,20) en el espacio R l:ya que la coordenada iiVAueda fija, en

tanto que 1a'éegunda'pepresepta_una.qg;iqacﬁﬁn esencialmente "o’

id8dntica a (1.18) que corresponde. a la introduecisn de coordena-

das poldres en el planoi

$i suponemos que nuestras afirmaciones se verificah en el es-

pacio gE-1 . éﬁ%dﬁées“fén&remos}'duuu o B PR g
(a) las-coérdenadas del punts (xg;;..,xn) é kn-l determinan
univocamente a los ﬁﬁﬁérbs'“ri;e- ,‘..6 ned tales que _ﬁiSﬁq;'_f
. s, 7 SV NN R
0<62<n seias 0% en_2<n, oien-1< 27 y ademas, #i =%5 +Ta.{“f gh;i‘ﬁ
Eis i - : T

(b) el punto (x,,r,) determina unﬁvacamen{e a los nfimero$s

ry 1 que verlflcan r.>0. y 0<0,%7 , puestry>0. Ademas f2fki4hn
2 _ 27 2 2
+ P1 = Xi + X2+ ees ¥t Xn.

Gc) en V1rtud de 1a regla de la cadena yla hipétesis 1nduct1va,
3(x1,x2,x3,...,x ) B(xl,rl, 2,...,6 )

Jd = ' T~ l
ramie a(xiarisezsnn- ,9n 1‘) " alr, G 52,-;. s en___l)‘ -
B 5‘ e L IR
] B(XQ,XS,...,X ) . a(xi,rl) _ .

3(”1’92"°"en ) 3(r,0,)

. _l - M 1 -‘;; “ s - - :':
n-2 n-3 ST | n-i—” n-2 n-3
= = e s e ..
r, ” sen 8,++a5eD en—QfP“L rsen © ysen. Paus
(e Ly elIosay T T AT T T
ses SEN en_z. . 3

Observacidn: Si se aceptan como posibles los :valores extremos

0 y mpara las coordenadas polares r,ei,...,e las férmulas

-0

id : N
(1,20) definen una aplicacifn (no ipyﬁgtiya)cuya {qagepq%§:¢quaR
Lor - R . T L
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La démostracidn de esta aflrma 8n' 'se realiza por’' el mismo
. - - R G R

camino inductivo.

Para obtener una aplicacidn inyectiva hemos  restrihgido

I I L

esta funcidn mis amplia 8l conjunto donde se verifica’

p}
;
i

¥ sen. 61 '.. ’ Sen en-z # o’ . - . een gy e -l

- M S

L] [ . n 3 . .
lo que equivale a excluir del espacio R un conjunto que es unidn_
finita de subesbacios de dimensidn < n-2, como se cofiprueba.

.y

por una 51mple 1nspecc1on a las eCuaciones (1.20), P,

Por 31mp11c1dad notac ig al es muy convenlente escriblr 1a ..
R Uasne 7. 7743

f . e g

Y

transformacidn (1.20) en la forma

S . ' fix%_—;?’I‘,&ﬁiTl; Dot '..“:'

doﬁhé*;*es 1a norma éweclidiZna o mdduls del :vécfé;;ﬁ;wenjfan%oh -
que B TR i T
x' = (cos 61, sen 0, ?08.623 see ?e?”?% ,..ée?_e _1) §
és u# vectof de médﬁ;o 13;;%‘é.unéij:;}Zi:;::li:l: I;A; i
El pu?to .Q;,gei,;.,,x ; al que, llamaremes* el argumento §
del vect;r %, varia en el 1?tervalo L C r" l?defigido por las 5
relaciones “f‘it:ft - m:“*m”““;f;;:?f i
0 <B,<T 4 see 0< & : % T, ”'dihen_l.<r2n-. j

1

. eyl ’ (4 s
« . 2. eI Tl

El determinante jacobiano

J dé.ia transformacidn (1.20) se

« oo

mis concisa.

pml it st ot il ] e ol

puede escribir en la forma

s T S n- j: e 1 - 5 e AR - _;—;::. - i,-,_ .
J=r g(o) A
. N IR 3 ) g s v oo .

2 L Y B B T T R T St
g(ei’l..,en l e

mn -
~~ 1
@
S

|

7
Bl o St o et 4 G e o
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Denotando por R+ el conjunto de ;63 nﬁmeros‘reales no nega-~
-z LT \ : 0 .

tivos, la integral dé una funcidn ﬁediblé nocnegativa £:R™ R

se calcula entonces del modo 51guzente'

BN W S Rt

1}

(1.21) J o E(x) ax I £(prx' )"t g(8) dr do =
o n R g X L .

0

La funcidn f(x) se llama una funciénr radial si existe una
Y
funcibn f_:R_ + R, tal que f(x) = £ (|x| )= £ (r).

En 1" caso partlcular de una func1on rad1a1 la ﬁltlma for-

-

mula nos di T o

[ £(x) dx = C f' £ () rn—l_'dr,
n Bl ©. e

(1,22) - - =9 RY LU <
donde. et o Lot T -

Para calcéular‘el valor de la constante c, consideéremos el

: Soensini 854
caso de la func:cn .radial - Lo e . : LA
- —(X1 +...+ X ) ) f_rz'.f : R F o3
£(x) = e | =e”7
[

cuya integral a§3calcula“f&ciLméhte por el teorema de Pubini:

k

B - (7 82 ® ._r2 ey mrireb i rres
J Fl3) dx = g3 = J' - k dx i c J v e: g _-I;n- h i dp =
" n = 1 n -

R k

= J dr »°"1 J f(rx') g(e) do . Comeasds
L

o TN syey el
- . LT . : I o PR R N (‘ gt d HRE
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T @ RIEETTRN .
Cn n/2-1 ;t :
. .;= i— t E e " dt ’ ~
h 2 0 T
: : e o wslr2 >-
en virtud del cambio de wvariable 1 =t .

Recordando la definicién de la.funeidn gama:

B T Ty 1 K - PR T |
(1.23) r(p) = J P e ar (p> 0),
0 .
obtenemos . LT S
2 7 n/2
(1.24) e = S
- . TmIMe IF _“_’__"-_'____"_j-:_i_ ___P(ﬂ.{—}% [P . - b R
Ll oy . = 4T RS SR . E

En el tercer capitulo demostraremos que esta constante _repre-

: F i T A vaernh i CoRT
n-1
senta el drea de -la superf1c1e esferlca unitaria S 7, formada
por todos los puntos X ~que verlflcan |x| 1.

i .
Para flnallzar, haremos dos observac1ones &cerca de la. ., .°

funcidn r(pi definida pof la integral (1.23), En primer lugar
veamos por dué ella es finita si p> y sd8lo en este casol

Puesto que el integrando es(ﬁésﬁxivé, tendremos
@© -
[ 7 eTF gx =
A3 00 L :T:j E

La integral I, es finita cualquiera’ que ~ sea %I valor de .

En cuanto a I,, las relaciones ‘obvias S
et WPt xPTL L eTF < mPTRL o (0% E R £ I
< 3 T
muestran que- I1 es’ flnlta si y solos si xp es integrable

sobre (0,1) y esto ocurre si y sélo si p> 0.
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La seguhda obseprvacibdn, que puede saltearse sin perjuicio

en una primera lectura de estas,dotas; estd contenida en el
PP g W T I Et wg, o T T ’ o
S < - i D N . H

siguiente lemat

(1.25) LEMA; Si a es un nimero real cualquiera, entonces para

N B
A

p += se cutiple

lts )giNy pZi R ) SLUE
tip+a) SR

en el sehtido de que el dociente entre las dos expresiohes sepa-

radas por el "ganchito! tlende a dno cdando Lpﬁwwii.

Suponlendo prlmero Nque @ >l, en V1rtud del ej% %icig 8 di.

flnal de este capitulo, fendremos o s

SIS

.L = l P i - .m . - .
Lip) r€a) .. "f-ﬂf61=xxai ~o@dax s [ IR LIL L, A
r 0 0
(p+a) Lo TR - R s Leamo F

n
(o

1
<
N

Por un lado , J = (a) p—a. En cuanto a J,, las desigual-

dades

1 -e <t (t>50), 1-e"F >t t2/2 (0< t< 1)

muestran que el integrando de J, es positivo y ademis,
- 1 o
J, = J {ta-l— (1-e"%)2713 Pt - f + J <
2 —
0 0 1
1 ©
b [ f1-(1- /20371y @1 7P g 'J © 837 P aee
0 _ 1
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o .

donde K es un nfimero mayor que uno e

K T'(a) p-afl

32,

. . ! \
Lo .

iﬁﬂﬁﬁén&iente de p. Hemos

(oAt

usado el hécho de que la funéidn continua

1-(1-t/2)3"1
.

tiene un 1%mite finito cuando t+ 0 y

Para los dem8s valores de a, el lema sigue

la:fdrmula T(p+l) = pF(p) cuya demsstracidn sé pide

n

B + o
P R S S SR S
(b<t<l1)

te es

p05 consiguie acotada.

-~ .,

et - -

ficilmente de
(31 Lt
s )1 LT

en el

ST

ejercicio 9 al final del presente capitulo.

i
3 -
- H . -
- i . 4 i . S R =
. N : . :
) - T | L
1 -
B }
.
- e :
A I {0} . -
[ - - : -
L De
Ll
—_ Lo . . b
Y - . [ 2 2
- i =
. . - T I o * Hs
bt ey 1= R
19 i Y
1 - N -5 ..
Yy L. J ¢ 1: ' - s
. i + o ;
H
— : ~
4
r_ . .
s - - [ - L
nr -k T
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2.

3.

u.

5.

6.

33.

Ejercicios

Probar que I'.(1/2).=‘/ W..Pista- 1ntroduc1r el camblo dé va-
;\_ P 2 : - _‘_"' s [ R .j Tt . - - . : .‘T‘ o :_.

rlable X E 7,

T N
Demostrar la férmula J' £(x) & = J Tar et ftft}g')g(e)de.

xl< a l, . N

Para qué valores reales de p es ]k|P integrable sobre 1a

bola unitaria | x|< 1 2

Demuestre que si A es una matriz simétrica y Q(x)=x Atx, donde

t o i . '
x denota el vector tranSpuesto de X, entonces la funcidn

exp'(ﬁg(x}J es: integrable sobre RPsi y s8lo si todos .los

autovalores de A son positivosj y en tal caso,
1Tn/2

I exp(-Q(x)) dx 5 ——

J

— e o {

V'det A
Pista: introducir un cambio de varlables x =yU, donde U es

. W - l -y . . o
unatmaRPLZ‘prtpgpnél, tal que UAU es una matriz diagonal.
(W . - " -l 7 . A ; - ' o H Sl y B4 5 . C .

Demostrar que la integral biparamétrica -

ST orks et ol : 9 vy
’ [N NS ] - - - LT P : T
B(p,q) = [ kP~ (1-x)371 ik

0 .. oy wiade T o

tieme ‘un ‘valer finitio.isi p >0:.y g> 0.y wverifica,.B(p,q)=

= B(q,p). La funcidn B(p,q) se llama Funci®n Beta, . . .

Demostrar que la int gral blparamétrlca
=k A 3%1 5 S

1

1

jsi P71, |log x|q dx |
: o

3.

TN P SN " e - T . e
R I SR £1oeto. : i
PR S S I W AN \\I £t o : o f

es finita si p> 0 y q> 0 y expresar su valor en términos

'\

de la funcidn gama. Pista: introducir el cambio de variable x=e

ﬂ
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' d@d (1a func1on medlble f R

el teorema de Fublnl. ' ey

c e T - \

3,

Demostrar que la convolucian de dos densidades
F\' ,.Lw.'v S '
e d R

es una densi-

se llama _una densidad si

su 1ntegral sobre todo el espac1o es 1gua1 a uno). Pista: usar
P ‘ o f.f- S

[

Para cada p >0 considérese sobgeﬂR.la,densiq§d
- i R SN

r(p)

<1 %_# o (x 3,0).

e BT

L

) -

£ % £ 408
Fpra 7

SR a0 SN

obtener com&® "subproducto! la 1mportantlslma relacxon

Dempstrar que . ®i p >0 y q =0, enitonces

r(p) r(gd . i~

(p >0,

q >0).

s

Blp,q) = —
r'{p+q)
Pista® - ,
»” x
LELE F)(XR) -y dy = £ £ ay .
(Tp fq)(x) _mfp(x y) fq(y) dy (x y) (y) y

Reemplazar el integrando por su valor-e 1ntroduc1r el cambio

de variable y = xt,.
9. Demostrar la;relacidn

de Beppo-Levi,

T(p+l) = J <P &7F ax =
0

Integrar por partes la
S s .

-

0
v G4 -

\ a9

T(p+l) =

A
lim

g+ 0,A+m

I . xp e-x dx.
€ :

iltima integral y calcular el

S

pr(p).Pista: por el tedrema

oL
;"\""1'

limite.

gt
s
=
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10, Probar las férmulas: (nfl)Asn} {n=0,1,2,.7.)y 2. .
(2k+l)/2)= 10315300-(2]("‘1) ,/; - Qk_)_ /1? (k:l’Q,,.)

2k "¥22kk! - ‘

11, Expresar el valor de la integraljl /1-x° dx en términos

0
de la funcidn gama. Pista:x3=t.

12, Expresar en t&rminos de 1la funcidn_gama el valor de 1la

integral
wecereomaly ak. ' rn’l
dr  (n entero _positivo)
0 (1ep2) (w72 “
Pista: introducir el cambio de variables 'p =v & (0<x<1) ¥y
1-x

calcular con un poco de paciencia.

13. Usar el resultado del ejercicio precedente para calcular la
g X ee s . ° T . D R e - PN .

o

in%egrai“sobre el espacio rR" de la funcidn radial

. e e = . PPN S I
SIS . s . . .- .

-~ 1 - - - . - T oa gl e
— - (n entero positivo).

1+ |x|?)mr1)/2

O

14, S8i f(x) es una funcidn integrable sobre R" y a un nfimero

P R A S CHN L, SLOUE S (AP R S :
real distinto de cero, Jf(a x) dx = |a|™" J'f(x) dx . _

e

(o} SR IR A BT
15, Sea A C R" un.qquuntﬂmbareliana-COn-laﬁsiguienfé~propiedad:

para cada v € rR® con_|v|=,1,ﬂel”pgpjunto .Av={'t6355PV € A}
S el gk FE S S S ST RIS ] - oo

es de medida nula. Probar que A es de medida nula...-:i:i ..

Pista: usar la férmula (1.21) y el teorema de Fubini para

cambiar el orden de integracidn.

16, Si M es un conjunto convexo en Rn, probar que la frontera de

M tiene medida nula y que M es medible.




17.

18,

19.

20,

364

=
L -

; & o - -
Vg Foar: Dol s R :_;_x;nﬁ-;—~

Introduciendo” eI camblo de vériabie x =°$6A°t en'la iﬁtéEﬁél

del ejerc1c1o 5 desztrar la féhmhlq.

. + . RN -
P P Sy
.__ . Ve [ e = TN [ ]

n/2 . G o
J sen2p"l t dos2q lt dt = L B(b,q) (p> 0, q >0),
SV o0 N : e

y en particular, R LT B T £

,?;'.J:"n .}’\Ser;nx dx-;’ /—.hkr((ib‘tl)lﬂ) (n 0, 0% 2,..")" N St
0 F(€h+2)/2) CetenT il

La ﬁltima relaciﬁn del éjercicio préeéden{e bermi{e demostrar

Py o
Ed —— e s ———

la 1nteresante FORMULA DE WALLIS' '

SR '”;Vﬁhé'Iimi’?(kL%?v2zk B T SR SR

ke 2k XV -k~ - v 5 - e vr o ooane

-~;:r','“';f - LT A B Y G - - i ' ' = T e

Pista: expresar las 1ntegrales de 1as fun01ones sen2k lx y

e - _:; : " ~

senzkx sobre el 1ntervalo (0 ﬂ) efectuar el coclente entre
ambas y ‘hacer k-w - usando;elmlemaA(&n254—pa§a-demostrar que

el cociente de las 1ntegrales tlende a ‘uno,

-,

-‘f-:'r: . H .- ;_1';'1‘::;- . X R

Si p: R® R es un pollnomlo -0 una; fun01ona analitlca- no

o h “f{ :'_",)'E R A o Tt

constante, entonces para todo ¢ ‘R,el conjunto P 1(c)

‘fiene mé&dida nula.(Sugerenciasr e¢jercicie~I5),

* H
T T T S|

. ST R M N .» EEEEY PEES ROUE Y EN A R ST ; .- . A S
Sea A:R" » R" una transformacidn lineal adtoad]unta definida

positiva. Calcular la medlda del n- e11p301de ‘

TR LT 0V g ixmd® v ew o atalet
{x < AX, AX < l }o
“ . . -
T S RS CO Y SEr saudaar
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" CAPITULO 1II

LA INTEGRAL SOBRE UNA HIPERSUPERFICIE ..

Pand

1;JHipé%éﬁperficig
i Si Ulgg"ﬁﬁ;3653~ﬁ%b abiert§ @g.BT y ¢:0 #HR?, escribire-

“mos. ¢ = (¢i;.1,¢55.y denotarépOS por u = (ui,‘.,um)un punfq
cualquiera de U.

(2.1) DEFINICION. La aplicacifn inyectiva ¢:U:+RK se llama una
inmersidn si es de clase c” y si la matriz jacobiana . ;-

’ 3¢1

e )

3¢, gul\u ..apm- : R

.0 e et(u) =(= l‘)' _ S N e | | . | .“

.- au . B T s R o RS

— —

. aul_ LE ‘. a.un_ J o .. S .

tiene rango igual a m en cada punto de U.

En el caso particular en que se verifique m=n-1, escribi-
PEMOS - + v 4 ;- ° : . ‘

. a(‘p ,'oo,“c,cno,‘;) - - e
)

n-.l . N “

i i Jk (U\) 1D

3‘(u1 s u2 ,‘...6”0 ,u

para indicar el determinante de la matriz cuadrada que se obtiene

eliminando la k-&sima fila de «¢'(u),

si A C Rﬂ,y ¢£A - Rn, diremos que ¢ es de clase Ck

. . . m
sl para cada a € A existe un entorno abierto U de a en Ry

una aplicacidn f:U + R" de clase Ck, tal qué f

un a = ¥lun a°




o

) v 38.
(Vér A,3.7. para una definicidn equivalente).

(2.2) DEFINICION. Un conjinto no vacio H C R”, provisto de la

ie si para cade

S N RS s . B oy : -
p H existen conjuntos abiertos SC H con p € S yU C g1

topologia inducida, se llama una hipersuperfid

y una inmersidn ' ¢:U + R, tales que o P
1°) ¢(U) = s
“if 20) 4: U+ S es un homeomorfismo. !

'3

D R o S I S S . RS ’ ' N m
El par (U,¥) se denomina una carta local o sistema de coordena-

s 7.

das de H alrededor del punto- p.

N : - B PR ) I R .
(2.3) TEOREMA., Un conjunto no vacio HciR?, provisto de la topo-

logia inducida, es una Hipérsuperfiede si y 's8lo si para

cada pe H existen édnjﬁnfo§* abiertps 2y e* de R" con

p € @y un difeomorfismo dé clase C

B

£f:0+0%, tal que

2 NH ={x e @ :f (x) =0} ., -

r e

doride fn es la filtima compdénente del vector £ = (fi,...,fn)L

Demostracidn Saéﬁﬁiﬁﬁéﬂjﬁipenéﬁpérificé“y sea (U,¢)

4 .
I H

...... PR

una carta local alrededor dei“ﬁﬁhto o) = 4(z) ( figura 5)

. N ————ee

[
et :

e T .. . .H

— aos - A G A
- /
t/'
. . AN i ,/-",‘: : <

i ’ K i "/- -

Pl =

o * e

S FIGURA 5
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Puésto qué ¥'(z) tiene rango igual a n=l, existe un entero k,

1< k& n, tal que ° jk(zf“¥ 0. Considerembs la aplicacién'

g:U x R -+ R® ‘definida por
glu,t) = ¢(u) + tey s

donde &, = (0,000,051,0,0.,0) coh el uno en la k-&sima coordena-=

da. Luego,
g(u,0) = (u), g(z,0) = p,
det g'(z,0) = (~1)7%K 3,(z) # 0.

Por .el teorema de la aplicacidn inversa,existen un

- Y

entorno abierte U_1 C U del punto z;un=nﬁmero €>0 y un entor-

‘no abierto A de P en Rn, tales que
g:U, x ('-e,el, > . A 'fcizi"ﬁ

P ey : - © DA -1
es un difeomorfismo de clase . C  .con funcidn inversa: f=g ~. Por

ser ¢ un homeaqmorfismo, %{Ul),gg un gonjunto ‘abierto .de S= ¢(U).

Luego, existe un abierto B er:Rn,.;al~,qud“:¢kU1) = BN H, Si

ahora ponemos Q= AN B, QO% = £(Q) ,se comprueba :fdcilmente ©
qee p € Q@ y . s o o e aude o i

QN H=ANOB H = {x €q: fn(x) =0 },

Escribiendo-f = (£f,,:v:f 1) se tiéne ademds que

1 = f|.
HicTn): SRR ) 8

o=l e A . ) SR 2 T s i
y en consécuencia ¢ ~:5<>:U es de ' clase C , pues una vez fijada

la carta local (U,¢) niestrés rdzonamientos se “aplican a cualquier
puntoc pe S.
B8IBLIOTEGA

" HEY PASTORS
IUx‘Sionf MATEMATIEA
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Reciprocament65“supongamoglqueﬁpara cada existe

P € ,H

. _. . - . - ,‘ ,‘J e
De los corolarlos que 51guen, el pleero no hace mas

[N

. . ; o I
gque destacar una conclusidn obtenida en el cursc de la demostra-

cidn precedente. +

(2.4) COROLARIC.Si’ (U,

= q_

cie H con § ¢(U), entonces :S » U es de clase C~ .

(2.5) COROLARIO. Sea H una hipersuperficie ¥y (Ui,¢§§(i=l,2)

dos cartas locales d& H conm & =

8, 7 ¢

VHLCS)‘soﬁ‘

.8‘1 N , “dotide Sym g (U)-
abiertos en el

(figura 7)., Entonces 10§ c¢onjuntos’

i

{:
un entorno abierto Q de pvﬁn;aRn,y‘un‘difepmprfisgp,fiﬁ +Q
de clase 65, tal que Q NHE = {xe @: fn(x}; 0,} (figura 6).
R
,/13, :
) ) )“‘/ . u‘:}l‘ .
Pﬂ’_/f i ’ (Z,O) AR S .
s , " n-1
' ,) -1 et ¥ —~-? R
7 § £ 2i 7 % o= - :
N P A : . Q
Figuka &
* i vy : o . - ~ -
S1 U = {u eRn— : (u,0) € g% }, entonces U es ufi conjun=
to abierto de R*™! y poniendo i
1 N Loi
¢(u) (u,0) (u € U)
obte?emos una carta local (U g) alrededor de p con
= ¢(U) = g n H, Que '(u) tlene ‘rango n-luzéiéﬁévifécilmente?-
. ‘_ L _ |
del hecho de que Df (u 0) es 1nvert1ble. * o :

q) es una carta local de una‘hipersuperfi-
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espacio Rnf%, y.la aplicacidn.

-1 -1 T
Y, 0 ¥ 4y (s) = (??

. . ©
es un difeomorfismo de clase C. .
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(2.6)PROPOSICION, Sea E un conjunto: abierto de R y sea .0sE.> K-

una aplicacidn- de c;gseﬂcw.que verifica grad-0# Oen cada punto

de E. Si 0 € #(E), entonces é—l(O) es. una hiperSuperfiéie.

Antes dardar_la. demostracidn,-.-aclaremos que -

) 99
gr'ad 4] =('.D1¢",-“ol’DnQ-) = —_— L

s sivsgy — ).

ax1 ‘ ox

EGA
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Si p €¢-1(0) podemos suponer sin pérdida de generalidad

que D e(p) # 0, .

% definida por

Entonces la aplicacidn f£:E = R

f(X) = (Xl sas s gX @(X) ) s A I R

n-1%
verifica

det £'(p) = D e(p) # 0,
y el teorema de la aplicaciéh inversa nos asegura de la existen-
cia de dos conjuntos abiertos Q y Q% de rRP » tales que

pe. @ C Ey f: o » QF es un difeomorfismo de clase C .- Puesto

que £ (x) = é(xl resulté an 2" 1(0) = txe Q: fn(x) = 0} .

Sefialemos finaimente que para una hipersupirficie H 1la
nocidn de aplic i6n fiH = R de clasge Ck(ver definicidn antes
de 2.2) puede formularsé en términos de las cartas locales:

Proposicidn 2.7

Sea H una hipersuperficié,,z sea f:H > R uda aplicacidn. Entonces

son equivalentes las afirmaciones siguientes:

a) f es de clase Ck

b) Para toda carta local (U,y) de H la aplicacidh fo¢:U = R

es de clase Ck.

')

-Demostracidn: Es:muy ficil.-ver gue-:la composicidn.de aplicaciones

de clase Ck es Quegamenteg.una-aplicaéién de clase‘Ck; por lo -
tanto  a) . h) puestoe que cada v¢:U R%-es de clase cC
Para probar la reciproca, sea p.[€ H; Veremos:ique hay m abierto

n

Q@ en R tal que p .€ o y una .y---¢ » R deiclase CK tal -que -

- : “glen B =[N ©

By

ta S
N +, -

0,

'.-‘J‘"

R P I
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Ciertamente hay una carta (U,#) de H con p € ‘Ug por la primera

parte de :la demostracidn de .23 Se sabe que hay un abierto U,C

u
n-1 . . . n
en R , un € >0 y un entorno abierto © de p en R tales
que:
T sy'ug;HUi*xfﬁﬁtié) > Qo S ST e L sl

es un difeomorfismo de clase C~ , con glu,t) = y(u) + 't e s la

aplicacidn inversa (de.clase C ) serf de la forma

@ +(h ()b, (w)) dondeh,:@ + Uyy hy: @ »(-e,e) son de clase

c .
Ponemos y: @ + R por y(u) ;\fghi(m)} como w € QN I equivale. a .
h,(w) = 0, resulta que yy(u) = 7 ¢ ;} ¢(u) = f¢ (u) y por lo

tanto  coincide con f sobre q(Ul) =Q " NH.

Por otro lado como fy:U, + R es de clasq_Ck (por hipdtesis) y

h1 es de clase C° es claro Qﬁe P @ > R es de clase C%&
La propiedad b) de 2.7 suele adoptarse como definicidn de aplica-
cidn de clase Ck en el contexto general de. l'a- teoria de verieda-

des diferenciables.

2. Espacio tahgente a una hipersuperficie

Y

.....

local afrededﬁb del puntio p=y(z).. Puésto.que ¢ es una inmersidn,
el subespacio Dﬁ(zLMQRn:l) es un hiperplano d%-ﬁg;f%ngl denota-
remos por HP. Si (V,9) es otra~qag3arlogal:§lpededpp_dgl,mismo
punto p = ¥{z), podemos suponer que ¢(U) = (V).

.. -1 5\
Aplicando la regla de la cadena a la furcidn ¢=y¢ol{y "o )




gy,
en el punto z € U resulta - - . - - . : A

Dy (o wz o Dol @) @)=
1

) g( z)

H

- DY(Z) o: DY o ¢) (z). L.

Teniendo en cuenta que ¢_1 o ¢t U =V es un difeomorfismo.

de clase Cm, concluimos que D(w-lo ¢) (z) es un isomorfismo:

del eSpacio~#edtorialf Rnf} y por. consiguiente, gci* . row”

LG

HP= '"'J)‘;'!:(Z).: (R‘Il'f‘i) = D\!J(E')(Rn‘-l). aetuvon ot

B S

‘'Es decir, el subespacio Hb'és independientéﬁfﬁéiiia*éafta

local que consideremos alrédedor del punto p.

(2.7) DEFINICION, EI sﬁBééﬁécfc'hb:se denomina el eSpacio tanFent

te a H en el DﬁﬁtO‘p{iLos”Ved%ores v € H5~se'liamaﬁj vectores
tangentes a H en pi °

Notemos que si @13;";én-1} es la bdse caﬁ6ﬁica:de7kn11;

los vectores T Eo e

S G S Ge ) T ket
forman.:una base 'del e%pacioﬁtangente_Hﬁkd). i

Foy

R e . ~ -
O A T Dz

Recordando que la matriz de la aplicacién 1imeéal -

BRI

D¢(u) es ¢'(u) = (B¢ / du, ), si denotamos por {Ej,000,E ) la

. n .4. ._-..;,-_i;'- -.._:—4;_....- e c—— ———— - - -..._—-' -;—-:::'. .-.';.‘: o
base candnica de R, tendremos

n
Mo (u) = oz %% poooo0%. 0 Y% e
k P e i S

P o. s - )"A - .
S S A Bu k

Buk o ‘al*lk“' R auk -7 i

" E1 c6ﬂjuﬁfb‘§‘+ Hé'(ffguréUB)‘séhllgﬁa'ei“hiﬁéﬁpiiwdf

afin tangente a H enm el pumtd i7" - S .o

T T
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Y

8Si (U,%) es una carta local élpe&edop del punto

i . : '
p= ¢(u), denotaremos por N(u) un vectdr unitario ortogonal al

subespacio

H¢(u) y por g(u) el volumen (i.e., la medida) del

paralelepipedo generado por los vectores Vl(u),...,Vn_l(u),N(u)
(figura 9). ‘
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0
“ B P
N .
o B \ , ot
:/’ H 2oV, (a)
FIGURA 9

mos

{2.8)

en la definicién del elemento de drea del sector S=

De acuerdo con los resultados del primer capitﬁlo, tendre-~

O 1S A R
e = feer ] Tty
I L

La funcidn g:U » R, desempefia

proponemos demostrar que denotandoc por

YT

un papel fundamental

¢(UY: Nos

< , > el producto escalar

n .
entre vectores de R7, su valor se calcula por medio de las £for-

mulas

(2.9)

(2.10)

n
g(u) = // I Js(u)
k=1 :
g(u) = V/det (gik(u))
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v‘»‘&*:'sﬂrh:my\ggmypguamm,nm_ﬁmgwmmrmum Fampi

- L7,
donde - - . A .

) a(q- s"'gA ,0'.~’\f'j".
Jk(u) = 1 ﬁ<ﬁ' =z

y. oo SUPREA TN L

a(ul’uégi“’un;l

L) = V@), v ) .

Para demostrar (2 9) con81deremos 1a ~funcidn iineal

fu:Rn > R definida por i

£,(x) =det (x € rR").
?-lfyngw

G o

Luego, fu(Ek) = (-1t J, (u) y si definimos el vector

w(u) por medio de la férmula ~ G R L

»”e(g?.i (fu(Bi)f;:;ffg(En)) ’

R ‘~:‘_ch' B
para cada_x = (x

1,.‘4,Xn);§;Rn3tengremqs

n . n . -
£ (%) = £:(: & gz B2} & @ TR F(E
" " k=l - : :k=3.', .. k u :'.k

= < x, w(u) >, .

Puesto que . wlu) es ortogonal a .cada uno-:de los: vectores
V,(u),.e.,V (u), existe un nfimero real A(u) tal que w(u)=
1 ® 3 n-—l *

z

A(u) N(u) y en virtud de (218); o

glu) = |fu(N(u))| |<N(u), mxu)>|_x

|A§u)| F.lw{u)lw: // z : J (w), ¥ - R

‘Para agﬁbétrari(2;10)'éonsidefémoszéh el esﬁacib >H¥(u)
una base ortonérmél';wifﬁ),..l, w _l(ﬁjwybbohgaﬁos o




X n-1 ng. -
V. (u) = z a., (u) w, (u), .
i k=1 ik k o i N

- t X . 3
Denotando por a(u) la matriz transpuestis de la matriz

au)= (aik(u)), se tienen, las relaciones {gik(u)) = :q&q)ﬁra(u),

'4

LN

N(d) 1 0. ([ w(u) )
uo}.-o‘ooét.l6i -
vytu) O ‘ : B wy (u) . N ;
. = 0 : OL(u) : ! 3
L 4 J [ ]
' w (u)
n=-1
LVn_l(u) ] ~ J

Tomando determinantes en éstas relaciones y tehiendo en

cuenta que la filtima matriz es ortogonal se obtiene (2.105.

. - K . . . ’

L)

RE

3. Elemento de Zrea de urn& hipevsuperficie -

S

Sean (U, y) ¥ (V;w) dos cartas locales de una hipersuperfi-

cie H y supongamos por brevedad en la notacidn ﬁue: ¢ (U) $(V). De

no ser asi tomariamos lajinterseccidn de estos conjuntos'y en lugar

de Uy V las imdgenes inversas de dicha interseccidn por las aplica-

ciones ¢y ¢ , respectivamente, tal como en'el corolario'(2.5).
. 8i para cada v ="(v1,...,vg:i)dkdﬁ Kréfingmgsién'fopma
aniloga T e o ' ' -
Vi (v) = Dlv)ley), B (eeF (), F 0> 0T
B()= / det (g (v Ly
por ser h = w_l o ¥: U »> V un dife;morfisﬁo y observando éueA

(g5, (@) = Fyr(u) w1 (u) , . (B (D= T yre (o),

si aplicamos la regla de la cadenag da la funcidn: y= $orh, -~




obfendreﬁos muy fdcilmente .
(7, (0007 = Tht (W) (Fyy (B () (uday,

& donde resulta

y x.“-»_l».""'" ey

(2.11) g = ) Jaet bt = Bt |2
S & = |9

y en virtud de la férmula del camblo de varlables,

N - . -

(2.12)
JV E(V>dv = JU g(u) du .

(2,13) DEFINICION..-El valor.comfn de .las 1ntegrales (2 12) se

llama €1 drea del -sector S.= ¢(U); y el elemento de &rea do

Py

del sector S-se-define-simbdlicamente por la expresidn

(2.14) 7 - Tdg = glu)rdw .o can

i

4, Integral sobre una hipersuperficie

< ot a e ] .
SN N o . o - . -
’ "‘ £y ;

"8i 'H es- upa hlpersuperf1c1e y. £: H > R dlremos que f es>

W S 3

medible si para cualquier carta local (U, ¢) de H, la composicidn

f o ¢ es medible sobre. U¢(cggparanxpon 2'7kb))f Un conjunto

e
s

E CH se llama medible, si.su func1on caracteristlca XE

ble, El soporte. ~;sop £ de una funclon f;g7 R se deflne como

es medl—

la clausura (en H) del ccnjunto deﬁtodos los puntos x € H,
tales que f(x) # O.
Sean (U 9) Y (V w) dos cartas locales de H con’ S1 = ¢(u)

- IR 0
y S ¢(V). Sl f H ‘> R es una func1on medible*fio negativa cuyo- T ¢

soporte esta contenldk eh Shivsiﬁn 2, 1% Fermulal del! ‘cambip; oy T

de variables y la fdérmula (2.11) muestran que ST R S

' J f o ¢(u) g(u) du = J 1 f o ¢(u) g(u) du =
“Jy ’ g ~(8)

miEpLIOTES®
“JULIC REY PA ASTRs
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ey -:'x-.E{AOn.“‘!‘ e
; [ 1, £oulv) B(v) dvf=,J foyplv) E(v) av.
‘P (S) MR ' o iy

El valor comfin de estas integrales 3:s, por definieidn,

ke

14 integral de - sobre H'y se escribe

(2.15) J £ 60:3=J £ o ¢(u) glu) du,
H U -

siempre que sop f C ¢(U).
A fin.de extender lanocibdn.-de integral sobre H a cual=-

quier furicidn medible no negativa £:H - > R-cuyo soporte mo estd

contenido en ningyna canta .local, es fundamental el siglhiente
lena cuya demosteacidn daremos en un ap&ndice al final de estas:, ..
RIS o

notas:

g <
LR

(2.16) LEMA, Si (S;; i€ I) s T CRE IR G Te ab1snte  de H,

entonces existe una familia. de funpiongsicontinuas.hi:H'+ R (ie 1),

tales”gge N _ P ) s -
:Ga),el soporte de h.,eStéﬁcontenidb en S,:

i
b) cada puntQ:de H..posee -un entorno -cuya_. intebseccidn

l

_con;: sop h, esfyacﬁofpara todos “los -~ fndiégs ii con

S
A

la posible;egcégciénAae un: tfimero . £in itovde "¢¥Ids i

¢) hi2 0 y I hy =L e
La fémflié:de'fﬁhcioééé'655; ie€ I) se llama una ééﬂt. n Eontlnuc
de la unidad. subordlnada a1 cﬁg;lmlento abierto (S. j0 1 q;)(ver”"“
A.a.u.-,,A".“’3.‘5”.)’"“§ e “:c:'_:: “ '.iiﬁ
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Puesto que H es un espacio métrico separable y los siste-

mas locales de coordenadas alrededor de cada punto forman un

cubrimiéento abierto de-H, existe una familia numerablte de cartas

locales (Ui;¢i), ie€eI, féi%aﬁe i%é”cér%ééﬁ%%ﬁiéhteé Eéétéres
S; = gi(Ui) forman un cubrimiento abierto de H. si (hi’ ie I)

es una particién continua de 1la uhidad subordinada a este

cubrlmlento, para cualquler func1on medlble no negat1Va f: H + R
T : ' 5ome

deflnlmos la 1ntegral de f sobre H por medio de la fdrmule

s s

(2,17) J f dc:;= g J fh, do ,
* O TH

dende cada término se evallla segflin la féréula "(2,15) por via
de l§ carga l?cal (Uii¢i)’:PueS sop (fhi) Cc ;-

‘ MLo”primerq es vAarificar que la def%niciénﬂgs;corgggtagm
es decir, independiente del cubrimiento y de la particidn de. . .
la unidad a &1 subordinada . En efecto, si(V., wj), i€ J. es
otra familia numerable de cartas.ldcales cuyos corrvespondientes .

sectores ¢ (V ) forman un cubrlmlento de H y si (xj, j € J)

e . 1 i - 5 .

es una part1c1on de la unldad subordlnadaa. este Tnuevo cubrlmlen-

to, tendremos

viis_g“*z"f: £h, “do sf:"f‘ ifﬂi(;é;{k:)ddin”z > J fh, k. do
Ho* i 'H 33 i H L

i 7
y andlogamente, L e Y
N h . ; kA
z I fk, do = I I J fkih, do g
- . j 2. H E| ¢ F j R B v T

-pero-en .las sexries dobles de:~t&rminos no negativos el orden.de”

las sumatorias es irrelevante, con locual queda demostrado que 1la
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def1n1c1on (2 17) es, correcta.

SN Sei i

n\ S

El area |B| de un_ con]unto medible;EC4§ sz define como

R
i T R - - ~

la 1ntegra1 de su func16n caracteristlca.

iR . I Il

~“‘.l'

' Direios que la funcidn me&iblé f H o+ R es 1ntegrable so-

bre ﬁ si las funciones no Hega%iéas £t —sup (0 f) s f ~sup(0, )

s
e

tlenen 1ntegrales flnltas scbre ﬁ ¥y en tal caso deflnlmos la
integral de f sobre H:por medio de 1z férmula.'
. + 4 . _
| fas =] £ do - | £ . .
v H ks ] H O - -H.‘. B R .. LR
Como en el estudio’ de la intégral de Eébésguején:RH.laé
fé$milas integrales valen en genetal’iina vez demostradas para
funceiones né negativas:’ T S TR T e

5. Expresiones- partlculares del elemento de!Brea. - -=::°

. . - 5 : s e " i : i
A veces es p031ble escrlblr las ecuaciones que deflnen
una carta local (U ¢ ) en la forma

(2.18), ~A Wlugsegeuy ) = (3}'11,,:.,,un_l.,__ xp(‘?l,...,un_l}),
;, lo qué ;S 1o mismo; enila forméu : :

Xy = UgseeasXy 97 Uo_gs XpTW(ugaeeenupl 35500 0S
donde el punto u = (uli.;iunil);variawén .aa ﬁroyeccién ortogonal

del sgctor S = ¢{(U).sobre el hiperplano xn;p. En:tal caso, ponien-

“don. T e gl SRR SN
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oo Ve s — =2, Y,

seglin”un sencillo cilculo, el elemento de &rea de S es

= /ﬁi + e +ang;?4 l.*naul:- (S R
. n-1l

(2,19) do

Para un sector S dado por las ec?éginhes}(Q;iB), cuyos

puntos satisfacen.ademés una relacidn’de “la forma

I € R 1€ SRRSO RN e

donde ¢ es una constante y &

<« :. ) .
una funcidn deciase C que veri=

ficam-@n Dn¢ # 0 en caHa‘bunfb de:S 'tendremos‘

.é(ui,..:;u _ w(ul,..,u# 45)‘: c,

de donde derlvando con respecto a

i wuk;?esulya Qk‘ 0 .

+ - (l)n " l'bk:’

es dec1r,

®
_ k
wk = - —

L I S
y por consiguiente,

/;2 2 R A -
(2.20) dg = 1 n gy - grad .

| {_:;Mzsq.A;h¢ﬁr
n e e

du ,

donde todas las func1ones que flguran debep evlluarse; en: <€¥ punto.

. 1p(u))

La expre31on obtenlda es de, fundamental.  impoprtancia

vil
‘ B

para demostrar :el 1ema que egtgﬂlargmpsxgn;la siguiente seccidn.-

6. Resolucidén de integrales miltiples

El propdsitc de esta seccidn es _demostrar el:siguaiente lema
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(2.21) LEMA. Sea E un conjunto abierto de* R" y sea 6:E =+ R
una funcidn de clase C que verifica grad ¢# 0 en cada punto

de E. 8i £(x) = f(xi,}..,xn) es una funcidn medible no negativa

sobre dicho conjunto, entonces

_f?J'i.f(x)dx . J dtJ SRR
t
B 2(E) 5, Jo l(¢) lEvad o]

donde dct representa el elementod de drea de la hipersuperficie

<I>_l(t).'

[ e

Por hipbtesis, en cada punto de E es distinta.de cero al-

menos una de las derivadas parciales ¢, = D, 0.

Supongamos que en cierto punto p €E se vérifica

Qn(p):¢ 0. Entonces 1la’ apliéaciéﬁ‘(xl;.:,xh) > (ﬁi,-:.,u’;;,t)h

n
dada por | .
(2,22) UgS Kyseees U g =:xﬁ_l, t= @(xl,...,x ),
cuyo determinadhte j;cobiano i -* i
. é(;;;l.’u#—ij%inwzi;:;“ﬁ - -
o

a(xi,x2,..,xn)
es distinto de cero en el punto p, establece un difeomorfismo edtre
cierto entorno abierto VC E de dicho puntn y cierto cbn{dnfo
abierto - WCVRthLa aplicacidn’ inversa de (2.22) se puede escri-

bir en la forma

P

(2.23). ®, = ui ees s n-1 n-1 ° Xn = !y(uig...,un_lat).

“‘Con el fin de fijar ideas, supongamos por uh momento que




V = Ey pongamos o S .
o : w o= n-1
Wy = fue BT

: (m,t) € W} .,

8i u €& W,, entonces el punto. x

i

TTeG)E e(h, wlu,e)) = v

Por coﬁsiguiente, para cada t fijo, las ecuaciones (2.23) broveen

un represSentacidi paraddtrica o carta local de* | hipebsuperficie

°71(t). Se entiende que para ello, el punto u ha de variar

en wt.

,Ehmﬁggfud:de.lé férmula del cambio de variables y de la

expresiéﬁ (5.20); »
[ R AR L
J f(x) dx "~ = 'I’ Flu; plu,t))
E I

-~ ~a|®

R WIS I
¥

. N

Bt

e o |graa o] %

0
“ = J . adt *L“;lf - =rf:

do

|grad of

Si V # E, 1la fénmulaapeqiéh obtenida Esé mantiene véLida a

n

£

(uiplust)) Verifica

4

condicifn de que el soporte de £ esté contenidoa V. En efecto;

en tal caso,
J F(x) dx = J”’f(x):dx = dt

= J % dat I . -——i;—d‘ do s
¢ 6-1({) |grad @I -

mes t €¢(V) si y 88lo si V nQ-l({) # ¢ y f es nula

ff"
E \ 8(V) vn 8"t () |grad o]

dot

fuera de

v,
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En el caso general podremos considerar un atbrimiento abierto
e - . ‘;' O a N
numerable (Vi) del conjunto E con la propiedad de que la fdrmula

del lema es vélida para cualqﬁiéf'funcién f$'0 cuyo soporte
esté contenido en‘élgﬁn 1»Vl,-81(h ) es una particidn continua

de la unidad subordlnada a dicho cubrlmlento entonces para cual-

quier funcibn: medlble f >0 tendremos

e G

P J f(x) ~d:X\ ;J £(0. z hl)dx= P J .fh-i dx =
‘ | E E.T P e
= I at J -1 fhy 1o =
o i @(E) () t
ST ' b |grad @l

o(E) 3”7 (t) |grad ¢ .

La fdrmula demostrada representada,en cierto sentido,

n
una generallzac1on del teorema de Fubini pues si elegimos E = R

y o(x) = X entqnces » (t) es el h1perp1ano X, =t la evwnre-
sign (2.19) del elemento de &rea en este caso particular nos
da do_ = du, y la fOrmula del:lema fbma‘laifofma

t
y ‘f(x);¢x B J $edtuJJ “Flu,t) dus - 7
JR-H e R n-1 |

YR P

' La generalizacidn consiste en la posibilidad de substituir

dichos hiperplanos por hipersuperficie mds generales.

i
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Ejercicios
s . n_ . .
1. Sea H una hipersuperficie y T:R - R® una isometria,es decir,
una aplitacidén de la forma Tx = xA + b, donde A es una ma-
triz ortogonal, Demostrar que si doT es el elemento de &rea
de la hipersuperficie TH, entonces para cada funcidn medible

no negativa f:TH -+ R se cumple

JTH f doT = JH f oT do.

En particular, si EC H es medible, entonces |TE| = |E|.
Pista. usar (2,10) para demostrar que doT = do, teniendo

en cuenta que si (U,¢) es una carta local de H, entonces
(U,T o ¢) es una carta local de TH y observar que es suficien-
te demostrar la fdrmula para una funcidn cuyc suporte estd
contenido en una de estas cartas locales.

Nota. La propiedad enunciada en este ejercicio se expresa
comfinmente diciendo que el elemento de“8drea es invariante bajo

isometrias.

2. Probar que la superficie esférica unitaria sB-d - {x € R” :|x]|=1}
es una hipersuperficie,
Pista: aplicar la proposicidn (2.,6)a la funcidn
o(x) = xi Foeoo + xﬁ -1 sobre el conjunto E = {x: x# 0} .
3. Mostrar que si f(x) es una funcidn integrable sobre Sn-l vy A
una matriz ortogonal, entonces
an_lf(xA)dc = an-l f do.
mImLIOTREA
"JULIO RE P STORS
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B : o v Vool . [
R” provee una parametrizaci®n ¢ carta lccel de S

CAPITULO III

APLICACIONES - ST : e

& o

1

1. El elemento de &rea de la hipersuperficie st

En el prdmer capitulé hemcs viste éﬁe las ecﬁaéiones
gue definen a las cocrdeqadas polgres en R" se pueden escribir
en la forma
(3.1) B i X = rx'

donde r es el mddulc del vector X, en tantoc que el puntc

x! = (gos 8

428€n chos 62

- i s . . n-1
varla scbre la superficie esférica unitaria S fcermada por

s+ essSEN 61....sen’?n_l)

todes les puntoé de R de mé&dule igqai a uno. Nétese que el

)»

punto x' es una funcifn explicita del argumento 6= (61,...,6r_l
el cual haremocs variar, en este capitulc, en el intervalc abiertc
LC R™ 1 definido por las gesigualaaaes'

.

n< 61< “"""O<gn—2< m, O0< Gn—l < 2.

e - : . N R Ay
En estas condicicnes, la aplicacidn 6 = x' de L en

- :n=1 .
que segftn

veremos enseguida abarca a tcdcs lcs puntcs de este hipersuperfi-

cie con la excepcidn de un cenjuntc de &rea nule. Fn el casc’ de

3 2 I S e e 5
R7,1cs puntecs excluidos de 8" forman un” é&rce de meridianc,

Si M es un subintervalc cualquiera de- L, definidc per

ciertas relaciones
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la medida de Lebesgue del ccnjuntc

o = {x€ rR™: r <R , 6 €M } (figura 10)
R . N . - i

ot e m———— + it iesmm——

se calcula muy fZcilmente usandc el jaccbianc de la’ transforma-

cidn (3.1), a saber:

FIGURA 10
R
(3.2) |wﬁ|= Jw dx = J dr r?
v
dende
N - -2 n-3 .
(3.3) g(€) = sen 0, S?P 62...“§§n Oni?

Para calcular el elementc de fGrea de la hipersuperficie

op dada pcr las ecuacicnes paramé&tricas

(3.4) X = Rx! (6 €M) i

debemos formar leos determinantes T
a(xi,..,x{,..,,xn)
J., = - =

g (6,,0,,0.58 1)

.n-l

s}
-3

(i=1,2,...,n),

donde la variable ccn la cfispide se.cmite’y Ti= Ti(e) representa




- un polincmic trigonométrice cuyz expresidn exacta no necesita-

remecs. Luego,

n
rdJd
i=1

do, =, ( %)1

donde h =

el &rea del sectopr In
|°R| = M

Per ctre lade, si aplicamcs el lema (2.21) ccn E =w

f =
cuenta que en este caso

|m = f l.dx = J
R o ¢
R

Luégg:w

Ghy el

dR-

,A;;ﬁdlw |' LT N A .
P\ = Rn-l [I‘i g(a)} deu

g% dRe:e

Estc muéstra ‘que 1ds funciomes ccntinuas g

la misma -integral 'sobre-

g = hi-Por:tonsiguiénte,

S T L a.Gi’:é(

represernta ‘el elemento d

menos en lo gue respecta a la carta leccal

las ecuacicnes

/2 45 o, gD

€S .

,ﬁ:f‘|
N\

h(e) d6 = R o

funcién caracteristica de w, y . ®(x)
cr e A r v et

;:‘:XI =-

“inee) ae-,

h(8) es una fudc¢idn ccntinua scbre L., Per consiguiente,

1l

F‘ﬁ

ir, teniendo en

|grad.e|= .1, nesulta

—
-

dt J dot=

a1

= KR

P

. O"t EEER S OIS

I h(o) o
i W Lan

|0t|:é%ﬂ

-~ N
N
[ R
Ly - e
N

y b tienen

[

cualquier subintervalo M de L, de dconde

"la expresidn
§) dae " ’
e &rea

i

e lafhipersupepfécig 8"

P

n—l5 a1

8+x' .dada por
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1 =i
x1 cos O1
xé =sen 61 cos 62
(3'6) s 00 e v I -
~ ! = C "
X! 1 sendl... sen . cos bn-l
o . ' - S : H b E
x! en 6,...sen 0_ , sen_On_l (o PQ.

De (3.5) se deduce inmediatamente la relaciéﬁ'

(3.7)’ ’!wR|= — o

S o E Lo o

E e e L T

Quedan-.por aclarar dos importantées detalles: qu2 hemos~ !

)
E

dejado para el final con-el objeto de.presentar ripidamenmte .. . ..

B : . : !

la idea fundamental:

ot

1°) de la relacidn (3,7) 2e deduce gque cada conjunto
, on=1 - . .
de drea nula en § genera un cono con vértice en el origen
Y ) ’ . H ! .
- - N P S . . 1 -
de medida tambi&n nula y réciprocamente, siiel cono gemnerado- .-

. n-1 . .
por un conjunto E C§ tiene medida nula, entonces E e5 un
I " . P I B A sd .
conjuntc de Area nula. Si en las ecuaciones (3.8) se hace gque
1 .

algunc de los &ngulos 6i valga G & 7 se obtiéne un subeonjunte

n-1
a

de S ue eg la interseccidn de esta hipersuperficie con una

< - roe
0, :

unidn finita de subespacics de dimensidén < n-1l, es decir, un

- LN - k=
i ¢ .

i S ) o CeLLT A P
conjunto de medida nula en R". Este demuestra que la carta

i e

local (3.6) abarca tcda 1la hipersupefficie s can 1a excepcidn

- £
de un conjunto de &area nula (téngasg presente qﬁé drea y medida %
son invériéntes bajo rotaciones del espacic); - g

]

20) Ta' aplicacidn (3.4) representa una inmersidn de L g

¥

en R”, En efecte, si desarrollamcs por la primera columda el %

determinante jacobiano de 1a aplicacién (3.1) ccn r = R, . -
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tendremos

n-1 3(xy 3%y, 00%)) . 1+i
R™ Tele) = ——— - =z (1) r ...
R

Puesto que g no se anula en ninglin punto de L, si R¥ 0
entonces alguno de 1o§'J£ debe ser distinto de cero, lo cual de-
muestra que .la matriz Jacobiana de la aplicacidn.(3.%) tiene

rango igual a.n-1l. Por consiguiente, (3.6) es realmente una

n-1

carta local de S 4,,tal.comoﬁh4QiEmos‘afirmado al comienzq,?

La primera consecuenqiawde,jodp.lo.anxerionzgsﬁgqe“eL

drea total de laAhiper—supgpficie;.sn_¥.ea igual .a la . constante

C, de la férmula (l.24), es decir, .. . .. C e et

n/2
T

(3.8) B -

r(n/2)

De acuerdo con (38.7), la medida (o 661&ﬁéh5mvg'&éﬂié

. . RS + B o . . o~ L
bola unitaria de R~ es .¢l ntmero - : Dol

(3.9) - v_ = (17n) [8"71

n
- ol ) LA iz 15 'I’( (n+2 ) /2)

y la medida de la bola‘gde; radio. r se obtiene sencillamente multi-
plicando este nfimero por r’.

- . Para dar mayor: coherencdia.a la notaci?dn usual en ciertas

£6rmulas de uso muy frecuente, vamos enr adelante a denotar por

.dx' = .g(8)do el :elemento.de Zrea de. la superficie esférica munita-

~ ... ;Con esta notacidn, la ffrmula (1l.21)para .calcular .la inte-

gral de una funcidn medible no negativa f:R%> R se puede escribir
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-en la siguiente forma que trae consigo una interesante inter-

pretacidn geométrica:

\
-2 e i

/D Jy -_'ﬂ.g...fL' 2

{3
"W

- i T CovEwpes =T o (R ﬁf:.xn.I: of, i oLy
: I dr »r J nel flrx?)dx',

C B T R TR I S gL Y

TL¥ Y T@l’ véez sih mayores’conSecuehcias pero’ igualmente’ curio-

~

T . S R 5 .. S N L - Gma i REER i Fo P ‘_1’__._ K _. ..::" PR
so e8¢l hecho- de que el #oiumen”V%*de la bola  unitaria“tiende
a ce?o cuahdon -, Para déeflostrarlo conviene distinguir do¥

Ssosd  segURH” SR P TN gt - LT E L
casosy seglfi”“que’n-sea par o impari- - ~

La sencilla idea que hemnos usado’para deméstrar la -

férmula do, = g(0) db ha sido:ekpuésta e%ﬁfféj S

2. Densidades de probabilidad

Una funcidn medible.no -negativa f:Rn+ R se:Xlaméa .-

una densidad de probabllldad o_m?§.hpevementeAuna densidad |

si su integral sobre;tq@q%gi?espacio es igual a uno. La densidad’

C BT - y Lo IRy Lt e Y o T ar TR ¢ SR BN e W BT
-f estd é¢oncentrada “¢n el conjuntd “A € R" -gi esn’''nula flera

de dicho conjunto. N

12 L+ 'Recordemos ‘que-un ve&etor i X2 (Xi;i..,/n) ‘cuyas compo-

néntes €on -variables dleatorids ‘sobreé &idtto” esp éfo'de.ﬁFSBé

“U%ilidadJ(Q;w,Pw)L§é~l¥ama5un'vecf5r”ﬁleaféffd. Un vecétor aleatodrio
puede definirse como una funcidn X:Q =+ R® con la propiedad

. - .. . e 3 > 4 .g . el . PP . n S e .
-de quespara ‘cualguier -ddnjuntée borelidno --E“de -~ R" 1l&-imagen i

<. . D e - . ~ : -
e ot a B Tt . - i N 54 NS i
— . - R R PR . s D _— . .- W7 R ST . i - LT lasl . - -




o,

inversa X-l(E)_§35unvmiembro @ef;é”q-élgebra" e o
<ot
Se dice que el vector aleatorio X }esté distribuido
seglin la densidad fy sé-eééfibe X*&.f”géi‘ﬁéra cada conjunto

boreliano E de R® .se’ verlf;ca

d .'r'*' Lo O
Wi ,".-_ PR - - . - T

LW}

INUPpS {X*e - EA,}T: Gep (Jx‘l (E )) ) J 1 f'(-X )&x'.":'. RS R
E

- 5 \.4 - T
ST o N It 5/

Nos fiﬁitggémés a%é;ﬁ;ideéér yecforeé aleatorlos que
admiten una densidad”éeipéabéﬁil{é;dkﬁo; ser los Gnicos que
conciernen al tema que estamos estudian@o.:éééé vez que se
tomen dos variables aleato;iaé VX e Y, Se suponer que el
vector .(X,Y) tiene :una densidad -de -probabilidad .if(x,y) ; ¥y
ané%géamentp_panaiq&sadg dos variables. En:este -contexto.skas ::°
deqo§§nac;oqgs”rgpreseq;aq-seqqiilps.qjénqiciosjgigwpamhipsida
variables :que ilustran sobre la utilizacidn. .ded mé&todo.

-A.pesar de dicha limdtacidn,hemos precurado.--que.el ...
desarpollo :tedrico sea-.coherente.-con las definiciones -adoptadas.

Supongamos que X e&t§KQis¢ribuido:§ggﬁp la densidad.

f concentrada en el conjunto abiertoc Ay =ea. ¢:A > B un difeo-

i.

. . . s n
morflsmo de clase Cl sobre c1ertq;con]unto_ablerto B de R, La
cuestlon que se plantea naturalmente en esta oltuac1on es: écudl
es la den31dad del vector aleatorlo Y = ¢(X) -

La respuesta es inmediata sobre la base del teorema

R Y R Hhap
REA e DT P ! RN 4

(1.13). En primer lugar es claro que la densidad de VY estd
concentrada en B, Ademds, para cada cénjunto boreliano E C B,

tendremos

g\gngCff!"A -
?IUL[Q REY DAST”J

Do, UL QaAlhAlATl“
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P{Y €E} é-f.nyX—ew".l(E‘)}"'?J"’"““’ £(x) dx =

o s )
_=J _f(q:;(y))_ 35—|:dy, C v . e
e T - oy : Tz i
donde 93x/3y representa el determiﬁan}éﬂﬂacoﬁiénb:dé la
aplicacidn X = E_l(y)@ Por cpnsiguiente, ely vector aleatorio

Y esté disfribuido'%égﬁh la densidad g dade por

LY

- S A e S 3 : S F L
(s.11) o L ETTen| B e,
gly)= °
o . (y d B).
. Por-ejemplo; si la variable aleatoria.X tien‘iuna "

densidad f concentrada en el intervalo (0,«), entonces Y =/ ¥ -

tiene la densidad 2y f(y?).concentradafenreigmiamofinferValo:“
Adginas veces la aplicacidn ¢ :A“>-B'no es inyeéctiva

pero es. posible expresar el conjunto A como:unidnunumerable

de ciertos conjuntos Aﬁ,?abiertos»y.disjuntos,doé‘a dog, de

~modo que para.c¢ada j, la restriccidn”

. =
I Ky
‘es un aifeémo;fismo de clase C1 dé”Aghéobre B,Pof eﬁémélo, éi-

“g:R > R es la funcidn’ ¢(x) = x°, podemos elegir A= (=e=,0),
A= (0,2), B = (0,»), I'm dichas condiciones,si E es un subcon-
junto bordliano de B, en{oncesytéﬁdfqmos;:“

T e T
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P{Y €E} = P {Xe ¢ 1(E)} =

) t‘f(x) dx = I f - ““f"(x)- dx =
I¢‘1(B) vl

i )
1 3
R .-1' 'a‘p'.l
- - ] e =
= );J FO 7 (y)) dy o7,
i JE ] ay

donde ngl/ oy 'béprééen%a-él'détérminapte jacbbiano de 1la

aplicacidn ¢51 evaluado en el punto y € E.

Pgrmutaqdp suma e-integral, lo que es posible en virtud

del teorema de Beppo-Levi, obtenemos.como densidad del: vector Y
la funcidn

I B . ..
, ; D e __;1:_.. P . a({,‘j_ .
(3.12) gly) = ¢ f(q:-j (y)) —_— - (y € B).
o | A R SQVE | E s A

Volviendo al ejemplo de la funcidn ¢(x) = %2 (x € R},
para la variable aleatoria Y =’ X2 se obtiene facilmente la densi-

dad

(3.13)

2/y

Otro ejemplo interesante es el de ld variable Y = sen X,
cuya densidad estd concentrada en.el .intervalo;B= (~131). En.este
caso conviene elegir. como A, el .intervalo . ((23-X) m/2,(2j+1)n/2),

j =0, +1, + 2,,.. y como ¢j la aplicggiépf_ggnngfp%mE

igual a la restriccidn de la funcidn ¢(x) =sen x al intervalo
‘ v

Aj’ con lo que se obtiene para la densidad,dg.? la expresidn

P
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gy) = (1-y2Hr71/2 L f(sengl ) (|yl<13.
i==e o Ty 3T

Si f es la densidad del vector X = (Xl,..,Xn), la

-

funcidn g definida por la fdérmula i

dx

(3.14) g(§1?f"%m) =J m+l:* " Tn

f(xl,..,xn) dx
R-n-m L LT TR L

representa la densidad del vector Y ='(X1,.;;,Xm).
Las i¢“endidadés ‘de '1a forma (3.TW), obtenidas a-partir

de f por ifntegracdidn parcial de ‘estd Funcidn,se Tlaman densidades’

marginales .

Las variables aleatorias7Xi(i=l,2,...,n) se llaman

(mutuamente) independientes si la?ééﬁgidadaf del‘veétof

X = (Xl"”xn) es de la forma
: B . B oL PR S N ( b L T

Fx) = £4(xg) Fplxpdeon £y (xp)y

-

donde fi representa la densidad de X:o

Ejemplo- 1. Sea X una variable aleatoria, 81 X ~ f e Y = aX + b

con a # 0 ° enton ces h ’ T v e e
(3.15) v o 1 gz
I’a|~ S N1 DI T Y

[

Ejemplo 2. Para hallarila’dénsidadide "la - "sSuma S='X + Y de
dos :variaBlés ‘aleatoriad, supofigimos que © (X,Y)n"f(x,y) y

consideremos “1d aplicacidn

- ; . } Tico .
¢: 5T FTY
1.2‘;. ,t: y i?} 'J":




cuya inversa es

1 X ='S:t T
¢ :
y = t.

En virtud de (3,11), la demsidad.del vector

(s,T) = vw(X,Y) = (X + i,Y) es " f(s-t,t) pues el jacobihdno de
-1 =

¢ es id€ntico a uno., Por lo tanto, .
T S L S PR e
(3.186) 'S A f(s-t,t) dt, o
- ¢ )

En el caso particular, en que X e Y sean independien=

tes, tendremos f(x,y) = g(x). h(y), de donde

S~ J g(s-t). h(t) at ; ) o .

-—

PR

es decir, la densidad de la suma de dos variables aleatorias

independientes. es la convolucidn de las correspondientes den-

o T

sidades.. - . ‘ _ - .
La densidad de un vector gleatorib puede . modificarse
arbitrariamente dentro de un conjunto de medida nula sin

dejar de ser una densidad para el mismo vector. De esta obser-

vacidn vamos a sacar partido en el Siguiente.

Ejemplo 3: Para hallar la densidad del productd' U = XY de dos
variables aleatoriaes, supongamos que (X,Y) Wf(xéf) y que f
es nula en los puntos situados scbre los ejes coordenadpgs , ©

sea que f est3d concentrada:en® {(x,y): xi#JO;y#§O}. Consideremos

ahora - la aplicacidn
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cuya inversa es
-1, X = ‘u/v
e . o o- - .

y = v

En virtud de’ (8,11), el vector (U,V) ¢ ,YY = (XY,¥)

tiene la densidad -
: 2 2 ) .
de donde resulta lVl Yo Wt
[+ 1 u
(3.17) Un [ —_ FCY, v ) dv.
} o |V| v . . - !

]
1

Por lo dicho,antes, la hip8tesis acercs de f no repre-
senta ninguna restriccidn. o
Lo e o L

Pilmeint

Ejemplo U4: Hallar la densidad del cociente T o= X/Y de dos

(=3

. variables aleatorias_independiéntes, sabiendo que la densidad”

de Y esti concentrada en la semirrecta (0,=),
- KN i ¢ T Boeie . - . . e

T ¥ -

--. . - -..Suponiendo que X v f e Y v g, tendremos -

(X,Y) .~ £(x)  gly),

sdonde gly) = 0 si y < 0.

Consideremos la aplicaci

L . : el
ey T e J‘ - .t ) —X/y | “ -: '>

P

\
Y e
> e

22y H>0)4

<- T
W
<

cuya inversa es e T =1
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y = v (v > 0).

Entonces el vector * (T,V) = ¢(X,¥)" (XZ?,Y)‘tieﬁé

la densidad

f(tv) g(v)v (v7>0), )
de donde resulta

[ . . . (e

(3,18) T ~n J f(tv) gl(v) v av .
' 0

"El valer medio o prcmedic EX de una variakle aleatoria

X con densidad f es la integral T
. ‘ - ) . i .
(3.19) EX = xf(x) dx
S e R R :

siempre que esta integral exista en el sentido de Lekesgue, s
decir, siempre gue x f(x) sea absclutamente imtegralle sokre R,

4,31 existe el valor medic ¢ = .EX, la varianza Var X:

se define peor la férmula L

(3.20) o “Var'X = .J (x —‘;)Qif(xj dx

Supcngamos que (X,Y) ~ f(x,y) y que existen los valores

o © L c o L
EX = J dx x J f(x,y) dy , EY = J l dy vy [ Flz,y) dx°.

-0 -2

Por censiguiente,

EX + EY ='I'T'ﬁ-'(x+y5’f(x,y)jdx dy

s mo




~
Y
.

:J' J Sf(s—t,t) ds dt =

]

< < '
:J ds sJ f(s-t,t) at = E(X+Y) ,
= P " : R

en virtud del cambiic de variazaltle
s = X+y R t =y

y de la férmula (3,16), I

La férmula (3.15) permite prolar la relaci®n E(aX¥)=a EX

siempre que exista e} valor medio EXAY que el pﬁmgro .a sea
distinto de éeré; Para lilrarncs de:§$£a ?it#;a éésf%iccién es
suficiente ampliar la definici?n de valor medic poniendec E(a)=a
rara la varialle aleatoria que tcaa ;i;v;lériccﬁsténte a en cadé
punto de @ (les.variables aleatcrias constantes ne tienen densi-
dad, por 1lo cual,su‘valor;mgdig;nequiere una definici®n aparte).

Nétese que E(X+b).z EX + L = EX + El-, nuyevamente én virtud de

(3.15).

Setre la tase de (3.17) se demuestra andlcgamente que

si X e Y son varialtles aleatorias independientes v existen los
valores medics EX y EY, entonces EX. EY 2 E(XY), -En efecto, en

este caso, la densidad del vector {(X,Y) es de la forma

f(x,y) = g(x) h(y), de donde .
EX.EY = J xg(x) ax I’yh(y) dy= i

= J..m fco Xy f(x9y) dx dy = j [ u f ( }-1' ,V) ."—];".du av
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a1

en virtud del cambio de variables

u =gy ,-v =y -‘t(;é";'io, y#0). . °

Pcr comsiguiente, - .- v i owEeoan CEY
= © 1 ._““:_ i
EX.EY =J du u J f(E-,VJ:dv = E{XY). - 7
- ol -

"Muy facilmente ‘se Aefmuestran las férmulas: |

2

(3.21) Var(aX + +) = a” Var X ;
si n o= EX, v o= EY,'gptopces“.
(3.22) Var (X+Y) = Var X + Var ¥ + )
[+3] «
?:+~2'[' I Cx-u) (ysv) Blx,y)idx dy S
- -CO

.

Si X e Y son independientes, la integral dolle del @ltime té€rmino

es nula y nos queda Var(X + Y) = Var X + Var Y, N
Muchas veces es més ffcil calcular la funcidn de

distribucidn

X
F(x) = P {X < x} = J F(t) dt

€ su

i

de la varialle aleatoria X que tratar de calcular directament
densid;d £. Bhé v;;Jcaiculada F:'lgﬁdens}é;a—ée obtieﬁé}}ﬁmeéiatéi
mente éér'diferéﬁdiaéién;.f(x) = F}Ex)ten ;asi:todo ﬁﬁ;};} ;é}
ejemplo, si f es 1la densidad y T la funcidn a;:distrifﬁégéniée
la variable aleateria X, & Y = X2, entonces,” para éada y >0

ey S . B T S
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c(y) P{Y <y} = P{|x|</y} = .

L EX [N - - : PR

P{-/y g %< fy 3= B(/y) = E (=)

y por derivacidn resulta nuevamente como densidad de-Y:la funcidn g

F(/y) + £(29y)

T A e (y\':> ) ):.\' = -_'E'.A.A,_. o i - - R
ZG v - -t

A partin de:esta -expresidn.se.démuestran xfédcilmente

las siguientes afirmaciones:

1°) si EX = 0, entonces EX2 = Var X

X e

2°) si existe'el valor mediéﬁ“£;j£§;léﬁtgnéesfggfﬂxv= s
Var(X-u ) = E(X- w2, .

La covarianza de q%sigaqiab%gs.alg%tgnia% X}efyacon
valores medios u y v reépectivamente, se definékpéf la férmu-
la‘-:f» s S T S T R S RV TN

Cov(X,¥) 5B Tl wy fy-"vy1 T e
siempre que-ei~segundo miembrc exista. Fn paniiculdr, Cov (X,¥)=
Var X. ) | GllEliTlE

EJERCICIOS |
lzn Qemo;tr;r.pér-éé;iéééiéﬁ éué';iﬂx.: ;ié%é uﬁé dentiéég:é ’
éonéeﬁtraéé §ﬁ (Q,;);*;gténgésdf,;'/é Jgiéne la aénéidéd
E I S UL S SO U G S SO L RSl S S B AL T S
2y £(y°) (y> 0. o .
A A S T T P S SO ER R

2) Demgstrar la férmulag Var(X + Y) = Var X + Var,Y % 2 Cqv(X,Y),

3) Probar que si (X,Y)v f(x,y), wn= EX, v = EY , entonces




[~}

Cov (X,1) =j J (x-i) y-v) £(x,y) dx dy

-

4) Aplicando la desigualdad de Cauchy-Schwartz;“prcbér que

Ié;v(X,Y)‘i_VVar.X o7 Var-Yﬁ

PirSt"a:: -~f(.x,y), =/ f(x,y)» eV ’f(?{’xj‘&"ﬁ’ﬂ'a:iss’!ﬁ.ﬁ: LE e

3. Algunas densidades fitiles en Estadistica

La densidad unidimensional m&s ipportante del cé&lculo

.

de prokatilidades es la densidad gausiana:

S R
1 !

T

(3.23) f(x) =

Si X ~ f, entonces Y = ¢X ¥ m (o >C) tiene la densidad

2

(3.24) 1 e I- ;E:EZTALW

S a¥2m Y 02

que recibe el nombre de densidad normal con promedio m y varian-

za c% y se denota por N(m,cz);”Ehffarficdlar; (0,1) es la -

a

densidad (3.23),
Es ffcil demostrar aue si X ~ N(0,1), entonces -EX=0,
1 y por consiguiente Y =dX +m verifica EY = m,

2
o .

Var X

Var Y

“Vamos '&:ealcular dos densidades de ,probabilidad que

I's

\
desempefian un papel importantisimo en Estadistica. -
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(a) Sean Xi""’xn variables aleatorias independientes

b v

con la misma densidad normals N(J,%).; La:l-warieble . gleatoria

M 1

2 _ .2 2

se llama la variable "ji cuadrado” _con n ' grados de libertad .
: ' [ TS S
Para obtener su funcidn de densidad, notemos que por la

. R T pp—

hipdtesis de indépendencia, el -veGton ¥.= (Xyswe X ) tieng la .

densidad

£(x)

n
o
be]
J
1.
=
=]
et

(Y2';T)n - o 2 . -
S S e S L £ e ¥ G
- - - 2
RO S exp It - . V' orgimo oo
(21T)n/ : : . 2 S . - oo -

2° 2 S . .
donde v = X, + ... *t X . Por consiguiente, paras cada u >0 tenemos

e V)
P
>
N
i A
=
R
1
—
Hy
—~
w
~—
[aN
"
1t
!
!
t

c v _
= —2 t2 exp [ - Ly at,
RIS ol -J:-acfiiz(Qm)gﬁgwin Footas .f Al
donde Cn es la ’pgp's:;t?-.an:t"?‘ (1'2:*4)' e a0 o .
2 B . xo Lt .
Por derivacifn resulta que la demsidad de 1y es la
funecidn, - - T F o . . . .
1. % -1 Uz L
(3.25) e N exp [= =1 -  (u >0). .-, i o=
R /2 r(z) 2

‘S ‘entiende que esta densidad estd concentrada .en el

- . el L. - < D
oS L. B : el L SRR T TS . ol R Tl




76,

R P P

semieje pesitivo. De (3.25) se sigue que la densidad de la

variable aleatoria

Y =V X2/n
es la funcibn
(3.26) : 2° n .y exp' {—,-——j (y o0 .

2"/2 1) 2 o

b) Supongamos ahora que X e Y son variables aleatoprias
independientes, la primera con densidad normel H(0,l1) v la
seguhda:cop_ia_densidad'(3.265} Pard calecular la densidad del

coeiente. T =:X/Y,>la férmula’ (3,18) nos da = = ‘ |

) t2V2 n-1 nv2 o
-9 ’J exp. [- ——=.1:v "Tiexp - — }v udv oA s
I ta - v 2. - e 2

< [ . -

[o=) H 2 E
= c[ v} exp [- X (n+t2)] dv,
O T RTINS 2 T

y
) i

P :\._:'-;r-x:i: ‘,“‘“;2'- __nn/Q""‘?f;'J: C T

P NV

Introduciendc en la ltima intégral la nueva variable
V2 AL g n vzrf: H t2” E L
u=z — (n+ t") = (1 + — ) ., (t fijo),

S 20 : N

o o P T 'n. s

réé%iférqﬁé la déensiddd del T esfﬁ'dadé‘pdf la Ffuncidn
r((n+1)/2) 2 b

(8.27) AL '*"t—' ) -
/am T(n/2) - om .,
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que es la c@lebre densidad "t de Student®” con a .rrados de
libertad,

Para futuras referencias. Gonv1ene nae denotemos por

X (n) la densidad (3.24) y por t(n) la den31dad (3.27) . Esta

notacidn pone en ev1den01a el dnico parametro del- que dependen

esas dos familias de_den31dades, a saber, ¢l ‘himero n de
grados de libertad,

En la siguiente seccidn resultardn muy Gtiles los

M - . . . Lee o= e e Lo
siguiehtes lemas:’

F R - i : . K

A N a

(3.23} LEMA, Si. las- cgnponentes del vector -X =(X;,X gas sk )
son mutuamente independientes,:lo mismo:es:cierto:para~ei:vector

(.Xi + X2,X3,...’Xn).
B

(3.29) LEMA,=La suma dé dosivaPiabled aléatoriams independientes

con densidades normales tiene densidad normal.

{ : S i o

7 i 4 T - 7

El primeroc de estos lemas ‘se demuestra calculando

P

la densidad del vector (Y Yy, 2,...,Y ) = (X +,2,)5,...,xn) con

ayuda de (3,11) y 1luego la den81dad marglnal correspondiente

al vector (Yl’YS,-o-,Yn)o
~ . - v oy O

El siguiente lema afirma que la convolucién de dos

densida&éénnormales N(mk,ci); k=1,2, es una dens1dad normal ;

y es suflelente probarlo en el caso m,= m, =0 _,pues 1la familia

o 1. -2 3
de func1ones N(m o ), mER, O 2, G, es 1nvar1ante bajo traslacio-
: s (\'-““_; , PN

ro.
AR

nes (también bajo camblos {ge 'escala)

.~

;¢

L.a transformada de Fourier o funcién caracteristica

de una densidad f sobre R es la funcidn
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(€)= (FE) Ge) = J explitx] £(x) dx ;

y en el caso de la densidad normal, .

ﬁ(ﬁ(ﬁ:&2f3.= ‘exﬁ.u'

2), k=1,2, entonces

Por consiguiente, si £, = N(O, %)

k

tendremos

F(fi* f2) = exp [- 1 ci t2] exp |-~ L 02 t2] = e
2 2 2 ‘

.

e R G S
exp [~ L (01 + og)tzl = %TN(O,oi +0§ ).
2 T kY . - . ':

'EJERCICIO

S T T - f

JDEmostrar que,si.las compenentes .del vector:(X,,...,%.)

scn independientes, lo-misme-es c1ertot -para:el vector -

2. | _ SIIELIATEIIE TR
(Xi . ’X2 P 9Xn )?f oot L L. - nc - Sy el )

: n o ostEonelocon
Pista: considerar la apllca01on R > R+ X R defi-

7,

nida por q(x) = (xi*xh,..,x ) y usar (3 12) con A ={x:x1 >0},
A2= {x: ?;<“O} Y ‘ fj_wf.Aj .

s D ) k : L LT ? - g -,

- D
l—l

_Observacidn: Aplicandc inductivamente resultado
de este ejercicio y el lema (3.28), resulta gue . si las ccmponen-

-

P Vool R PO

teg_delnvector_(gi,,..,xn) son independientes,loc mismo es cierto

- O LR PoITL . . iy

para los vectores

. 2 : ".'2 v
(Xl +_'¢-+Xk, Xk+l,...,x ) Y (Ai,-t‘, k, Xk"'l,‘.uan )

k = 2,3,.._0 o_,n".]?.

- tae .




que componen el vector X.

) 79,

N

4, La densidad‘hofmiﬁ enﬁRn"yﬁelétéoﬁeﬁa;deﬁR. Fischer

s

El valor medio de una matriz rectangular X-= (X

i)

I
[N

cuyas componentes son variables Zleatorias se &fine pqr la
férmula

ol Totab

=‘(Bxi5>

siempre que existan los valores medios de cada una de eflas.

< . . : . - T

Obviamente, : -

E(X+Y) = EX + EY, E(AX) = A(EBX) vy
N T oo = - . ) -
E(XB) = (EX)B
siempre que las matrices constantes A y B, asi como! la matrisz

aleatoria Y pcsean las dimensiones necesarias como para gue

laks operaciodénes indicadas tengan®sehkido.=i. = -

La matriz de covarianzas ‘del™vector aledtorio:..: .7 ~ou-

X = (X 55..,% ) con valor medio EX = 0 es la matriZ de.n filgs;

Cov X =.E(timi)“%

e B T T S E -

por o columnas:

vy en el caso general definimos Cov X = Cov X EX) de modo que-

en 1a p031c1on (1 j) de dicha matriz flguwa el valor Cov(X., L)

. .!:._f.: M ::. : -' - :v~ T ot - A ]
y en 1la dlagonal pr1n01pal las varianzas Varm-Y &e ¥as variables
R . o3 R R :‘ N . :‘ s - ' Al -

I BRI oot o Y.
Es obv1o gque Cov X es una matrlz ‘simétric

3l

. Démostrare-

W

mos que ademas es p051t1va deflnlda, a menos Que'éliéctof'x

esté concentrado ‘en una varladad llneal ‘de dlme Si ¢ n,len
cuyo caso X no admite ninguna densidad y queda fuera dé ‘nuestra

consideracidn., En efecto, si L = a1X1+ see F aanes una




g0,

LSS PO A R : IR A T e
. I
combinaciédn lineal de'las’ varlables X 2 las cuales por breve-

dad supcndremos con promedic nulo, entonces
z z i
i=1 =1

E(L2)

eIy

y es claro que la anulaclon de esta expre81on 1mpllca que L = 0

con probabllldad uno, lc que 51gn1flca que X esta concenurado env

. - . ‘.‘ : . - O‘_ '}_. PR . . DR T -l T
el subespa01o aix1 + T+ an X, )
Si A es una matriz constante de n.filas por n columnas;
N -.x._ .
Cov (XA) = ta (Cev X) 4. L R N T oL

Diremcs que el vector X = (X1""’Xn) esté gq malmente.
distribuidc con promedio nulc o bien que X tiene:wna, densidad

nermal, si su densidad es una fupcién de la forme

: 3\
L. toy : o .
f(x) = ¢ exn [— =%’ A "x] , :
' N 2 5 -
donde c¢ representa una constante y A una matriz simétrica, Si

esto ocurre y si B es una matriz no singular, entonces el vector

Y = XB tiene la densidad . ) )
cldet B|-1 exp [~ é.y g~t a4 Tyl ty] B
2 e’
que es nuevamente una densidad normal . Adémds, “es bidh sabido
‘~\- : -

que podemos elegir .comc B unéAmairgz;optogédal{wltak due
. . RS :

571 4 T5"1t - 'B A B = D sea una matriz diagdmal:




81

_cen esta elec01on de B el vector Y = (¥12f’t’Yn),tigpe la

den31dad

Q
= o

1 2
exp [- = Ay ykJ
k=1 S

Para que esta funcidn sea integrable sobre Rn, los

PO ~

niimeros A deben ser todos positivos,., Por consiguiente, las

variables que cmmponen el vector Y son mutuamente independientes

oo L
e Y, tiene la densidad ' o
e LetDoLou w L — L L EPT U
-1 Ay 1. .2 -
N(O,)\k ) = exp [~ —.Ak'yk}r,ﬁ 3
) 27 2
de donde resulta 7 ‘ h
SRPICE VNN R ST B S
y tambié&n -
~1/2 .
(xi...xn)il2 (det D) /-,,“;(det A)i/z.Lvl._. .
c = = : - = . i . .
2
' (2m)”/2 (2 )“/2 25y”/
AT S TR ST - SN IS SR T
Por otre lado, puesto que Y =Y tB,
Cov X = B(Cov Y) fB = 'l, N
de donde se deduce que escribiendo
W = Cov X, . R . )
la densidad.del "vector normal X es . ;
P 1/2 :
. (det W . - -
(3. 30) T f(X) = ( e ) e '_:exp'- l - .J-'- W 1 t},j,
(2«r)n’2 T

Mds generalmente, si a € Rn,-lg densidad f(x-a), donde

i

f es la funcidn (3.30), se llama la densidad normal ccn promedioc

a y matriz de covarianzas W y.se denota por N(a;W).




De (3 30) se deduce que 51 el Vec;ﬁr aleatorlo
1
X = (Xi,...,Y ) estd normalmente dlstrlbuido, la condicidn nece- {

saria y suficiente para que las variables X, sean mutuamente

i R

~.', T e A

independientes es que W = Cov X sea una matriz diagdnal.-“'. ]
Un vector aleatorioc X’=’(X£;..,Xn) formado por varyia-
bles aleatorlas.lndependlentes con la misma den81iad ¢ sobre

R se llama en Estadistlca una muestra de la den31dad ¢ . En

» * - -

dichas condicicnes, las varlables aleatorlas

X =

se llaman, respecfivamente,la media muestral y la varianza

muestral, T,
Ahora estamcs en condiciones de enunciar el resultado

mids importante de esta seccidn’, a saber: o

(3.31) TEOREMA (R, Fischer). §i X es. una mue&tri de una densidad
’-~nonmalLN(u;OQJggentonces~la,mediaiy_lagvarianza muestrales

son independientes.rs - e

DEMOSTRACION, Las variables aleatorias

Xi -u - i . ‘ .
Y = o — (i‘ = »1,2’,\' ,. ,,' ,'n) L

i
o .

son mutuamente independientes y tiene todas la misma densidad

normal N(0,1) , lo que significésqﬁd el wector Y= (Yl,..,,Yn) es

una muestra de N(0,1) y tiene una densidad normal en ,Rn con

.promedioc cero y matriz de covarianzas Cov Y =I =la matriz

unitaria.,




De las relaciomes X, = ch +

SRR S S

donde‘iaf(l/gg EY1¢TAg(Q?l/n) y por consiguiéﬁté,:

(3.32) Vi EXZE o /R ¥ aowm(0,1)...

‘g

Ademas, puestq—-qué- Xi—“§'=

82 = (1/n) Z(Xi—2J2 - (éﬁﬁww“w

B S
(3.33) =, 8 (Y.=-¥)", -

it - .
NP 8
- _—— - BRI

3%

( l/ )/;1- = . aa % 1

T B R l,/_/I?- < c‘."'!‘:-._‘ :
B= - R S

. N BN
a 2 a s L]

ot

83.

se deduce

e .

o (Yi__?.) . LR

Consideremos ahera un cambio de

_/n)_z(Yi-?)Q, de donde

variables Z = YB,

R

IS RIS JEL’/;/H el e B b aa T

PG .- . .

] - o
&

es una matriz ortogonal con el Gnico’: requisito de que todos los

elementos de la primera columna valen-7:1/vms de modo que

1

Puesto que{B es ortogonal,

z, = (1//n) 3Y; =¥o ¥ L.

e A : SR SR . - y 2 K% § - ¥ Y 2 =
AR TR SRCTIE ) FECID I 1¢ SUNR O UETS 45 Rl

Q.

e



8L,
es decir, en virtud de (3.32) y (3.33),

(3.34) /n Sl T

y también

(3.35) nS_ . 22+... +zz.
2 2 o)
o
Perc el vector Z tiene una densidad ncrmal ccn promedio
cerc y matriz de covarianzas Cov Z = tB I B =I, lo cual implica

que sus componentes Zi son mutuamente independientes, lc cual
demuestra el teorema de Fischer. M&s afin, la variable (3,35)
tiene una densidad xz(n—l), de donde se deduce que la varia-

ble aleatoria

(3.36) /oo X -m
s

tiene la densidad t(n-1) que hemcs calculado en la seccidn
precedente.

’ Adem&s de ser un teorema matemitico interesante, el
hecho de que (3.36) tenga una densidad que s&lc depende del

"tamafio" n de la muestra es fundamental en las aplicaciones

estaddsticas del CaAlculo de Probabilidades.
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s APENDICE A

. - . <o R - L, F
§1. Construccidn de ciertas funciones C . BE i Ry
R N

tr S v st et o+ e ¥ meatmeim Aot © awmes —¥i &eboes

Desde el punto de vista de 1la lnteg;aéion nada'hay méas
sencillo que las funciones caracteristidds de intervalos & cubos
en R} pero.como se traba de funcionés “disdontinuas,- vé§iltatcon-
veniente aproximarlas por funciones mds regulares,por ejemplo
continuas (fig.1). ; o i

Pero una funcidn como la indicada

en el grifico no es suficientemente"suave"

-requerimiento esencial en muchas cuestiones 1
debido a los &dngulosj;”redondeando" &stos’ o000 :
P )
‘! ] b+€
puede consegulrse una buena aprox1mac1on !
T - i - ..,%A, F i ‘ T T < N

d1ferenc1able e 1ncluso— segﬁn veremos a-g 2 b

- . . - . R Gt i, ERaits Rr IR '
ensegulda— 1nf1n1tamente dlferanclable. fig.1

A tal efecto, empezamos construyendo aplicaciones diferen-
. PN © e e s e = o
ciables (de clase C ) que se "pegan' bien en puntos tales como

a-eg ©

+e de la figura 1,

Lema A.l.1.

I

";.: o

PR
PR A

La funcidn :4¢:tR -+ R definida por

. L
. tp(‘t) o S I i Ao, S
IO E RS- = 'tf_ 0 = N i

. . . . . < S PR - .
es no negativa, positiva para’ t> 0 y de eclase C , "= . 7 ~ &

Demostracidn: Lo @inico no eviderte es'que:!¢ . ~es - infindtaménte di-

erenciable en t=0; como las derivadas laterales a izquierda de
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todos los drdenes existen y son obviamente nulas, bastard probar

. [N
r T

que para todo k >0 es

- S (k ) il ( k) el e
( ¢ (t) - ¢ (o)
w\k+l)(+0) = 1im : M Oh

PRV

S

Do _t’_\; O ol e .i:

La prueba es por.induccidn sobre "k >0. y se reduce a ver

que L ) - R ;l-::. : - h ) ERE o L )
lim e-l/t _
—_— =0
t>0
Poniendo t = 1/x%, esto es consecuencia de )
- Idim x?h,e-x = 0 L -
x> o V

que es- un ejercicio de® aplicacidn de la regla de L' lbspital.
\ . IhaRL

R RN

PO

I .1 HASEeiE) P o

Veamos mds consecuencias de A.l.l.: si o >0 definimos

.Q o s T shovn o rTLU LA ORI B Tt
¢ (tlo) S T

',’b (t)? T v oo
e (t/a)+ ¢(1-t/a)

P =

donde Y es la aplicacidn del lema anterior. Entbnces es fécil

A i ow e

ver gque

Lema A. 1,2. . R e R . L

La aplicacidn ¥ és no negativa, creciente,
o L ST

de clase C , nula para t< 0 e igual a-I para 7

t.?_ o (fig. 2). ) . . A . v /

. s e
- i . ik LSS
Obtenemos entonces: (cuando. a=1l): gl




Proposiéién A.1.3,

-

R SN

Si éh€”Rnf pb%%xfodblfnia”lé aﬁlibaéién h;fRn¢+;Ridéda:Pof

lijLL y;”wl;(g?_ IE;:_E!j“

'em‘“\hé(x)_z ¢i(2 3! -

A ARSI g T : T .1‘ S0 - '
es 16 negativg, de clase C nula para |x—a[ >2r , menor que 1

ok ST L LEl

si r<|x¥a|<£2f'é"£gﬁ§f}5¥i si |x151ﬁi;r.

Demostracidn: Se trata de una verificacidnj;udtese que -como g cénposi

. . . e e ® e taga e e @m0,
cidn -de fumciones de clase:C &g dé ‘clase € h - wéfgultd seguramen-
) n.o. L - ¢ ai. TR e
te de:-clase ¢ en R7-=tfa} {donde % + |x-a| es 'de *¢kase C ). Pe-"
ro en un;-entoric de a(ekactamentd la Lola “dé radio ¥ y centro.la)

< S 5 TGP
hr es constante, y entonces de clase C en todo R, °

Enseguida obtenemos el interesante resultacdo:

Proposicidn A.1.W4. R

n . . . .' L
Sea K € R un compacto y sea U un entorno de K,Existe entonces

. . n ; e e
una aplicacidn.h:R" ~+ R cde elase C ..que verdfiea: =z=u

a) 0= h(X):— 1 para .th-Q::X:V.'gr.,anc: Towru i i SR s

b) hi(x) = 1 gi x

P R

(1))

. K . , o e e T _‘ o 4\ . - K ‘..} =

ST T L T

c) sop(h) C U

Demostracidn: Por ser K compacto hay‘ﬂﬁ‘éﬁﬁﬁ"ﬁfé"fiﬁi%b”éi;..., o

de puntos::de Kwy.rl‘>0;4;:§®m>i@3faies~que
m

= . -
H Ty

2ed s ,-‘,U--.v Cue ot PRI S Y L Poor ey ' ":: ) y
KCyo B(ajarj) K(aj’zrj) c U U=

4 o R 4 : L R P T T T S < ACOEt SN e I T =
3 . ERIN L2t : & . SEURY T P - RPN T s o

Para cada uno de e¢llos hay (por A,1.3:).-ungglicagidn

h.:R" =+ R de.clase .. C  tal qus h.(K(a.;r.)) . =-1, 0<-h;{x)<s;l;: si :-
] . T : : J N —_,.,_j._.___.-—___ .................... -
J

x € any,hjgxlhﬁ 0..81 x i»;%&éfsgrj.

3 ' oAl Tl s : -

.',=.
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m PP P T PR .
gi £ = ¢ .hj’ f es de clase_Cw no negativa, £(x)>0 si x €K

j=1
m :
y sop(f)CU  sop (hj)EC‘Us sea o ={min f(X): x ¢ K }./Ciertamen-
j=1 ;

te @ >0 y entonces h = ¢ f (donde _wa_esté definida por.(1)) ve-

rifica todas las condicioénes a)b)ec)  requeridas (cf.A.1.2.) 5
COI’OlaI’io' A'- 10‘5 . T ) ot] . : : T . i:? Lyl

SQa.HmCAR? una hipersuperficie ;(o més generalmente una ‘subvarie-5..

dad diferenc¢iable de R%), sea K € H un compacto y V un entorno.

de K.en H., Existe entonces una aplicacidn Yi{H =+ R dec clase:

[>=] . . .
C que verifica

a) 0 < ¢(x)21 si =xe H . . B ; - . L
b) ¢ (x) = 1si x € K o Sl e
¢) sop () OV ..

Demostracidn: Hay un entorno U de K en R® tal que K UHA V§

entonces si h:R™ + R de clase C es dada por A.1.3., la aplica--

cién ¢ = h/H responde a los requerimientos a)b)e).

§2, Algunos teoremas de topologila

Supongamos que X es.un espacio métrico (o mis , general::

un espacio topoldgico aunque en los desarrollos que siguen serd

J
suficiente considerar el caso en qué X es un subconjunto de R™).
" Una Familia de subconjuntos (Aijie T de X se dice

localmente finita si para cada x' € X-hay un entorno U de x que
corta solo a un nfimero finito de édnjun%os‘Ai, vale decir: para =

cada x € X hay un entorno U de X y un conjunto JC I de ZIndices
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que verifican U N A, =¢ si ig J.

~

Muchas de las propledades de las fanlllaS'fInTTﬁS“Fueﬁeﬁ

; : —— —

)

extenderse al caso de famlllas localmente flnltas por ejemplO'

Lema A 2. 1.

Si (Ai)ieI es una familia localmente fihifé;-

Demostracidn:Siempre es

~

1

_-. .,LJ;'.; Loy R Y "

* {pues ‘el” conjunto de ' la derecha es ceprado y contiene a todos los*

A., pBr’lo“Eéﬁ%o contiene - a todos 163’Lﬁi?}*Supéngamosiahbfa que

x es adherente a - .U -Ai; por’1a definicidn , tendrémos an ehtdr-

F Y

iel

N

ey

no U de % que ﬁo corta é hingﬁn'Ai bbh i'd J (JCi finitd), ast

que

UOUA=¢'“’":{ N A#d>;:

Si ?J oo R T O - “ T

Tenn L3 s oo . S S ST B

. 1 H . o
= [EORPRI i LD R

LU

1y

i i€I i

N SR

Escribiendofi:é'ig J'Af\) g ‘Vzﬁ*veﬁos due hecesariamehte: “es -

=

X GleJ A.. Como esta unlon ‘es flnlta resulta entonces x €

asi que seguramente es xe

: é

R : D T S ¢ |
B i€d i
~Uw‘_g‘ o . o

)
>

Corclario A.2.2.

. P
. - - - R BRI

La unidn de una familia Jlocalmente finita de conjuntos cerrados

s

es un conjunta cerrado.

Bl‘sigqieqﬁgﬁ

la que damos aqui para un espac1o métrlco X-

pacios topoldgicos normales") con demostracién mé&s engorrosa que
ST [ s N T A A 2

I i3 . - ] CeReoL o er e R

PR

resultado es vdlido en un contexto més general ("es-
N s Boooceoao: RO S .

K .; ’:“ N




0.

Prop031c1on A 2 3:
SRR LT S P LTI T I
Sea (U )l €1 un cubrlmlento ablerto localmente flnlto de X Hay

entonces otro cubrlmlento ablerto Gi € Ui para todoli i €I

(mlsmo c1njunto de indlces ; ). que verifica ,Vig U, para todo

~ L A R L <

le I.

Qa@osmrabiéni Para cada i € I con31deﬁamos la func1on contlnua
i,. - o

¢;:X > R definida por ¢, (%) = d(x,X; U ) claramente es ¢,(x) >0

para todo x e X, ¢;(x) >0 para todo.x.eU; (y ¢;(x)zPwsi x ¢ U;);

como laz familia es un cubrimiento, :para cada .- x.¢ X habr& .por

lo  menos un indice i e .I para el cual 93 (x) 500 .. . - =

Pongamos ¢(x) = sup. {q (x) 1 € I}, para cada x es @(x)>

>0..Afifmamos que ¢ €s una func1on continua (y flnlta) En efec-
to, dado x of X hay un entorno U de x que corta solo a finitos

Ui’ y por lo tanto hay un J CI finito tal qae-‘gfkﬁlt 0 si 1i¢ J.

Es evidente. entonces que (y|U) (%)”;;aﬁpA (q |U)(x).1e Jd }, =

que es una func16n contlnua flnlta. En cogsecuenc1a élU es contl—

S

PR

nua, es” dec1r. para cada € X hay un entorno U dex xo_tal gueﬁ

¢|U: U » R es continua, y de aqu1 sigue sin dificultad 1la

~ ., - -
o s v e T oA Ry

continuidad de ¢ .
Pxrg tx)> L q(x) } para cada e’ I
[ 2 ) e

cada Vi resulta abierto (por ser ¢ continua). Ademas V C{ X

‘Definimos ahora Vi =

5oL T

E¢i(X)‘$ lj;(x)} C U para cada i€ I para ver'oue efectlvamente-

. .__\.
- o

los Vi“ (ie ‘1) cubren X notemos que para un x € X hay solo fini-

R B 3 . LT R 1t

tos ii,...,i en I queAQerifican 9;3(§3 > O;.;.,‘?: (ﬁ) 5 0. Siw
r i, i,




2
- - ka - - -
B I IE “ . 5t . . -. st ]

gll

AR N

los ordenames por O<¢.(x) < ....<y; (x) es claro que ¢; (%) >

1 1 ! r v
= Y (x) = = ¢(x), luego =x €V, . L
2 o U, Y & et SO =%%a:_ o) - . ; ~.

Es

>

~A:los efectds+de comprender cabBalmente’eél enunciado (y 1la
prueba) del importante resultado.Ai2.5.>cérrespondé! hzcer mis-
disquisiciénes sob¥e conjuntos coipactds-en Ry por dé prénto - - -
si X-esfgn;subconjdnto.de}Rn.y A C X es“un-sub¢onjuntd cdmpacto "
de X (o'isea: ‘tiene. la:propiedad. de Heine~Borél rpe&specto -deé cubri-
mientos por abiertos en X ) entonces A es un subtonjunto eémpacdto

n .
de R" , y.reciprocamente., . . . -.- . .- el T it TR 2 e £

. n . .
vReroqs1 K“eg un compacto.en_.R.,. K N x- no ncesarianmpente;

n .
es compactoe en X pues puede no ser.compacto en..R;j.en. particular

[0,1] N Q no es compacto ya que no es cerrado.
Obviamente esto depende de.-X, por .lo .que procedemos a fijar

vna nomenclatura para los subconjuntos gue gozan.de propiedades

razonables .en tal sentido: asi:dgcimos que-X es localmente cerrado
si para.cada x € X hay un o> @ :tal‘qge;K(xé,ﬁo)n Xy - .compacto.
) ch 0" R . .

Observaciones- - A.2.4.. . . .» e e . L e

72 L Dol P S - AP JEEEN k) EEE

a) Como-K(x,ro) N X es acotado, la definicidn .puede reformularse
diciéndc qué parad cadda x € ¥ hay“Gn-b ¥70 tdloqué el conmjunts:
K(X,Pd) M:X*es -cerradoy”™ T+ - i o - CREIENFERNE S e

b) Con 'Ld notacidn anterior, 'si rg¢ r resulta - ‘que tambidn

K(x,r) N*X es -cerrddo (o compacto) pués es la intérseccidn - del

cerrado K(x,r ) NX con K(x,r). .



-
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¢) Todo subconjunto cerrado X C R" es localmente cerrado--(eviden-

~ R -

]

te). - IR .

d) Todo abierto € C R" es localmente cerrédo; ﬁueésf X € & Thay
un 8> :0.:tal.que Bixy &)C 9, Luego si S ¢ es. claro que

?K(m,rbﬂﬂ Q:’K(x,r&lﬁbiqn‘qerrado.:,“

e) 81 X' e Y son subconjuntos localmente cerrados tambié&n lo es
‘su interseccidn; pues si x XNy y K(x,no) nx, K(x,rl) Ny
‘son  e&rrados, también.-lo.es su interseccidn K(x,pQ)ﬁ XNy

(r2= min (ro,ri)).

f) Toda hipersuperficie- o m&@s generalmente; toda-subvariedad
" diferenciable en Rn, es localménte cerrado; en efecto, dado

: P . . e P - N - - n
X €X por definicidn hay un-entorno abierto U de x en. R, un

entorno abierto V de 0 & R™ y un difeomorfismo h:U = V tal

que

£

T nU NX)E {y e Vi oy =70,y = 0}

(paﬁa‘iipéfsupérficié,’K* n=1Yy: " -
éngaﬁcéé;éiﬁxcx;rg) CU y K = 'h(K€x,2)) C:V; K.es compacto
y h(K (X,l"o )ﬂX) f: {y eK : yk+l= .0 3e e ,'yn'= .O} que - es COmPaG_:'FO,
luego también K(x,ro)ﬁ X es compacto (ya.que h&K(x’rd)ﬁ.2£K
‘es homeomorfismoe). :

" :Finalmentezveamos cuando un cubrimientg es mids fino que otro:

si A y B son curbrimientos -de un conjunto cualguiera X- di-

remcs que A  es més-fino. que B., o que A es un refinamiento
de Bi"'si cada: AEA _estd contenido en, algln BEZ ( escribi-

remos ASB ).
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Cﬂertamente AC B (o sear A es un subcuhrlmlento de B )

g : ‘. H
a - - N PR T

es cond1c1on suf1c1ente para que A > B ; pero ellomn no es de.n;n—

gn modo necesario (tdmese por ejemplo en X = Rn, =familia de

todas las bolas abiertes, A = familia de todos los cubos cerrados.

Claramente A >B y B>A ‘p%rb'A“A N B-= ¢):

El 51gulente resultado fundamental pucdﬂ p°obarse bajoc hi-

pote51s mas generales, pero el enun01ado que damos es amplia-

"3

mente suf1c1ente para cubrlr las apllcac1ones usuales.”

Tecorema A.2. 5

Sea X un subconjunto de Rn y sea g un cubrimiento abierto de X.

ux1ste entonces un cubrlmlento ablerto A de X con lassiguientes
propledadegz .,
a) A es numerable

+ L . t .- Sl

b) A es localmente finito
c) A. es m&s fino .gue -B -,
Ssi .ademds X es localmente cerrado, A. se puede determinar

de manera que también verifique:

d) Para cada AcA.-,. k es compacto. . :. R LS A
Demostracidn: Escribamos B = (B )AEL’ por definicidn .cada ; BA es
de la forma X N ¥ con cada W abierto en R,

3°
Para cada x € X y cada A Eﬂ~con-ﬁ4éiBAhay ﬁn:r(dependiente de x

y A ) tal:que K(x,2r)C WXY;:si;X,es ademis localmente cerrado este
r;pu§§§3%;§ginsg£de*manerq que K(x,2r)N X sea’dqmgaptoA(cngQZn#\bJ).
Le fémilié B(x,r) correspondiente ciertamente :.cubre& X ;¥ gntoncés»

por la propiedad de Lindeloff hay una subfamilia numerable ¥ de

bolas abiertas B(xi,r{) (i> 1) que también cubre X.




qu,

Evidentcmente los cohiuntds B(xi,éri) (i 3})Ataﬁbiénknbreh X,

Definimos

A= % '!“ N
Ly B(31?2 1)0. X : o ' ) | . .
N - -t . v m e s R ) T - : o *
, - U
Am+l [B(Xm+l’2nm+1) -1 K(Xijri)] O;X

i

N ".‘ - ) N N L4 o . . ) - - 0
Los conjuntos Ak(Ki 1) forman la femilia A prometidaj
en primer lugar son evidentemente abiertos en X (son interseccio-
- ) - R - Lo .
. R ‘ T . i
nes de abiertos de R con X) y la familia A es numerable por

construcecidn. '

Que A cubre X se ve asi: supongamos que X € X y sea m

el menor;entero tal que‘xe B(xm,éf'dnlx. Si m=1l resulta x € A

m ) 12
sin > 1.no puede ser x € U B(xi,Zri) y con mayor razdn ser
m-1 i< m i : : :
X ¢ U K(xi,ri). Luego (por definicidn) obtenemos x € A .
i:l oo BN R .

probar que A es locélméhie’finifé,'Supdngamos x€ X3
ciertamente serd x €U = ﬁ(kk,fkihﬁ“XQ§é¥% algtn E7ii; Como
B(Xk,rk)ﬂﬁm=¢ aim >.k vemos que U S8lo puede cortar a Al,.ﬂ,Am

y entonces queda probadc que” A es localmente finita.,

anélmé%fé;éieﬁdo'paré todo M E}: TS T

B

A C 3{=x. N C K( r ). N
A B(}m,Zrm).. X K(xm,Zrm)v - X

resulta que si X es localmente cérrado, y- habiendo elegido 1os

de” manera qﬁe'K(x,Qf)ﬁ "X ‘sea compactc.resultara A CK(xﬁ,zrm)C X

asi que A también serd -compacto’
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ZlBl teorema queda completameate p@ob ado;. ya que éevidente-

mgpgg,QQQQQA' estd contenido .en- B(x 25 J N:X:: que pér construc-

qiép_egté.contenido enqalgﬁp;W N x. »(esrdecir, A> B).

§3. Particiones de la unidad.

Supongamos que X es un espac1o metrlco (o topologlco) y

; e .t."-.".‘? o

que ¢.:X >R (i€ I) es una famllla de apllca01one3'¢ales que

"la familia sop (vi) es localmente finita" (1)

iEIk
Entonces no hay ningln inconveniente en definir la aplicacidn
- [ y - X T et s R

P T

N
v

z - ‘»Z . \b .y - R i
CPe By e winii€L 1 T R

’1—

mediante la regla - para-cada x.5

1 “{
R TR TORCY é vy ST 0 oy

1€I

o . Y N N T L e T R 5 N S S R S

En efecto para cada x €X hay sblo un nlmero . finitp'

de indices i€ I para los cuales es ¢ (x) # 0 y por lo tanto e1

-
N R S
{ i

. NEES o S IToaE v T L 4

mlemb“o de la derecha en (2) es. —para cada X FX ~una sumz flnlta_

I R A S . LR s Tl o nlfosas Lo ‘- - -
(mas pre01samente: solo un numero flnlto de sumandos son no nulos).

Es f&cil ver que (81empre qpqige verlf;quq';§<nnd1c1on
(l)), estas sumas ié 1 tienen las propie@gdes,dg las sumas

finitas; por ejemolo 31 I = I U 1 con I ﬂ I 3¢Ava;eﬂ

BT PR S e v -:;]' FESIE 2‘ 2 LT Ll il
1FIir 1€ FQ ‘161 | | _
e ; : Pel wenale=ncdoo =

- . . B ¢y T . .. -~ - P
e R S T WU S SE st S S SR N A ol S S r T, A
Sea X'‘un espacio métrico y ¢i(1 €I) uha familia de @licaciones de

¥ en R que verifica la condicidén (1). Entonces:




96.

Pe T
M~
—

" a) si’ todaes 1das wi son 6o6ntinuas tambidn lo es V..

i
“-bY Si X &S una \hip%%sﬁiérficieaéh'Rn{o ﬁés‘ggheraimeh%e;f
‘uha variedad diférénciable) y todas las p;son de clasé

k‘(l< k< «), tambiédn lo es iy Yoo e

3 I e T s lanic st

Demostracidn: Si a < X hay un abierto U que contiene a a y una

-

parte flnlta J c I taléé que soé(¢ )ﬂ U=¢ si i@ J; por con-

S22 PRI

e C Z w )| Z__‘x_‘b._lu_ -
i€ i &g

Como una suma finita de funciones continuas (resp: de

clase Ck) es continua (resp: de clase Ck) éiguéfdela la fdérmula

precedente que y wi| U es continua. Como la continuidad (fésﬁ:
i €1 - g

de clase Ck), resultan a):ry b),3Veambsiahofa“unfimportante resul-

tado que generallza de manera notable la prop051c1on A.l. 4

Teorema A, 3 2.

b el

Sea A C R un conjunto cerrado y sea U un entorno ablerto de A

Ex1ste entonces una apllca01on h R g R de clase c” que verifica:

. - . ~- ~ Cs e A 1
ot

Ta) o < h(x) < l para todo x € R
b) h(x) = 1 si xeAn
) sop(h) C U

eLt : a Lt . e

Demostracidn: Apllquemos ‘el teorema A 2 5. al cubrimiento

B ={ U, X-A} de X = R%; sea A ='{d&: jfziT}§erificando a)ble)ld)
de dicho teorema. Como A es localmente finito podemos  conseguir

otro qubpimignto abierto Vj(ji l) de tal maqua»qpelwﬁjgvuj para. ..

todo -j >1 (prop.A.2.3.)..
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Siendo cada Vj compacto, de A.l,4, dedu01mos la ex1stenc1a

FOofLenT 3ol 2 SR

de apllca01ones hj' R > R de clase Cw . 0 < hj(x)< l.para cada

- Siam T - . fris Sy ‘

x€ R de tal modo qeu h (V ) = l y sop (h ) = U (a31<ye la familia

de los soportes de las hj es localmente flnlta). :
cuacy.8ea d o {4 2L U.NA S ¢k = {1 21 0,60 Uly pongamos

¢ = Z.-; h. , ¥

, woed h,; ambas son aplicaciones de clase C'-
Vi€ gE e : :

é J,;AJ
U

Vv, resulta que ‘%) £ uix) 4 0 pard”

H“

(A.3,1.b) y como R®
i>1

todo x.8i h = @/¢+¢ ciértamente h és de cla¥e T’y - verifita”a)i’

tambidn® verlflca b) puesto que si x€ A necesarlamente' es y(x) =0

(si i  Jes U/NA=¢ ,yen par%iéular“ééﬁfhiyh A":¢fyfi
g i&d
gracias a A.2.1. - T e

> na - ED 5 3 = A ,: f= T u::-:' Eel o =_LJ1:
Finalménte ‘es sop{h) = sop(v)iv~u A sop(hiQ CiiEJ UiC U

Observacidn A,3,3., Si sélbo sé pretendé que-h Sgé}éélo{continua

la pruebateéibasfaﬁté“rfivié;:?bastgﬁéonSidéfar’ﬁn entorno abierto
V de A con VC'U (por-ejempls 'V = {x"€ RPia€xia)< 172d(x,R"-U)} y
y enseguida poner O Lo

- d(x’nRET vl . OISR RE
h(x) = : — g

T ek BY£ACxRP-V)T IS

notando que sep{h) =V, o v R R e P Y

""Ahoéra ‘estamos -én-condiciones de ‘demostrar teoremas de: -
"particidn de 13 upidad"; de manera’ general si ‘X'~ es un éespacio-

métrics (o topoldgico) llamamos -particidn-de ‘la wiidad -a ‘toda’

familia® Qi(i€~l)fde7apiidéCiénéé contiﬁuaé *Qizix4 R que vépifiein

= N e . : . e




T 1) ini(k)'péra todo x €X .

ii) sop(wi) (ie Ij‘és una familia localimente finita .

iii) J e, =1 - _
i€er - e, Lon Sieo tmA
Si X es hipersuperficie (o una variedad difervenciables) vy

eom . . . LR :]'('-'" N 27 N g L . -i'-, o .9 < > -".' N b :
las i*son”de clase "C, hablamos de partiecidn de la unidagd de

clase C* (1<ik < =) (cf. dema 2.16). ; CoeEe w

Teorema-AL3.4, (Teorema de particidn®dé la unidzad%)

Sea X una hipersuperficie (o una.variaedad diferenciable) y seca
. L T L - . e : o

3 = (B un. imi bierto de X. B

B = ( A)AG L. n:EuQ?%g;enﬁqu ierto de X

3 . a) Existe una particidn .de Ia{ﬁﬁidad-numerablé‘wi(i >1)

de clase C° tal que Coee

“i),Sopfwi) es compacto para tode i >x S
ooid) La‘familiaQSDp(gi) (£ 51) es un réffnamiento’de B .
b)hExistequna:Paﬁ%iciéﬁ de -la unidad H;(XG‘L)kaigmd'cbn~

junto de indices! ) tal que

i) sop (n,) C B, E.?.l;.:s‘:l_,j-.t:,_é—;flé__jx}.ﬁ. L.

ii) hx = 0 salvo Ul .conjunto’ numerable de indices A€ L

Demostracidn: Para cada A € L y cada x € BX hay uhacarta’ local’

(U,p) alrededor <de-x tal que - (W) =S C:B, el cubrimiento abier-

A
to. formado por tales S (indicando S ~) evidehtemente es mi&s" fino'
que 3 .  Aplicando-4:2.5. obtenemos un cubbimiento abierto numepa-
ble. A.= {Ai: i 3}}:gue refina a'.S=(y-p0riio tanto a B 3. cofr ca-’
da Ai compacto; y siendo A localmente finito podemos producir

otro cubrimiento abierto V,.(i> 1) de modo que ﬁi - A (4.2.3,:
itz
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Ahora afirmamos que es posible construir (para cada i >1)

SR - e BT
aplicacidn f,:X + 'R de clase C due verifiqu“é"fi(X)C [o,11 ,
F Y.= 31° e S P L T Cow -
fi(vi) 1y sop (fi) Aie 7

. . - ) - .- o . - I 2
i . LF -

En efecto, hay un SES - pard el édal“KiC”s;"céﬁ carta
local correspondiente ¢:U o Sj
1

Bndo ¢1(x) ‘sbionto e BF
tomando (Ai) abierto en R,
<@ ;) cerrado en RY v Wtilizando A.3.2.

construimos una aplica-

g . = ‘ e eo ‘ﬁ 4 E
cidn htRk + R.de clase C , h(R )C fo 1] '—(Vi)) =1y
* tiT. faga
';SOp(h) C ¢ (A e el U - ...”u; : PR :
T .-g¢ pome entomces .:i- T ' T

’ B JV{ b.{L‘”X:g SH‘
fi(x) = |

h w;i(X) x€ S

y es inmediatorque,fi_tieneYlaSﬁpropiédadeSEréﬁuéridéé (ver figura)
- : ; e i

Como- los V \1->l' .cubren X (y Forman una Famllla localmen~

te Flnlta) la func1on f = T :fi es de clase C (A 3 1 b)) 7
i >3, A T
f(x)> 0 para todo X EX, asi que para cada i >1

PR
n 101 e o
12 fPAF BoBiTELO
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oo, e ‘5.5; - [ » —')"') = . .r-:- ..
es de clase C , g > O y sop(g ) = sop(f )C A _

Como cada A ;es compacto, es sop(g ) conDacto para

!

todo i> 13 es obvice que igl g;= l y que la famllla sop(g ) (1>l)

I

reflna a S “§ por ende a B

La parte a) del teorema queda éompletamente demostraca.

Para la parte h) N elegl@os para cada 1i>1 un x €L de

manera que Ay e By s A2:C BAZ"" En otros t&rminos: sea y:N -+ L
1 . T * . -

una aplicacidn que verifica A.C B_,., para cada i >1 (una tal apli-
i™ Ty (i) - -

~ Lo e

cacidn y existe por ser Ai(ii 1) mé&s fino que B ).

Se pone : : T

AT oi€ce B v

donde €, ={1> 1 : y(i) =a} = y'(0) (si ¢

T foer A = ¢ "' —h)\='. 0 Por deflnl—

cidn). Ciertamente hxzp es de clase C° y sop(hl)esté contenido

en la unidn-de los soportes’de las g; con y(i) =X , midn que es
. L 4 .
. -

cerrada por A.2.2. ., ¥ que estd contenida en la unidn de los Ai

con y(i) =r “y-por lo tanto en B,.

~ 'Veamos que sop(hki_(AEL) es localmente finita; s@ixG’X,'ha§g
un entorno U de Xy un i, z 1 tal que un A, = ¢ sii> i ; por
consiguiente UN BA=¢ si A & vy {l,2,...,io} , lo que queda demuestra

lo afirmado. Adem&s para cada x€ X tenemos

1= F. g.(x)= ) F. g.(x))=_7F h (x).
i> 1 * L i€c, T T Teaen A
( Lo e T P
" Fihalmente, hA: 0 si AE y(N); esto concluye la demostra-

cidn del teorema.
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Observacidn A.3.5. Si sdlo rretende una particidn de la unidad

L

con funciones continuas se puede hacer una prueba mids sencilla
en particular en lo que se refiere a la construccidn de las fi
de la parte a). Pues con un razonamiento idéntico al utilizado
en A.3.3, se obtiene fi que vale 1 sobre. Vi, con soporte en Ai,
El resto de la demostracidn no cambia prdcticamente (excepto que
la continuidad de f apela a A.3.1.a)).

Ejercicio A.3.5. Demostrar A.3.2, para el caso "A errado es una

hipersuperficie (¢ variadad diferenciable) X" (Sug: tomar una
particidn de la unidad como en el caso A.,3.4.b)) para
= {x-4,U }).

Ejercicio A.3.7. Sea A C r™ ¥y sea ¢:A R" de clase Ck(ver de-

finicidn en el capitulo II, §1). Demostrar que hay. un abierto

Q que es entorno de A y una B t = >RY de clase Ck'tal que
F|A = ¢ (sug: con notacidn de §1, 'capitulo II tomar § como la
unidn de todos los U y F= I gy. £f; para una particidn de la

unidad gU(U € ")),
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