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PREFACIO

Estas notas dan una introduccidén a las nociones
‘de categorias, funtores y transformaciones natura-
les, usadas por primera vez, por S. Eilemberg y
S. Mac Lane en [2] . Las notas han sido escri -
tas para un breve curso en la Universidad de Bueée -
nos Aires.

LLas principales fuentes son los articulos [4] y
[5] de A. Grothendieck, la tes‘is de S. Fakir [3] Yy

lecciones de A. Dold.

Conffo en que esta presentacién habrd de contri
buir a una mayor difusién de estas nociones, que
son de fundamental importancia. Finalmente quisie
ra agradecer a L. Recht por su amable colaboracién
durante la redaccién de estas notas.

PHILIPPE TONDEUR

Buenos Aires, junio de 1964.







CAPITULO 1:

CATEGORIAS

1.1. Definicién y ejemplos de categorias.

DEFINICION 1.1.1.: Una categoria ‘1{ consiste de:
(i) una clase de objetos A, B, C, ... ;
(ii) para cada par (A,B) de objetos se da un conjunto EA, B] cuyos elementos

se llaman morfislos de_ A en B o morfismos con dominio A y rango

B (escribimos la relacién o € [A, B]_ enlaforma o{ :A---¥B o
A 5—--} B). Estos.conjuntos son distintos dos a dos, es decir:
(A,B) # (A',B') implica I:A,B:In [A-', BEl = Q;
(m) para cada terna (A, B, ‘C)A de objetos se da una’aplicacién
[A.B] x [B,c]---->[a,c]
(<, B 1> el :

llamada composicién ‘de morfismos ;

(iv) para cada objeto. A se da un elemento 1 A € [A, AJ, llamado el morfis-

- mo identidad del objeto A .,

Estos datos se hallan suje’_c/os‘a los siguient.es‘do_s'axiomas:
(1) si oL € [A,Bl, (3 € [B.é] R X‘G [C,D] , entonces Y‘({Q.O()-' (Y‘ﬁ)ol,
(2) si ol € [A.B] . entonces 'dlA's.ojl . 1B‘u£= o{ . /
. . Observacién: El morfismo 1, , cuya existencia estd garantizada por el dato
(iv), estd determinado en forma'dnica gracias al axioma .(2). En éfecto-, si 11y es

u'n_segundo.morfismo con las mismas propiedades entoncgs 1p = 1 17 A" 1y .




Ejemplo 1.1.2.: Una clase de clases A, B, C, ..., con morfismes

¢ si A$B

{1p}si A =B

[a.5] -

y composicion obvia de morfismos.

A Y

Ejemplo 1.1.3.: Un conjunto de clases A, B, C, ... , ordenado por inclu-

sién, con morfismos

[A,B_]-s @ si A¢ B

1AB si AC B; iAB:'A --?» B es la inyeccidn)
¥ la composici6n usual de aplicaciones: ipnigpg = ipc -

Ejemplo 1.1.4.: Mis genera.lmente, un conjunto parcialmente ordenado (S,

con elementos A, B, C, ... , 'y morfismos

[ ] @ si A% B
1A,B| =
un elemento notado iyp si A<LB

Un caso especial de esta situacién es un conjunto de proposiciones ordenado por

implicaciones.

M4s importantes sen los siguientes ejemplos:

Ejemplo 1.1.5.: La categorfa Ens cuyos objetos son los conjuntos y que tie-
ne por morfismos las aplicaciones entre .conjuntos, con la composicién usual. Por su-
puesto aqul aparece el inconveniente del empleo de la palabra todos. Por esta razén
hablamos de una clase de objetos y no de un conjunto de objetos en la definicién-de ca-
tegorfa. Estas dificultades se pueden obviar limitando a priori el rango de objetos a

considerar (ver p. ej. Samer, Math. 80(1962), 163-176). No discutiremos aagufestas

cuestiones.



Ejemplo 1.1.6.: Sitomamos los mismos objetos que en Ens, Pero'como con
junto de morfismos [A, B] al conjunto de relacionesde A en B, estoes, el
conjunto de partes de AxB, con la composicién habitual de relaciones, obtenemos
una nueva categoria. |

En los ejemplos que anteceden y en los que siguen en los gue los conjuntos
I:A, B] no sean disjuntos, como se requiere en la definicién, se utiliza aigdn artificio

para obtenerlos disjuntos.

"Ejemplo 1.1.7.: La categoria (}3' de los grupos tiene como objetos a los gru
pos y como morfismos a los homomorfismos de grupos con la composicién usual de ho
momorfismos. Si solo consideramos grupos abelianos obtenemos la categoria C?, q'

de los grupos abelianos.

Ejemplo 1.1.8.: Sea J/\ un anillo. La categoria Am de los A-mdédulos
izquierdos tiene por objetos los A -médulos izquierdos y las aplicaciones _/\_-lineg
les como morfismos, con la composicién usual de aplicaciones.

Andlogamente se definen: La categoria de los anillos, la de las /\-4lgebras,

etc.

Ejemplo 1.1.9,: La categoria (J/ de los espacios topolégieos, que tiene por
objetos a los espacios topolégicos y por morfismos las aplicaciones continuas de espa~
cios topoldgicos, con la composicién habitual.

Andlogamente la categoria m de las variedades diferenciables, tiene como

objetos a las variedades diferenciables y como morfismos las aplicaciones diferencia-

bles (composicién habitual). Similarmente se definen las categorias: de las varieaa-

des complejas, de las variedades algebraicas, etc.

Ejemplo 1.1.10.: Sea X un espacio topolégico. La categoria 0(X) de

los abiertos de X es un caso especial del ejemplo 1.1.2. .



Ejemplo 1.1.11.: Sea X un espacio topolégico. Tomamos como objetos nue
vamente a los abiertos de X y como morfismos las aplicaciones continuas de un a-=

bierto en otro con la composicién usual.

Ejemplo 1.1.12.: Sea K un cuerpo (conmutativo). Consideremos a las exten
siones de K como objetos y como morfismos los homomorfismos de cuerpo de una

extensién en otra que dejan estable a K (composicién usual).

Ejemplo 1.1.13.: Un grupo G se puede considerar una categoria que consis-
te de un solo objeto, G, siendo los morfismos los elementos de G y la composi-
cién de morfismos el productode G.

. . B 2 .
Una categoria “}Q. arbitraria da origen a una nueva categoria }R de la si-

guiente manera: los objetos son los morfismos de AQ. R o : A'1 ————> A2 R (5 :Bl-->
--> B2 s s Los morfismos se definen como los pares de morfismos X\=

= ( E\l , X\z) , K\i: Ai ———— Bi (i=1, 2) de BR/ tales que sea conmutativo el
diagrama.

A

T1 l L?fz

B — =By

La ley de composicién es:
50{\=(510Y\1, 520 X\z), donde. x\=(\6‘1, X\z), [:(Sllsz)
y b"i: A; -->B;, bi: B; --->C; . La categoria sz se llama la categorla de

los pares de sY\’z .

Z .
M4s generalmente, QR es la siguiente categorifa,

Objetos: sucesiones de morfismos de DR,

Ry 3,A2 Z,Al -1\-

1 c
Aa ,A_l

& p & -
3 Bz 27Bl lﬁBo ﬁOIB—l El



morfismos: sucesiones J'= (,,, X‘Z s X‘l, Y‘o, 58"_1 s «es , »s. ) tales que

x i?#{ ""~¥B;, i€ Z, que hacen conmutativo el siguiente dia-

grama:
A T Vet T VR U Mo g X1,
By LT ABe g 1
Bs ,ixz P .8, —F1 >B, Bo vB_; By .

la composicién se hace "coordenadd a coordenada'.

1 )
Sean )R y )R categorias. La categorfa producto )R_x )P, se define de

la siguiente manera,
Objeto: los pares (A,A') donde A es un objeto de )\Q, y A' unobjeto de
’ )

morfismos: se define [(4,A"),(B,B")] = [A,B] x [A',B']. Laley de composiciéi

es
1 1 1 Lo T

(BB o (Lol = (L, B L), para (L, ) € [(a,40,(8,B],

(B, p') € [(B,BY, (c,cY)] .

El par (lA, 1g) es la identidad del par (A,B).

. [o] .
Sea }Y\’, una categoria. La categoria opuesta AR, se define de 1a si -

'guiente‘ma.nei'a:. Los objetos son los de % . Los ﬁ:orfisnios de A en B en
%o se definen como los morfismosde B en A en )R ; en simbolos,
[A, B] )Qo = [B, A] }n . Siun morfismo o¢& [A, B] )R. escribiremos para el mor=
fismo o , interpretado.como elemento de [B, A] Ro * el sfmbolo %° ., La com
posicién de' morfismos se define entonces por «° 6 o {3 ©a /3 )%d )° para
d°€[B,A:|%°, ‘QOGEC,B])RO. :

Sea OP\ una categoria. TUna subcategorfa E‘ de (h: @s.una categoria cu-
ya clase de objetos es una subclasa de los objetos de ofl\ . Se supone ademds quelos

‘conjuntos de morfismos de b’\ satisfacen [:A., BAC [A, B

ra A, B en K » ¥ la ley de composicién [A,B b'4 [B',-C—‘ 9




——— [A-C:_I}R, (de )R ). B N A P - T T

La subcategoria X“ de )P, se 1tama una subcategoria piena si [ A, B] v =
= [A, 13] " para todo par (A, B) de objetos de Y . 4
La subcategoria Y de % se llama saturada si, cadavezque X sea unob-

jeto de T e Y sea equivalentea X en ]R , entonces Y es un objeto de

™.

Sea X" una subcategorfa plena de }Y& . Llamaremos saturada de d en
iQ._ , a la subcategoria de }R que consiste de:
Objetos: los objetos de )\Q« equivalentes en )R a algiin objeto de g ;
moriismos: si X, Y estdn en la saturada de i en )Q , los morfisxﬁos en ésta
dltima categorfade X a Y forman el conjunto [X, Y]}R con la com

posicién inducida por la de )R_ .

1.2, Otra definicién de categoria.

Sea )Q, una categoria en el sentido de la definicién 1.1.1. . Desde el punto
de vista algebraico'es mds sistemdtico considerar ia clase de todos los morfismos de
}p. que llamaremos . M}R . Entonces M}Y?. es la suma disjunta de todos los con~
juntos [A,.B] donde (A;B) recorre todos los pares de objetos de >R . NOter-QOS
con ObR la clase de todos los objetos de m . Entonces la categoria }R . determi
na:

(i) dos clases OaR y M}R, cuyos elementos son respectivamente los ob-

jetos y los morfismos de B\Q ;

(ii) dos aplicaciones s y t de M}R a O?}Q que asignan a cada morfis

mo 0(, :A ---->B, losobjetos A y B respectivamente (llamados

objeto de partida y objeto de llegada, respectivamente);

" 10



{iii) una ley de composipidn interna en M‘)R parcialmente definida, es decir,
una aplicacién de una subclase ACM’R X M&R en MAR, », lamadacom
posicién de morfismés y notada (OZ,[Q ) ----?/90( ; ]90(- estd definido
si el par (04,(3 ) estden A.

' Estos datos est4n sujetos a las siguientes condiciones:

(1) si o(.,{a € M;R ., B ol estd definido siy sélo si ted = sﬁ .

(2) si 01,@ € MLR , ¥ siuno de los morfismos b"‘(ﬁot) , (b’\ﬁ yol  estd
definido, también 1o est4 el otro y son iguales;

(3) paratodo A € OBR existe un morfismo 1A tal que slp =tly = A y
OAIA = ol , 1AOL = ol , Ppara todo ol t M;p, tal que lés pPrimeros
miembros estén definidos.

Supongamos reciprocamente que tenemos los datos (i), (ii), (iii), que sa-
tisfacen las condiciones (1), (2), (3). Entonces se obtiene una categoria en el s;agg
tido de la definicién 1.1.1. de la siguiente manera: Para cualquier par (A,B) de
objetos se pone [A, B] = s 1a)yNt 1(B). La restriccién de la ley de composicién
interna de M)R define una aplicacién [A, Bl X I:B, C] -———-% [A, C] . Es trivial
verificar que se satisfacen todos los axiomas de categorias.

Observacién: La clase de los morfismos identidad de una categorfa estd en co’
rrespondencia biunivoca natural con la clase de los objetos. Esto permite eiiminar la
nocién de objeto en la definicién de categoria, reémpla.zéndola por la nocién de identi- -
dad respecto a la ley de composicién en la clase de los morfismos.

Si }R, es una categorfay m:A ----» M}R. , AC M%l xM}R- » esla co-
rrespondiente composicién en M}Q_ , la c;ategorfa opuesta DRO estd definida por la
ley de composicién opuesta en M'}R .

Una subcategorfa es una subclase de M}'Q que es cerrada bajo composicién

de morfismos y tal que si o: A ---=>B est4 en la subclase, también est4n los

morfismos lsoé y lto(,‘

11



1.3. ‘Morfismos particulares.

Sea ‘)p, una categoria.

DEFINICION L.3.1.: Un morfisn:zo LA ——-;—? B es un monomorfismo si
para todo objeto- X de AR, y todo par (\6 s S) de morfismosde X en A, la
igualdad o § = ol S implica § = S ‘

Esto significa que para todo objeto X de % la aplicacién [X,A-J -———>
--> [X, B] , definida por la composicién con ol , es inyectiva. |

DEFINICION 1.3.2.: Un morfismo of : A ~---> B es un egimorfismo si
QLO es un monomorfismo en la-categoria opuesta ba‘o

Esto significa que 1la aplicacién [B, X] - [A, X] , definida por composi-

cibncon ol , es inyectiva.

Ejemplo 1.3.3.: En la categorfa Ens de los conjuntos, una aplicacién es un

monomorfismo (un epimorfismo) siy sélo si es inyectiva (es suryectiva). -

Ejempl6 1.3.4.: En la categoria OJ’ de los grupos, un morfismo es mono-
morfismo siy sélo si es una aplicacién inyectix}a.‘ El enunciado andlogo para epimor-

fismos es cierto, pero su demostracién no es inmediata.

Ejemplo 1.3.5.: En la categoria KJ/ de los espacios topolégicos, una aplica-
cién continua 4en un espacio de Hausdorff B es epimdrfica siy sélo si tiene imagen

densaen B.

PROl;OSICION 1.3.6.: (i) si (304 es un monomorfismo, entonces o ‘es
un monomorfismo;
(ii) Si € ,OZ son monomorfismos, @OZ es ﬁn mo
nomorfismo.

Demostracién: (i) Sean X,[S- morfismos tales que OZ 6 = ol 5 . Enton

-ces ﬁoLZf =|60£(S— » Yy entonces X = S

12



(ii) Sean Y , S morfismos tales que @o/. 5 = FoLX . Enton-
ces ol g = OLX . Y por consiguiente S- = X . :

Aplicando esto a la categoria opuesta obtenemos:

PROPOSICION 1.3.7.: (i) Si F L es un epimorfismo, entonces ﬁ es
un epimorfismo;
(ii) Si (3 , o/ son epimorfismos, (8 o es un epi-

morfismo.

Esta forma de obtener una proposicién a partir de otra pasando a la categoria

opuesta es un procedimiento usual y, en general, no explicitaremos su empleo.

DEFINICION 1.3.8.: Un morfismo ol : A ----» B se llama inversible a
izquierda si existe {3 :B ~---» A tal que FOZ = 1, . El morfismo ﬁ - sella

ma una retraccién de Ol .

Ejemplo 1.3.9.: Sila inyeccién ol :AC---3>B de un subespacio A de
B en B, enla categorfa de los espacios topolSgicos, es inversible a izquierda,

entonces A se llama un retractode B.

Ejemplo 1.3,10.: En la categoria de los espacios vectoriales topoldgicos
(con morfismos las aplicaciones lineales continuas con la composicién habitual), lain
yeccién ol :AC---»> B deun subespacio es inversible a izquierda si y sb6losi A

es un sumando directo de B.

DEFINICION 1. 3.11. : Unmorfismo TA —--—- B es inversible a derecha si

existe ﬁ :B ----> A tal que Gdﬁ = 15 . Elmorfismo fg se llama entonces

una seccién de 4 .

PROPOSICION 1.3.12.: (i) Un morfismo inversible a izquierda es un mono-

morfismo;

13




(ii) Un morfismo inversible a derecha es un epimor=-
fismo.
Démostracidn: Es suficiente con demostrar (i). Sea ol : A ----»B inver
sible a izquierda y ﬁ : B ----» A una inversa a izquierda de o , y sean )' S
morfismos tales que of Y =¢o S . Entonces ﬁbl \6 = {30& S ii'nplica X =S

_y entonces ol  es un monomorfismo.

DEFINICION 1.3.13.: Un morfismo ol : A ----» B se llama inversible si
existe @ :B ~--=%A tal que @ ol =1y vy & ﬁ = 1g . Elmorfismo o se
llama también una equivalencia o un isomorfismo. I[.0s objetos A y B se llaman

)
en este caso equivalentes o isomorfos y se pone: A = B.

PROPOSICION '1.3.14.: El morfismo ol:A ----»> B es una equivalencia si
y sélo si ol es inversible a izquierda y a derecha.

Demostracién: Sea @ una inversa a izquierda de L y 5 una inversa
a derecha. Entonces H = (ﬁoi )Y. = (5 ©})= (5 sy ol es inversible. Lare
ciproca es cierta por definicidn.

La demostracién muestra también que un morfismo inversible OZ, A -~->» B

1
tiene una inversa udnica que notaremos o(. . La condicién Ol ﬁ = 1B , ﬁ oL = 1A

-1 . . - .
muestra que (3 = ol también es inversible, con inversa oX.

DEFINICION 1. 3. 15.: Una categoria }Rv ._con cero morfismos es una catego-

ria tal que para todo par (A,B) de objetos, A,B 3% @ y existe un elemento
OAB € [A, B], que satisface
@ OaB = Oac para todo (5 :B ~--->C;
(%)

Opp X = Opg para todo X :D ~---> A,

Los cero morfismos, si existen, son dnicos (un cero morfismo es un morfis-

14



~N .
mo Opp Qque verifica (¥)). En efecto, si O es otro sistema de cero morfismos, -

o o~
entonces OAC = OBC OAB = OAC .

Ejemplo 1,3.16.: Consideremos la categoria \6 cuyos objetos éon los con-
juntos con un punto distinguido, siendo los morfismos, funciones que aplican puntos
distinguidos en puntos distinguidos. Las aplicaciones constantes que aplican un con-
junto en el punto distinguido del otro forman un sistema de cero morfismos en ¥ .

s s . o
Si AR, es una categoria con cero morfismos, también lo es ;)Q_

PROPOSICION 1.3.17.: Sea AR, una categorfa con cero morfismos. Si

ol es un monomorfismo y oé [3 = 0, entonces ﬁ =0,

Demostracién: La igualdad dﬁ =ol 0 implica (8 = 0 dado que ol es

un monomorfismo.

Subobjetos y objetos cociente.

Sea A un objeto de "k . Consideremos la clase OL de todos los mono-

morfismos que tienen a A como objeto de llegada.

DEFINICION 1.13.18.: Sean OZ,F) € 06 . Si existe un morfismo /u,
tal que QZ/A/ = P ,» pondremos (6 < o« . Es decir siel siguiente diagrama es

conmutativo

LEMA 1.3.19.: La relacién < es reflexiva y transitiva sobre la clase 06 ]
Demostracién: Como o[ 1 A= Oé la relacién es reflexiva. Para probar la
transitividad, supongamos K 4 ﬁ y [3 Lol o sea, supongamos que existen

)) N /L~ tales que 1’3))=X N oé/'*'=/3 . Entonces OZ/WV =[:?v.=7‘

15



y 1Lt
Ahora definimos una relacién de equivalencia ™’ en 0(, de la giguiente
manera
OCNB siy solo si d.(ﬁ y F<o<,
Eligiendo un representante en cada clase del cociente 0& /ro Be obtiene

una clase x .
DEFINICION 1.3.20.: La clase XV es la clase de los subobjetos de A .

Observacién: Dos monomorfismos equivalentes en el sentido de la definicién
anterior difieren en una equivalencia de aR, . En efecto :Si o< IQ y F< A,
0 sea si existerr V y /u., tales que o(_/u_ = P y /J»V = ol , entonces
djbv = [5 V =o y /WV = 1y pues ol es un monomorfismo. Andlogamen-
te v/" = 1y y se deduce que /u.,l’ son equivalentes.

Para definir un subobjeto de A se debe elegir un monomorfismo.

DEFINICION 1.3.21.: La clase de los objetos cociente de A ‘es la clase de

los subobjetos de A en la categoria opuesta.

16



CAPITULO 2:

FUNTORES Y TRANSFORMACIONES NATURALES

2.1, Definicién y ejemplos de funtores.

Sean bR y )RI categorias.

.
DEFINICION 2.1.1.: Un funtor covariante F :3Q ----?bp. , de AR en .

>]Qj , consiste de la asignacién de
(i) un objeto FA de %Rl para cada objeto A deaR ,
(ii) un morfismo FI(&) : FA ----> FB de %' para cada morfismo o de
A en B de bQ ;
Estas asignaciones deben cumplir las siguieptes condiciones
(1) F(1p) = 1gp
(2) F(B~L) = F(B)F(ol).

' .
DEFINICION 2.1.2.: Un funtor contravariante F :‘p, ----?AR es un funtor

10
covariante de eP\O en AR,' o bien de }R en aﬂ, . Explicitamente, esto significa
que la condicién (2) se debe cambiar por .(2') F(rg ol) = F(d) F({g) .

Si consideramos la definicién de categorifa de 1.2., un funtor covariante es.un

" -
homomorfismo respecto a las leyes de composicién de Mk y M‘R

\

Ejemplo 2.1.3,: Sea ﬁ, una categoria y ﬁo la categoria opuesta. Hay
o
un funtor contravariante /\ :JQ, ----?JR,O, definido por Aa =A y A(OC) =z o{
para todo objeto A de a&, y todo morfismo ol de ak_ (ver 1.1.). Andlogamen ’

te se puede definir un funtor contravariante oh,o ----?dh .

17




Ejemplo 2.1.4.: Sea an la categoria % , ?J , O cua.lqui-er categorfa
cuyos objetos tienen un conjunto subyacente y cuyos morfismos sean gplica.ciones de
estos conjuntos. Hay un funtor V :(h ----» Ens, covariante, que consiste en “ol-
vidar" la estructura de los objetos de GR y en considerar los morfismos de objetos
de % , simplemente como aplicaciones de los conjuntos subyacéntes. Notemos que
V no define a % como una subcategoria de Ens en el sentido de la definiciénda

da en 1.1.

Ejemplo 2.1.5.: El grupo libre FM sobre un conjunto M se define como
-un grupo FM dotado de una aplicacién % :M ---->FM y queda definido, ameg

nos de un isomorfismo canénico, por la propiedad que la correspondencia

[FM, G.]q w7 [M,VG]gpe (.F W~->CP A

es biyect1va para todo grupo G . Aquf [FM G:l % indica el conjunto de todos los
homomorf:.smos de grupo FM ----» G, ¥y [M, VG:IEns el conjunto de todas las
aplicaciones (conjuntistas)de M en el conjunto VG . Por esta propiedad, es cla-

ro que la correspondencia M ----} FM, se puede extender a un funtor covariante

Ejemplo 2.1.6.: Si se asigna a cada'grupo G su anillo de grupo R(G) res

pectoa Z , se obtiene una correspondencia que se puede extender a un funtor

R:(%’ ----7R en la categorla de los anillos con identidad, que es covariante.

Ejemplo2.1.7.: Sea G un grupo, K(G) su subgrupo conmutador, H(G) =

= G/K(G) . Las correspondencias G ---->K(G), G ----2 H(G) se pueden exten-
der a funtores @/ '----'>GJ’ s 07 --.--70(, W’ ,» ambos covariantes, respec-
tivamente.

Ejémplo 2.1.8.: Sean G y G_" , grupos considerados como categorfas se-
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gdn el ejemplo 1,1,13, . Un homomorfismo (J : G ----» G' se puede considerar

como un funtor covariante.

Ejemplo 2.1.9.: Sea % una categorfay ‘A un objeto de cb . Definire="

mos un funtor covariante hjy :% ----» Ens de la siguiente manera

hy(X) = [A,X]  para todoobjeto X € R,

hA(EF,) (3() = (f) o°l- para todo ('P 3 X ---->I'X' , o tA -=---» X '

El {ltimo renglén define una. aplicacién hA(q) ) :[A, X] -——=> [A, X'|. paraun
morfismo (10 X -3 X,
Se puede definir en forma andloga un funtor contravariante hA ck_ ----% Ens

de la siguiente manera

nd = [X, A] para todo objeto X Gﬁ_;

hA((P)(O() = K oLP para todo ('P :X -==-> X', o :X'---~>» A.

La iltima linea define una aplicacién hA((P) : [X‘. ,AJ ——— [X, A] para un.morfis-

mo (P ' X ====» X!,

. N1
Ejemplo 2,1.10.: El funtor constante F ok ----?ﬁ con valor A' (A"

. . 1
es un objeto de ah ) se define de la siguiente manera

FX = A! para todo objeto X de 0&, ;
F((*P) =1, para todo morfismo (P .de O;Q, .
~
Notacién: el funtor definido en el ejemplo 2.1.10 se notard A'.
Ejemplo 2.1.11.: Sea X un espacio topolégico. Consideremos la categori'a‘
@' (X) de los abiertos de X definida en el ejemplo 1.1. 10 y sea OQ una catego -

, o
ria arbitraria. Un funtor covariante (9 (X) ----'70{{ se llama un prehaz sobre
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X con valores en CIQ' .

Ejemplo 2.1.12.: La teorfa de la cohomologia singular con coeficientes en un
anillo conmutativo AW es un funtor contravariante H*.(.,A):T == A_O(f de
la categoria de los espacios topolégicos en la de las /_\-'-élgeﬁras. )

Un bifuntor de hl R ‘k 9 en ch' es un funtor covariante % 1 thz ———

DR' . Un bifuntor covariante en OR 1Y contravariante en 7‘1’ 9 es un funtor cova-

v 1
o
riante DA_I X % 9 ----?% . Se definen en forma andloga multifuntores.

Ejemplo 2.1.13.: Sea lﬁ, una categorfa. Existe un bifuntor natural cova-
riante [.., ] :ak‘o XGR ----» Ens definido por
[.,.J (X,X") = [X,X':I para todo para (X,X!") G%oxk
[o{, ) ol.'] ((-P) =o' o LP o & » para todo morfismo (&£, O(.'):
(X, X!) ==-> (X,,X})  en Gﬁlojx Ry todo p X e XY
Queda pues definida una aplicacién '[04 , oL J :[ Xl,_X'l] ———> f Xz,Xé] .
Se puede definir una categoria de la siguiente manera
Objetos: Categorias
Morfismos: Funtores de una categoria en otra.
\Esta categoria se notard {Cat} . La composicién de morfismos en {Cat}‘ se defi
ne de la siguiente manera: si F :nh 1 ----7% 90 Fy :anz ----¥ 7:23 son dos
morfismos de {'Cat}, el morfismo FyFy actda sobre objetos y morfismos de kl
como la aplicacién sucesiva de las correspondencias que definen F; y Fy (en es-
te orden). Por supuesto F2F1 es un funtor de o.é(, 1 en %3 . Si % es unob
jeto de {Cat}, el morfismo lh es elfuntorque actia como-la identidad sobrela
clase de los objetos de ﬁ_ y también como la identidad sobre la.clase de los mor-

fismos de k . Congideraremos a {Cat} como una categoria a pesar de las difi-

cultades de orden légico que esto entraiia.
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2.2, Algunas propiedades de funtores.

. 1
DEFINICION 2.2.1.: Un funtor F :72 m—==> % es fiel si para todo par
(X,Y) de objetos de ‘R la aplicacién [X, Y] ---->[-FX, FY] definida por F

es inyectiva. Diremos que F es completamente fiel si dicha aplicacién es biyecfi-'

va.

t
DEFINICION 2.2.2.: Un funtor F : ch_ === % se llamard genéricamente
. 1
suryectivo si para todo objeto X' de °h_ existe un objeto X de oR tal que

FX es equivalentea X',

Ejemplo 2.2.3.: Sea K un cuerpo conmutativo, y Km la categoria de

los K-mdédulos unitarios (K-espacios vectoriales), E1 funtor hK:Km ---;? Ens

del ejemplo 2.1.9. se puede factorear a través de Km ,» Pponiendo D: Km -

K/rn como el funtor contravariante que asigna a cada K-espacio vectorial su dual,
y a cada aplicacidn K-lineal la aplicacién transpuesta de los duales. Entonces .D

es un funtor fiel. EIl funtor D es completamente fiel en la categoria de los K-espa

cios vectoriales de dimensién finita.

Ejemplo 2.2.4.: El funtor L :oﬁ % ehtite i,aé que asigna a todo grupo

de Lie real su 4lgebra de Lie, es genéricamente suryectivo por el teorema de Ado-

Cartan
y -}
PROPOSICION 2.2.5.: Sea F: ----% ~un funtor covariante.

(1) si o 1A ----» B es inversible a izquierda, eg_/
tonces F(c):FA ---->FB es inversible a iz-
quierda.

(i) Si o{ : A -—=->B estal que F(X):FA ----%

--> FB es inversible a izquierda, y si F es

completamente fiel, entonces o( es inversible
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a izquierda.

Demostracién: (i) Sea ﬁ :B ----B’A una inversa 1zqu1erda de’ oé. o sea,

F oL = . Entonces F(/Q) o' F(() = F(/Qod) = F(lA) = 1 - Luggo F(/Q) es
una inversa 1zqu1erda de F(X). ' L

(ii) Sea v : FB ----‘?FAtallque 1) o F(ed) = lFA . Co-

mo F es completamente fiel existe F :B ---->A. talque F(f) = V. se tie

ne entonces F(’g )F(Y) = ) F(d) = lpa - ¥ en vista de la unicidad, IB < = 1, .

No‘exblicitarernos la proposicién andloga para morfismos inversibles a dere-

cha. En vista de la proposicién 1. 3.14., se obtiene

1
COROLARIO 2.2,6.: Sea F :c?z, ----?i{ un funtor,
(i) si o/ esuna equivalencia, F(o{) es una equiva-
lencia ;
(ii) Si F es completamente fiel, y F(c{) es una e-
quivalencia, entonces ol es.una equivalencia.
Sea ch una categoria y J una subcategoria. La inyeccién natural
I 5 ----,>Oh es un funtor fiel. Si b/ es una subcategoria plena, dicha iny~c
cién es un funtor completamente fiel. Notemos que un funtor completamente fiel
!
F :aR ---—90,&2 no es necesariamente inyectivo sobre la clase de los objetos.
- ~
La imagen de un funtor completamente fiel F :k ----7% es una subcatego
~ 1
ria plena de % .
: h %I ?{l
La imagen de un funtor F: -—==> en no es necesariamente una
R i
subcategorfa de A, . En efecto, si bfl tA ---> A1 s )2 : A2 ~=~~-»B, vy Al
es equivalente a Ay, puede ocurrir que FA1 = FAg = X', de modo que F(ri) :
FA ---->FA , F(¥,):FA, ----> FB, sin que necesariamente F(Jy) F();)

sea imagen de ningin morfismo A ----» B .
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2.3. Definicién y ejemplos de transformaciones naturales.

1 . ’ !
Sean % s %{ categorias y FE , G- funtores covariantes de % en. % o

DEFINICION 2.3.1.: Una transformacién natural @ N .G , es el dato
de un morfismo éX : FX ----» GX para cada X de % tal que el siguientedia
grama conmute para todo CF X --==®»Y

FX X > GX
lF((-F) 5 L a(?)
FY Y > GY
Ejemplo 2.3.2.: Consideremos los funtores H, K C% ----’7% » del ejem

plo 2,1,7,, ysea G ungrupo. La sucesién de homomorfismos

KG C > G > HG = G/KG

>

define una sucesidén de transformaciones naturales

K —» Id > H

debido a que estas aplicaciones son compatibles con homomorfismos de grupos.

Ejemplo 2,3.3.: Sea K un cuerpo conmutativo, Km la categoria de los
K-espacios vectoriales y D :Km ———— Km , el funtor definido en el ejemplo
2.2.3. . EIl funtor D2: K/}?L el 4 Km asigna a cada K-espacio vectorial su bi-
dual. La evaluacidén &X(x)(x') = G,x') para x € X, x' € X' define una trans
formacién natural & :Id ---> D2 . Observemos de paso que el funtor D2 no es

genéri’caménté suryectivo D2 : Km bl 4 K/”L .
Ejemplo 2.3.4.: El producto tensorial de grui:os abelinaos define los funtores

F,G :0(,\(%' X 06 (7, "'"706 ,@m de la siguiente manera: .

F(A,A)) = A BA, vy GA,Ay)) = A BA, . ‘




La existen: ia de un isomorfismo canénico Ai B A, 2 Ay BA,, compatible con mor
fismos significa precisamente que existe una transformaciénnatural F --=->»G

(que es ademds inversible; ver m4s abajo).

Ejemplo 2. 3. 5 : Dado un espacio topolégico X consideremos las correspon
dencias
\ FX = 0{ (X) = { subconjuntos cerrados. de X }
GX = 0 (\X) = { subconjuntos abiertos de X }
Estas corresponde}lcias pueden egten@erse a funtores F,G: T---;'? Ens (ver e-
jermplo 2,1.11.). J—i"’ay una transformacién natural C:F ----» G definida por: Cx:
FX ----» GX &esla fﬁncidn que transforma un elemento de FX en su~cox_np1eme5

to respectoa X. Esta transformacién natural es inversible.

Ejemplo 2.3.6.: Sea H((s), A ): T-—--?O(, , el funtor del ejemplo
2.1.13. . Una transformacién natural § : H(. ,A ) ----» H(.,/\) se llama una o-

peracién cohomolégica.

1 ~ o r
Ejemplo 2.3.7.: Sean 7{ , Gh, categorias y A'i , Aé :ch ----?GR , los
funtores constantes definidos por los objetos A!, Aé de 71' (ver ejemplo 2,1.8.).
~ ~
Un morfismo (‘f) t Al === A'2 define una transformacién natural (-F :/A'i ————

~ 1
~ -
Aé por CPX = (-F , Ppara todo objeto X de %2, .
Las transformaciones naturales se componen en forma natural. Esto éilgiere
: - 1
. definir una nueva categoria k ., de los funtores covariantes de Gh, a- GR -
siendo los morfismos, las transformaciones naturales con su composicién natural.

En realidad, estrictamente, esto sélo define una categoria si la clase de los objetos

de ‘ﬁ, es un conjunto.

DEFINICION 2. 3.8.: Una categoria ah_ es pequefia si la clase de los obje-

tos de % es un conjunto.
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] Y
Para una categorfa arbitraria R(, ; l es entonces.una categoria, pues

o t
si F,G: R, ---->OR‘ , la clase [F, G] de transformaciones naturales satisface

[F,G] C Xl €‘11| [FX, GX] y es entonces un conjunto. ‘En los sucesivo siempre con-

sideraremos a ‘k' como una categoria, sin mencionar las restricciones necesa-

rias sobre (h. .

]
DEFINICION 2.3.9.: Sean F, G funtoresde % a R'. Una equivalen

cia natural 9 :F ----» G es una equivalencia’¢n la categd/;tgf‘a al% ; esto es,

una transformacién natural (1—? :F ----» G tal que existe una transformacién natu- - -

ral \P :G ----» F que verifica

(\f SP)X = 1FX . (é\P)X = 1GX paratodo X de Qk, .

Los funtores F , G se llama naturalmente equivalentes o bien naturalmente isomor

~nJ
fos y se escribe F = G.

Son ejemplos de equivalencias naturales las transformaciones naturales de los

ejemplos 2.3.4. y 2.3.5, .

PROPOSICION 2.3.10.: Sea 4) : P ----» G una transformacién natural,
. -
donde F , G son funtores de 72, a 7‘2, . Entonces ? es una equivalencia na-
' ,
tural si y s6lo si ?X ! FX ----» GX es una equivalencia en ‘R, para todo objeto

X de ah_

Demostracién: Si @ es una equivalencia natural y L{/ es la inversa (que

es obviamente Unica), paratodo X de GR se tiene \ij (ﬁX = 1FX y @X (PX--

1‘GX s, lo que muestra que @X es una equivalencia. Reciprocamente sea § +F -»

--% G tal que para todo objeto X de OR R @;{1 :GX ----» FX ' estd definido.

La familia ‘E[L) = (é'l) define una transformacién natural \F :F ----» G,
X ' xeR _

que es inversa de @ .

Nétese que las transformaciones naturales monomdérficas no se pueden carac-
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terizar de esta manera.

PROPOSICION 2.3.11.: Sean F, G : c& c--»>R'  funtores y b:7 -->
--»G una eqﬁivalencia natural. Si F es fiel {completamente fiel, genéricamen-
te suryectivo), entonces también loes - G.

Demostracién: Sea F fiel. "Para cualquier morfismo o :X ----$Y se

tiene el diagrama conmutativo

2%

FX GX
lF(od‘) b 1 G(e)
FY Y GY

, -1

y entonces F(of) = @Y 0G(sl) o ¢X . Entonces si (\41, c51-2:X -————eY y
G(ol.l) = G(olz) , se tiene F(bél) = F(ol.,) y esto entrafia Oll = 042

Sea F completamente fiel, y K :GX ---->» GY . Entonces
qb%l of o ¢X : FX ----» FY y existe entonces o :X ---->Y con F(a{) =
= é;{l of o d)X . Ahora bien G(o{)éx = (EY F(ol) = J o ¢X , lo que implica
G(eL) = f .

) ]

Sea F genéricamente suryectivoy A' un objeto de ck, . Existe X en
OR tal'que FX = A'. Componiendo esta equivalencia con §X : FX =---- GX se
comprueba que también G es genéricamente suryectivo,

Sea F: (h ----?OR unfuntory o& una categori’a Por composicién, F

induce funtores F*:chog ---—?“R | F of ----‘9 k

Daremos ahora algunos ejemplos de categorias de tuntores:

Ejemplol 2.3.12.: Sea X un espacio topolégico , & (X) 1la categoria de
sus abiertos y %. una categorfa. La categoria ﬁo O es la categoria de los

prehaces sobre X con valores en 7:(’,, (ejemplo 2.1.12.,).
Ejemplo 2.3.13.: Sea G un grupo interpretado como una categoria (ejem-
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plo 1.1.13.). Sea 'ﬁ, una categoria arbitraria. La categc;rfa de funtores ?’G " es

la categoria de los G-objetos de % , esto es, de los objetos de %, equipadgs con

una operacién de G, con morfismos, los morfismos de ?—2_. que respetan las co-

rrespondientes G-operaciones, esto es, morfismos equivariantes.

t 1
Ejemplo 2.3.14.: Sean 7{ , (h, categorias. . La categoria % se puede
considerar como una subcategoria de funtores de la categoria ah{ , asignando a
1 ' ~ % '
‘cada objeto A' de % el funtor constante A': === % (ver ejemplos

2.1.10. y 2.3.7.).
Queremos definir ahora la nocién de diagrama.

DEFINICION 2.3.15.: Untipo T de diagramas es una clase de objetos (vér-

tices) t,t', . . . y una asignacién de un conjunto @(t,t') para cada par (t,t') de

‘objetos tal que: (tl,t'l-) =% (tz’té) implica @(tl,t'l)ﬂ @(tz,t'z) = (. Los elementos

de @‘(t,t') se llaman morfismos o flechas de t a t'.
Las categorfas son justamente tipos particulares de diagramas.

Sea %{ una categorfa y T un tipo de diagramas.

DEFINICION 2.3.16.: Un diagram'a F en 72, detipo T, notado F:T >
--->Ch , consiste de la asignacién de

(i) Un objeto Ft de 72. paracada t de T;

(ii) Un morfismo Fol :Ft <---» Ft' de 72, para cada o € @(t,-t‘).

Si T es una categoria, un funtor F:T ---->7?. es un diagrama en GR .
Se definen:morfismos de diagramas como se definen las transformaciones naturales.

Se puede también definir la categoria %T de los diagramas'de tipo T en 7:\7, .
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2.4. Egquivalencia de categori’as.ﬂ. '

Sean %1 ,‘R' _categorias. -

. '| o
DEFINICION 2.4.1.: Una equivalencia de 72. a % ~esun funtor F :ﬁ -

1
-f?éh. , que es completamente fiel y genéricamente suryectivo.
No debe confundirse esta nocién con la de funtor inversible que, de acuerdo con

la terminologfa anterior, es una equivalencia en la categoria {Cat} .

Ejemplo 2.4.2.: Sea oB (% la categoria de los grupos de Lie,‘ con morfig-
mos los homomorfismos locales , oﬁ 0(, la categorfa de las R-dlgebras de Lie y
L: 06% b0 , el funtor "4lgebra de Lie". Entonces L es una equivalencia
dé 0@? a 060(’ .

N 1

Sean F,G: M, --“-b% . Por la proposicién 2.3.11. una equivalencia natu

ral é:F ---~» G transforma una equivalencia F de ch a 72_' en una equiva

lencia G de % a ﬁi.

PROPOSICION 2.4.3.: Sea F ﬁ, === ‘?fl' un funtor covariante. Entonces
- . !
F es una equivalencia de” ﬁ a %' siy sélo si existen un funtor G de % en

iz, y euuivalgncias @:1% ---=-»CGao F, ('P : lﬁ' ----¥» FoG .

Demostracién: (a) Supongamos que existen G_:ﬁ' ‘----?% y las equivalen

cias naturales @ 1%‘ ----» GoF , LF : l‘k' .----? FoG . Es inmediatoque F y

G son fieles y genéricamente suryectivos. Falta mostrar que F es completamente

| fiel. Sea 1][/ tFX ----» FY 'un morfismo de- 72' dados los objetos X,Y de %

Entonces G(Y):GFX ----% GFY. 'A.hora‘.,. GF es completamente fiel pues es natu-
ralmente equivalente a l%l (PROPOSICION '2.3.11.). Luego existe un tnico L,O :
X ----»Y tal que GF(CP) = G(V) . Pero G es fiel y entonces F(('P) =11v .

(b) Supongamos reciprocamente que F:% ----?%' es com

pletamente fiel y~ genéricamente suryectivo. Se tiene que F?Q_ es una subcategoria
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plena de ﬁ' (ver seccién 2.2.). Para todo objeto X' de Fﬁ - elegimos un objgl
to G2 X' en % tal que F.‘(G2 X' % X' (este objeto est4 determinado por X!
salvo una equivalencia). Sea ‘12, ia subcategoria  plena de ﬁ » Cuyos objetos son

los G2 X!  elegidos para cada X' en ﬁ' . Consideremos el diagrama

donde G; y Fg ’"sonlos funtores naturales de inyececién de una subcategoria y

F C}'\I , los funtores definidos por F restringiendo el dominio y/o el rangode

9
~

F . Construiremos ahora los funtores Gy : F% “===> % s G3 : ‘R: ————w F‘n, s

de modo que se aproximen lo m4s posible a inversas de F2 . F3 . réspectivamenté.

(1) Definicién de G, : para un objeto X' de F'ﬁ ponemos Gg X' = el objeto

G, X' elegido anteriormente. Para un morfismo ! ) : X! -~--» Y', definimos

Gy (oé')’:Gz X! ====>» Gy Y' como el dnico morfismo (yaque F es completamehte

fiel) tal que F(Gz(d')) A . Entonces es claro que F2G2 = 1}30&‘ , G2F2 =

Ly - Sisepone F = Gz? , setiene F G = 1£".y F = FSFzFl. M4s adn,

existe una equivalencia natural (? : loh, -———-> Gl Fy, definida como sigue: Paraun ————

objeto X de % , éX X ---'—7 GlFlX = F1X , es la equivalencia que corres-

ponde a ‘lFX bajo la biyeccién [X,lej ----?[-FX, FX] . (2) Definicién de

G3‘:"‘h,' -——-=» F% : sea X' unobjetb de ‘R ; elijamos G3X" en Fak, y ‘ .
-kf-JX, XV e GSX' , tales que para X' en F‘h . F3G3X' =Xy HUX, L
=1X'; ysi X! nb estd en F'k se elige en F% un objeto GSX' equivalentea
X' yuna equivalencia WX' 1 X! === > Gy X' (recordar que F esuna equivalén-

1 ]
cia de c},Q, a %'). Sea of :X' ---->»Y' en %'. Definimos G3(°()'=-.

< ot Y3




Gy X' {__WX'—__ X!

Ta.(d) 1 ol
3 Yo

G Y & Y

E'ntonces_-,por construccién, - G Fy = IF% y '\,/ : ICR, -=--» F3G, , esuna equiva
¢ . .
lencia natural. (3) Definimos G = G;GyGg : 7& ----w i1, . Enionces GF =

3G

=G F, vy @:l.h --=-? GF es la equivalencia natural. Mds ain FG = F3Gg

y /HU % . =-=-» FG es la otra equivalencia natural.
AW .
Observacidén; Se tiene, por consiruccién FGF = F y GFG = G . Mdsaun,

' . X :
si se notan F': ‘R'k bt 4 k y Fy: ‘h"g ----7of,£ » los funtores inducidos -

.por F en las correspondientes categorias de funtores, entonces

1

F*'lf/ = F,$ =1
(el

1

G*«P~-‘ G .

por construccién. Ademds

G Py = Py = T -

‘por construccidén de (ﬁ ,
y (G*’\Y)X, = (P ) = ali ) = 15,

COMPLEMENTO 2.4.4.: Sea F:Q}Q. ----7%' un funtor. Un funtor G :

%:A et 4 7{ estd caracterizado, salvo una equivalencia natural, por la propieda.d:‘

1%|

Demostracisén: Supongainos que G1 y G2 son dos funtores que satisfacen

Existen equivaiencias naturales q,‘> 3 1% ----» GF y W : ~===>FG.

la propiedad enunciada,’ Probaremos que G, ¥ Gy son naturalmente equiva.lelg_é
tes. Observemos previamente que si se componen dos funtores naturalmente eq\fiva-
lentes con cualquief.furitqr‘, se obtienen funtores naturalmente equivalentes. Enton-
ces G, = G lﬂ, =_G1 (FG,) = G, F)G, = thz = G, . Esto concluye 2.4.4. .
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. 1 '
LEMA 2.4.5.: Sea F :ﬁ ---->% una equivalencia y G:“h' ——-=7 ’
. : " . .
un funtor. Si GoF :% ----7% es fiel (completamente fiel, genéricamente sur-
yectivo), entonces tambiénlo es G.
Demostracién: (a) Supongamos que GoF es fiel. Sean X'1 , X'2 objetos de
1 - . _ . an! =
‘h y Vi :X'1 -=-> X, (i=1,2) morfismos en GIQ tales. que G("fll) = G(’lf’2 ).

Entonces existen objetos Xl’ X2 en 72( » equivalencias 7?i Xi ———- FXi (i=
=1,2) y morfismos. @, :X, ----¥ X, (i=1,2), tales que F(®) = ’772‘%4711
X, ) 771 > FX,
L@i ‘L Y, v, lF(Oi) (i=1,2)
% j —— T,

= -1 =
Tenemos G(F(Oi)) = G(?z)OG(wi_)oG( 7?1 ) yentonces ©, = ®, . En consecuen
cia yll = ,‘sz » lo que prueba que G es fiel.
(b) Supongamos que GoF es completamente fiel. Sean Xi,
X! objetos de % ; X ,X objetos de ot{, con equivalencias /'? XY =---» FX
2 1 2 i i i
(i=1,2) y X :GX| ----» GX}, un morfismo. Existe undnico (f:X ----- >

-} X2 que hace conmutafivo el diagrama

GX! &(") -~ GFX

%l ' &My l(éF)((?)

Y
GX2 GFX2

Definamos ’SU :X) -==-» X, por 'l]U = "?'Z'IF((P_);?I . Entonces G(’?U) =X y

G es completamente fiel.

(c) Supongamos que GoF es genéricamente suryectivo ysea

' h 1 . ~n
- X'"'  un objeto de aﬂ, . Existe X en i’?_ tal que G(FX) = X' . Esto pruebaque

G es genéricamente suryectivo.

' i s . .
Llamemos equivalentes a dos categorias (ﬁ, Yy ‘i{ , si.existe una equivalen

cia F 3&_ -—--F 7:2,'. En vista de lo que precede esta es una relacién de equivalen-
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cia en la cl se de las cé.te:_gori'as. Como se ha _obéeﬁado anteriormente eéta ns;g;ibn- )
" es menos restrictiva que la nocién d‘e isomorfismo en ‘{Cat}. o
La caracterizacién de.equivaleqci‘as_ dadg. en la proposicién 2. 4. 3. 'mue;si_'_ra_ ,q_u;a ”
la equivalencia dle categorias se puede considerar como uﬁa equivalencia en la'siguie_rl
te categoria: |
Objetos: las categorias ;
Morfismos: .las clases de funtores naturalmente equivalentes. v
Sea F un funtor completamente fiel F ‘ﬁ ----?"nl: . La imagen Fiz
es emtonces una categoria equivalente ';3. % por la misma definicién de'equival_er}gia.
Consideremos la sdturacién U de Fh en ‘i&’ (ver seccién 1.1.). Esta cate-

goria x es adn equivalente a h y F :ﬁ -—-»§ es genéricamente suryecti

vo. Se observa que X " casinunca es "isomorfa" a ﬁ_ en la naturaleza.

2.5. Funtores adjuntos.

Sean F :% ———— ¢€ y G :ﬁ -»-»--7% ‘funtores covariantes. Conside-

remos los bifuntores candnicos [ s :Lh :¢Z,° X ¢2, ----% Ens , [ s ]oﬁ :ﬁbxﬁ
----» Ens (ver seccidén 2.1.), y los funtores producto F x :e;ﬁo xaﬁ _ —---raeox;&
10&5 xG: ﬁo x af? ____?ﬁ‘o x% . Aqui se considera al funtor F :% ——c=> 06

o :
como un funtor %Z ——--> ﬁo en forma obvia. En

tonces los dos funtores

]

' [,] o(Fxl )y [J o . (1, oxG)
£ & 2 R
. son funtores :%0 x £ ----> Ens . ‘

DEFINICION 2.5.1.: El funtor F es-adjunto a izquierda del funtor G y

G es adjunto a derecha de F , 81 existe una equivalencia natural
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_72 :,_- . ]ﬂﬁ.o (ijx,) ----7[ . Jﬁ o (J%OXG)
La equivalencia 7? ‘ se llama una adjunciénde F en G.

Ejemplo 2.5.2.: Sean Q , /\  anillos conmutativos con identidad y % ,
cﬁ las categorias de los iQR , A -médulos unitarios respectivamente. Sea M un
ﬂ , /\ -bimédulo (los operadores de Q conmutan con 1c.>s de /\ ) fijo. Defina-
mos

F(K) =M EQ K G(L) = Hom, (M,L) .

A .
Entonces los funtores E':k ----7£ y G :afl ----‘772 definidos en forma ob-
via a partir de las correspondencias indicadas son adjuntos en vista de los isomorfis-

L3
mos naturales

Hom, (M ® K, L) ----- % Hom__ (K, Hom, (M, L))

N Q A
Ejemplo 2.5.3.: Sea F :Ens ----» q el funtor del ejemplo 2. 1'.5; que a
socia con cada conjunto X el grupo.libre FX . sobre este conj;mto, y gsea V q 4
---> Ens el funtor "olvido".

] .
Por la definicién de FX para cada conjunto X la aplicacién

IOX,Y : [FX',Y]O; ----» [ X, VY]EI;S | :

{aqul TT esla inyeccién canénica T :X ----»FX), es biyectiva para todo gru-

po Y. La composicién <{ oT] esla restricciSnde < a X, '7X - (X) =

= &/X, Mids aﬁ'n), para (P : X! ==--» X en Ens, F\fJ: Y ~--->Y!  .en Qj’,
(o} Iy - . . : o ’ .

esto es, para ((P ,’SU) (X, Y) --=-> (X',Y') en Ens x@( , tenemos el diagra-

ma conmutativo




o] — Y]
.l( FP),Y). l . vt

[Fx, ] LY [x,vy]

puesto que

M g o F@LY 0 e (Y 0ot 0 7Py yx
(@, vy o Ny g r6h) = ¥(W) o (ety) 0

para Oé :FX.--~-%» Y, y estas son dos expresiones para una misma aplicacién

X! -=-=» VY',  pues conmuta el diagrama siguiente:

Fx % ‘Yw,\V)Y'

AN

PROPOSICION 2.5.4.: Sea F :°fZ, ----?'oﬁ y sean Gj (i=1,2) funtores
Gi :oﬁ"----y% . Si Gy esadjunto a derecha de
F y Gy " es naturalmente equivalente a G, , enton

ces G, esadjuntoa derechade F .

Demostracién: Sean

‘? :[- ]oB o (Fx'l(ﬁ) —-->[, ]12 0.(%02&'}1); @:G, ----> G, ; equivalencias

naturales (que existen por hipﬁtgsis). Definiremos una transformacién natural
gf ['. ]% o (1*0?‘(31) -~ [‘, ]a& o (1, ,*Gy), poniendo
SX‘, v :[X, G1 Y] -;--7 [X, G2 Y:I , paraun objei':o (X,Y) de Qoxgﬁ enla

forma gX,Y () = (PYQ ol para &l :X > G Y.
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Como ¢ es una equivalencia natural, es claro que K es también una equi

valencia natural. Entonces

\g 72 [ _—J o (Fxl ) —-—=>» [']'ﬁ o (lﬁOXGz) es una equivg.lencia natural,

lo que prueba que G es adjunto a derecha de’ F .
9 J

PROPOSICION 2.5.5.: Sea F :% ;---—796 una equivalencia. Entonces F
posee un adjunto a derecha e izquierda G :oﬁ -——-w
-—> k y éste es el funtor, definido a menos de una
equivalencia natural, por la propiedad GF = 1 ,‘ FG=

= 1 (ver proposiciones 2.4.3. y 2.4.4.).

Demostracién: Es suficiente mostrar que G es adjunto a derechade F.
En efecto, como G es una equivalenciay F juega el papel de G cuando se to;
ma a G como equivalencia inicial, resulta F adjunio a derechade G y enton-
ces, G adjunto a izquierda de F.

Sea @: lﬁ ----» GF una equivalencia natural. Construiremos una trans-

formacién natural

”2 [ ] o (FXJI’) il [ :] o (1 G). Para un objeto (X,Y) de

%R
7{ £ definimos ’OXY [FX Y]aﬁ it [X GY]# por 17XY

= G(al) o Q)X, con X :FX --=-->7Y, Q)X : X ----» (GF)X). Tenemos que mos-

o .
trar que para un morfismo (CPO . 7-[/ ): (X, Y) ~=-=>» (X", Y') de of?, xaE el diagra

ma siguiente es conmutativo

[Fx, Y] v > [x,GY]
l( )Y ) 1 (P, a(P))

[Fx', v ey > [xt,GY]
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Sea ol € | FX,Y|. Entorces

(PP (g g ) = cProcetro by o |, 5
D,y CF@LYIEL) = aWo ol o Fy 1) 0 dgi = 6(P)o Gleb) 0 GF(Plo .

Pero ¢X o L-P = GF('LP) o 4)X' s bues q) : 1%( _----‘9 GF es una transformacién
. natural. En consecuencia, f? es una transformacién natural.

Para ver que . f? es >1.1na equivalenc%a natural sélo falta ver que '7X, v es
un isomorfismo para todo objeto (X,Y) de Ob,o X f/ (esto es, que es biyectiva).

Se tiené que OX v s inyectiva, pues si O(i :FX ----»>Y {i=1,2,) con
G(Qll) o ¢X = G(olz,)-o ¢X , se tiene G(oll) = G(o{;), puesto que q)X esun i
somorfismo y sigue entonces 041 = 042 , yaque G es fiel (corolario 2.4.6.).

Para ver la suryectividad de OX y: sea 8:X ----» GY . Entonces

F(8) : FX ----- FGY . El diagrama |
\¢X —» (GFXX) _
8 (GF)X®)
GY bay — (GF)XGY)

permite deducir 0 = CP(-;Y o (GF)®) o ¢X , dado que conmuta. Buscamos

ol:FX ----> Y talque 8 = G(od) o ¢X . Suponemos ahora que 1{} : 106, a——

-->FG esuna equivalencia natural, y mds adn, que G, d) s P‘{/ se han construido
como en la demostracién de la proposicién 2.4.3. . Por la observacién hecha al final

de dicha demostracién se tiene

¢d=aVY (=1a,

esto es, para un objeto Y € OC s cPGY = G(WY) . Perocomo G es completamen

te fiel WY es inversible por'-la‘pfopbsicidn 2.2.5. y (Sély = G(:V'}l) . Entonces
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k.

6= GY,) o am®) ¢y = Wy o F(8) 0 by .

Esto completa la demostracién. .

Observacién: Hemos supuesto en la segunda parte de la demostracién que G e
tiene las propiedades especiales-del funtor construido en la demostracién de la propo
sicién 2.4.3. . Pero la proposicidén 2.5.5. es independiente de esta eleccién de G,

por la proposicién 2.5.4. .

PROPOSICION 2.5.6.: Sean F :% -——-% af, , G :oE' ----?72, , funtores.

' G i
Sea 0(, una categorla arbitrariay Fy :CR, —-———
54 b4
-— 08 s Gux: oﬁ === %OL .los funtores natural

mente inducidos. Si F es adjunto a izquierda de

G, entonces Fx es adjunto a izquierda de Gx .

Demostracién: Sea Q : [F » ]oﬁ ———— [ ,G.lk ﬁna equivalencia natural.

Definiremos una equivalencia natural
l?*.  [Fye, ]£06 -, G*.]%ar_ .

sean K:0f ----»R y L:¥ ----»L , funtores. Debemos definir
N, L [FK L:!E(}(; ----» [k, GL]hQ(, .

esto es, una transformacién natural O*K L (8) : K ----» GL, para una transfor-

macién natural 6 : FK ----® L. Sea A un objeto de O(, . Entonces definimos

(Q*K-,L(enA :KA -=-» (GL)A, por () | (&), = QK_A,LA (8,).

Entonces r) K L(e) :K ----> GL es una transformacién natural, por la naturali~
%Iy, ’

dad de '7 . Ademds O*KoL es biyectiva, pues OKA LA es biyectiva para to-

. XY
do objeto (X,Y) de 1{) x oﬁ . Todo lo que resta probar es la naturalidad de '?* .
37

T B




Omitimos esta sencilla demostracién.

Observacién: En la definicién de un par de funtores adjuntos F :ck( ---—‘,gc ,
G :OC ----‘rﬁ, R hemos considerado una equifvalencia natural r? : [F R ]ag ————
-—> [ . G.] . Esta se puede también considerar como una equivalencia natural

-——=F [G. , ] . Esto sigﬁi.fica que interpretando todo en las categorias

[- Fl@ o Ly
opuestas, G se convierte en adjunto a izquierda de F . Esto indica el camino for-

mal a seguir para obtener resultados sobre el adjunto a izquierda de un funtor a par-

tir de resultados sobre el adjunto a derecha de un funtor.
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CAPITULO 3:

FUNTORES REPRESENTABLES

3.1. Lema de Yoneda.

Sean 'ﬁ , %' categorfasy F,G :k -——=> ?/' funtores. En algunos ca=
sos, la clase [F,G] de las transformaciones naturalesde F en G se puede des
cribir en forma simple,

Consideremos primero dos objetos A,B de una categoria % y los funto-
res covariantes hp, hp :% ----2>» Ens definidos en el ejemplo 2.1.9, . Para ca-
da morfismo a :B ----» A en % definimos una transformacién natural (ba :

h, =--=>h de la siguiente manera: para un objeto X de % la aplicacién

A B
q{)% thy X) ----> hB(X) estd dada por fi}%(_04) ='°(7 o a-= §?B(d)(a) , bara

o € [A, X] El diagrama

r

=]
hy (X) %

hy (V) 'cba LhBQf‘)

h, (Y) X > hp(Y)

> hg(X)

es conmutativo para X : X ----»Y envista de las relaciones

(@2 o (¥ (o) = (§ otV oa, 3y (hg(f) o ¢ZNel) = § o(eloa),

donde ol:A ----» X, Luego (;[)a:hA ———— hB es una transformacién natural.
Consideremos mds generalmente el funtor hp :12, ---->Ens definido porun

objeto A cde %{ y un funtor covariante arbitrario F :O&, -~--%>Ens . Paraun e-
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lemento a € FA definimos en forma andloga a lo hecho antes

2 :h,(X) ----» FX , por (3(ol) = F()a), para of € [4,X].

E1 siguiente lema es de fundamental importancia.

LENMA 3.1.1. (Yoneda): (i) d)a :hy ---->F es una transformaci6n natural;
(ii) 1a aplicacién (1) :FA ---->» [hA' F] definida por
a ----> 4)3' es biyectiva.
Demostracién: (i) Sea K :X =--->»Y un morfismo en OQ .

El diagrama

bk

pA(X) > FX
lhA(x ) 4 lF(X)
Y -
hA(Y) > Y

es conmutativo en vista de
a
(P 0 b, (¥ ) Xol) = F(Y ool Na) = F(Y ) F() (a) y

(F(X‘)ocp;)(ou=F(){)F(ou(a), para ol:A ----> X .

Esto prueba (i).

(ii) Sea 'L‘U:hA ----» ¥, y supongamos que ’L|) = 4)3 pa-
a
ra algin a € FA . Entonces y}A(lA) = qu(lA) = (F(lA) )(a) = IFA(a)«- a. Esto
pruebala inyectividadde qS Sea ahora '\]U:h A ---»F cualquiera, ydéfinamos a =
_ a.,. ____ ' a _ '
-VA(IA) . Entonces ({) thy > F . Probaremos que (i) —’LF . Sea X un

objeto de G}Q, y OL :A ---->» X ; la conmutatividad del diagrama
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hpA /\HA- FA . o
lﬁA(OL) lF(oL)
hyX X FX B

muestra que

’LVX(OL) = (H’Xo h,(cl))(1,) = (F(OA)OWA)uA) = F(«{)a) = <}>§§(0L), o sea
que (L’JX = (#1?(. Esto termina la demostracién.

Aplicando el lema 3.1.1. al funtor F = hB , donde B esun objeto de o& s

se obtiene

COROLARIO 3.1.2.: La aplicacién § :[B,A] ---->[h,,hg] es biyectiva.
Hemos definido para cada objeto A de °k el funtor hp : *2_ ---->Ens
y para un morfismo a:B ----» A hemos definido la transformacién natural ¢a:
h, ----> hy, que conviene aquf llamar h_ . Se obtiene claramente un funtor cova ’
A B a 2 '
riante h :%o ----» Ens ' o
PROPOSICION 3.1.3.: Elfuntor h :aéq Riniaiet Ens% es completamentefiel.

Demostracién: Esto es precisamente el corolario 3.1.2. .

~ ) A ~
COROIARIO 3.1.4.: hA = hB siyséflosi A= B.

Demostracién: Es una aplicacién del corolario 2.2.6. .

Esto es muy importante y muestra que un objeto A de dﬂ« estd caracteri-
zado salvo equivalencié.s por los morfismos que salen de A . Lo mismo es ciertopa
ra morfismos que tienena A como objeto de llegada, como se deduce de las siguien
tes observaciones duales:

Sea hA :(h ---->»Ens el funtor contravuﬁnte definido por un objeto A

de oh (ejemplo 2.1.9.) y F ‘h ---=j Ens un funtor .contravariante arbitrario.
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Esto corresponde a la situacién P :‘ﬁ, * ----3» Ens, hA Oh.o --=--» Ens . " El lema

3.1.1. muestra entonces

LEMA 3.1.5.: Existe una biyeccién §: raA ---->[1® F].

Demostracién:» Se hace igual que antes.

o
PROPOSICION 3.1.6.: El funtor h:ét{ ———=> Ensﬁ definido por A -->.

--> hA, oA ----» Ii"4 para ol :A ---> A', es

completamente fiel.
Y en particular:

. N‘ M
COROLARIO 3.1.7.: W* ¥1hB siysslosi A= B.

3.2. Representacién de funtores.

Sea F GR ----% Ens un funtor covariante.

DEFINICION 3.2.1.: Una representaciénde 'F es un par . (A,V) formado

por un objeto A de ‘iZ y una equivalencia natural

Yoy er v

DEFINICION 3.2.2.: F es representable si existe una representacién de F.

Si existe una representacién (A,"‘Y) de F, A sellama un objeto represen

tante de F .

PROPOSICION 3.2.3.: Sea F un funtor representabley sean A, B, ob
jetos representantes de F . Entonces A B.

' ~
Demostracién: Por hip6tesis. hp ¥ hg ¥ entonces A = B por el corola-
rio 3.1.4., .
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Es claro que reclprocamente, si A representaa F y B Ta , entonces
también B representaa F . Sea ,@% la subcategoria plena de Ensﬁ defi-
nida por los fv..:z:vres representable oé ----» Ens . Es la saturacié:n e la subcate-

gorla pléna h(‘ﬁ_o) de Ens.

PROPOSICION 3.2.4.: El funtor h :R° ----» ﬁ% es una equivalencia.

Demostfacién: El funtor h es completamente fiel por la proposicién 3. 1. 3.

y es genéricamente suryectivo por la definicién de ?{h .

COROLARIO 3.2.5.: Existe un funtor g ﬁ?{ ----?%o , definido salvo u-

na equivalencia natural, por las condiciones hog =
1ﬁ y goh = 1%{0 (en particular hg(F) = F para
r R R
en % .
Demostracién: Por la proposicién 2.4.3. y el complemento 2.4.4. sigue es
te corolario.
Este corolario describe la dependencia del objeto representante respecto del
funtor representado. EL objeto representante se puede elegir en forma funtorial.
Sea ahora F :Cf{ ---->» Ens un funtor representable, y A un objeto repre
sentante. Esto significa gque hay equivalencias naturales en [-hA,F__]. Consideremos

la biyeccién ¢ :FA ---->[h,,F| delliema 3.1.1. .

DEFINICION 3.2.5.: Un elemento a € FA es F-universal si d)azhA -

-->» F c¢s una equivalencia natural.

Un elemento a € FA es entonces F-universal siy sélo si (A, (#a) es una

represcentacién de F .

PROPOSICION 3.2.7.: Sea a € FA . Entonces las siguientes condiciones
son equivalentes:

(i) a es F-universal;
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(ii) Paratodo B ytodo b €: FB existe un dnico
G :A ---->B talque F(G)a)=b.
Demostracién: (i) —>> (ii).. Si ¢a:_hA ----> F es una equivalencia na-

tural, en particular d)% : hA(B) --~=» FB es biyectiva., Para b € FB existeen-
b .

tonces un nico g tA ----> B tal que c}%@) = F(GNXa)

F(G)(a) y entonces

(if) ——=>(i) . Se tiene que 4)33("6)

4)aB es biyectiva para todo B . En vista de la proposicién 2, 3.10., 4)3 es u.na e-

quivalencia natural, esto es, a es F-universal,

_ COROLARIO 3.2.8.: Sean a € FA , b € FB, elementos F-universales.
Entonces el dnico Z tA ---->B con F(GXa)=b
es una equivaléncia.

Demostracién: Sea & :A ----> B con F(GXa)=b. Como b € FB
es también - F-univefsal, existe un dnico " :B ----> A, con F(0 )b) = a. En-
tonces F(0 o & XNa) = F((")o F(EXa) = a. Por unicidad esto implica 0 o G =

=1 A - Anélogarhente, G o G’ = 1B .,y '6 resulta una equivalencia.

Este corolario precisa el sentido segin el cual los objetos que representan al
mismo funtor son equivalentes.

Para funtores contravariantes existen nociones similares; en efecto, si se-
remplaza hp por h®  en las afirmaciones de esta seccidén, se obtienen afirmacio
nes corljespondientes para funtores contravariantes, con excepcién de la proposicién

3.2.17. y el corolario 3.2.8., donde ahora & : B ----> A .

3.3. Ejemplos de funtores representables.

3. 3. 1. :Producto tensorial de grupos abelianos. Sean G1 R G2 grupos abe-

lianos. Consideremos el funtor F :(Jf C% ---->Ens Qque asigna a cada grupo X
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el conjunto FX = Bﬂ(Gl;sz,X) de aplicaciones bi.;a.ditiyas GxGg —=-->X , ypa
ra cada homomorfismo de grupo K : X =-==-->7Y la aplicacién F(Y): FX --=--» FY
definida por composicién con X . El producto tensorial G; ® Gy _ es un objeto re-
presentante de F . Sea a € F(G1 EGZ) un elemento F-universal, esto es, en
particular a:Gle2 ————> G,lEG2 es una aplicaéién biaditiva; entonces

an : hGl 2 Gy ----» F es una equivalencia natural y, en particu_lar, (;)% :

[G; B Gy, X] ----» Bil(G{xG,,X) es una biyeccién, donde @5 (od) = F({)a) = /

< o a , para D(:GIEGz ---->X,

3.3.2.: Consideremos el funtor P : Ens ---->» Ens, que asigna a cada
conjunto X su conjunto de partes P(X) y ; cada aplicacién \( X -=---? Y, la
aplicacién inducida P(X) = ‘X—l : PY ----> PX . Supongamos que este funtor con-
A ¥ p

travariante es representable y sea A un conjunto representante. Entonces

y en particular, fX,A] ¥ PX .
Ahora, el conjunio A-= 4 0;1% " €s un conjunto con esta propiedad. Queremos
. T la A
encontrar un elemento P-universal a en PA, estoes, ({) th™> ==--> P debe
ser una equivalencia natural, donde 4);(0(.) = P() (a) = o(_l(a) para o :X -»
--=» A . O bien {O} o bien {l} (en PA) tienen esta propiedad. Entonceslos

pares (A, (;5{15) y (4, d){o}) son representaciones del funtor P :Ens ----» Ens,

3.3.3.: Consideremos el funtor P :Ens ---->» Ens que asigna a cada con-
junto X su conjunto de partes PX , y a cada aplicacién X 1 X ----> Y lé apli-
cacién P(Y):PX ----» PY inducida. Siun conjunto A representa este funtor
covariante se tiene para todo conjunto X una biyeccién [A, X:| ---->» PX ; esto

es imposible.
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3.3.4. Fibrados universalés. Sea G “un grupo topolégico y (Z: la cate-
goria que tiene por objetos a los espacios topolégicos y por morfismos a las clasesde
homotopia de aplicaciones continuas. Consideremos el funtor kG :-ZJh ----» Ens
que asigna a cada espacio topolégico X el conjunto de clases de isomorfismo de fi-
brados G-principales sobre X, y a cada clase de homotopia Y:X ----»Y de
aplicaciones, la aplicacién kG( Y=Y *: kgY ---->» kgX que aplica cada fibrado
sobre Y en el fibrado inducido sobre X . Supongamos que kg es represent_ablé
y supongamos que B es un objeto representante; esto significa que B es un es_pg
cio topolégico y que existe una biyeccién natural L— X, B] iy 4 kGX .

Un elemento kg-universal 7? € kB esun G-fibrado sobre B tal que

la aplicacién

4)?; [x,B] ----> kg x

£ ---=> ko (EXT)) = f*('TZ)

es una biyeccién para cualquier espacio X . Un tal fibrado se llama un fibrado G-

principal universal.

3.3.5. Objetos finales u objetos puntuales. Consideremos el funtor F (ﬁ >
----> Ens definido por FX = { 1 } (un conjunto fijo de un s6lo elemento para cada obje-

to X de 7»{ ). Considerémosle como un funtor contravariante.

DEFINICION 3.3.6.: Un objeto final u objetf) puntual en rpz ‘esun objeto T
que representa al funtor contravariante F =°Q -~--» Ens., estoes, [X, T] = {1}
. paré todo objeto X de % .

En Ens, O(,@/, (Z;; {1} . {0} , {1} son objetos puntuales (respecti
vamente). En la; categoria de los fibrados vectoriales gobre espacios topoldgicos, el

fibrado con fibra nula sobre el espacio { 1} es un objeto puntual.

46



3.3.7.: Objetos iniciales u objetos copuntuales. Consideremos el mismo fun

_tor F :ﬁ_ ----» Ens que-en 3.3.5., pero interpretado como funtor covariante_.f

DEFINICION 3. 3.8.: Un objeto inicial u objeto copuntual en % es un objeto
I que representa al funtor covariante F :jz ----» Ens definido por FX = {1} pa.
ra todo X de qk, . Esto es [L X] = {1} para todo objeto X de k .

En Ens, OC Q} H {0} , son objetos copuntuales respectivamente.

3.3.9.: Un cero-objeto en (ﬁ es un objeto O que es inicial y final'en 12, .

En 0(, @ , {O} es un cero-objeto,

Supongamos que O es un cerd-objeto en 7/?, , ysean X,Y objetos arbi-
trarios en % . La composicién X ---->»>0, 0 ----»Y daun C.)XY € I_'_}_(,Y:J

bien determinado. La familia (O ) es claramente un sistema de cero-morfismos

XY

en el sentido de la definicién 1. 3. 15. .

3.4. Repiesentabilidad de funtores adjuntos.

Sean F:GQ ----?06 y G:o& ---—7?2 , funtores.

PROPOSICION 3.4.1.: Supongamos que F es adjunto a izquierdade G.
Sea 72 una adjunciénde F a G y K un obje-
to de k . Entonces el par (FK, OK ) formado
por el objeto FK de of y la equivalencia natural
T?K, . : [FK, .lg----> [K,G.lﬁ , €suna representa-
cién del funtor "—K'G']% :aC ----» Ens .

Demostracién: Es claro que q?K,Y :[FK,Y_LE e [K, GY]% define una

equivalencia natural 7?K :h

FK ————> [K’G']ﬁ , y esto demuestra la proposi -

cién,

Consideremos el elemento universal EK = 77K, FK (k) € [K, GFKJﬁ » de

417




finido por la equivalencia natural i’?K : [FK, ] ,;f == [K,-G.:Lh .
Primero observemos que la aplicacién 72K L ‘:[FK, L] o& --=->| K, GI_]%
debe estar definida por EK en vista del lema 3.1.1. y, en efecto,

K&

L(d)‘= G( d:)ogK para =4 : FK ---->L,

dada la conmutatividad de

[FK’ FK] 071{, FK

; -fiond],
I:FK, 04] [K G( d.ﬂ .

[FK’ ng ??K, L l:K.' GL i% .

Notemos que la universalidad de é K ©S, por la proposicién 3.2.7., equiva

lente a la siguiente afirmacién:

Para todo objeto L GaE y todo (’3 :K ----» GL, existe.un dnico 21
FK ----»L tal que [K, (G )] EQ=aBrofy = (.

Se ve ficilmente que (& = (&K)K eR define una transformacién natural

6 :1h ----» GF . Esto motiva la
DEFINICION 3.4.2.: Sean F:OQ ----évoC ’ G.OZ' ----'7?/ , funtores.
Una adjuncién frontalde F a G esuna transfbrmac_:ién natural € : ]% ---%GF,

tal que 6 Kk € I:K, GFK]% es un elemento universal para el funtof I:K, GZ| # :
---->»Ens . '
Esto supone, por supuesto, que para cada objeto K de R » FK esunob

jeto representante de [K’G:Iﬁ :rg ~----»>Ens .

LEMA 3.4.3.(Kan): Sean F:ﬁ —---705 y G:og ----3’22 , funtores.

Las férmulas

8K= rrZK,FK

para’ 0( 1 FK ----> L, definen.uga biyeccién entrelas

CHRY 77K;L‘°“ = G(elo€
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adjunciones de F a G’ ylas a&junciones frontales de -
F a G. o _ .
Demostracién: Ya hemos mostrado que una adjuncién rr( de F a G de-
fine una adjuncién frontal € de F a G que satisface las f;Srmulas de mds arri

ba. Sea reciprocamente 6 - una adjunciép frontalde F a G y definamos

(QK L [FK, L:l OC ----- [K, GL£| por las fé6rmulas del enunciado. Entonces
(‘QK es una biyeccién por la universalidad de éK . Debemos mostrar solamen
te la naturalidad. Sea A :L ----> L'; el diagrama

[FK, L:l Tl > [K GLJ

I o]
frea] s o]

es conmutativo en vista de las relaciones

M 1o 0 LFK, A= adodk) o€,
(o) o T 1) 00 = A1 o 6ol o€

Ahora sea ¥(:K' -=--3 Ky consideremos el diagrama

-

;[Fﬁ,q NZK,L , [K GL]

[F‘(\d), L] [X( , L]
[FK', L] q?K" L [K', Gle

v

Se tiene
([7K"',L é I:F()(), L] )(O() = G(d o F,(M) }o 5 K' = G(.O() o (GF)(XC) o 6 K s

(1] o My pxh = a0 € o W
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Pero, siendo € natural, é K © oL = (GFXX ) ol Ky resulta que ITZ
es natural. Luego 'YL es una adjuncién. M4s ain, IYZK FK’(IFK) = G(lFK) o'E K
= lGFK o é K * 6 K’ de modo que E es la adjuncién frontal asociada a In. .

Esto concluye la demostracién.

PROPOSICION 3.4.4.: Sean T35 R ---» of , @i ---o R sunto-
res. Si é : I,R ----» GF es una adjuncién fron-
taly & ' lk ----? GF' es una transformaciénna

tural, entonces hay una \nica transformacién natural
1
@ :F ----» F' tal que é =G*006, es de-
R €
cir, que para cada objeto K de se tiene K=

=G(®g)oby

Se puede reenunciar esto diciendo que una adjuncién frontal 6 :.llk' ----» GF
es un elemento universal del furitor [IR s G]ktk : 0{ ----» Ens . Por el corola
rio 3. 2. 8. se obtiene entonces

COROLARIO 3.4.5.: Sean F,F": 5‘?, ----2 of G :oZ ----3 ‘R , funto-

1
res. 5i € : 1y, - GF, € 1'& ----3 GF' son

adjunciones. frontales, la iinica transformacién natural
~ |

® : F ---- F' que verifica E =Gx Qo0& , es

una .equivalencia natural.

Esto, junto con el lema 3.4.3., muestra el

COROLARIO 3.4.6.: Sean F,F':p, ————> ,f , G :Oﬁ -—-=3 éZ , funtores.
Si F y F' sonadjuntos a izquierdade G, enton-

ces F y F' son naturalmente equivalentes.

Demostracién de la proposicién 3.4.4.: Sea K un objeto de % . El mor-

fismo é K € I:K, GFK] ?{ es un elemento universal de [K,G.] ? por definicién
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de adjuncién frontal. Por la proposicién 3.2.7., existe entonces un ¥iico -GK :

FK ----» F'K tal que
. 1
[__K,G(OK)] € J=cle)0& =€ .

Esto yamuestralaunicidad de. @ = (GK )K € R . Falta mostrar la naturalidad; es-

to es, la commutatividad del diagrama

FK, 1 y YK,
F(¥() F'(¥0)
8 K,
5 1
FK2 - F K2
para todo ¥(: K, -==-3 K, .
Consideremos el diagrama
F(H) R
FK, > FK,
T 1
€ G(eg,) é " G( GKZ) 777777 .
Kl GF'KI (GE'X ¥0) s GF'Kz :
1 » 1
X
Ky — Kp
1 1 :
Ahora bien, G(® __) o € =€ (i=1,2), y E s é , son naturales. Es-
Kj Kj Kj

to muestra que

EI'<2 o ¥( = (GFYX) oE'Kl = @FN00 0 GOy oy

t =
Ex, 0 0 - GOy )oly o3 =GOy )0 @FXX) oy
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Pero F‘K1 representa a [K],G.J y EKI € [KI,GFKIJ es universal. Enton-

ces la igualdad
(GF')) 0 GO ) ol g, = GLOg,) o GFXX) o €,

de morfismos K; ----2 GF'K, implica la conmutatividad del diagrama de arriba.

Esto finaliza la demostracidn.

PROPOSICION 3.4.7.: Sea G: ,f, dadadek ‘k un funtor. Supongamos que

para cada objeto K de ﬁ el funtor [K’GJ‘R :
- K
of, -~--2 Ens es representable, y sea FK uhob-
N
jeto representante y 3 K € [K, GFK_] un elemento
universal. Entonces existe un dnico funtor F :ﬁ ->
~

--> o{. con FK = FK paratodo K, y & :lﬁ -3
--3 GF natural, donde € = (EK)KG%' .
Esto significa que en estas condiciones F ya estd
definido por su valor sobre los objetos de % y es

adjunto a izquierda de G.

Demostracién: Para cada & :FK ----» L definamos & g L(A) =
= G(X) o €K : K ----> GL . Entonces ,)?K,L :EE‘K, L] -=-=3 I:K, GI_J es una
biyeccién, pues 6 K € [K, GAFJ‘K] es universal. Se-tiene que (YZK,. :[%"K, ] --=>

-9 [K. G.] es una transformacién natural por.construccién (y entonces una equivalen
cia natural). Ahora, sea ¥W:K ----» K' un morfismo en ‘?2 . Si E :1# ---

-2 GF debe ser natural, deberd necesariamente ser conmutativo el diagrama

GFK (GFXX) , GFk:
1€« I
K Li¢ 5K

(donde- aiin no hemos definido la flecha de arriba). Definimos ahora F(¥() :FK -->
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—1 .
FK' por ‘QK K (E K © ). Entonces

G(F(XC)) o CK = G(‘TIZ.IE,IFK'(eK. o M))o €= 'é-.K' o o€,

y & serd natural, gj probamos que F es un funtor. Ahora bien, G es un fun

tor y entonces, para ¥ :K ----- K', x':K' ----- K!'' se tiene
(*) (GF)X¥'o ¥)o 6K= G(F)'oF¥X)o EK‘,

siendo ambos miembros iguales a £ " o X'o T . En efecto, para el primer miem
K i 0

bro esto.es cierto por definicibén, y para el segundo miembro

\)
G(Fgt'oFyx)o € K~ G(F(¥X")) o G(F(x))o £ K= G(F(y')) o- €K*° éC =
EKn ox'o ¥ . En vista de la biyectividad de 72, (%) implica que F(r' o){)
= F(Y{') o F(¥(). Andlogamente F(1) =1 y F es un funtor.
~
Observacién: La existencia de un funtor F con FK = FK como se afirma
en la proposicién 3.4.5. se puede también demostrar como sigue: Por hipétesis laco

rrespondencia K ----7 I:K,G.:' % define un funtor Y : ko ---=2 %06 de % °

a los funtores representables @ 0{ de Ens . Componiendo con el funtor g:
@of —---3{ © del corolario 3.2.5. se obtiene un funtor gol : ko -===3 ng .
respectivamente ‘?Q ————2 of , Qque tiene precisamente el efecto deseado.

‘Hemos supuesto en la proposicién 3.4.7. que para todo objeto K de 7@
el funtor [K,G.] ’ﬁZ : 06 ----> Ens es representable. Sea Yﬂ la subcategoria-
plena de ? definida por estos objetos. Supongamos que la imagen de cf por G
estd contenida en f y notemos G: og ———-> b/‘ al funtor inducido por G . Eé

claro que lo precedente muestra también que

PROPOSICION 3.4.8.: Sea G: of ----2 % un funtor y bA la subcategc
ria plena de % con objetos, los K tales que
I:K,G.] ’R es representable. Supongamos que
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G('a'e )C f ysea G: of ----- > b/l el funtor induci -
do. Sea, paratodo K en 7{“,' %K " un objeto re-
presentante y & K € |:K, G;K] un elemento univer=-
sal. Entonces existe un unico funtor F: 2(‘---'-998
con FK = %“K paratodo K en 2)/‘ y 8 : 1{,._9
.==>=5 GF natural. F resulta ademds adjunto a iz-
quierda de G ..

Podemos reformular la ltima proposicién en términos de adjunciones, en lu-

gar de adjunciones frontales. Entonces:

PROPOSICION 3.4.9.: Sea G: f ---->°R .un funtor y Z{‘ la subcatego-
ria plena de ‘& que contiene por objetos a los K -
tales que [K,G.:I #Z es representable. ” Supongamos
que G( L) c f y sea Eo(f ----- > X\ el funtor
inducido. Sea paratodo K én b/\ ‘(FK,"Z K, _')
una representacién de [K,G;I‘p . Entonces existe
un drico funtor F :f ----908 con FK = gK pa
ratodo K en \O/\ y tal que ”7 Lt [F’]‘ﬁ -

-=y [.,G.] ? es una adjunciénde F a G.

3.5. Sistemas libres.

Sea G:of-‘---éak‘ un funtory K un objeto de ﬁ .

DEFINICION 3.5.1.: Un gistema libre sobre_ K respectoa G:

08 ====3 % , esun par- (L, &) formado pof un objeto L de cf y un morfismo
'ZZ : gK ----> Ens .

E € I:K, G'L] % que es universal para el funtor [K, G'.]
Con 1a funcién de Yoneda §: [K,GL] [ [ by [KG]%] o d€lle-
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ma 3.1.1., esto se puéde reformular diciendo que (L, d)ﬁ ) es una representacién
del fL_mtOr [K,G.:LR. : aﬁ ----> BEns .

Si (L, € ) es un sistema libre sobre K, el objeto L que representa al
L P

funtor [K,G.-J lk se llama un objeto libre sobre K con respectoa G: ag--'--) k .
Es claro, a partir del lema 3.1.1., que L determina € salvo una equivalenciade
L ; esto es, cualquier 3 sé puede escribir en la forma E =a( N 60 ,» para
E0:K----» GL fijo, y A:L ----- L' una equivalencia en oé .

Se tiene, en virtud de la proposicién 3.2.7., la siguiente caracterizacidn de sis

temas libres (salvo equivalencia candnica en el sentido del corolario 3.2.8.):

PROPOSICION 3.5.2.: Sea G : o(f ———— ak un funtor, K un objeto de k
y (L, €) un par formado por un objeto L de og
yun € € [K, GL] 1‘?. Entonces (L, £) es un sis-
tema libre sobre K conrespectoa G: ,,C ——==? k,
sy sélo gi para todo objeto L' de’ OZ y todo mor-
fismo € :K ----- GL' de K, existe un tnico
morfismo T :L ----- L' de 05: que hace con-

mutativo el diagrama

GL D), gL
K~

Ejemplo 3.5.3.: Sea ?_ = Ens, gé = (9((?, ((ﬂ,q es la categoria de

los grupos abelianos), V (7(,% ----3 Ens el funtor olvido. Un sistema libre sobre
un conjunto K, digamos (L, £) , conrespectoa V esun pér formado por ungru
po abeliano L y una aplicacién £ :K ----- VL tal que, para todo grupo abeliano
1 . . T :
L' ytoda aplicacidn £ :K ----- V1!, existe un dnico homomorﬁsrpo L L --

--> L' que verifica V(T)o & = E ! . Elgrupo L. es el que usualmente se deno '
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mina_ un grupo abeliano libre sobre el conjunto K.

Ejemplo 3.5.4.: En el ejemplo anterior, reemplazamos Ens por la catego-
ria ? de los monoides conmutativos. Entonces obtenemos, con el mismo procedi-
miento, lg. nocién de grupo abeliano libre sobre un monoide conmutativo.

Si, por ejemplo, se parte el monoide EX de clases de isomorfismo de fibra-
dos vectorialeé sobre el cuerpo A ., sobre un espacio X, se obtiene mediante es-
ta construccién un grupo abeliano KX, que desde hace algunos afios juega un papél
importante en geometria.

El ejemplo 3.5.3. se puede reformular, naturalmente, para diversos tipos de

esfructuras algebraicas. Nos limitaremos solamente al

Ejemplo 3.5.5.: Sea % = Z% , la categoria de las dlgebras de Lie sobre
un anillo /\ ; of = (}(_UC ,- la categoria de las élgebras asociativas sobre /\ ;
G: (j( &( ———e Df (?C el funtor que asigna a cada dlgebra asociativa, A , sudlge-
bra de Lie asociada C;AV, con el corchete definido por aj,89 = a;39 " A3y para
av._l,a2 € A. Sea K una A -4dlgebra de Lie. Un sistema libre (A, £) sobre K
con respectoa G es un par formado por una /‘\ -dlgebra asociativa A y un homo

morfismo € :K ----2 GA de 4lgebras de Lie, tal que para toda 4lgebra asociativa

A' ytodo homomorfismo E" :K ---->GA' de dlgebras de Lie, existe un homomor
fismo T :A ----» A' de 4lgebras asociativas tal qué G(T) o € = 6' . El homo
morfismo G(T):GA ----» GA' es el homomorfismo de dlgebras de Lie deducido
de T :A ----3A'. Si (A, €) es un sistema libre sobre el 4lgebra de Lie K,A

se llama un dlgebra encapsuiante de K. EIl dlgebra encapsqlaﬁfe es fundamental pa-

A Y

ra la teorfa de representaciones de dlgebras de Lie, permitiendo reducirla a la teorfa

de representaciones de dlgébras asociativas

Ejemplo 3.5.6.: Sea ﬁ, la categoria de las variedades complejas compactas;

,,5 la subcategoria de lostoros compactos complejos; G : ,,Z Qe % el funtor de
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inclusién. Sea K una variedad ccmpleja compacta. Un sistema libre (L, €) so-

bre K conrespectoa G es un par formado por untoro L y una aplicacién holo-

morfa € :K ----- >L , tal que para todo toro L' y toda aplicacién holomorfa

1
€ :K ---->L' existe una nica aplicacién holomorfa T :L ---->1L' tal que
Tof = €. 8i (L,E) esun sistema libre sobre K con respectoa G, -el

toro L se llama una variedad de Albanese de K.

Ejemplo 3.5.7.: Sea [ = Ens ; 'K la categoria de las relaciones de equiva-
lencia, que tiene como objetos a los conjuntos munidos de una relacién de equivalencia
y como morfismos. a las aplicaciones de dichos conjuntos que son compatibles con ias
respectivas relaciones de equivalencia." Se puede construir un funtbr G: a( -----7K
que aplica un conjunto en el mismo c;onjuntq munido de la relacién de equiva.]_.encié- "iden
tidad" . Sea K un conjunto con una relacién de equivalencia R . Un sistema libre
(L, £) sobre K respectoa G esunconjunto L yunaaplicacién €& :K ----
->L (que es un morfismo en ' ? de‘ K en GL), tal que para todo conjunto L!
y toda aplicacién E' K -=---1 > L' (que sea un morfismo en K de K en GL!'),
existe una ﬁnic:;. aplicacién T :.L === L' con To € = 6' . Un tal conjunto L

es un cociente del conjunto K por la relacién de equivale_ncia R, y € :K----- -

--> L es una aplicacién cociente.

Ejemplo 3.5.8.: ‘Sea G un grupo; ,,f G = k , la categorfa de los. G-obje~
tos de una categoria oé , con objetos los G-objetos de oZ y morfismos los morfis
mos equivariantes. i_.a G-operacién trivial sobre cualquier objeto de og define un
funtor H: [ ----> ? . Sea K un G-objeto de af . Un sistema libre (L,&) -

sobre K conrespectoa H esunobjeto L de Z y un morfismo & :K ----

. 1 .
-> HL , tales que para todo objeto L' de ag ytodo € :K ---->HL' existe
un dnico T :L ----® L' con H(T) o€ = €'. Elobjeto L es un objeto dedr

bitas de K y € :K =-=--» HL es un "morfismo" de drbitas.
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Ejemplo 3.5.9.: Sea ﬁ la categoria de los cuerpos conmutétivos;_ ag laca
tegoria de los cuerpos conmutativos algebraicamente cerrados; G af Com> k elfun
tor de iriclusién; K wun objeto de ﬁ, ; y (L, 6.) un sistema libre sobre K res=

pectoa G . Entonces 1. es una extensién algebraica maximal de K.
Ahora aplicaremos los resultados de la seccién 3.4. a sisteinas_ libres.

PROPOSICION 3.5.10.: Sean F : ? ————> f , G: [-----} }ﬁ_' funtores
adjuntos, /IZ una adjunciénde F a G, y K
un objeto de ﬁ . Definamos 6K € E(,GFK] por
€ K = ?K, FK (IFK) . Entonces el par (FK, GK)A
es un sistema libre sobre K con respectoa G.

Demostracién: Esto proposicién no es m4s que una reformulacién de la propo-

sicién 3.4.1. .
Una nueva forma de la proposicién 3.4.7. es la

PROPOSICION 3.5.11.: Sea G : f el 2 k un funtor. Supongamos que pa
ra todo objeto K de & - existe un sistema libre
(FK, EK) de K conrespectoa G . Entonces e-
xiste un dnico funtor F : % ----- > ag con FK =

- .
FK paratodo K en R ytalque € =

= (€ K)K e 7{ es una transformacién natural € :
1% ~--->GF . El funtor F es adjunto a izquier-

dade G.
De la proposicién‘ 3.4.8. se obtiene

PROPOSICION 3.5.12.: Sea G : f -——-> ﬁ un funtor y b/( la: subcatego

ria plena de % » que tiene por objetos a los K
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que poseen un sistema libre respecto zta -G . Suponga
mos que G(,f_)C BA y sea G: ,(--.-—é 3’1 , el
funtor inducido por —G . Sea (FK, €K) un sistema
libre sobre K con respectoa G, paracada K
en Y‘ . Entonces existe un dnico funtor F : X( ==
== af con FK = ;K paratodo K en X‘ ytal
que € :1 Y S GF es una transformacién natu-

ral. El funtor F es adjunto a izquierda de G.

3.6. Sistemas colibres.

Para gistematizar los ejemplos que aparecen en la naturaleza haremos un trata
miento dual al de 1a seccién 3.5. .
Sea G : of ———— % un funtor. También notaremos con G al funtor de
o o . . . k .
af en IR candénicamente definido por G . Sea K un objeto de también

considerado-como objeto de k °.

°

DEFINICION 3. 6. 1.: Un sistema colibre sobre K con respectoa G : og --

-=> ‘/Q es un sistema libre sobre K respectoa G :[0 ----- P4 %o .

Por la proposicién 3.5.2. tenemos la siguiente caracterizacién de sistemasco

libres, salvo una equivalencia natural candnica

PROPOSICION. 3.6.2.: Sea G: o ----> unfuntor, K un objeto de®
y (L, £€) un par formado por un objeto L de og
y € € I:GL,K}% . Entonces (L, £) esun siste-
ma colibre sobre K respectoa G: Z ----- > o}Q si
y s6lo si para todo objeto L' de 05 y todo morfis-
mo €' :GL' ----- K de k , existe un dnico moi
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fismo T :L!'----» L de ag que hace conmutati

vo el siguiente diagrama

G(T)

GL ¢
€

K

_GL!

€I

Ejemplo 3.6.3.: Sea k = T la categorfa de los espacios topolégicos cone-
xo0s y localmente conexos, con morfismos, las aplicaciones de revestimiento. Sea og
la subcategoria de los espacios simplemente conexos, y G : og C--s ﬁ la inclu-
sién natural. Sea K un objeto de q/ y (L, €) un sistema colibre sobre K
respectoa G La caracterizacién de la proposicién 3.6.2. muestra que (L, & )

es un revestimiento universal de K.

Ejemplo 3.6.4.: Sien el ejemplo anterior interpretamos a ] " como la cate-
goria de los grupos topoldgicos conexos y localmente conexos con morfismos.los homo
morfismos que son isomorfismos locales, a f como la subcategoria de los grupos
simplemente conexos, entonces un sistema colibre (L, € ) sobreun grupo ‘K de
(—/ . .

J es un grupo revestidor universal de K.

Omitiremos la enunciacién de las proposiciones duales a las proposiciones

3.5.10. a 3.5.12. .
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CAPITULO 4:

LIMITES

Discutiremos en este capiftulo ejemplos de sistemas libres y de sistemas coli-

bres que son de particular importancia.

4.1. LiImites inductivos o directos.

Sean ,,C y m categorfas. Todo objeto de f da origen a un funtor de
m a f (ver ejemplos 2.1.10. y 2.3.7. ). Esto define un funtor de inyeccién

G: f ———zﬁm . Sea K: /m,—-—%ﬁ un funtor.

DEFINICION 4.1.1.: Un limite inductivo o directo de. K es un sistema libre

sobre K respecto al funtor G : [ —-ﬁafm
. Por la proposicién 3.5.2. se tiene la siguiente caracterizacién "~

PROPOSICION 4.1.2.: Sea K: ™M -———7:5 un funtor y (L, € ) un par A
formado por un objeto L de .B y una transforma-
cién natural & : K ——> GL . Entonces (L,€). es
un lfmite inductivo de K siy sélo si para todg cuje -

. |}
to L' de o y toda transformacién natural & .:
K — GL', existe un tinico morfismo T:L —
—>1L.' de ,C tal que el siguiente diagrama es con-

mutativo:
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Si (L, &) es unlimite inductivo de K, el objeto L senotard 1im K.

—

Ejemplo 4.1.3.: Sea L un objeto de f, y GL: m — £ , el funtor
constante definido por I.. El par (I,1 GL) es un lfmite inductivo de GI., donde

lGL : GL, ——> GL. es la transformacién natural idéntica.

Ejemplo 4.1.4.: Cualquier funtor K : M ——=Ens tiene un limite inducti-
vo (ver Bourbaki: Théorie des ensembles, chap. 3, B17)

M4s adelante discutiremos mds ejemplos.

Sea Y 1la subcategoria plena de cf(m cuyos objetos son los funtores que
tienen un limite inductivo. Para todo K en Y , sea (lfim K, € K) un limite in-

—_—

ductivo de K . Entonces existe una unica extensién de la correspondencia entre obje-
tos 1lim : T —_ .,E aunfuﬁtor lim : Y -——Vﬁ , tal que E :_lr- ——
-—> Golim sea una transformacién natural. Aqui Golim nota la composicién 7" -

_— OE C— f/m’ . Nétese que el funtor Mm es adjunto a izquierda de la inclu -
sién ﬁ — Y,

4. 2. Limites proyectivos o inversos.

“Hemos definido los limites inductivos como casos particulares de sistemas li-
bres. Ahora definiremos los limites proyectivos como casos particulares de sistemas
colibres.

Sean f . m categorfas, G: 06 C-—-—?/)n, la inyeccibn candnica y

K: m —— f . un funtor.
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bre sobree K respectoa G

DEFINICION 4.2.1.: Un lfmite proyectivo o inverso de . K es un sistema coli

Gracias a la proposicién 3.6.2. se tiene la siguiente caracterizacién

PROPOSICION 4.2.2.:

Sea K: M ~—— f un funtor y- (L, £ ) un par
formado por un objeto L de oﬁ y una transforma-
cién natural & :GL ——> K . Entonces (L,E ) es
un lfmite proyectivo de K si y sélo si para todo obje
to L' de oC y toda transformacién 6' :GL' —>
> K, existe un $nico morfismoe € :L!' —> L

de 08 que hace conmutativo el sig’ﬁiente diagrama

GL G(T)
& I
£
K
R Si (L,&) es un limite proyectivo de K, el objeto L senotard 1lfm K.

-—

Ejemplo 4.2.3.: Sea K : M. —— Ens un funtor. Entonces 'K tiene un

limite proyectivo. (ver Bourbaki; théorie des ensembles, chap. 3; § 7).

Dualizando la proposicién 4. 1.5. se obtiene

PROPOSICION 4.2.4.:

Sean ,,C , M categorfas y Y 1a subcategoria ple
na de OE m cuyos objetos son los funtores que tie-
nen limite proyectivo. Sea ((Hin K, éK ) un limite
proyectivo de K para cada K en ‘f . Entonces
existe una unica extensién de la correspondencia entre
objetos ﬁ: Y — f a un funtor ﬂ : >

—--»af, tal que £ :Gold_ﬁn —— 17\. sea unatran§
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formacién natural.

No lo hemos mostrado, pero es inmediato que 1im es adjunto a derecha de
B A —

G: OE‘-—V,,Cm

4.3. Sumas directas y productos directos.

Llamemos discreta a la categoria ’] si

[x4] -

na categorfa de indices y, consecuentemente, escribiremos 1i,j,..... para indicar

0 si X#Y
{

lX} si X =Y. Consideraremos a j como u-

los objetos de j . Sea af, una categoria cualquiera e j una categoria discreta.

Un funtor K : j —_— f es lo mismo que una familia (X;); ¢ 7 de objetos de

f,, indicada por /J ‘:

DEFINICION 4.3.1.: Sea (Xj); e fJ una familia de objetos de ,f, , indica

da por j y K: ,j —_— ﬁ , el funtor definido por K(i) = X; para i€ ’_J .

Una suma directa (producto directo) de ( Xj )i€ -J es un limite inductivo (limite

proyectivo) de K.

Observacién sobre la terminologfa: Un producto directo es un limite proyecti-
vo o inverso. Esto es algo insastifactorio. M4d4s insatisfactoria adn es la denomina -
cién frecuente de producto inverso para la suma directa. Entonces un producto inver-
so es un limite directo y un producto directo es un limite inverso. Por esta causa he-
mos preferido los adjetivos inductivo y proyectivo. ‘

Sea L un objeto de f, . Una transformacién natural € de K eh el
funtor constante definido por L es precisamente una familia ( &i)i € de mor-

fismos & i +Xj —> L, -sinrelaciones de conmutatividad.
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Por las proposiciones 4.1.2, y 4.2.2. se tienen las siguientes caracteriza-

ciones de sumas directas y productos directos

PROPOSICION 4.3.2.: Sea (Xj); g« una fammg de objetos de »{_ indica
da por '\j , v (L, E_) un par formado por un objeto
L de gé y una familia €= (Ei‘)i € 7 de mor-
fismos

(Si:X —_a], “611‘ —_— X .
Entonces (L, E) es una
suma directa l ’ un producto directo
de (Xi)i e -’j siy s6lo si para todo par (L', £
con las mismas propiedades, existe un dnico morfismo
t: L — 1! ” t L' ~—>» L

que hace conmutativo el siguiente diagrama para todo i

Si (L,&) esuna suma (producto) directa (directo) de (Xi)ief]_ , el

objeto L senotacon _| | ‘
fey % UreqT%- P

Ejemplo 4.3,3.: Sea (Xi)i € ’j una familia de conjuntos. La unién disjunta
de los conjuntos Xi junto con las inyecciones canénicas es una suma directa de
(Xi)i € j en EnS .

El producto cartesiano de los conjuntos X, junto con las proyecciones cand- .

1

nicas es un producto directo de (Xi)i € en Ens.

Ejemplo 4.3.4.: Sea ax % la categorla de los grupos abelianos. y
(X;); € una familia de grupos abelianos. EI producto cartesiano con su estructura
de grupo y las proyecciones canénicas es un producto directo de (X;) €g en 0(% .
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Consideremos el subgrupo 8 C. ie 7 ¥ Xi ’ deﬁ.nido por los elementos
que tienen sélo un nimero finito de coordenadas diferentes de O Entonces S con

las inyecciones canénicas X; ——> S es una suma directa de (X;); €'j en Olq

Ejemplo 4.3.5.: La categoria producto ﬁ X ‘)’Q ' introducida en la seccién
1.1., junto con los funtores proyecciones canénicas, se puede considerar comoun pro

s . .
ducto directo de ‘h ¥y ‘h en la categorfa de las categorias.

Ejemplo 4.3.6.: Sean ﬁ y £ categorfasy Fj: k — .C funtores\_
(i€ 7] ). Supongamos que para cada familia (L;); ¢ 9 de objetos de o existe
un producto directo. Entonces definimos ( "1 €7 F; XK) = eq F; (K)
V. o~ U T~ A~

para cada objeto K de 'h , ( i€7 FPnt)= i€ 7 Fij(1) paracada

morfismo ¥ :K ——> K'., Entonces ieq F. es el producto directo de

i
(Fl)1 €1 en oﬁ‘k .

o Este funtor debe distinguirse del funtor ‘h'] -—_— I: » candénicamente de
finido por (Fi)i € 'J que se puede también interpretar como un producto directo en
una categoria conveniente.

sea { nuevamente una categorfa arl;itraria AKXy )i 4 una familia de ob
jetos de .,E vy ( —'# X, ( éi)i €Y ) una suma directa de esta familia. En
vista de la caracterizacién 3.2.7. de elementos universales, la proposicién 4. 3l 2.
muestra que (&, )1 €Y es F-universal para el siguiente funtor F : ,,E — Ens.
$i L esunobjetode f , FL= 1€7 ' [X3L]; si T :L ——> L',
F(T)(E, )1 € )=(To & 1)1 eq - Esto significa que hay una equivalencia natural

bien definida (la imagen de & por la aplicacién de Yoneda ¢ de 3.1.1.)

Mibtgg X —F v Ty [—!i—ej—L—Xi,L] —
— Ti€7 " [%;,1]
que es una biyeccién para todo L . Supongamos reciprocamente que F es repre-
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gentable, y que el par (5,7 ) es una representaciénde F; sea £ el elemento - f

-F-universal correspondiente 2 4 . Entonces el par (S, £) es una suma directade
(Xi)i € j .
Siel par ( i_n€-j » (&) € ) es un producto directo de la familia i

(X;); e v entonces ( & i)i €7 es F-universal para el siguiente funtor contr?.Ya -

riante F: £ —> Ens; FL = l'lg'j [L,Xi] para'un-objeto L de £ ,

F(TX(E, )1€'J )= (€ 0T, jeq Para Z’:_gl_,_' }z;-—-—?L . Esto significa en par-

ticular que hay una equivalencia natural’ M: £ i€ > y

M : [L -|_|' X; :]—-—> igj [L . Xi] que es una biyeccién para todo L . Si

reci’procamente (P,,fQ ) es una representaciénder F y €& es el elemento F-uni

versal correspondiente a 4] , entonces (P,£) es u;1 producto directo de (Xi)i€j',

Estas observaciones sugieren considerar también el funtor F :f, —-——> Ens,

1_%% [X L] y F(T):FL ———FL' para T :L —> L' es la apli-

cacién candénica inducida por las aphcacmnes [Xl, Z'] [Xl, L:| —_— [Xl, L]

- Pero este funtor no es representable.

Por nuestra forma de introducir sumas directas, es claro que para un conjunto
fijo de ihdices, _le y 1T son funtores. Basta con interpretar las proposicio-
nes 4.1.4. y 4.2.4, .

La definicién directa, por ejemplo, del efecto del funtor 'JEL sobre el moriwﬂiiwm_
fismo (o), eq :(Xjjey —>XYjey » para i Xy —>X; es eviden
te por la propiedad universal establecida. En efecto: —%L oy -L,:-J-I-Xi —_>
rd 'L,jL XY es el dnico morfismo tal que —I::%—Oli o é = E'j o oj para todo
j en 7 . De hecho J7]J- o; es la suma de la familia (o, i)i €1 de morfismos,

2
considerados como objetos de GE (ver seccién 1.1.).

Sea ahora .£ una categorfa con cero morfismosy (X;j) €7 una familiade

Elijamos un j € :} y consideremos la familia de morfismos

{a-lxi parai=j } Sea (-U—Xi,
OXi,Xj para i3 j : J

objetos de ,,E

definida por S ij =
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( Ei)i €1 ) una suma directa de (Xj); €y - Entonces existe para cada j existe
un dnico T [:t AL X; —>X; con T[]0 &, = $ . paratodo i€ . No
¥ ieq J J 1 ij -
temos que _I_Tj es una inversa izquierda de éj , de modo que en este caso éj
es, en particular, un monomorfismo.y I lj es un epimorfismo' . Para una familia
(Xi)i €7 con X, =X paratodo i €J , setiene andlogamente un dnico mor-
fismo codiagonal V: JEIZ_J X; —> X definido por Vo—éi = 1y para todo
: i
ieJ .
Los moffismos andlogos para un producto directo ( 1 ’J Xi , ‘fi) de lafa-
i€
milia  (X;); ey - se definen como sigue: Lj: Xj -—-——*»i'l(_,:_|j X; por )‘i o ‘LJ', =
1< . s o s
5].1 , donde S'i = [ Xj’ paral=jJ i . En particular, T.od = 1X- y el mor-
1 OXin para i #j J J ]
fismo diagonal A:X s T X; paraelcaso X; = X paratodo i (-Zj
. iey
se define por X\i o A =1y paratodo i€ 7J.

Notemos que con las definiciones anteriores, se tiene también un dnico morfis-

mo J?ZlT] X; LH,J Xj 4que satisface tanto X‘i o/lb =—]—|—i como
i
/u.o ‘Si=Li para todo iej .

/
Ejemplo 4.3.7.: Sea a %’ la categorfa de los grupos abelianos, (Xi)i €]

una familia de grupos abelianos y (S,£ ) susuma, (P,Y ) suproducto. Entonces
T_I'j 1§ —> Xj es la restriccidén de )A'J P ——-—->Xj .. La inyeccién j: Xj -—>

-——> P es el homomorfismo obvio. La aplicacibn S ——>P mencionada mds arri

ba, es la inclusién.

Ejemplo 4.3.8.: Sea Y la categoria de los conjuntos puntuados (ver 1.3.
16.): Sea (X;) € una familia de conjuntos puntuados. La unidn disjunta es,
después de la identificacién de los puntos privilegiados, junto con las inclusiones natu-
rales, una suma directa de (X’i)i eJ - El producto cartesiano, can el punto privile-
giado obvio, es junto con las proyeéciones naturales, un producto directo de (Xi)i e
Las aplicaciones | ]; e L. son visibles y también lo es la inclusién /&L:J._L X,

1 1 iey !
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4,4. Otros ejemplos de lfmites.

Igualadores diestros y siniestros.

Consideremos una categoria 7 de dos objetos: 1, 2 y un conjunto I =
= {i, Joeso } de morfismos, de 1 a 2. Sea ,ﬁ una categoria arbitraria. Un
N ! . 4
funtor K : ’j———fﬁ es lo mismo que un par de objetos A = K(1), B = K(2)

y una familia ((-Fi)i e 1 de morfismos ((i: A — B, indicada por 1I.

DEFINICION 4.4.1.: Sed (,('Fi)i e una familia de morfismos de £ ,
CPi tA —— B, indicadapor I y K: (J - £ el funtor definido por: K(1)»

= A, K(2)= B, K(i)= ({J para i€ I. Un igualador diestro. (siniestro) de

i

((Pi)i e 1 es unlimite inductivo (proyectivo) de K.

Sea L .un objeto de oﬁ . Una transformacién natural & de K enelfun
tor constante definido por I estd dada por un dnico morfismo &:B ——> L que
satisface o (1’71 = &o ('Fj para todo i,i €’I .

Por las proposiciones 4.1.2. y 4.2.2., tenemos las siguientes caracteriza

ciones de igualadores diestros y siniestros:

PROPOSICION 4.4.2.: Sea( (P ; ),  una faiilia de morfismos ({’_1: A —>
—>B,de £ , y (L,&) un par formado. por unob

jeto L de aﬁ y un morfismo
E:B—>L |~£3L.—'7'A

que satisface

60(’?1"6(573' ‘ ({ioé'q)j-oé
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.paratodo i,j€ 1. Entonces (L,E& ) es un
igualador diestro igualador siniestro

de (‘Pi)i e 1 Siy sélo si para todo par (L', £

con las mismas propied;des, existe una unica factori-

zacién

CTo & = EI', T:L—>1I! o T = 51, T:L'— L.

PROPOSICION 4.4.3.: Sea ((-{71)i €1 una familia de morfismos CPi: A —r
— B de f ., ¥ (L,€& ) unigualador diestro
(siniestro). - Entonces & es un epimorfismo (mo-
nomorfismo).
Demostracién: Sean )\i: L —— X (i=1,2) morﬁsmos con /\1 o & =
= )\2 o £ . Llamemos ¥ a este morfismo 2€:B —> X . Ahora % o ¢;=
=. o (Fj para todo i,j€ I. Entonces existe un-dnico )\: L —>X con

Ao £ = . Esto implica )\1 = )\2 , vy & _es un epimorfismo.

Ejemplo 4.4.4.: En la categorfa Ens, el subconjunto L de A sobre el
cual coinciden Cfi :A ——> B es, junto con la inyeccién natural, un igualador si-

niestro de (C“’i):-L €1"

Coniicleos y nicleos.

Consideremos el caso particular de la situacidén precedente en que el conjunto
I consiste de dos morfismos de 1 a 2. Supongamos que LE es una categorla

con cero-morfismos.

DEFINICION 4.4.5.: Sea (P:A ——>B unmorfismode £ . Un cont-
cleo (micleo) de q) es un igualador diestro (siniestro) del par ((,0) de morfis-

mosde A en B.
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Por la proposicién 4.4.2. se tiene pues:

PROPOSICION 4.4.6.: Sea (p:A —>B unmorfismode & (categorta
con cero m'orfismos) , ¥y (L,€) un par formado por
un objeto Ly un morfismo |

£:B—>L | £&L—aA
que satisfacen
Eo P =0 l %o & =0.
Entonces (L, &) esun
comicleol - micleo
de CF s.i y s86lo si para todo par (L!, 6') con las

mismas propiedades, existe una dnica factorizacién:

To€ = €, z:L—>L l b0 T = £, T:L'—aL.

PROPOSICION 4.4.7.: Sea ﬁ una categoria con cero;morfis-mos, en la que
todo morfismo tiene un comicleo y un micleo. Sea
(—f: A —> B un morfismo, (C,p) un comicleoy
(K,i) un micleo de q7, (C ‘J ., P') un comicleo de |
i1 K —=> A y j,i')'unn\icleode p:B —
—> C . Entonces existe un tnico V:C j ——V?ji

que hace conmutativo el siguiente diagrama:

o 7

it

pl

K —i—a ® P .c

Demostracién: Como C100 i= 0, existe unnico [3 :C'j — B con
@pl = CP , lo que implica (p OP J)op'=po CF = 0, lo que, a su vez implica
po (3 = 0, pues p' es un epimorfismo. Entonces existe un tnico Y:¢J —

-*'j'c'on ‘i'Y=€ e i'o )Aop'-'-, ﬁop'.= (F Si )"' es otro tal mor-
’ 71
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- 1
fismo, entoaces 1i' o Y = i'o XN pues p' ‘es un epimorfismo. Esto muestra

' :
que Y=Y , dadoque i' esun monomorfismo, y Y es dnico.

Ejemplo 4.4.8.: Sea ¥ 1a categoria de los conjuntos puntuados (1. 3. 16.).
Sea <P A —> B un morfismo. Entonces Cf’-l(bo) con su inclusién natural es
un micleo de q) , B méd Cf(A)’ con la aplicacién canénica B ——=B mdéd CF(A)
es un coniicleo de CP .. La-aplicacién Y\ de la proposicién 4.4.7. es la aplica- .

cién evidente A méd P71 (bo) ——> ((a).

Ejemplo 4.4.9.: Sea Q} la categoria de los grupos, Cf A —>»B un
morfismo. El ndcleo del conticleo es el subgrupo invariante N( C[’(A)) de B en-
gendrado por C-F (A) . EI conicleo del miicleo es el grupo A/Ker ¢f . La aplicacién
¥ A/KerCP ——> N(¢P(A)) no es necesariamente suryectiva.

En la categoria de grupos abelianos el niicleo del coniicleo es precisamente la
imagen, y el comicleo del micleo, la coimagen de un morfismo. La aplicacién r  de

la proposicién 4.4.7. es una equivalencia.

Sumas amalgamadas y productos fibrados.

Consideremos una categoria 'J con tres objetos 1, 2, 3 y dos morfismos
1 —>2, 1 —>3. Sea £ una categoria arbitraria. Un funtor K: ’j —

— .ﬁ es lo mismo que un diagrama en £ :

\/

DEFINICION 4.4.10.: Una suma amalgamada de un tal diagrama es un limite

inductivo del funtor correspondiente K : j——’ ,,E .

Nétese que una suma amalgamada es una suma directa en una categoria conve-’
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nientemente definida.

Ejemplo 4.4.11.: Consideremos la categoria q‘ de los grupos y dos grupos - '
B, C que contienen al grupo A . La suma amalgamada de este diagrama es precisa-
me:te, la nocién cldsica de suma amalgamadade A, B, C.

Un funtor K: 7J° ——706 es lo mismo que un diagrama en oe

N

DEFINICION 4.4.12.: Un producto fibrado de un tal diagrama es un limite pre

yectivo del funtor correspondiente K : jo ——> ,ﬁ . ‘.

Un producto fibrado es un producto directo en una categoria conveniente.

‘Ejemplo 4.4.13.: Sea C_r la categoria de los espgeios topolégicos y é’ :
B——=A, YiC —>A suryecciones ¢ontinuas. Entonces la diagonal A:A >
—> A x A induce E —> A de BxC —> A x A, donde E={(b,c):'

(b,c)€ Bx C, F(b) = T(c)}. Junto con las aplicaciones E ——=> B x C -——> -

->B, E —>B x C ——> C, esto es un producto fibrado del diagrama

N

4.5, Compatibilidad de funtores con limites.

Sea F : ‘{Q_—*f un funtor covariante e 7 una categoria.

DEFINICION 4.5.1.: F es compatible con limites inductivos de tipo 7 , si !
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para cualquier funtor D : 7 —_—— 'k que tiene un limite inductivo (lfm D, &),
elpar (F(lim D), Fué& )} es un limite inductivode F o D.

- _’ .

Aqul F* E:F oD — F(lim D) es latransformacién natural inducida
por F de ‘8 : D.— 1lfm D, habiéndose identificado F(1lfm D) y lim D

—_— —_— —_
a los funtores constantes que ellos definen.

Si F: k-——z ﬁ es un funtor contravariante, se llamard compatible con
limites inductivos de tipo 7 , si el funtor canénico F© : ‘é — ,fo definido
por F es compatible con lImites inductivos de tipo :] .

Se define en forma andloga la nocién de compatibilidad con limites proyectivos.

Notemos que para un funtor contravariante F : ‘k e 06 la compatibili -
dad con limites inductivos significa lo mismo que la comipatibilidad con limites proyec

tivos del funtor ‘?&0 — f , candénicamente definido.

Ejemplo 4.5.2.: Sea J  una categoria discreta y notemos X : J ———9‘&
al funtor definido por una familia (Xi)i e de objetos de 'ﬁ_ . Supongamos que
11X = i_lgl'-j X; existe. Por la seccién 4.3. paratodo objeto L de ,f, se
tiene una biyeccién hL( TxX) — I—th o X, lo que se puede escribir en la for
ma hL ol = —l—l— o hL . Entonces hL : ﬁ —> Ens es compatible con pro-
ductos de tipo rj . El funtor hL es, en realidad, compatible con limites proyec-

tivos de cualquier tipo.

Ejemplo 4.5. 3.: Sean j, CR , X como en el ejemplo 4.5.2. . Supongamos
que existe 1l x= i_lé_:_l3 Xij . Por ia seccién 4.3. , para todo objeto L de :ﬁ
se tiene ‘hL oll = TT © hL . AslT el funtor contravariante hL : oE —> Ens
es compatible con limites inductivos. de tipo 7 . EIl funtor nl. es, en realidéd,

compatible con lImites inductivos de cualquier tipo.

Ejemplo 4.5.4.: Sea m la categoria de las variedades diferenciables, Qj"

la categorfa de los fibrados vectoriales reales. El funtor "fibrado tangente" T :
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/m —-—9’2)' es compatible con sumas directas arbitrarias y con productos directos

finitos.

,‘Ejemplo 4.5.5.: Sea °h, una categoria y consideremos el funtor h : ﬁ —>
e EnS"ik’-0 definido en la proposicién 3.1.6. . Sea (J una categoria discreta con
dos objetos. Entonces h es compatible con limites proyectivos de tipo (J ,- esto
es, eon productos directos de dos factores (y entonces, de cualquier nimero finito dé
factores, como se prueba f4cilmente), Esto significa que los funtores hATrB
hA-rth son naturalmente equivalentes para todo para de objetos (A,B) de ﬂk
para los cuales existe A F] B, lo cual sigue de la definicién de ATIB.

Andlogamente el funtor h : "h.o —> Ens de 3.1.3. eé compatible con
sumas directas de dos factores, esto es: para todo para de objetos (A,B) de 1

para los cuales existe A 1l B (suma directa en 7,?. , resp. producto directo en

eh-q)’ hay una equivalencia natural entre 195 funtores hj, 1B v hy TT bg.

DEFINICION 4.5.6.: F : % —_— f es compatible con limites inductivos,

si F es compatible con limites inductivos de tipo U para toda categoria ’j .

Anidlogamente para limites proyectivos.

PROPOSICION 4.5.7.: Sea F: A — L unfuntor covariante. Si F .
tiene un adjunto @ derecha G : .6 — 12 , enton- -
ces F es compatible con limites inductivos.

Demostracién: Sea D: J — 1"\’, un funtor que tiene un limite inductivo

(lfm D, £).

Supongamos que ) : [F.,.] — [ ,Gzl es una adjunciénde F a

G y consideremos la equivalencia natural Nt [F*”].f"] _— [. .G,,:]h,j , de-

~

finida por 4} (ver proposicién 2.5.6. ). Sea L un objeto de £ , L: J—>

__,.E y GL: j —_— % , los funtores constantes definidos por L y GL.

~ ~ —~ ' .
Primero observamos que Gy¢ L = GL, Fx(lim D)= F( lim D). Entoncescon
' ——— —
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muta el siguiente diagrama:

—_—

[F(1tm D), T] %

[F*é, 1

ng
(eun ], —2E o &),

Consideremos el diagrama

[F(lim D), L] — :[mn D, E}VL]

— af —_—

[Fm % L [m D, GL

— £ 9
donde las flechas verticales son las inyecciones naturales. Este diagrama es trivial-
mente conmutativo. Péngase este diagrama en la parte superior del primero. Enton
ces se obtiene un cuadrado conmutativo en el que las aplicaciones horizontales son bi
yecciones. La aplicacién vertical de la derecha es biyectiva por la universalidad de

€. Entonces la flecha vertical de la izquierda es biyectiva, lo que muestra la univer
salidad de Fx & ; esto concluye la proposicién.

Supongamos que para todo funtor 'j —_— % y todo funtor j—?of
existe un limite directo y supongamos que se eligen tales limites, es decir, se definen
los funtores 1lim : '7,-’\’_7 — R , lm: f’j—b,f (ver 4.1.15). Entonces

— e

la proposicién afirma la conmutatividad del diagrama:

h__®  _f
1im ' ‘] 1im
£

—s '_J-—v

%j Fax
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Pero también asegura la existencia de un limite directo de F o D cuando se supone
que D: J——% tiene un limité directo.
Es f4cil ver que en las condiciones mencionadas mds arriba para todo funtor
F: ‘k —_— ,,f existe una transformacién natural 1lim o F,',‘ —> Folim .
S— —

Andlogamente a 4.5.7. se muestra que un funtor que tiene un adjunto a iz'quie_l_‘_

da es compatible con limites proyectivos.

COROLARIO 4.5.8.;: Sea F: % ——-’f una equivalencia. Entonces F
es compatible con limites proyectivos e inductivos. Preci'samente, se tiene: sea
D 'j —— '& un funtor y (K,£ ) un par formado por un objeto K de k y
una transformacién natural & : D ——> If(U en el functor const:;mte definido por K.
EﬁtOnces (K, £ ) es un limite directo de D siy s6lo si (FK, Fx £ ) es un lmi-
te directo de F o D. Vale un enunciado andlogo para limites proyectivos.

Demostracién: Por 2.5.5., una equivalencia posee un adjunto a derecha e iz-
quierda. Esto demuestra la parte '"sélo si", por la proposicién 4.5.7. .

Supongamos reciprocamente que (FK,Fyx € ) es un limite directode FoD.
Por 2‘.4. 3. y 2.4.6, ,existe una equivalencia G f — R » ¥y equivalencias
naturales @ : 1.& ——GoF, ¢ IL ——> F 0 G. Entonces (GFK,-G*F*E )4
es un limite directo de G F D por el argumento anterior. Consideremos ahora 1la
equivalencia ¢K : K — GFK y la correspondiente transformacién natural
51( :?(‘ —_— G’I?‘JK . Entonces @g o é i= (GxFx £); paratodo i, lo que mues

tra que (K, £ ) es un limite directode D.

COROLARIO 4.5.9.; Sea F: R — f un funtor completamente fiel,
i?‘\ k——?F(ﬁ) el funtor inducido por F, D: 'j—’ﬁ un funtor , y
.(K,_ € ) un par formado por un objeto K de R y una transformacién natural
E:D —> ’I\Q’, al funtor constante E definido por K . Entonces (K, € ) esun 4

‘ A
lfmite directode D siysélosi (FK,F,& ) esunlimite directode F o D;
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T ——>r(R).

Demostracién: EIl funtor F : R — F(“R) es una equivalencia..

Ejemplo 4.5.10.: Sea (\T la categoria de los espacios topolégicos compac-
tos, a la categoria de los anillos conmutativos con identidad y C : CT——‘? ﬂ ,
el funtor contravariante que asigna a cada espacio, su anillo de funciones reales con-
tinuas. Se sabe que entonces C es completamente fiel. Sea (Xi)i €7 una fami

lia finita de espacios. EI corolario 4.5.8. dicé que _C aplica la unién disjunta de

los Xj . en el producto directo l_l‘j C X; en C{ fr) . Es claro que en este ca-
ie
so, es-idéntico con el anillo producto en ﬁ . EIl productb cartesiano de los X; es
enviado por C en la suma directa l€_|73 C X; en C(J). Pero esta suma no
i

coincide con la suma directa de (CXi)i €9 en ﬂ , que es el producto tensorial
de los anillos CXi . En efecto, la suma de la familia (CXi)'i e en C(CI) es
un subanillo del producto tensorial ® CX..
iey !
Ahora aplicamos la proposicién 4.5.7. a sistemas libres.
PROPOSICION 4.5.11.: Sea G:£ ——> R unfuntory ) la subcatego
| ria plena de 1?, cuyo;s objetos son los K que po-
seen un sistema libre (’F\"K, £ K) con respecto a
G . Supongamos que a(L)ey , ysea F: [ =
—-‘>o€ el funtor de 3.5.12. . Entonces F es
compatible con limites directos.
' Demostracién: Por 3.5.12. y 4.5.7. .

Esta proposicidén tiene muchas aplicaciones. Sdélo mencionaremos:

COROLARIO 4.5.12.: Sean M , oe categorias , " ola subcategoria ple-

m
na de cB cuyos objetos son los funtores que tienen un limite inductivo, m: V'~
—

"—'?of , €l funtor de 4.1.5. . Entonces 1lim es compatible con limites direc-
——
tos.
% % *
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CAPITULO 5

ESTRUCTURAS ALGEBRA'I_CAS EN CATEGORIAS

5.1. Multiplicaciones.

Sea ‘ﬁ una cétegorfay A un objeto de ‘ﬁ . Usare:mds el funtor produc-

to h™ 7T n, definido en 4.3.6. .

DEFINICION 5.1.1.: Una multiplicacién o ley de composicién interna en A

es una transformacién natural /u,: nt -|—|_ hA — hd .

Esto significa explicitamente, que para todo objeto X hay una aplicacién
Mx: hA X T_I' hA X —> hA X, esto es, una multiplicacién o ley de composicién
interna en el conjunto M x = [X,A'] , tal que para todo morfismo (.F: X — X!,

el diagrama

X TTrtx : > ht X )
n () TT v (4) n® ()
¥ x 7T rf xe ne x
conmuta, esto es ht () A X! ——> nA x , es un homomorfismo.
o
Recordamos de 4.5.5. que el funtor h: 1?. — Ens es compatible con.

productos directos finitos.

PROPOSICION 5.1.2.: Sea A un objeto de '& tal que existe un objeto

producto directo A TT A . Entonces existe unabi

yeccioén entre las multiplicaciones en A y los mor
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fismos A JT A —> A,

Demostracién: En vista de la observacién que precede a la proposicién, podg
mos escribir hA TT hA = pA T A . Entonces I: n# ma s hA] es el conjunto
de las multiplicaciones en A . Ahora, por 3.1.6. existe una biyeccién @:
[ATT A, A — [BATTA pA] | q e a .

Esta biyectioén es precisamente la funcién de Yoneda. Usaremc;s el mismo sim

bolo /u, para el morfismo A TT A — A que define la multiplicacién /u, .

Ejemplo 5.1.3.: Sea A un conjunto. Una multiplicaciénen A es por

5.1.2. , precisamente la noci6én usual de una ley de composicidn en A,

Ejemplo 5.1.4.: Si A es un espacio topolégico, una multiplicacién en A
respecto a la categoria (T de los espacios topolégicos es una multiplicacién conti-

nua en el sentido usual.

Ejemplo 5.1.5.:-Sea X un espacio topolégico y 12 la categoria de los ha
ces de grupos abelié.nos sobre X . La adicién, definida para pares de elementos de
una misma fibra, enun haz A define una multiplicacién en A en el sentido de

5.1.1. .

Ejemplo 5.1.6.: Sea X un espacio topolégicoy % la categoria de los
R-fibrados vectoriales sobre X . Un fibrado vectorial A de % tiene una mul-
tiplicacién natural respecto a - 'ﬂ,_ definida por la adicién fibra a fibra de vectores.

‘Sean A, A' objetos de R y /U-, Vd multiplicaciones en " A, A' res-

pectivamente.

DEFINICION 5.1.7.: El morfismo a.::A —> A' es un homomorfismo

1
respecto a W sl el siguiente diagrama es conmutativo:
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pd TT HA M A

2t TT v h

' TT A’ , 2
M

Aqui B TT  nt :h'{A TT hA —— pA' T7 hA' esla transformacién na-

tural definida para todo objeto - X de ¥ por

(% 7T h* XX) = b X TT b X : (0B 77 nhyx) = [x.a]TT[x,A]—>

@ 1T ¥ x) = [x,4]T7[%,47] .

PROPOSICION 5.1.8.: Sean A ,.A' objetos de % talesque A TTA,
A' TT A' existen. Sean /L, /-t' multiplicaciones
en A, A'. Entonces ol :A —>A' esun homo

morfismo respecto a e },‘,' 8i y sdélo si el diagra-

ma.:
ATT A it ~A
ol TTeL oL
. .
A'TT At Ui — A!

' es conmutativo.
Demostrdcién: En vista de 3.1.6., lo dnico que hay que observar es que -
LTTel ol o .
h .= h TT h~ , lo cual es claro por definicién.
Sea % una categoria. Consideremos los pares (A, /b) donde A esun
objeto de - 't{ y /u. es una multiplicacién'en A . Junto con los homomorfismos de

finidos en 5.1.7., se obtiene una categoria; la categoria de los objetos con multiplica

ciones de GR .
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5.2. Comultiplicaciones.

lLas definiciones de la seccién 5.1. sugieren un tratamiento dual. Sea R

una categoriay A un objeto de R

DEFINICION 5.2.1.: Una _c‘omultiplicacidn en A es una transformacién‘'natu ‘

ral V¥ thy TT hy —>h, .
' Explicitamente, esto significa que para todo objeto X de 4 ., existe una a
plicacién VX: hy X TT "hy X —=> hA X , esto es, una multiplicacién en el con-.

junto hp X = [A, X] , tal que para todo morfismo Cf :X —> X' el diagrama

hAX TT hAX \)X ;hAX
h, () TT hy(g) ] hy (7)
hy X' TT hy X! ~ hp X'

conmuta, esto es, hA(‘P) thy X —> hy-X' es un homomorfismo.

R

Recordamos que el funtor h: RO —— &ns es compatible con sumas di-
rectas finitas, estoes, s8i A, B son bbjetos de ﬁ, tales que A Il B existe,
entonces h AlLB Y hA TT hB son naturalmente equivalentes.

Andlogamente a la proposicién 5.1.2., se tiene

PROPOSICION 5.2.2.: Sea A unobjetode % tal que existe A Ll A .
Entonces hay una biyeccién entre las comultiplicacio-
nes en ‘A ylos morfismos A —— A Il A.

Demostracién: La funcién de Yoneda @: [A,A.LLA] — [ h ALl A~ h A] de

3.1.2. es una biyeccién.

Ejemplo 5. 2.3.: En la categoria de los gfupos abelianos A 1] B = A Ll B.
Entonces la diagonal /A :A ——> ATl A=A 1l A esuna comultiplicacién.
La definicién-de homomorfismo es dual de la definicién 5.1.7. .
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5.3. Propiedades particulares de multiplicaciones y comultiglicaciones.

Veremos aqui c6mo imponer axiomas para una multiplicacién sobre un objeto
A de72 , Que sgan'precisamente los.axiomas usuales dg' grupo en el caso R a Ens.

Antes de hablar de una unidad para una multiplicacién ot hA T hA —_—
—>1t® en A , debemos poder hablar de un."elemento' de A .

Sea F:%® —=Ens el funtor definido por FX = {1} para cada objeto

Xdeﬂ.

DEFINICION 5.3.1.: Unpuntoen A es una transformacién natural e : ¥ -

—> hA

PROPOSICION 5.3.2.: Sea ® una categoria con un objeto puntga.l P. En
tonces hay una biyeccién entre-los morfismos P -—>.
—> A ylos puntosde A ‘..
Demostracién: La funcién de Yoneda @: [P,A] —*[E hAJ es una biyeg
cién entre morfismos P —= A y puntos en A . S6lo hay que recordar que P

P

representaa F , estoes h = F (3.3.5.).

Ejemplo 5. 3.3.: Un punto en un conjunto A es lo mismo que una aplicacién

P —> A de un conjunto unitario P en A.

Ejemplo 5.3.4.: Sea H 1a categorfa de los R -fibrados vectoriales sobre
un espacio topolégico X . El fibrado vectorial sobre X que tiene fibra de dimen -
s8i6n nula sobre cada punto es un objeto puntual en ﬂ. . Seaahora A un fibradq vec

torial sobre X . La seccién nulade A es una aplicacién X —> A, estoes,

un puntoen A.

Un punto en A estd dado, en el caso general, por una aplicacién ey * FX—-»
—— hA X , esto es, un punto en [ X,A] para cada objgto X de ﬁ , tal que

para (§ : X —> X' laaplicacién hA(): pA Xt ~—> b2 X respeta estos pun

tos.
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Sea e unpunijcen A, donde A es un objeto de 7{ con una multiplica

cién /» .

DEFINICION 5.3.5: La transformacién natural e es una unidad diestra para

M si el siguiente diagrama es conmutativo:

i,.A7Te
hATl'F . h —

WA 1T né
j»
> hA

hA -1 hA

Aquf la flecha hA T Fp——s> hA nota la equivalencia-natural trivial defini

da por la identificacién [X, A] 1T { 1} = [X, A] para todo objeto X de "12 .

Esto significa que para todo objeto X de X el siguiente diagrama es con-

mutativo:

(%4177 {1) LA T [ 2] 17 [x,]

. MxX
[.4] Lo xa

donde [X, A]Tf { 1 } -_— [X, A] ‘ es la identificacidn trivial.

PROPOSICIbN 5.3.6.: Sea 'ﬁ_ una categoria con um punto P . Suponga-
mos que para el objeto A, elobjeto A TI A exis
te; sea M ATT A‘ ~——> A una multiplicacién en
A .y e unpuntoen A, estoes, un morfismo .

P ——> A . Entonces e es una unidad derech:la pa-

. ra /A, si.y sélo si conmuta el siguiente diagrama:
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A — . A A

AquI A TT P —— A es el morfismo que corres-
ponde a la equivalencia natural trivial h& T F —>
-—r hA por la funcién de Yoneda.

. Demostracién: Es obvia por 3.1.6. en vista de n® TI_ Fanp TP ,

hA’_(_I hA,hATTA_

Ejemplp 5.3.7.: En la categorfa Ens, un punto en el conjunto A es una

unidad diestra para /L :A TT A ——> A enel sentido usual.

Ejemplo 5. 3.8.: (ver 5.3.4.) La secci6n nula-de A es8 una unidad para la
multiplicaciénde A definida. por la adicién de vector'es; fibra a fibra.

Se definen andlogamente unidades siniestra  Una unidad es una unidad sinies ‘
tra que es también una unidad diestra.

Dualmente se definen counidades de la siguiente manera. Sea A un objetode
k con una comultiplicacién Y . Consideremos a.hora el funtor F : 'lﬂ ~——>» Ens

definido por FX = { 1} como funtor covariante.

DEFINICION 5. 3.9.: Una transformacién natural €:F ——> h A ©suna '

gopnidad diestra si el sigiiente diagrama es conmutativo:

lh'ATT £

>

hATT F

1
h

A '
hp >hp

~
Supongamos que haya un copunto j en ﬁ . Entonces F = h'] (ver
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3.3.7.) y por la funcién de Yoneda, a la transformacién natural € : h'j —_— hA
corresponde una ynica 'E :A — 7] (se la podria llamar un copunto en A ).

P

Escribiremos por simplicidad & =&

PROPOSICION 5. 3.10.: Sea R una.t categoria con copunto 7. Suponga-
mos que para el objetd A, _existe el objeto AJlA;
sea V :A ——> A IL A una comultiplicacién en
Ay €:A—> 7 unmorfismo. Entonces &
es un counidad diestra para ¥ | si y sélo si conmu

ta el siguiente diagré.ma:

1, 1LE
All A

A

> —> Q
<.

A
e

L
A A

Aquf A — A ll7 es la equivalencia que co-
rresponde a-la equivalencia natural trivial

h —> h, .definida por [A-U- 7, X]=

ALl.'j . A
= l_—A, X]T[ ['j,X:I —_ [A, X] para todo objeto

Xdeﬁ.

Demostracién: Es clara, de 3.1.2. .

Ejemplo 5.3.11.: Sea /\ un anillo conmutativo con identidad y "{Q la cate
goria de las  /\- 4lgebras conmutativas con identidad. La /\-4lgebra ./\ esun
copunto en 72 . El producto tensorial A'E B delas dlgebras A y B es nﬁevg
mente un 4dlgebra de ﬁ. " y es una suma directade A y B . Una comultiplicacién
en A esunmorfismo A —3> A®A (A sellama una codlgebra). Un morfismo

A ——> /\ es un counidad diestra, si el diagrama 5. 3.10., cormuta.
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Ejemplo 5. 3. 12.: Sea_ 4 la categoria de los conjuntos punéuados. Un punto
es al mismo tiempo un copunto '.j . Supongamos ahora que A estd equipado con
una comultiplicacién ) : A — A_[__]_A y sea & :A —> J una counidad pa-
ra Y . Consideremos la aplicacién canénica de iné:lusién #:A||] A ——

—> ATTA. Entoncés la composicién A —> A [| A —> ATTA tiepea

14 : A —> A como proyecciones, siendo [ una counidad, y es entonces la apli
cacién diagonal A :A—a TT A (ver seccién 4.3.). Est6 sélo es posible si

A se reduce a un punto.

Antes de hablar de asociatividad de una multiplicacién f(' en A, observa-
mos que los funtores (hATr hA')TThA y h# TT(h‘f\ﬂhA) son naturalmente equi

valentes y pueden, entonces, ambos notarse con hATT hATT hA .

DEFINICIQN 5.3.13.: Sea I“' una multiplicacién en A . Entonces /‘c se

llama asociativa, si conmuta el siguiente diagrama:
1
AT 58 TTrha _wlTl s paTTpa p
RATTRATT hA / \ B
BATT WATT nd) —A K S ATT A1

PROPOSICION 5.3.14.: Sea A unobjetode R talque AllA y
A ﬂ A ]_[A , existen. Una multiplicacién /‘L
ATTA 3 A en A es asociativa siy sélo si

conmuta el siguiente diagrama:'

allalla ./"TTlA ,alla

AﬂAﬂA/ |
\AW(AWA) A l_Aﬂ," >alla

Y%
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P

Demostracién: va?a por 3.1.6. .

Se define andlogamente asociatividad para una comultiplicacién.

Sea nuevamente F :? —— Ens el funtor definido por FX ={ 1} para
cada objeto X de 7& . Observamos que F es un objeto final en la categoria
n(R), donde h :R — Ens R° . Esto significa que hay una dnica transforma ~
cién natural . hA ——> F para todo objeto A de ?{

Sea A : hA '-—> hArl- h®  1la transformacién natural definida por la apli
cacién diagonal A x° A X —— n XT‘_ nd x para todo objeto X de z .

Sea ahora [( una multiplicaciénen A c¢onunidad e.

DEFINICION 5.3.15.: Una inversa a derecha para [ es una transforma -

cién natural 1I: hA —_— HA gne hace conmutativo el siguiente diagrama:

1A TT1 -
nA 4 SR o b [ nA
Se definen en forma andloga inversas izduierdas para ﬂ . Una inversa es u- -

na inversa derecha que es también una inversa izquierda.

Andlogamente para comultiplicaciones con counidades se pueden definir coin -
versas derechas, etc.

Ahora es claro cémo se definen grupos, cogrupos anillos y coanillos en k .

Advertimos que existe una equivalencia natural T : h# -l_‘-hA _— hAH h#
definida como sigue: T x* nf X-ﬂ- Mx — nt x TThA X consiste para cada
X 'de & , del intercambio de los factores. La equivalencia ’Z se llama el l"J‘.n-

tercambio'. Se tiene:

DEFINICION 5. 3.16.: Sea /‘( una multiplicaciénen A . Llamaremos a

/‘t conmutativa, si el siguiente diagrama es conmutativo:
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hATThA

T \h“‘
nf Tf}i‘%

Sea ahora 1{ una categoria con un objeto puntual P y G un grupo en
® respecto a una multiplicacién f‘ , una unidad e : hf — KGO y una

G —_— hGl . Por la definicién de un grupo en 12 ., para-un ob-

inversa I:h
jeto X de ﬁ , ¢l conjunto [X, G] es un grupo ordinario con identidad

ey ! [X,P] = {1} —_— Ex, G] e inversa, la aplicacién Iy : [X,G] —_
-— [X, G] . Esto es, en particular, cierto para el conjunto r_P, G] = 6 de

los "puntos de G" .

Ejemplo 5. 3. 17.5 Sea ﬁ = 7 la categoria de los espacios topolégicos y
G un grupo en ‘17 ., esto es, un grupo topolégico. Como toda aplicacién
P ——> G es continua, el grupo 6 = [P,GJ es equipotente a G y se puede
idenfiﬁcar a G como conjunto.

La propiedad usada en el ejemplo anterior es la .existenci'g. de un funtor olvido
4 v ﬁ —> Ens talque VP esunpuntoen Ens y [P.Cﬂ o [VP, VGJ .

Vel
Bajo estas condiciones se tiene G = [P, G] = [YP, VCE] = VG.

"5.4. Un teorema sobre multiplicaciones y comultiplicaciones.

Comenzaremos probando:

LEMA 5.4.1.: Sea f~ una multiplicacién en el objeto B de 4 y sean
A1 R A2 objetos tales que: AI_I_J. A2 existe. Consideremos las multiplicacio-
nes [fprs fags fagllay definidasen [A,.B], [A,H , [a, Lla,, g

respectivamente. Entonces para (?1. ¢2)s (p1,92) en [Al,]-:ﬂ]_" [A5, B] =
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I:AIJ_,. AL' B:| se tiene

Poalla, (P @l (P o=y (0 90 g (Fp0 P 50)

Demostracién: Consideremos los morfismos ij : Aj —> A3 J_I.Az (j=1, 2)

J
que definen a Alu Ag como suma directade A;, Ay . La naturalidad de /“ a

segura la conmutatividad del diagrama:

In AIJ__l. A,

[a, a8 TT(alla,, 5]

;.8 TT G 8] (i B]

AT ————

> [AIJ_[ Ay, B]

para j=1,2.

Observando que []],B:I : I:Alu Ao, B] = EAI,B]TT [AZ,BJ ——> [Aj,Bil

es la proyeccién sobre el j-ésimo factor, esto muestra de inmediato la f6rmula de-

seada,

PROPOSICION 5.4.2.: Sea (A, V) un objeto con comultiplicacién V

i (B, /"") un objeto con multiplicacién IlL . Suponga-
mos, O b;en que A.LI. A existe, o bien ciue existe
BH B . Consideremos [A,B] y notemos +, °
las leyes de composicién inducidas por \7 s ﬁ res=-
pectivamente. Entonces para (F j &{)j € [A, B] (j=

| = 1, 2) se tiene

(Py+ P+ V)= (.Y p+ (9,95

Demostracién: Suponemos que existe AU. A . Consideremos el diagrama
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[all A,Bjﬁ [AJ_J'. A,B] M[ALL A, B]
Vel 9 l - | Vs
ATl g —2° g

Es conmutativo en vista de la naturalidad de l“' . Ahora la f6rmula deseada sigue
inmediatamente usando 5.4.1. . Se tiene una demostracién similar si existe

B-I_I-B.

Sea ﬁ_ una categorfa con un punto P y un copunto 7

TEOREMA 5.4.3.: Sea . (A, \7 ) un objeto con comultiplicacién \ y couni
dad O , (B, /‘L) unobJeto con multiplicacién /'L y unidad e . Supongamos, o
bien que. A..U. A .exigte, b bien que existe BTT B . Consideremos [A B] y note
mos con. +,+ las leyes de composicién inducidas por \7 y /L respectivamente.
Entonces estas leyes de composicién cainciden y son asociativas y conmutativas. Mds
aiin, OB= ep € [A, B']'

Demostraci(Sn: O:h 7 — hA y OB : [7, B] — [A,B-J . Identifica
mos Op con laimagen en [A B] dei dnico elemento de [7 Bj . Andlogamen-
te e:hf — pB Y ep: E‘& P] ———-> [A B_-_| se puede 1dent1f1car con la ima-
gen en [A,E;._] del dnico elemento de [A,ﬂ . Ponemos O = OB , €= ey .

Ahora e = e,e = (e+0).(6+e) = (¢.0)+ (O.e) (usando 5.4.2.) = O+O=
O yentonces e= 0. .

Paracf \f’e [A,B tenemos (F \[) (({9+e).(e+"l))=((-f’-e)+(e-'y)
(nuevamente por 5.4.2,) = C{’ LP y las leyes de composgicién comc1den

Misain ¢ .Y = (exG).(Prer= (. P+ ((poe) = Y+¢=¥Y-¢
las leyes de composicién son conmutativas.

Finalmente ((Fl Q2)+q’3-(q71 ({’2 (O+<P3)-(?1 0)+((f’2 3)-

= q? 1<+ (?2 + Q3) y la leyes de composicién son asociativas.

91



5.5. Leyes de composicién externas.

Sea R -una categorlay G,A objetos de ﬁ

DEFINICION 5.5.1.: Una operaciénde G sobre A es una transformacidn

natural GJ :hGﬂ ¥ —s . m objeto A se llama un G -objeto respecto

a O .

PROPOSICION 5.5.2.: Supongamos que G—l—l- A existe. Entonces hay una
biyeccién entre las operaciones de G sobre A y

los morfismos Grl-A — A.

Demostracién: Por 3.1.6. .

‘Sea A un G-objeto, A' un G'-objeto y ‘0 :G —>»G' un morfismo.

DEFINICION 5.5.3.: Un morfismo o| :A —> A' es ‘O-equi'sraria.nte,

si el siguiente diagrama es conmutativo
nG 1wt
W TT n*

hG'n nd' Al

S

—
:9.

Vv
=

Si G=G' y F = 1g ., entonces una e -equivariancia se llama simple-
mente una equivariancia. Para G fijof,\lfs equivariancias se pueden componer.
Para G fijo, se obtiene la categoria i{ G de los G-objetos de % .

Supongamos ahora, mds particularmente, que G sea un grupo en k con
respecto a una multiplicacién /"L y una unidad e . En este caso, buscamos que u-
na operacién W de G sobre A sea tal que los siguientes diagramas sean con-

mutativos
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T 1
GT] WG TT wA FIT ha >nC ] nd
LG w w
hG]—[ nA w > LA

Aqul F nota nuevamente el funtor definido por FX = {1} para todo obje-

to X de B , y Fl| nA —— b es la identificacién trivial.
P

n

Supongamos ahora que P sea un punto en % , estoes, h F, ycon-

Fa)
sideremos el grupo G = LP, G:l .

LEMA 5.5.4.: Siel grupo G de R opera por (W :hG ﬂ hA ——7_hA

Fal
sobre el objeto A de ﬁ, , entonces existe un homomorfismo /-C G ———
. . N
- [A’&-lk , esto es, una operacién ordinaria del grupo G = I:P,G:I sobre A
en el sentido usual.

Demostracién: Sea W :hGﬂ hA —_— hA

la operacibnde G en A.
,\ . s -

Debemos definir 'Z :G = I:P,C;_—| — [A, A:| . Ahora, existe una biyeccién @ :

I-_P,G:l _— [hP,hG] por 3.1.6. . Notemoscon @ (g)=g: nP +— nG pa

ra g:P —— G. Consideremos el diagrama

1
nP T nA LY >uG [ nA

hA Tg > hA )

La transformacién hP TI- hA _— hA es una equivalencia natural y enton
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ces el diagrama define una dnica T g*: hA —_— hA . Por 3.1.6. ésta define un i
A
nico 'Z‘g‘:A-—>A. Esto define /Z:G -—7@,A]

P — hG , respectivamente ©:P G una unidad

Ahora sea e :h
de G . Debemos mostrar 'Ze = 1p . Pero esto es obvio en vista de la condicién
especial impuesta sobre una operacién de G sobre A enelcasoenque G sea
un grupo.

La otra de estas dos condiciones implica, como se ve fdcilmente Z él 'g*z =
'Z/\» para@ ’g\:P——>G.

8182 ° 1° 82

PROPOSICION 5.5.5.: Sea k una categoria con un objeto puntual P, G
-
~
un grupo de ﬁ y G-= [P,G] . %G nota la cate-
n
goria de los G-objetos de ? s ﬁ G la categorfa de
N
los G -objetos de ?_ en el sentido usual. Entonces
—~~ ~
existe un funtor bien definido @ :AG —_— ﬁG .
Si ﬁ = Ens, este funtor () es una equivalencia.
Demostracién: Sea A un G-objeto de k respecto a () :hG ]—T hA —
A A
~—2 h~ . Hemos definido en el lema 5. 5.4, un homomorfismo 'Z G —> I__A,Zg
ra
Notaremos (}).(A) al objeto A considerado como un G-objeto de K respecto a
/Z/ . Falta definir un morfismo @(s{) para un morfismo equivariante A : A —

—3> A'. Consideremos el diagrama
pAl__>hPﬂ WA G wA L hA
Rt | 1 17T et 1T n* |
pA L PTT A G T A A

P
para g:h -—> hG . Es conmutativo por hipétesis. Pero la linea horizontal su-

perior es lzg ,» la linea horizontal inferior r'Cg . Esto muestra que
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hA" —’_g‘gl____.,h !

A

conmuta, estio es, h“ es también una equivariancia en ‘R . Podemos definir
L e
G 8
@(st) =l yentonces @:R —> & es un funtor.
N ~
Sea ahora °R = Ens. Entonces G = [P,G] = G.
N X ~

Sea A un conjuntoy ’z : G —™ [A, A] una operacién de G sobre A.
El diagrama que aparece en la demostracién de 5.5.4. define ahora una operacién
W de G sobre A y @ aplica este G-conjunto Precisamente, enel @ -con_

junto original. Entonces @ es una equivalencia.

Ejemplo 5.5.6.: Sea T la categoria de los espacios topolégicos y aplicacio
nés continuas, Una operacién de un grupo topolégico G sobre un espacio A esu
na aplicacién continua G TT A ——> A que satisface ciertias condiciones.-que signi
fican precisamente que la aplicacién "6 : G —> [A, A] , s un homomorfismo.

@(A) esel G-objeto A, donde se ha olvidado la continuidad de la aplicacién

G[]]A—>aA.
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