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INTRODUCCION

Estas notas corresponden a un curso dictado por el profe-

sor 8, Lojasiewicz durante los meses de mayo, junio y ju

lio de 1964 en la Facultad de Ciencias Exactas y Natura -

les de Buenos Aires.

La primera parte de las notas concierne al problema de
la divisién de una distribucidén por una funcién indefinida-

mente derivable. Su contenido — sin detalles — es esen-

cialmente el del trabajo del autor ( 7 ) en que se da res

puesta afirmativa al problema cuando la funcién es analiti-
ca real. Con respecto de ese trabajo se pueden encontrar
aqui ciertas novedades de presentacién, especialmente en
cuanto atafie a la parte algebraica del problema (ver 2§)
y a la utilizacién de la teoria de conjuntos semianalfticos.
Como bibliograffa complementaria respecto del problema

de la divisién se puede citar [9] , Qg vy 4 .

En la segunda parte se ofrece un resumen de la teoria de
conjuntos semianaliticos cuyas demostraciones serdn pu-
blicadas préximamente por el-autor. Finalmente se pre-‘
senta un esquicio de la demostracién de un teorema de
triangulacién de conjuntos ser;nia.na].{ticos. Los detalles
completos serdn expuestos en una prtS.xima publicacién de

la Universidad de Pisa. En [2] , (3] , [¥1 vy [&]

puede encontrarse material relacionado con el tema.







A . - PROBLEMA DE LA DIVISION

1 §. - FORMULACION DEL PROBLEMA

NOTACION:

N indicard el conjunto de los ndmeros enteros, N, el conjunto de los enteros

%7 0 , R el conjunto de los nimeros reales, R® el producto cartesiano R x R x

N
X..0... xR ,

Sea U un abiertode R"

D (U ) notard el espacio de las funcioﬁes definidas
sobre U , indefinidamente derivables y con soporte compacto. Se dice que una suce
sién de funciones f, €D (U ) converge aceroen D (U) silos soportes de las

f, estdn todos incluidos en un mismo conjunto compactode U , vy si las fy vy sus
derivadas tienden uniformemente a cero. éc (U ) notari el espacio de las funciones
infinitamente derivables sobre U , con la topologia de la convergencia uniforme com

pacta de las funciones y sus derivadas. D' (U ) indicard el espacio de las distribucio

nes sobre U , o sea formas lineales (sequencialmente) continuas sobre D (U )

(ver [9] ) . ' ]

Dadas fEE (U) vy S€D'(U) , laigualdad fS(L() = S(fw) ,
(& € D(U)) define una distribucién, notada fS , sobre U ([] , ) . En-

tonces el problema de la divisién puede enunciarse asi:

P, : Dada f€ E (U) talque f # 0 en ningin subconjunto abiertode U , para

cada T €D'(U) encontrar S € D'(U) talque S = T . (%)

(*) Es evidente que si f £0 en algdn subconjunto abierto U' .de U entonces PI

no tiene solucidn: basta considerar una distribucién T # 0 con soporte en U




Este problema no siempre tiene solu¢ién, Por cjemplo, la solucién § eorrespons
. 1
dicfnte alcaso T = 1 €D'(R), f=e w2 , deberfa coincidir con la distilbucién

X2 en R - {0} y ser de orden finito [,ver { ) ] en el origen, luego

2
J‘el/x (Pl é an’ ‘(m para cierta constante K > 0 y natural m 7y para toda

(f €D(U) , U = (0,1); peroes fdcil ver que esto es imposible,

En estas pdginas se probard que P1 tiene solucién cuando f F 0 es analftica

real (ver también ([4] . [9] vy [lQ-I)

1.1 - LEMA :

Sean feE’ (U), £f#0., T€D'(U) con soporte
enun compacto Q de U . Si Js € D' (U) tal que
fS = T entonces 350.6 D' (U) con soporte compac

to talque £S, = T .

Demostracién
Sea A €ED'(U), &« =1 enunentornode Q ; si S, = X8, £§, =

= XfS = XT = T

1.2 - PRINCIPIO DE LOCAIIZACION :

Sea V una variedad indefinidamente diferenciable y pa-~
racompacta. Sea f €. 5 (V) tal que cada punto P € V
posee un entorno U (P} tal que P1 tiene solucién pa
ra fly(p) = restricciénde f sobre U (P) . En-

tonces P; tiene solucién para £ .

Demostracién

Por hipétesis 3 un cubrimiento localmente finito por abiertos relativamente com,
pactos (U;);jer de V talque P1 tiene solucith para cada {|U; . Utilizando
una particién de la unidad subordinada a (U;) se puede descomponer tcda T €:D' (V).

10



1
Z ‘ i
como T = T; , donde soporte (Ti)C' Uj . Sea S; € D'(U;) tal que .
(f,Ui) 5§ = Ty ,» (1 €1I) ; por 2.1 se puede suponer que sop (S;) es compacto |
en Ui , por lo tanto que S5; es una distribuciénen D'(V) . Como la familia

sop (S;) , i €1 , es localmente finita, estd bien definida la distribucién § ZS

y se cumple fS § fS ZT = , C.q.d

Nota : Segin esta demostracién se ve que basta suponer que P1 tiene solucién pa

1

ra f|V (P) yparacada T con soporte compactoen V (P) .

Sea f € E, (U) talque f A0 en ningdn subabierto.
Entonces la posibilidad de la divisién por { es equiva-
lente a la siguiente propiedad: la aplicacién A :
D(U)——> D(U) , AN({Q) = f (quees, por su-
puesto, inyectiva) tiene inversa continua. Pox: ejemplo,

si la aplicacién q :f{D(U)—> D (U) , ql{fq) =,
es continua, entonces la forma lineal t sobre f.D (U),
t: \IJ-—)T (@(¢)) tambiénloes (T € D'(U)) ; por
el teorema de Hahn - Banach se prueba que t tiene una
extensién continua, S , sobre D(U) . Pero fS = T, CTTTT
yaque £S(y) = S(fy) = T(a{fw)) = T(q) .

La reciproca no serd probada aqui.

1.4 - CASO DE UNA VARIABLE,

Siempre es posible dividir por una funcién f € £ (R)

que tiene ceros aislados y de orden finito, Por la locali
zacién del pfoblema_ de la divisién.basta considerar fun-
ciones del tipo x2f(x) , donde f ¥ 0 ; todo se re-

duce entonces a dividir por la funcién x . Por 1.3

11




12

basta comprobar la continuidad de la aplicacién
q:xD{(R)—D(R) , q{xy) = p ., yestoescon

secuencia de la continuidad de la aplicacién (§ —>

o (x) - £ (x)R(0)

X

que extiende a q sobre D

, con XE€ED y X (0)=1,



2 §. - UN LEMA ALGEBRAICO

Sea A un ahillp‘conmutativb tal que, para cada natural n , el endomorfismo
a——mna de A sea suryectivo. Sea X un A -médulo. Diremos que « € A

es un divisor de X siel endornprfismo x—>Xx de X inducidopor « es

suryectivo.
 Indicaremos con X (& L— & J= x [E] e1 A -méaulo de los "polino-
) *
mios" en las n indeterminadas € 17 " é n * com coeficientes en X (*) . Pa

racada i=1, ...., n , P i notard al endomorfismo en X [é] que es8 la deri-
vada parcial formal respecto de ?? i - Por definicién, si x € X vy Pj (=1, ..

., n) sonenteros 2 0 ,

2l g, e e

p; -1 Pn
n .
pix§1 ....éi ....§n 81 Pi>0;

luego se extiende 2! por linealidad sobre los restantes elementos de X [é] . Las

2
notaciones usuales Di ?j = 2. 0 ?i ?; = Bi , etc., designardn la com

i i’
posicién de endomorfismos; siempre 7 ; bj = ?2; - A [I: EIRRERE )n]] =

= A 'I 2 ]] indicard el dlgebra de las series formales con generadores b] 2o

P1 Pn P
.2 O a Y con coeficientes en A . Un monomio a Bl veee O = a b en
n

(*) Es decir, X [éj es el conjunto de las expresiones formales ZUP] cees P
p

P P . s
é, 11 e a o , donde los Up € X vy son nulos salvo para un ndmero finito de
n

{ndices. Se define de la manera habitual la suma de dos polinomios y el producto

de un polinomio por un elemento de A .
13




A [[bj] de grado ]p| =.p;*.... +p  induce un endomorfismo que es nulo sobre
los polinomios de X [ﬂ de grado menor que |p ‘ . Por lo tanto, toda serie en
A [[3]1 define un endomorfismo de X [é] » ¥ X [gj puede ser considerado un

A [[2]] -médulo.

2.1 - LEMA :

P n
sea ¥ =) X W eall® (= (o, .....p) €N
tal que °<°,’_” , 0,i =0 paratodo i<t y

Ao 6. e es un divisor de X . Entonces 7{
1 e e 3 F)
es un divisor de X [é] (considerado como A [[)]] -

-mdédulo) .

Demostracién

La demostracién es por induccién sobre el nimero n de indeterminadas. Suponga

mos n = 1 ; se puede escribir X = BQZ O(i+ﬂ bi . Como D es suryec

tivo por la hipétesis sobre A , loes 9 ;‘z/asota probar que Y' = Z O(i+1 2 1
i >0

es un divisor de X ,_—(i 1] . Dado un polinomio P € X ,_—é 1] , se busca uz/1

Q€ X [& l:l talque Y¥'Q = P . Procedamos por induccién sobre el grado g de

P . Si g = 0 la solucién es inmediata, ya que O<f es divisor de X . Suponga-

mos resuelto el problema para polinomios de grado g £ n y sea P un polinomio

de grado g = n . Se puede escribir P = P¥+ xgn , con grado (P*) £ n

Por hipétesis existe un y € X tal que °<ﬂy = x . Busquemosun Q € X [E,» 1:'

de la forma Q% + ygn , congrado Q% < n , talque Y'Q = P . Deberd cum-

plirse

0, teniendo en cuenta que <

'Q* = P*-(: A Bi)
¥ n >/£ i+1

14



Como el segundo miembro es un polinomio de gradoe <& n , por la hipétesis induc-

tiva es posible encontrar tal Q% . Esto demuestra el lema para el caso n = 1

Ahora bien, se define de manera evidente un isomorfismo candnico entre

X [(iz s eee én] [g l:l , md&dulo de polinomios en la indeterminada [é"'l ] a coe-

ficientes en X [52 e f, n] y el médulo X [él s eee in] ; notaremos con
U alaimagende U€EX [E,,...., ] [£,] mediante este isomorfismo. Si-
milarmente, notaremos con o«  la imagende .X € A [[bz, ceee s \nﬂ [ 1]
mediante el isomorfismo A [[%,, ..., 2 J] [ J—~a [[B,. ..... 2_1].
Se verifica fdcilmente que (P v)' = &' v para BEA (2, oo v 2] [3)

y vexl€,, ..., £, [&,].

Dicho esto, supongamos probado el lema para el casode n -1 indeterminados.

Sea ¥ = Z o% }p en las condiciones de la hipdtesis y sea Q € X [Ernli,_ ceee ér,n]

un polinomio arbitrario. Sean v € X l:é,z 2 eeee s én] [.f?l] Yy

i3 € A ,:32, e s bn]’ [31] tales que v = Q y ,é= ¥ . Entonces

. i

p = ;pi ., B, €A [[32, ceee bn]] s Y By = Zdoxpz: e Py

. IZ)Z ..... Epn cumple las hipStesis del lema para X = X [[éz ..... én]] Por

n .

la hipétesis inductiva B, es entonces un divisor de X [éz ..... (_E?n] . Utilizando

el lema para el caso n = 1 se deduce por lo tanto que B es un divisor del
A [[22 ----- }n]] -mééiulo X [éz ..... én] ,:él] ; O.sea existe un polinomio . -

Lex [éz ..... én] I:il'] tal que B W = v . Finalmente Q = v' = pw =

=¥ w , y &J ° responde a lo buscado.

15




3 §. - DIVISION-DE UNA DISTRIBUCION CON SOPORTE EN UNA SUBVARIEDAD

Sea {1 un abierto acotado de ]Rk ; notaremos con % (s ) al subconjunto de
(é? (o) formado por las funciones o que verifican la' condicién siguiente: para ca-

k
da p € Nj existen constantes ﬂp y Mp > 0 (que dependen de X ) tal que
P < -
|DP  (u) | < M. P (u)

para todo u € ; aqui e (u) indica la distanciade u ala frontera de -O-
Se comprueba que % (©©) es un anillo. Si una funcién A e % (%) cumple
; 1} ‘
|¢>((u)| >Eo e (u)©® paratodo u € , donde ¢ o Y 1, son constantes

> 0 , entonces 1/ € %(.n_) y oL es una unidad del anillo %(.ﬂ_) .

Con p' () indicaremos al subconjunto de las distribuciones de i (o) que
. k o . CP, A
son prolongables sobre IR™ . Se verifica que, si T € () y ol € () ,

entonces (T € CP'(.Q_) ; por lo tanto (P '(_n_) es un %(-ﬂ-) - médulo.

) -k e -
Sea ahora ’Yl : L —> RD una aplicacién M = (M Kpl’eeer M n) donde
las M k41 (i=1,...., n-k) son funciones acotadas de (3 (£L) .. El subconjun-

to r'={(u,v):v= n (), ue.ﬂ.} de RT es una subvariedad & © de

2 xR®* X | Sea Q unintervalo abiertoy acotado de R™"~X tal que ntnyC Q.

Designaremos con _SO % al conjunto de las distribuciones de FP' ({LxQ) con soporte

en l_l

-~
Paratoda, U € ' (n). laférmuila (U, P (u, v)) = (U, 9P (u, M (u))) .defi-
~ k i~ .
ne una distribucién U € O ' (L x R® "X} ; se comprueba que U € g)' (LxQ) si
U € J@' (n) . Ademds, si W es un abierto que contiene a My « € é'(W) ,
entonces ol G= PU , donde F(u) = ol(u,’l’l {(u)) yelproducto o U se con-

16



sidera definido en - x R" -k (OK?.J nulo en . x R" ~k P._)

Notaremos con @ *% el 2@ (0 ) ~md&dulo de los pblinomios en las;;n -k indeter

minadas éP s eee ‘con coeficientes en j) ', Sea i: ?** — @*
n-k+1 n ol
s e . . q q 5 (1)
la aplicacién que transforma el polinomio Uq é en la distribucidn Dv a .

q
De manera anfloga a [9] » Cap. 3 , par. 10 , se prueba que la aphcac16n i

es biyectiva.

3.1 - PROPOSICION :

Sea ¢ € %(J‘L x Q) ; supongamos que exista un ente-
ro L >0 talque paratodo i ¢ 0 ——L(u fY'L(u)) = 0,
: Bx -
’ 24

bx

(u.q(u))l 7 e F(u)°,

u€ o, yque I

n

u €, para un par 60 . £ >0 . Entonces la apli

cacién (5¢ : (p * 3 T——)(P T € 6)* es suryectiva.

Demostracién
_ )4
Para cada u € 2 , sea ¢ ~ Z q) q (u)( N((u) v) el desarrollo de Taylor

de la funcién v —)¢(u, v) enelpunto v = M (u) ; se comprueba que

¢qe %(-ﬂ-) para cada q€N3-k y que cada suma finita de Zq;q(u)(ﬂl(u)—v)q

pertence también a ¥ (2 x Q)

De acuerdo con lo dicho en 2 § . la serie formal
¥ ¢ = Z ¢q"aq € % () [[9n-k+ ls aves an]] define un endomorfismo del mé-
dulo _([)** . Por.hi~p6tesis, q)o,..., 0,i*= 0 para i< ¥ y ¢o,..., o, es
una unidad en '3@ (fL) . Entohces, por el lema algebraicode 3§ , )’¢ es una sur

yeccién., La proposicién quedarZd demostrada si se prueba la conmutatividad del diagrama

bl‘ll

v a2 9n -k
bxn-k+1""' bxn. 17




(3.2) @* [54) (P*‘

o sea, (5

a) 3.2 conmuta si g)(u, v) = K,J (u) , funcibéndelavariable u solamente: en

este caso 6 , luego io b/\‘lj (ZU é)= 1(Z\PU é)
ZD(\[}U \,JZD = Y Ué):@WOI(Zqé)f

b) 3.2 conmuta si ‘P (u v) = T (u)-vz., aqui Xq) = B

io D/(P(EU é): quv'”'qﬂ_l )rIJI y 01(ZU é)_

.= (ﬂln(u) -VQ)ZDqu ; como para cada Uq € («Pn’_ se cumple
q

" ~ s oo '1,.-. ~
(l’zz(u) —vn) DSU = ql. Dir ql )U , se concluye (b(POi = io cb

c) %’ara cada par (P , kl-) € % (- xQ) se verifica (bq)\.{J = (5 (1) o Q\{J ,
= ! + , - = X 5 3 X = X + X
Cory = Bor Py Yoy =¥p o ¥y Fp = Yoty
Sea ahora @ € % (A xQ) y P = § ' Uq éq € (53 #% un polinomio de
lal, <
grado £ m . Siempre puede escribirse Cb = + .Cl)z , donde Cb 5 =
= ("M (u) —v)m.l-1 . CP3 ’ 433 € %(’—O—XQ) 'y (P | ©s suma de un ndimero finito
de términos del desarrollo de Taylor de (P . Por a), b)) y c) (5¢
' " 1
= io 754) , 'y es f4cil ver que ¥ cl) (p) = 0 y (54) (i{p)) = 0 . Finalmen
2 2
te io ¥y (P) =io ¥ (P) =io 8§ (P) =QP¢ oi(P) =
(P (P 1+ (PZ cl>]. (b 1 .
()J CP 4) i (P)) = (3 ¢ oi(P) . 1o que demuestra la conmutatividad de 3.2
para un elemento arbitrario P € (P *¥% ., Esto concluye la demostracién de la propo-

sicién.

18



4 § . - DIVISION DE UNA DISTRIBUCION POR UNA FUNCION INDEFINIDAMENTE

DERIVABLE

4.1 - PROPOSICION :

Hip) Sea Q un conjunto abierto de ']Rn Yy sea
(P 1€1 5 (Q) . Supongamos que exista una particién Q =
= koJ Vk disjunta de Q tal que, para cada k = 0,
., 0, Vk = U rj: sea una u:nién finita y disjunta
- .

que verifica
(4.2) o N (T-Fhe UV

para cada ¥ . Supongamos que:

I - Dos conjuntos cualesquiera A1 Yy A2 , uniones de

I—-‘} o de B=(—)-Q,
Kk, W

alguna subfamilia de { -

satisfacen siempre la condicién siguiente: para toda
distribucién T con soporte sop (T) < A1 U A2 )
existe una descoamposicién T = Ty + T, . con

sop(Ti)CAi , i=1,2

Tk
II - Para toda di§tribucién T con soporte en |—|r exis -

k
te una distribucién S con soporte en |—‘7L tal que

k
(P S = T en un entorno de cada punto de l—\n

Tesis) Paratoda T € (P '(Q) existeuna S € (p'(Q)




tal que dPS =T .,

Demostracién

Como toda T € (/) i ({Q) puede prolongarse mediante una distribucién nula en
rY-Q , basta demostrar que para toda distribucién T con sbporte en 6 existe
una S co6n soporte en Q tal que CP S =T en Q . Probemos por.induccién 50
bre k (k=0,....,n) que esto se cumple para toda distribucién T con soporte in

k i
cluidoen B U( U V) . Por I tal distribucién T admite una descomposicién
.20

j . — -
T = E Tg+R , donde sop(TI:__) CI—Z vy sop(R)C B . Por II exis-

n,j<k

ten distribuciones Sn con soporte en r‘i tales que CbS; = T‘Jr en cada punto de
Fj i <k, = Ent sI-E s) . satista S =T
w35 . = aeee ntonces = e - isface (P = en

. w,j< k
cada punto de Q - (U( |:;i - r:))' , luego sop ( q)s -y U ( r'; ) F‘i)
C k\:Jl vi (porS. 2) . Por lo tanto el soporte de 4) S-T er’::cio‘ si k =0,
lo queo prueba el primer paso de la ‘de‘rho'stracitSn por induccién. Si k > 0 , porla

hipétesis inductiva se puede encontrar una S* con soporte en Q tal que ¢ S* =

= q)S -T y se obtiene (i) (é + 8%) = T , como se buscaba.

Mencionemos condiciones suficientes para-la validez de las hip6tesis de 4.1 . Su

n

k
pongamos que Q = U Vk , V-k = Li.J r;r. verifica 4. 2 ; se puede demostrar
.1

que I es védlida si para los conjuntos Al Yy A2 en cuestién se cumple:
(A \N
a) Alﬂ A2 = d) 6 max ( e (x, Al) y e (x, AZ) > cC. e (x, Ay AZ) , don-

de ¢, N >0 . (ver [7]) .

Sea ahora dP € %(Q) ; II es satisfecha para elcaso k = n si, para cada
\¢ (x)I > c .e(x, - FE)N para todo x € |—m (c, N » 0) . En efecto, entonces
43 / l—ﬂt es inversible en % { |—m.) y , si T &es una distribucién con soporte en

|_-“t , T/ rll 4 (Pr(r’m) ; entonces (CP/ |-.,)1)-1 . (T/ ru) € @'[_.n ge extien

20



- . - . n
"de. a.una distribucién con soporte en |_—I que satisface II
% :

Resumiendo, es suficiente para la validez de II

, enelcaso k = n , que se cum
plan b) y «¢) :
n-1 Kk
b) Z ={x€Q:¢(x) = O}C U v
o
N
) |dx)] ¢ Pix. 2 U™ . n >0
Para obtener II. en los casos k < n es precisousar la Prop. 3.1 . Suponga-
mos que :
|“k x_k A k
d) Para cada par (k,%x )} , € = (u,v):v = M (u), u € 0y | donde
'k k . x_ k %o K .,k x k
._n_nCIR es abierto, Moo= NLk+1' ciee s /YLn) y las (YLjﬁ

k
€ o (£~ ) son acotadas.
n

k
e) Para cadapar (k, %) , k > 0 , existe un natural Qn 7 0 tal que, para to

do u € _Q_k
o u %
i 0 fk
i = si i<«
k %
20w, N (u)) 0, .
Bxl' > £ Plu, -0 ) si 1=ﬂm
W
si k = 0 , paracada 3 existeun j tal que 3 (P, ) # 0, don
. x¥ %
o n
de {Px} = [ -

n-k

£} Si Q =.kaQk , donde Pk v Qk son intervalos en IRk vy R , Tes

pectivamente, entonces 7‘("”Lk ( _n_}‘i)c Qk para cada par X% , k
I-_-.' k k k k )
g) Paracada X y k elpar < ¥ Bn = o x Qk - N x~Qk satisfa-

ce la desigualdad de a)

Entonces, por d) , e) y 3.1 lacondicién II se satisface si k = 0 . Su-

')
pongamos ahoraque 0 <k 2n . Segin 3.1 existeuna §' € 5-(-0-k x Q) tal

n
k k i ~
que qDS' = T en .n_n ka y soporte (S')C F.n ; 'sea S una extensidn de

2l




~ rk k

S' sobre R™ talque soporte (S) Crn UB,‘L . Por -g) -existe una descompo
- mk

sicién S = S+S1 , donde soporte (S)C ’_l.x_ y soporte (S1 )C_ Bk ; consecmen

= k . k A :
temente S = S en —Q-u ka . Pero entonces 4)5 =T en P.m y la condi-

cién II es satisfecha.

En resumen hemos probado que, si Q esun :'f_nte-rvalo acotado de R" Y

q) € 5 (Q) , entonces la aplicacién (jD' (Q) 3 S-—*(PS € j '(Q) es suryec-
tiva cuando existe una descomposicién de 'Q como la definidaen 4.1 que satisface

las condiciones a) - g) .

De la Teoria de conjuntos semianaliticos se deducird due si una funcién d) es ana-
litica en un entorno de un punto x , siempre puede encontrarse un intervalo Q vy
una descomposicién de Q que satisfaga las condiciones mencionadas. Por lo tanto.

.. hemos obtenido el siguiente teorema :

4.4 - TEOREMA :

Sea CP # 0 una funcién analftica real definida en un
abierto conexo G de R® . Entonces la aplicacién

D (G) fS—'qDS € ©'(G) es suryectiva.
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B . - TRIANGULACION DE CONJUNTOS SEMIANALITICOS

5 §. - CONJUNTOS SEMIANALITICOS

5.1 - DEFINICION :

Sea M una variedad analitica realy A un subconjunto
de M . Se diceque A es semiana.litifco si cada punto
de M- posee un entorno U talque A es descripto
en U mediante un ndmero.finito de funciones analfticas

en U . Se dice que las funciones f fn defi-

Lyt
nidas sobre U describena A en U si Am U es
unién finita de (algunas) intersecciones finitas de conjun-
tos de la forma {x E.U:fj >0} s {er:fj = 0} ’

j=1,....,n

Una definicién equivalente es la siguiente:

*
5.1'- DEFINICION( ) :

Paracada x € M sea % (x) la familia de los gérme
nes de conjunto en x Yy sea j (x)C 3 (x) la menor
familia talque (1} & vy (5 € ‘j(x) -

N o(U Pe T(x) v oL - P e Jix): @ 'j(,x)
contiene todos los gérmenes definidos en X por conjun-
tos del tipo {f > 0) , donde f es analftica en un en-

tornode x . Entonces se dice que un subconjunto A de

(%) Ver [8]
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M es semianalitico si para cada x € M- el ger'meﬁ de

A en x pertenece a j(x) .

La unién y la interseccién de una familia localmente finita de conjuntos semianaliticos
es semianalitica. EIl complemento de un conjunto semianalitico es semianalitico. Un sub
conjunto de una subvariedad cerrada M1 de M es semianalitico en M1 si y sélo
si es semianaliticoen M .  La imagen de un conjunto semianalftico por un isomorfismo

analitico es semianalitica.

Sea a € M . Un sistema normalen a es un par formado por un sistema de coor-

denadas (x1 y esee s xn) de M centradoen a vy un sistema de pseudopolinomios
S .
di:tinguidos reales (Hﬂ. (x1 SRR xk ;x!,))0 £k <0 <n ©OR discriminantes
D, (X 0 vene s ) F 0, tales que en algdin entorno complejode a = (0, ...., 0)
se verifica :
k-1 k 0
a) Hk (zl,.....,-zk_l.zk)—Hn(zl,....,zk,zn)— =

k-1
=?H! (zl,..... v I ;ZZ) =0 .

' k-1
b) D;(zl.....', zk) = 0 = Hk (zl.....,zk_l_;zk) =0
(1 «k <€ «n)

Se dice que un entorno Q = (lel L 51 »i=1,....,n) de a esnormal (respec
k ~
to del sistema normal dado) si cada Hﬂ es holomorfoen Q = (Izil < Si) , 8i a)
~ ) k
y b) se verificanen Q 1y si lzilé Si i=1,....,k) vy Hﬂ(zl,....,__vzk;zn)=
= 0 — |29_‘ < SZ (£ > k) ; se prueba que todo entorno de a contiene un entor-

no normal.

Una descornposicitSn normalen a (de un entorno normal Q , respecto de un siste-
ma normal) es una descomposicién
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k=0
k . K .n-1 k
donde los r son las componentes conexasde V* = (x €Q: g =...=Hy+1 =0
T n k31 T %
k-1 . " . . . k .
Hx # 0); aqui convenimos H1 = 1. Los conjuntos r se llamar miembros de la
- T

descomposicién. Las siguientes son algunas propiedades de las descomposiciones norma

les, respecto de un sistermna normal fijo:

1. Toda descomposicién normal es finita. Si el entorno normal Q es suficiente -
5 C XN 3
mente pequefio, para todo entorno normal Q Q se verifica I_-|
k k
donde los |—|w '—1 son los miembros de las descomposiciones de Q y Q , res

pectivamente.

rk k.
2. Todo conjunto (_.l—‘u - rn ) m Q es unién de algunos F}i con j < k.

. . n
Consideremos ahoraa Q = (|x, | < Ji ) como subconjunto de R
i

3. Sea 0 £« m < n yﬂ—: (xl,...,x)—y(x1,...,x)la.proyeccién
n m

Entonces el par ((x.:i=1, eeesm), (H :0 < k <1 £ m)) es un sistema nor-~

£

mal, yQ*=(|x|<¢f,1—1,...,m)esunentornonormal si Q% =
UO U |—.l es la descomposicién normal correspondiente, se verifica:
j= i
k k
a) si k = m, para todo x existe ' tal queTT ( '—l I—'

si I_';‘i Cn(l_:f), entonces rj. ﬂ(l_' ) para algia C ,—lk

b) si k > m, cada TT( I_I ) es unién de algunos I—‘:‘ CoT
i

k k

4. Todo I—:f. con k < n es el grdfico de una aplicacién analitica m = ){NL

k

g3 uslry, e, ) M@ = (Mg (8 e Ty (9))
k k k
tal que Hn(u,”)_n(u))=0 y Dl(u);!o (usn_n, 0 <k < 24 n)

Cada _n_k es abierto en IRk; cada r:[l es abierto en R"; F: es el origen O € R".

n -

Adem4s, para cada k, %, O € -O-.k y lim ffz (u) = 0 paracada (0 « £ <n).

n u= 0

5. Sea Z ‘la unién de alguna subfamilia de (Fi‘]) ; sea 0 € k £ n. Entonces el

conjunto de los pyuntos de Z en un entorno de loé cuales Z es el grédfico de una aplica -

cién analftica u = (x )— (M (Wh oo '?L (u)), es unién de algunos l-\j
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. k , 1

6. Sea X € I—‘.J C F ; sea 0 una subvariedad de clase. g , de dimen-
i n . .

sién n - j , transversala rIiJ en x ( o sea, los espacios tangentes a

k /
a U enx. tienen en comun solamente el vector nulo ) . Entonces a m Pn f ]

Una descomposicién normal (de un entorno normal Q de a) se dice compatible

l"ij

Yy

con un subconjunto A de M , si para todo miembro I_'}l de la descomposicién se

verifica l_‘]i C A 6 r‘; C M - A ; la descomposicién es compatible con una

funcién

f , es decir, si

f =0 6 f# 0 encada r‘}i'

5. 3. 1 - TEOREMA :

Sea a € M y sean A‘l' e Ap conjuntos semianali-

ticos de M. Entonces existe una descomposicién nor-
mal en a compatible con cada Ai' En particular, exis-
te una descomposicién normal compatible con funciones

analiticas (f; )i— definidas en un entorno de a.

=L...,pP

Supongamos que M es un espacio vectorial real de dimen

sibn n yque a= 0., Entonces se puede elegir de lasi-

guiente manera una base (ei)'n 1 de M que definaun -’

1=

sistema coordenado (afin) para el cual exista la dltima
descomposicién normal mencionada:

a) e es arbitrario, siempre que fi (t en) #£ 0 enun
entorno de t = 0, para i =1, ..., p.

b ) supuestos elegidos €pr voe s €ppys de manera lci
ta, entonces, para todo subegpacio N de dime‘nsién’k de

n
M talque N ﬂ (g R ejA) =0, e puede elegirse

arbitrariamente de un subconjunto abierto y denso-de N. (%)

(*) Vale la misma propiedad respecto de las funciones que definen una

familia prefijada de conjuntos semianaliticos de M.

26

f definida en algdn entorno de a , si lo es respecto del conjunto de ceros de



- k. . .
Sea ahora (l—'n') una descomposicién normalen a . Se

s k )
llama refinamiento de ( P}l) a toda descomposicién normal
. k
mal en a compatible con cada [—' .
i

5. 3. 2, TEOREMA R
Dada una familia finita de descomposiciones normales en
ay u_.ni familia finita de funciones fi analiticas en un
entorno de a (resp. una familia finita de conjuntos Aj,
semianaliticos de M), existe un refinamiento comun a
esas descomposiciones compatible con cada fi (resp.,

con cada conjunto A;).

5. 4. 1. Para que un conjunto A C M sea semianalitico es necesario y suficiente que

en cada punto x. € M exista una descomposicién normal compatible con .A.

5. 4. 2. La clausura de un conjunto semianalitico es semianalitica (por consiguiente,

son también semianaliticos la frontera y el interior de un conjunto semianalitico)

5. 4, 3. Toda componente conexa de un conjunto semianalitico es semianalitica.

5. 4. 4. Sea Z semianaliticoy Y C Z ; sea Y, el interior y Y, la clausura de Y en’.

Z . Entonces Y es semianaliticosiysolosi Y;-Y y Y -Y, son semianaliticos.

5. 5. DIMENSION
Un punto x de un conjunto semianalitico A se dice k-~
dimensionalmente regular ( en breve, k-regular) si existe
un entorno U de x talque U ﬂ A es una subvariedad :

analitica de M de dimensién k,

5. 5. 1. El conjunto de los puntos k-regulares de un conjunto semianalitico es semiana~ "

litico,
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5. 5. 2. DEFINICION:
Se llama dimensi én de un conjunto semianalitico ACvariedad
conexa M al mé&ximo de las dimensiones de los puntos regula-

res de A.

Se verifica que para entornos U suficientnmente pequefios de un punto xEA,

dim (Am U) = dimyA no depende de U. Entonces se tiene dim A = max dimyA.
x€A

5. 5. 3. Si (l_‘i‘] ) es una discomposicién en a compatible con un conjunto semianali-

tico A, se verifica: dim; A = max {j: r‘iJCA para algdn i}.

5. 5. 4. Si A es semianalitico, k =dimA y Ao = {x :x esun punto k - regular

de A}, entonces dim(z - A, )<k,

5. 5. 5. Las dos proposiciones siguientes son equivalentes: (a) A es semianalitico

y dim A <€ k; (b) para todo xEM existe un entorno U de x y un conjunto E anali-
ticoen U , de dimensién k , tal que AmUCE y que, si A] y A, son la clausu-
ra y el interior de AﬂU en E, entonces A] -A y A - A, son conjuntos semiana-’

liticos en U, de dimensién <.k - 1.

5. 6. TEOREMAS DE PROYECCION.

5.6. 1. Sean M y N variedades analiticas reales y g: M —N una aplicacién ana-
litica. Sea ACM semianalitico y tal que g/A es propia. Si dimA <1 6 dimN=< 2,

entonces g(A) es semianalitico.

5. 6. 2. 51 §; = {xC RZ : =] = 1) , existe un conjunto analitico en S =

S; x 81 x S; x 81 cuya proyeccién en 513 no es semianalitica.

5. 6. 3. un subconjunto sémianalitico ACM X le es llamado parcialmente semialge -
brafico (respecto de SRR SN ) si para todo xEM existe un entorno U de x tal

que en U x REK A es descripto mediante un ndmero finito de funciones analiticas
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(*)

fi (a, xp,-. T ) que son polinomios en Xia et Xy

Toda componente conexa de un conjunto parcialmente semialgebraico es parcialmen-
te semialgebraica. La unién de una familia de conjuntos parcialmente semialgebraicos
es parcialmente semialgebraica si la familia de las proyecciones sobre M es local-

mente finita.

5. 6. 4. TEOREMA (GENERALIZADO) DE SEIDEMBERG :(**)

Sea 0€B<k yﬂ : MxIRk B(u, X1y e X)) — (4, Xpseoo1Xg ) GMxIR’a.
si ACM x le es parcialmente semialgebraico respecto de xy,..., Xy entonces
también lo es ﬂ(A) respecto de STEEREL T

5. 6. 5. Sea A semianalitico y acotado en un espacio vectorial real M de dimensién
n . Entonces para todo subespacio L de dimensién k de un conjunto denso de la
grassmaniana, y para todo subespacio N de dimensién n - k tal que Nm L=20,

la imagen de A por la proyeccién N@®L __, 1. es semianalitica.

5. 7. PROPIEDADES METRICAS .

Sea M = R".

5. 7. 1. Dados dos conjuntos semianaliticos compactos A y B, para todo r>0

existen constantes dr y N. > 0 tales que

max [P (x, &), ¢ (x, B]}dr F (x, AﬂB)Nr
si lx]é T .

5. 7. 2. Si f es analitica en un entorno.del conjunto semianalitico compacto A, en-

tonces

|f(x)| 7d. P(x, AﬂZ)N, para todo xE€A ,

donde ‘Z = {x : £ (X) =.0}4 y .d, N son constantes > 0 .

(¥) Un subconjunto A de un espacio afin N es semialgebraico si puede ser descripto
por un conjunto finito dé polinomios en A

(%) Ver [11] - | 29




5. 7. 3. Sea A .semianalftico y compacto; sean Cr, k,) :
A — TR funciones continuas con grifico semianalitico (en ]R'n"'l)

Si (.F(x)= 0=)\P(X)= 0 para todo x€EA , entonces existen d >0 y N > 0 tales que
g (x)lza Y= T, xea.

5. 7. 4. Sea A éernianali’tico. Si A es abierto ( respectivamente cerrado ) todo -

xEM posee un entorno U ( x ) tal que Am U= U O ( fi5 7 0) ( respectivamen-
i

te LIJ O ( fi' 7 0) ), donde las fij son analiticas en U ( esta propiedad no es

métrica, pero para su demostracién se utilizan las propiedades métricas),

5. 8. DIVISION POR UNA FUNCION ANALITICA.

. .. n
Sea a ora CI) 745- O una funcién analitica en un entorno del origen O de R .

Construiremos una descomposicién normal en O que satisfaga las condicjones

4. 3(a)— (g

. Siempre existe un sistema coordenado ( Xy, ...,%) ) tal que CP (0, x ) % o,
: "4
y por lo tanto existe un entero p >0 tal que # 0 en un entorno U de O.
LA

El teorema 5. 3. nos proporciona ( salvo una eventual transformacién de las coor-~
denadas ( X] a-ees Xpo] ) ) un entorno Q = {Ixi|<(ﬁ} ’ ECU , Yy una descom-
i P
posicién Q = LIJU I_i‘J compatible conL?,l’l; 2.y ML
J bxn 2 p
X
n
Entonces 4. 3. (a2a) y (g ) se deducende 5. 7. 1., 4.3. (b) y (c) sede-
ducen de la compatibilidad yde 5. 7. 2, 4. 3. ({) se obtiene modificando conve-

x ok k
vientemente Q. En cuantoa 5. 3(d), ”L= n’h;_- satisface H, (u, /'Q (uy)=0

£
k
en _n.=-ﬁ-n vy Dz # 0 en 2 ; por 5. 7. 2. resultalD;(uH?/Ee(u --n_)Q’.
H'k
k T D8 ; i i .
Ademds de Dﬁ(u)— ?—]ﬁ(u. !YLI ), donde ("L = M" (u) son las raices

K —
de Hlﬂ( en u, se obtiene I_%ELL (u, le}u ) )’>/ £ (,f( u )Q’ , De estas desigualda-

des resultan aquellas que prueban "LG % (- ) . Para obtener 4. 3 ( e ) observe-
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k * ‘
mos que, por la compatibilidad, para cada [—'u se cumple M = 0 en ,_';:

K > x!
k Bﬂu’d) k "
i=0, ...., I),u -1) vy K # 0 en ‘—‘u ; finalmente, la desigualdad respec
x 3 ’

to de esta dltima derivada se deduce de 5. 7. 2
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6 § . - TRIANGULACION

6.1 - PRELIMINARES

Sea M un espacio afin real de dimensién finita. Se llarna simple abiertoen M

k k
a un conjunto de la forma Co » v+ Cp ={ E tici:zti = l,ti 70} , donde
i=0 "0
c1 s esee s G esun sistema independiente de puntos de M ; las caras de Coven
..+ € sOn los simples ¢ Ko .. C \65 , con 7{0 4-... < Y s Un complejo

simplicial localmente finito en M es una familia localmente finita y disjunta K de

simples abiertos en M , tal que cada cara de un simple de K pertenecea K .

Una célula en M es un subconjunto abierto, acotado y convexo de un subespacio
afinde M . Un complejo celular localmenté finito de M es una familia localmente
finita y disjunta L de célulasde M tai que para toda e € L. la clausura .e—
es unién finita de células de L . Mediante subdivisién baricéntrica se comprueba
(ver [1] ) que para todo complejo celular localmente finito L en M existe un
complejo simplicial localmente finito K en M tal que toda célulade 1. es unién
finita de algunos simples de K .

Sea M un espacio afin, V su espacio vectorial, P el espacio proyectivo de-
rivadode V (o sea, el conju:nto de las direccionesen M) . Sea - un conjun-
to abiertode M ysea f:0 — R una funcién analitita. Se dice que una direc-

cién 0 € P es no singular para f siparacada c € Q 1la funcién t —

—sf{c+a t) , definida en un entorno del origende IR , no es idénticamente nula.
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e

6.1.1 - LEMA (Kooprn_an and Brown)%

Sea { analitica, f # 0 , definida en un conjunto abier

to y conexo - CM . Entonces el conjunto de todas las

direcciones singulares para f es magroen P

Se dice que una direccién U es no singular parael con
junto analitico BCM » si cualquiera sea x € M ,
0" es no singular para cada una de las funciones (anali-

ticas) de un sistema que describe B en un entornode x .

6.1.2- LEMA

Sea {B V} una familia numerable de conjuntos semiana
liticos. El conjunto de todas las direcciones que son si-
multineamente no singulares para cada B vy °©5 denso

en P .

6.1.3 - LEMA

Un conjunto semianalitico acotado en M x IR para el
que la direccidén {O}x R (0 = cerode V ) esnosin

gular es parcialmente semialgebraico (respectode R ).

Sea ahora || la proyeccién M x R——+M . Se dice que una subvariedad anali-
tica \-IJ C M.x IR es topogréfica si W (qJ ) es una subvariedad analitica de M
y si TTW :W "-ﬂ- { W ) es un isomorfismo analitico; entonces \,y es el gréfico

de una funcién analitica ﬂ-( \J[} ) —= IR que identificaremos con \,J

* Ver [5]
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6.1.4

Diremos que un subconjunto Z de M xR tiene la propiedad (P) sila pro-
yeccién Z——>M (restriccién sobre Z de la proyeccién M x R——M ) es a.bie-_r_
ta. Toda subvariedad topogrificade M xR de dimensién iguala dim M tiene la

propiedad (P) .

Se puede probar que en el Teorema 5. 3.1 la descomposicién normal puede ele-

girse de manera que vet- 1 U ceeee U VO tenga la propiedad (P).

6.2 - LOS TEOREMAS

Sea M una variedad analitica realy E un subconjunto del espacio afin realA .
Se dice que una aplicacién g : E ——>M tiene la propiedad (A) si su gréfico es un
subconjunto de AxM parcialmente semialgebraico respecto de /N . De 5.6.4
se deduce que entonces la imagen por g de un conjunto semialgebraico de A es

un conjunto semianaliticode M

6.2.1 - TEOREMA

Sea M un espacio afin de dimensién finita y { B\/}
una familia localmente finita de conjuntos semianaliticos
de M . Entonces existe un complejo simplicial local -

(1)
M

mente finito K , tal que [Kl = y un homeo -

morfismo 'L:M—M que cumple:

a) T tiene la propiedad (A)
b) Paratodo 0 € K, T (d ) esuna subvariedad
analiticade M vy TG‘ :0T——T(G6) esuniso

morfismo analitico .

(1) IKI designa a la unién de los simples de K
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z) Paratodo 0 € K y para todo BV‘ , © T(Q“)C
CB‘) o T(G‘)C:M-BlR
1

Granert ha demostrado en (E3:|) que toda variedad analitica real conexa con base

numerable de abiertos es isomorfa a una subvariedad analitica cerrada de un espacio

affn real,

Consecuencia sencilla de este resultado y del teorema anterior es

Sea M wuna variedad analitica real conexa, con base nu-
merable de abiertos. Sea {BV} una familia localmen-
te finita de conjuntos semianaliticos de M . Entonces
existe un complejo simplicial localmente finito K (de
un espacio afin AN } y un homeomorfismo T- ‘Kl—"

— M tal que se cumplen a) , b) y ¢c) de 6.2.1

También puede mencionarse el resultado siguiente:

6.2.3 - TEOREMA

Sean B B conjuntos semialgebraicos acota~

17 ceee o By

dos de un espacio afin M . Existe un complejo simpli-

cial finito K en M y un homeomorfismo semialge -
k

braico(q‘) T: |K|—) U Bi tal'que se verifican las

i=1
propiedades b) y c) de 6.2.1

6.3 - DEMOSTRACION DEL TEOREMA 6.2.1

Notemos con M1 el espacioafinde 6.2.1 ysea. n = dim M1 . La demos-

tracién es por induccifn sobre n . Elcaso n = 1 es trivial. Supongamos demos

trado el teorema para los espacios afines de dimensién n -1 .

(*) O sea, el grdficode U es un subconjunto semialgebraicoen MxM .
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Dizemos que un conjunto E es compatible con una familia (A V) de conjuntos
.8ii, paratodo V , ECA Vv 6 E mA\; = § (luego 6.2.1 c) dice que todo

0 €K es compatible con {B\)} ) .

I - Un sistema de variedades topogréficas

N

Existe un isomorfismo analitico f: Ml-——"M xR , donde M es un espacio
afin de-dimensién n -1 vy una familia & de subvariedades analiticas de M x R
tal que se verifica:

1) Cada I_l € zg es topogréifica, acotada y parcialmente semialgebraica (res -

pectode R ) ;

2) ?g es localmente finita;

3) Los conjuntos |_‘ ﬂ {(1_1, t) : Itl b/ 2} , donde P € 2; , son compactos y

mutuamente disjuntos; son vacios cuando dim |_I< n

4) El conjunto S'= U{I_' : |_'-€ ?g} es cerrado y tiene la propiedad (P)

5) Paracada a € M los conjuntos Sﬂ ({a} x (0, ®)) ¥y Sm ({a} x (-0, 0))

son no acotados . ] - |

6) Todo subconjunto conexode Mx R compatible con © es también compati-

ble con (B"l} , donde B{l = -f(Bu) .

Demostracién

Segdin 6.1.2 , ‘existe una direccién en M1 que es no singular para la familia
(B \)) . Por lo tanto podemos identificar M1 con MxR , donde M esunes-
pacio afin de dimensién n -1 , de manera que la direccién de las rectas {a} xR ,

a € M , es no singular para la familia {B‘)} . Por 5.3.1 , cadapunto (a,)

de MxR es el centro de un entorno de una descomposicién normal compatible con

(B\)) , cuyo sistema coordenado (afin) (xl, eeve s xn) es tal que la recta x; =
T 2y, ... X, ) T2, €5 (a}x]R y el hiperplano x, = 0 es Mxdo

Por lo tanto, es posible construir una familia numerable @‘ de descomposiciones
normales Q x A=vVvlu.....U VO , todas compatibles con (B ) vy gozando de
la dltima propiedad, tales que los Q % A son un cubrimiento localmente finito de

MxIR . Siconsideramos las descomposiciones proye_ctadas (65.2.3) Q =
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¥
\

, 0 C . -1 B
= Vg U.....UV* sobre M , la unién de los Q-Vi esmagroen M ,°

uego el complemento de esa unin respecto-de .M contiene un punto ¢

Dicho esto, podemos elegir una sucesién de descomposiciones normales Q\? x'A\)

=V3U ..... UV\B (Vv =11, 12, ... ae (}', tal que c—GQ") ,

{c} x ]RC L‘_)J (QV x A\/) y tal que las familias de los extremos superiores y la de .
los extremos inferiores de A\) son monétonas (respecto de v )} . Entonces exis
te una sucesién K\) ( Y = 11, ....) en ]R tal que ¥ |\)|+1 > X]\)‘ y
elr < oy e By o Bpui € By auego ot ¥, = to) y
que (c, XV ) . (e, X\2+1) € V:,J . Por la misma elecciénde c¢ , se verifica

c €17 (V\?-ZU ..... UV?,) para cada V , donde TT es1a proyeccién

MxR 3 (u, t)—7™> t € R ; luego, para cada Y , existe un entorno U‘) de ¢

tal que (ver 6. 2)
n-2

0
* UQ x [XV: \)+1)]C(Q ) - (Vv U ..... UV\) )
< Uy x ( X‘), 9+1))m n-1 %/I LF‘) donde las Lr‘) son ana-

liticas y L_le ..... < L‘F\/ en UV
. x {X‘)}Cvn

Sea G UUV XLX\) X\/+l y definamos LFVO —X en [J ;.,
veamos que cualquier subconjunto conexo E de G quees compatible con {L.F‘) }
es también compatible con {Bu} . En efecto, EC Lf\) con T >0 =
eC v, eC LP\)=ECVV, v, finalmente, ECG U,

— U, x (Y, ,7; v +1)) s yporlotante EC U, x( X, Z{¢ +1)

- - 0
para algdn vV , que implica EC((QVxA\))-V\)'n )-(V;l' U..... UVvy) =
1
= Vf ; por lo tanto E estd siempre contenido en una componente de algdn VI;
o Vél

Ahora aceptaremos sin demostracién el lema siguiente:

LEMA T'

Si (\-P‘,) (v = t1, t2....) esuna ordenacién de la
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familia ( L"F\)(r ) de manera que' ( L-f? (c)) seaes-

trictamente monétona, para cada vV  existen restriccio

i . nes LF?* de k.P\? sobre entornos de c y existe un

isomorfismo analftico g: MxR——> M xR tal que se
verifican las propiedades:
n glMxmr)-g]C Mx(-1, 1)
: 2) Los \Pw = g (LP:;)-' son disjuntos, acotados, semi
analiticos y topogréficos.
3) Todo conjunto acotado de M esti contenido en algin
m O : L = TT - .
{ Y |\?J>/N} , donde g “‘Pw)
H 4) lim (u) = +oo lim (u) = -0
; v ' v '
| ¥—+oo LIJ v— -0 kl)
uniformemente sobre todo conjunto acotado de M
5) “H)(u')'\',)\) (u)léAlu'-uI si u,u'€_n_v_,
con A independiente de VvV , para una norma eu-

i clidea sobre V = espacio vectorial del espacio afin M.

6) % C g (P, g(LPQ)-\.H)CMx(-l,l) (lo
que implica que kl)vﬂ { (u, t): ,t[7/ 1} es cerra

do para cada v ) .

Entonces se deduce de 1) y 6) que todo conjunto conexo de {(u, t) :]t] > 1}
que es compatibie con ‘\H) es también compatible con {B"') =g (BQ )} , ya que
debe ser compatible con {g ((P‘) )} .

Introduzcamqs ahora una norma euclidea en el espacio.vectorial V de M de ma
nera que valga la prqpiedad 5) . Por 5.3.1 existe z € V con |z| £ A tal
que la direccién (-2, 1) en M xR es no singular para las familias (B':)) y
( k}/\) ) ; consideremos la transformacién £ t(u,t)— (u+tz, t) , ysea f = log
Entonces la direccién (0} x IR es no singular para todos los Bl'1 = 2¢ B:J'L) = f (Bu)
y KPQ' = L LP\) ) . Por lo tanto los Q,,)‘)' son parcialmente semialgebraicos
(6.1.3) y; teniendo en cuenta 2) y 5) , es ficil probar que son topogréficos.

Ademis { kIJQ' } es localmente firfita (por la propiedad 4)) , los KPD' son acota-
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dos y disjuntos (pmopiedad 2)) , los conjuntos &P\; ﬂ {(u, t) : It] b/ 1} s.on. ce-
rrados (propiedad 6)) y todo subconjunto conexo de {(u, t) : lt' 7/ 1} due es com-
patible con {%' } es también compatible con {Bl'l} . Finalmente, veamos que pa
racada a € M los conjuntos ((a} x (0, m))m (LJ\H)} Y v ({a} x (-00, 0)) ﬂ
m ULH)' ) no son acotados: en efecto, de la propiedad 6) se deduce que, si

LR) (a-2) >1 , entonces LIU\) corta la semirrecta ((a -tz, t):t > O} ; en-
tonces'de 3) y 4) se deduce que infinitas LV‘? cortan dicha semirrecta; lo mi.s-
mo puede decirse respecfo de la semirrecta ((a -tz, t):t £ 0) . Por lo tanto to0s

conjuntos en cuestién son infinitos, y como los W\? son localmente finitos, son no

acotados.

Hemos demostrado entonces que la familia \6 1 de todas las subvariedades LH;ﬂ
m{[u, t) : lt[ > 1} y los hiperplanos M x {1} y Mx {-1} , satisface las condi-
ciones 1) - 5) 1y la condicién 6) para todo subconjunto coneso de {(u, t) ; lt| >z 1}
Por lo tanto basta encontrar una familia éo de subvariedades analiticas de M x
x (-2: 2) que satisfaga las condiciones 1) , 2) , 4) vy la condicién 6) para to-
do subconjunto conexo de M x (-1, 1} , puesto Jue entonces é = \él U ‘éo sa-

tisfard 1) - 6)

Usando 6. 1.4 puede definirse una familia de conos truncados T ) =

= ((u, t) : lu - c‘?] < ry (1- t/2) , ].tl < 1} y una familia de descomposiciones

k
normales Q ‘)0_ = ij Fn (Y .0 ) todas compatibles con cada B1'1 » de manera - -—
n

k
que los r‘zt {V,G) con k £ n son parcialmente semialgebraicos y topogréficos,

] k
= U [—‘u_( v,0 ) tienen la propiedad (P) , {Q '76'} y {T‘;} son lo

€y

a k<n U
calmente finitos, T, C 7 Q 2 y Mx({-1,1) = UT\) . Para ello basta consi
derar, paracada c € M , una familia finita de descomposiciones normales Qi =

=UFi<(i) tal que {C}x[‘1:1]CUQiC[(u,t):'u-c|<2 . ltlAZ} Yy

que los r’;:’( i) con k¢ n seanparcialmente algebraicos ytopogréficos, eligiendo luego r

tal que T ={(u,t):|u-c|$r(1-t/2) , ltlél}CUQi, con r.> 0 ., Se'-_

leccionemos de esta familia de conos una subfamilia T localmente finita que cubra

k
Mx (-1, 1) . Sea \@o la familia de los conjuntos [_1 (?.U')mT‘) s, (k £n) ,
N
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el el = a-ya i)y T a1} TR e ()

-‘60 satisface evidentemente las condiciones (,1) y (2) ; Para probar (4), pbservemos
que S = U{l_l :|_I € TSO} - eul (C?o_ﬂ T, ), donde 6=T|-+uﬂ_u-u ZJ; como
ﬂ;,ﬂ-_ , ZJ y c%_mTP tienen la propiedad (P), entonces también la tiene 5,
como © vy f‘,ﬂ(LO_J Cpa_ ) son cerrados y ’I_‘v - TJC'_S , S, es cerrado. En tuanto a
(6), sea E un subconjunto conexo de Mx (-1, 1) compatible con -Go; existe v tal que
EﬂTQ # #. luego E_CT p - Pero entonces E es compatible con cada r‘:( v,G) ,

y como éstos son compatibles con (B,), resulta E compatible con (%’1).

)

Observacién: En el corolario del teorema 6. 2. 3. , no se precisa utilizar el'L..emaI';
directamente se puede suponer B}"CM x(-1,1), tomar por @ 1 al conjunto de los hi-
perplanos M x{k} , (k= "_‘ 1, 1 2,... )'y toma.r por f a la identidad; adem&s, no nece-
sitamos friangular todo M.

De acuerdo con estas consideraciones, el teorema 6. 2. 1 quedar4 demostrado si se

satisfa.en sus condiciones para la familia (}7;) en MxR en lugar de (5;) en M;.

1I - TRIANGULACION DEL SISTEMA PROYECTADO

Sea ﬂ la proyeccién MxIR 3 (u,t}) —— u€M. Veamos que existe un complejo simpli-

cial localmente finito K,; , tal que IKll = M, vy un homeomorfismo T: M— M tal que:

(1) T Tiene la propiedad (A).
(2} Todo miembro de H‘l= T(Kl) es compatible con
{ﬂ (rﬂr') |_I: l_“ 61;}; para cada { GKI,T( f) es una subvarie-

dal analitica y TP 0 — T (¢) es un isomorfismo analitico.

En efecto , por las condiciones I (1) y (2) y por el teorema de proyeccién 6. 6. 4. ,
los conjuntos ﬂ(l_'ﬂl-" M x (-2, 2) ) son semianaliticos y forman una familia localmen- -
te finita. Sean K; un complejo simplicial y T t:M—M un homeomorfismo obtenidos
aplicando la hipStesis inductiva a M y a esta familia. Necesitamos verificar solamente
la primera parte de (2): sea P € 'T‘ y |_’ , l_” € g; veremos que PC (PUI"') o
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@CM-—W(Fn'P');Si Pilr” o dim M<n , por I.3 es f‘ﬂP':C

- - ]
C M, (-2, 2) vy la disyuntiva es vdlida; de lo contrario,. r-r y dim (F) .= n;

pero entonces F’ estd incluido en T ('P N (M, (-2, 2))) o en su complemento; co-
mo este dltimo es unién de.los conjuntos cerrados disjuntos M -—]T( r ),y
{u G‘TT( r: lp(u ) l >/ 2} , un razonamiento de conexién y las propiedades I (1), -

(3) aseguran que PC—W(P) o ﬁ M --ﬂ—(rl)
Sea ahora K un complejo simplicial localmente finito tal que | K I = M yque.:

(3) cada simplejo de K estd incluido, junto con alguno de sus vértices,

en un simplejo de K;

Por ejemplo, como K se puede considerar la subdivisién baricéntrica de K,

Entonces valen :

(4) Todo miembro de H’l = fC’(K) es compatible con

(mar,nry.r, re?l.
(5) Para todo e €KX, ZJ ( e ) es una subvariedad analitica y

Te : Q—————T( € ) es un isomorfismo analitico.

1II - UNA ESTRATIFICACION PRISMATICA _ -

Sea Z la familia de todos los conjuntos no vacios de la forma ((3 x IR) ﬂ M con

(36 K y [“.et . Entonces U{V: b’ez}= s =U{l":l‘_'e t} Pa-
ra todo ‘{5 E'H. , .sea s(@) la imagen por 4 del conjunto de vértices de

T-t (P) ; claramente s (/3 ) C-P .. Veamos que se verifican las propiedades si-
guientes :
(1) :Cada ¥ € f es una subvariedad analitica topogrédficade Mx R,
acotada, parcialmente semialgebraica y tal que iT(Y) e K. H
(2) x es una familia localmente finita de conjimtos disjuntos ;
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(3) R = TU(Z) y para‘cada b’—l€ Z existen Y¥' , Y " € Z,ta-
les que TT(X) =1T(Y') =—|’\_(Y“) y ¥'< ¥Y< Y sobre
TT(X) ;

(4) S = U { ¥: Ye I } es cerrado y tiene la propiedad -(P) H

(5) Todo subconjunto conexo de M xIR que es compatible:con z es

también compatible con {Bl'l } H

(6) Paracada V¥ € I , ¥ es una funcién.continua sobre TT (%)
y una unién de miembros de r.f : para cada @ € H— inclufdo en
Tl-( X) se éumple Kp € I (aqui K{g incii_ca la restriccién

—

de ¥ sobre F: )

, entonces

—_—

(n si ¥, X.ze".f y Tr(‘(l) =TT(‘(2)
\(1 < XZ en P—.:}?IQ ?2 y Y1~

=
2 7172 en s(B) .
Demostracién :
Por I (4) , paratodo ¥= (BxR)() M e L se cumple Ba T (M ;
esto, junto con I (1) , II (1) y (5) , implica (1} . Con respectode (2) , T
es localmente finita puesto que lo son K vy € (ver I (2) ; si ¥, =
= Bixm)N MeX, i=1,2, vy Y ,NY, #5, entonces #,NB,N
TN NT) @, ypor m ) By =P, CT(M N, Tuego ¥, =Y.
La propiedad (3) es consecuenciade I (5) (y II (2)) , ya que los miembros de
L son funciones continuas sobre conjuntos conexos. (4) es I (4) , y (5) es

consecuencia de I (6) , ya que todo M € t ‘es unién de algunos miembros de I .

Para probar (6) , sea e f y f3>=—|T(b’) . Como § es acotado,
i —_

TT(Y) =P y, por (4) , ‘?C. S . Para todo -u’G_F -[S . el conjunto

‘ ( {u} xR) N _)Z’- consiste de un solo punto, por ser un subconjunto conexo (*) del con-

= ] — (o] '
‘; (*¥) conexo puesto que ({u} xR)NY = O (U, x R)N ¥ , donde U, = T(K‘?) ,
1

K, = {\? : ‘\?-T-l(u)i< I/Q} y {(Up xR)NY} ‘esuna sucesibn decre-
ciente de conjuntos c;:mpactos y conexos (ya que Uy N {3 = Z-(KQ n’C-I ( {5)) es
conexo )
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junto ({u} xR) NS , que es aislado (por I-(1) , (2)) . Por lo tanto ¥ esuna

funcién continua sobre F’ . Sea ahora .’el e K , (31 C {—3" H ?/3 es una fun-
cién continua sobre ‘B 1 Y estd incluida en ( 1{51 x IR)' N S , Qque es una unién local-
mente finita y disjunta de miembr;)s de f , cada uno de los cuales es una funcién con
tinua sobre (31 ; por lo tanto . @1 debe ser uno de tales miembros, ya que 16

1

es conexo,

" Para probar (7) , supongamos que 5’1 , i —IT( Yl) =11 ( )’2) =
=/|-)> . Sea X < 2{ sobre 18 ; entonces 5; é en S([B) . Ademis,
XCr‘e%y B:T(Q)c;ﬁ':?ﬁ(m,donde (DC%;, Pex vy

Q € K; (ver II (3)) ; ahora, Ki C ?i = (»ExIR) N ,—Ii y, usando II (2) vy
\

~
el mismo razonamiento que en (1} y (2} , podemos concluir que Zfi son funcio-
~ ~J
nes continuas y Kl <. \( sobre ﬁ . Como (3 contiene un vértice de C’

(I (3)) , obtenemos que (B )0(3 # # ; esto implica que K < X en

S({})ﬂ'ﬁ . ya que Xi = '6’ en {30/3 Q.E.D.

1

Para cada conjunto E C M y aplicaciones Cf, CP' :E— R , tal que

(‘Y(u)é.q"(u) en E , notaremos

((f q"] {(u, .u€E,(-f(u)étéq7'(u)J'
en particular [(F,(-F]=CF ; si CF(u) <CP'(u) en E , notaremos
(%, @0 ={:n:uer, Fra)e <G (u}

Sean ahora Xl , XZ € I ; diremos que { \0/1 R XZ} es un par consecutivo
de I si Tr( Yl) = TT( YZ) , b/l ' XZ y | Kl , \6‘2) no contiene miembro al

guno de f . Entonces vale la siguiente propiedad:

(8) Si { ¥, ¥ '} es consecutivo, entonces,para todo @ € K " con-
; tenido en -l_l( Y), 6 .A KIB = \GIP o] {YF ,X{lg} es conse-

cutivo,




‘En efecto, por (6) st .y Ylﬁ € I » luego ij = ?rg 8 YF< ?lﬁ
(sobre p ) . Supongamos que exista \(1. € I tal que Xl .C ( YF,?‘P ) 3 (1)

implica |(Kl) =[5 . Sea x € 5’1 ; como I es localmente finita,
sNuc U{K": ¥reX y xe Yn}

para algdn entorno U de x . Como 1l (x) € (%) , (4 asegura que
TIYINTI(Y") # § paraalgén ¥" € L talque x € ¥" . Por lo tanto

T(¥m =T1(Y) ypor (6) y (2) ¥;C ¥ . Peroestoimplica ¥ " C (Y, ")
(pues de lo contrario ¥ "< ¥ 6 Y'< ¥" , luego D’I$YF 6 _X'Fé ¥,

absurdo. Esto prueba (8)

t . .
Notemos i la familia de todos los conjuntos ( \0/1 , KZ) tal que { Xl , b’z}

* ¥
es consecutivo y sea 'I = (I‘ Ui . Se verifica :

*
(9) ;La es una familia localmente finita de subvariedades analiticas dis-

£ 3
juntas de M xR , y U{ Y: ¥ed¥ 1= mxmr

En efecto, (1) y (2) implican la primera parte de (9) ; para la segunda parte
observemos que M = U { P :B e K1y que, por (3) , paracada f € K,
UL Y, ¥'T: {8, ') consecutivoy TT(¥) =B} = U{(¥. ¥"): {7, 5}

y { ¥', 5"} sonconsecutivosy T (¥) = ﬁ} ; como la primera unién es localmente

finita, este conjunto es cerrado y abierto en {3 xR , luegoiguala B xR

i
'

De (5) se deduce :
*
(10) Todos los miembros de :ﬁ son compatibles con { Bl'l} .
Demostremos por dltimo que :

kv %
(11) Para todo ¥ C-:f* , ¥ es unién de miembros de :t ; si

3+ = —_
¥ = ( Kl’ XZ) € I , todo miembro de I inclufdo en ¥
{ —

es de la forma '(%l)ﬁ , (72)/3 8 (('b'l)IB s (%—Z)lg) s con
i
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(35 K vy ?C"FTA(?{) .

En efecto, es ficil ver que

(Y. ¥ =[ 3.7, =U{[(?1)F L (Tl s pelt  pC TN}

como [ (Yl)f?r , (?Z)F’] es igual a (-?I)Fx 6 (?1){3 U (('-8-1)13 ’ (?Z)IB')U
U (YZ)F » (11) queda demostrado,dados (6) y (8) ..

IV - ESTRATIFICACION RECTILINEAL Y APLICACION ESTRATIFICADA

Para toda aplicacién mir—>R , donde r = r( e ) es el conjunto de vértices

de un simplejo abierto e de M , sea (lTl ) el simplejo abiertoen M xR cu-

.yo conjunto de vértices es ”l; por lo tanto (72 ) 2 (3 ~—=» JR . Evidentemente:

M €Tz v My & Ny sobre x=> (M) < (M) sobre P .y 7, C N,
—Q("?l)C ('7?2) ¢

-1 )
Sea g =T . Paratodo UV € I sea

—

cr(m=(?S(F,oC)=(7¥ot/r(gP)) , donde B =T(Y),

Por lo tanto, como g(s (F )) es el conjunto de vértices de- g(/3 ), G(Y) es

una funcién sobre .g(F) 3
1) T(G(¥)) = g(TM(Y¥)) (para ¥ e L.

Por II-(7).,

2) ¥<Y'  sobre B=T(¥H=0(¥).< G(¥") sobre g(f)
(para ¥, ¥ € T tales que —W(D’? =10y .

Evidentemente,
(3) ¥2>a (< a) sobre F=—|T(X)’—=’7G(T).} a. (£ a) so-
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bre g(?) (para -"B’E'I Yy 2a€R ) .

Finalmente

(4) K'CY=> G’(b")CG’(b’) (para ' ,b’é;f)yaque
@'CF;?-S(F')CS(F) (para p',ﬁGH).

sea L¥ ={C(¥): Ve f}U{(G(‘(),O‘(r')): ¥, 8 e y {¥.v}

consecutivo} . Entonces (1) , (2) . (3) y II-(2) implican:

(5) L* es una coleccién localmente finita disjunta de c€lulas-abiertas,

Ademdés :
) U {o: cer*}=-nMxr ;

esto se prueba por un razonamiento similar alde III-(9) .

Sea ahora Y€ L¥* y P T(Y) . si TE'I#, X=(X1.b’2);si

¥ e I , convendremos Xl = XZ =¥ . Enel primer caso definimos

Y= (¥, ¥ —=(0 (¥, T(¥y))
hK:

t- ¥j(u)
Y,(2) - ¥ ()

(w, t) —>(g(u) , G, (g(u))+ [G,@Etu)) - G (g(u)])

donde Gl = G Xl) y GZ = 0 3/2) .

En el segundo caso:

F— > G (%)

(u, t) —>(g(u) , G (g(u))) (con G = G(¥)...)

De II-(5) y III-(l1) se deduce f4cilmente que en ambos casos hr es un iso-

morfismo analitico.
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‘Diremos que una aplicacién f .de un subconjunto de un espacio afin M' en un es-
pacio affn N' tiene la propiedad (A_l) 8i su gréfico es parcialmente semialgébrai
co respectode N' . Segin II-(l) , Tg( [S ) tiene la propiedad (A) , luego su

inversa gﬁ tiene la propiedad (A"1 ) . Se demuestra que la aplicacién

~ —

¥ . ¥ - Y
¥ o ¥ = 0¥, L1—lr), ooy,

. . = - ¥ )
definida mediante g.(; : p —g ({3 ) por la primera f6rmula para h o por la se-

—_—

gunda, segin sea -‘o_'i < ?Z é Xl = TZ » es continua y tiene la propiedad (a-ly,

Ademés se puede probar que:

14

(7) B"C?=> h 'C. :U (para Y', UEI*)

* . _ .
Sea ahora h = U {hx | EI' } Por (5) , (6) , IIL-(9) vy por la defi-

» L
nicibnde L , h: MxR—-MxR es biyectiva y h(r) = L

~ * ]
Por (7) y ULI-(11) toda h ¥ {con ¥e 'I ) esunién de hx con
—_— %* ~ *
¥Y'c¥ (v ¥y '€ L) ; porlotanto h = U{hr : yYel }-, de donde se de.
duce ficilmente que h es un homeomorfismo, ya que por (5) y II-(9)
MV o &
{h : ¥ é_i } es una familia localmente finita de conjuntos compactos. Estoy

oI -(11) permite afirmar:
(8) Paratodo G € *, G esum unién de algunos miembros de L*,

. »
Finalmente, como la familia f " es localmente finitad, para todo cenjunto acotado

~
UC MxR el conjunto U x(MxIR) interseca s6lo un nimero finitode h ¥ ; se-

gin 5.6.3 , h tiene entonces la propiedad (A'l) .

Por lo tanto T'* = h-! s MxR—>MxR esun homeomorfismo que satisface

las siguientes condiciones :

. T* tienelzlzpropiedad (A) .
x *
9 (-7 =T .

o Paratodo 0O-€ L'* , T; :G”—-Z""(G') 'es un isomor-
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fismo analitico .

V - TRIANGULACION"®

» .
Por (5) vy (8), L es un complejo celular localmente finito. Sea K* un
%
complejo simplicial localmente finito tal que cada célula de L. sea una uni:6n_ finita
de simples de K* ; por (6) , ‘K* [= MxR ; adem4s, por (9) ,” III-(9) y

& * :
I -(10) , T vy K satisfacen las condiciones del teorema para {B{IS .

Esto completa la demostracién del teorema.
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