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Judn Carlos Merlo

TRES_TEOREMAS SOBRE VARIEDADES DIFEEENCIABLES

Los tress teoremas aludidos en el titulo son los de De Rham, Hod-
ge v Rlemann-Roch. Aparte del hecho que se refiertn todos ellos a va-
riedades diferenciables, creemos que existe entre- 1os mismos alguna
analogia, ya sea en el enunciado o en el método de demostracidn, lo
cual hace que no parezca artifieioso reunirlos en una misma exposi-,

6] ién .

La generalidad de la demostracidén dada aqui no es demasiado am
plia, En todos ellos suoonemos que la variedad diferasnciable es conm=-
pacta, y ademds, para el dltimo, que tiene dimensidn compleaa uno,

Un- tratamiento wmds general para los dos primeros teoremas puede ver-
se, »or sjemplo, en {3] (cf. la bivliografia), y para el dltimo en(i).

E1 tratamiento que aqui segw®mos no es original en modo alguno;
vor el contrari~, estd hasado en un curso dictado por el profesor E.
Dyer, en la Universidad de Chicago, -en 1962, S8lo hemos efectuado al-
gunas modificaciones menores completado algunas demostraciones, y se=-
leccionado alzunos temas. El -autor quiere expresar que sin embargo la’
redacecidn es suya vropia, y por lo tanto no gquiere hacer recaer resg—
ponsabilidades sobre el vrofesor Dyer en lo que respecta a posibles
errores, cscuridades o mala presentacidén de temas.

Este fasciculo ha sido redactado para que en cierto modo cons-
tituya una continuacidbn de la obra (6) del profesor L.A. Santalé,que
forma parte de esta misma coleccidn, de manera (ue omitimos el tra=-
taniento de los problemas alli considerados. Suponemos pues conoci-
das algunas.nociones sobre variedades diferenciables que pueden con
sultarse en el trabajo citado, a saber: su definicidén, la definicibn.
de formas diferenci=bles, la definicidn de integral y la férmula de
Stokes. Ademds, para el capitulo III también suponemos conocidas al-
gunas provpiedades elementales sobre espacios de Riemann, que también
pueden verse en [6] , a saber, la nocidn de derivacidn covariente y
de eodésica. Los temas mencionados como prerrequisitos también pue=-
den estudiarse,vor ejemplo, en -[2]

Algunas pocas nociones necesarias de dlgebra y de topologia al
gebraica estan incluidas en el texto, de manera que es autocontenldo
en ese aspecto.




e

-En 1o ¢gve respecta 2 la 1nterdependen01 #de las diferen-
tes partes del texto, el orden natural puede-alterarse en el
caso del capitvlo IIT, practlcamente 1ndepend1ente del capitu-
lo-II, y en ‘el caso del capitvlo IV, en buena parte indepen=
diente del capitulo III (excepto tal vez §3 I §3 2). Esta
enumeracidn no es exhaustiva. -

Ia demostracidn de la existencia de solucidn de la ecua-

'elén de Laplace no homogénea, bdsica en la demostracidn dsl

zorema de Hodge, ha sido redactada en base a [3} En. 1o que
rasneota al capituvlo IV, si bien el teoremz de Riemann-Roch
estd demostrado solamente para superficies de Rlemann, hemos
crefido conveniente dar algunas propiedades sobre variedades
comple jas en general, gue pueden servir de introduceidn ‘para
un estudio més completo, tal como se ve por ejemplo en {1l

Para un estudio mds general y detallado de la teoria de haces,

que usamos aqui parz demostrar los teoremas de De Rham y de
Liemann-Roch, puede consultarse, por eJemplo, [9

. Ie. redaccidn de este fasciculo ha sido sugerida. por 1os
p*ofesores R. Ricabarra y L.A. Sentald, de la Universidad de
Buenos Aires, teniendo en,cventa gque pvede resultar Util un
estuvdio-del tema sin recurrir e uns exvcesive bibliografia. Am-
bos profesores han prestado muche syvda y guiado al autor con
conse jos en la redaccidn, por lc¢ cral 4ste les expresa su sin-
cero agradecimiento, asi como taizhién al vrofesor; . E. Dyer,
quien le ha hecho posible comenzar a zprender “lvuhog~femas de
variedades diferencisbles. -

suan Carxlos Herlo.
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CAPITULO I. HOWOLOGIA Y COHOMOLOGIA SINGULARES.

§1.1. Introduccidn sobre grupos conmutativos.

¥n este pardgrafo se dan nociones auxiliares. El lector
ruede evitarlas hasta tanto cada una de ellas sea utlllzada

1nas ade 1ante .

Designareémos con A, B',... a grupos conmutativos, y con
f, &5 ... 2 homomorfismos entre tales grupos. Si f; A—>B es
un homomorfismo, designaremos Xer (f) = {XeA | f(x):Qi' a su
ndcleo, Im(f) = {ye‘B [y:f(x), Xe A} 2 su imagen, ¥
Coker(f) % B/Im(f) a su conucleo. Se ve 1nmed1atamente que |

Ker(f), Im(f) ¥y Coker(f) son . grupos conmutatlvos.

Si Ker(f)=0, f se llama monomorfismo, si Imn(f)=B f se lla-

ma evimorfismo, y si se cumplen ambas condiciones, f se llama

isomorfismo. En este Ultimo caso escribiremos AZB,

-

Obsérvese que Hom(A,B) = {f | £: A-—>»3B, f homomorfismo &
es un grupo conmutativo, con la operacién - + definida por

(f+g)(x)= £(x)+g(x), x €A,

51 G es un grupo comnutatlvo fijo y £+ A—3, entorices
f induce, f'k Hom(B, G)—»Hom(A G), definido por f(h)- he f,
h ¢Hom(B,G). .
f » . - '?m-u g'm
Definicidn (.1.1). La sucesidén .. -—-‘An_l-——» A —= A 1

—> ... de grupos y homomorfismos se llama exacta en A

cua.ndo Im(f = Ker(fn), y se llama exacta cuando es e;;ac’ca

l)
en An para todo n.

Ejemplo“ (1.1.2). 044 238.8,0-50 es exacta si y 8616 si

f es un momomorfismo, g un epimorfismo, y Im(f)= Ker(g).~Sucé—

ciones tales como ésta se llaman sucesiones cortas, y serdn

utilizadas luego.




-2

Proposicidn (1.1.3). Sea O —=A L-B_g_> 6 -—'-0 exacta. En-
tonces las siguientes afirmacionés sor equivalentes:
a) Existe h: B—A tal que hof = Ia (identidad. en A);
b) Existe ki C-—»B tal que gok = 1,5
c) B = f(A) @ B' {suma directa), donde g [ B'; B''—»C es

un isonorfismo.

Denostracidn.
" Probaremos primero que a) implica b).

Evidentemente, h l In(f) = .f-l

.'Sea z€&Cy Y, el cocon-
junto correspondiente a Z, es decir g(YZ) = z. Tomemos ¥

YZ y definamos k(z) =y - fen(y).

Veremos que k(z) no depende de la eleccidn de yey,.
En efecto, si y‘eYZ, y' £ y, entonces por ser feh un homo-

morfiswmo, sé cumple
[y'- fa‘h(y_',)] - [y'- fon(y)l = y'-y + fonly -y

Pero y'- ye Im(f) y por lo tanto h(y'- y) = £y ¥),
de donde y'- y + feh(y-y')= O.

Resta ver que gek = I+ En efecto,
gok(z) = g(y) - gefen(y) = 2-0 = z,

puesto que feh(y) € Im(f) = Ker(g).
_Veremos ahora que b)-implica c).

Definamos B'= k(C). Todo y &Y, - puede escribirse
y= k(z)+y'. Puesto que geck = I, entondes k(z) €Y y por lo
tanto y'€ Im(f). Como todo y&B estd en elgin 'YZ, resulta

B = Im(f) @ B'. Ademds, por ser geok = I, resulta evidente-

. ¢’
mente B' = C (el simbolo 2 indica isomorfismo), y tal isomor-

fismo estd realizado por g

S

{




Finalmente, veremos que c¢) implica a).

Si y&B, entonces y=f(x)+y', y'&B'. Definimos h(y)=x,

es decir h(y) = £ “(y-y'). Evidentemente, h es un homomorfis—

mo.

Ademds hef = I,, puesto que si =xeA, £(x) no tiene

A? .
componente en B', y entonces he f(x) = f—q'( f(x)-0) =

£ te f(x) = x.‘///'(')

Definicidn (1.1.4). Un grupo conmutativo F se llama libre cuan-
do tiene una .base, &s decir, cuando existe un conjunto {e“.}ae:‘
CF (L es un conjunto de indices) tal que todo f &F tiene una
representacidén Unica T = z, N p € ©B términos de la base,

, - : >3 ]

¢ % (= conjunto de los enteros), y la suma 2. tie-
(-3

con n
o, f

ne un numero finito de términos.

Proposicidn (1.1.5). Todo subgrupo de un grupo libre, es libre.

Proposicién (1.1.6). Sea F libre y 0 —»H s EaF—>0 e-
xacta. Entonces existe un monomorfiamo f: F—+G tal que

gef =1I, ¥ ¢ ¥ h(H) @ £(F).

Demostracion.

Para cada e

te coconjunto en G, es ‘d'ecir, g(¥y)= e, . Elegimos T & Y

de la base de F, sea Y, su correspondien-=

arbitrariamente, definimos f(e'u)= Yo -¥ extendemos f iineal-

mente a todo PF.

Evidentemente f es un monomorfismo y para to- -

do z = 2, n, e, ¢ F se cumple
(-

gof(z) = g( Z.:-: n, yod") =, n, e, = 2,

es Jecir, gef = IF' '

1ty i1 simbolo /// indicard de ahora en adelante, el final de
ma demostracidn.




Ademds, para todo ye&G, llamando Y a su coconjunto por
g; se pudée escribir y= ot ¥, donde ¥y = 7;"_, Dy, Y € Im(f)
¥y y,eRer(g) = Im(h). Por lo tarto, & = n(H) SE(F)///

Definicidn (1.1.7). G es inyectivo si para cada monomorfismo
‘j;> A~ B y homomorfismo f: A~ G, existe un homomorfis-

mo g: B—>G tal que f= g eoj.

Definicidn (1.1.8). G es proyectivo si para cada epimorfismo
p: B—>C ‘y homomorfismo £: -G->C.,‘" existe un homomoi‘fismo

g: G—»B tal-que peg = f.

Es decir, G es iriyectivo 0 proyectivo cuando existen g
tales que, ,respectivamente,' los siguientes diagramas —-en donde

las sucesiones horizontales son exac¢tas- conmutan:

0w—> A 2w B -
.//- ' ¢
bl % oA

Trataremos ahora de caracterizar a los grupos inyectivos

¥ proyectivos.

Definicidn (1.2.9). G es divisible si para cade ne?2 y g&G,

existe he G (no necesariamente Gnico) tal que g= nh.

-~

Proposicién (1.1.10). G es divisible si y sélo si es_inyectivo.

Demoestracidn.
Solamente nos: interesard conocer mis adelante ( §15 ) la
proposicidén "sélo si", de manera que nos restringiremos a ella.
Sea pues G divisible. g=g  estard bien definido en.j(2)
mediante go(b‘) = f e'j_l(b). Sea' g, una posible extensidn de

8, e Cy,  J(A) CCyC B T_ailes g constituyen un con junto par-

Y




cialmente ordenado: esl gi-< gj-.. s1_ C_;.LQ Cj y gjl Ci= g+ Tal
conjunto tiene un elemento maximal g definido, de manera obvia,
en C= L} Ci y tal que EIC:.L: g En particular podria suceder
que :g- =Lg0. 'Si fuera C=B la tesis es‘t:aria demostradas; supo:hga—

mos entonces gue C#B.

La tesis queda demostrada probando que :cual'quiera que sea
el aubgrupo C,' g se puede extender a un subgrupo mis grande.
Sea C' el grupo generado por C y u, u}éc, u<B, u fijo. Exten-

deremos g a C'.

Si b, & C', se puede eseribir b ,=b +.nu, beC, n&Z (1a

1 :
representacidén no es necesariamente UYnica). Sea Z"= {meZ {muecg.
Si 2" es vacio la extensidén se hace definiendo g(u)=0. De 1o

contrario Z" +tiene un generador mn(: Z. Entonces
g(b+mou) = g(b)+z, con z= g(mou)

tiene perfecto sentido por ser mou «C. ‘Defini;mos entonces
g(b1)= g(b)+ ny, y&G tal que my= z;

tal y existe por la hipdtesis de la divisibilidad.

Hace falta ver que la defin‘iciéri dada no depende de la

particular aleccidn de 1la re.presentacién b b+ nu. Una vez

1:
probado esto, es inmediato comprobar que g es un homomorfismo,

'y la demostracidn concluye.

Sea pues b1= b'+ n'u otra posiblie representacié_n. Serd -
b'-b= (n- n')u, lo cual implica n- n'€ZY, .(n—n')/mo& 2y
g(b'~Db) =('(n—n')/mo_)z = (n-n')y. Entonces

g(v')- &(b) = g(v')- g(v)- ny = (n-n')y - ny = 'y,

o sea, g(b1')=‘ g(b')+ n'y. //7




Proposicidn (1.,1.,11). G es libre si y sélo si es proyectivos
‘Demostracidn.

Sélo utilizaremosﬁen (2.1.5)Mla proposicién:®sblo si", de
menera yue nos restringiremos & ella.

Sea pues G libre. Todo x &G tiene una r.epresentaéién Uni-

ca X'= D, n, e,, e, perteneciente a la base de G.

Definimos gley)= bx donde b, €B es cualquier elemento
gue satisface f(eo()= p(b,); tal b, existe por sé p un epimor-
fismo. Luego estendemos g a todo G mediante g(x)= 3, n&'b;c .

Entonces g es un homombryfismo; y ademds peg= T, pu;esto;. que
£(x)= T ng £le) = Lo ny p(b) = Bl Tnyba) =
p(a(x)). = peg(x). ///
Daremos ahora ’uné aplicacidn de los conceptos recientemen-~
te definidos. :

Proposicidén (1.1.12). Si O-—A —f—~B £ .0 es exacta, enton-

x : . S
ces O-> Hom(G,A) -f_>_Hom(G,B) ~g.»Hom(G,C) es exacta.

Demostracidn.

Debemos probar que: a) f%‘es monomorfismo; b) Im(£¥)= Ker(g¥)

a) Sea hé&Hom(fGjA) tal que £7(h)= 0. Esté significa f sh= O
o £f(h(x))= O para todo x&G. Por ser f monomorfismo, resulta

de aqui que ‘h(x)= O, x€G, o sea h=0.

b) Supcngamos primero que h' eIm(£¥), es. decir h'= f*(h) y
h €& Hom(G,A). Entonces g*(h'): goh'= gofo h= 0, puesto gque
para todo xe¢ G es f(h(x)) e Im(f)= Ker(g). " Entorices k'€ Kexr(g™®).

Reciprocamente, sea h'e Ker(g®), es decir g'*(h')=Q_, o sea

geh'= 0. Esto es, 8i x&G, - h'(x)€ Ker(g) y por lo tanto




h'(x) ¢Im(f), es decir h'(x) = foh(x), - h,é‘iiém(-G.A);Eg.o:s.ea
n'= £¥(n), por lo cual h' Q}Im(f*). ///

Obsérvése que aungue en la hipé_tesis de' (1.1.12)_..__~se supon-
ga que 0—>A->B-—aC-2Q _.es exacta, .de' esto no -s'e'c_ied,'uéé' que
0 — Hom GpA) —» Hom(G,B)_-f"j;f»_Hbm(G,C)—».0" lo sea. S5i g es un epi-
morfismo, entonces. ze&C’ Aimpliea z= g(y), yeB. Sea !fe Hom(G,C_)_;.
entonces i(t)— g(y), t&G. De esto Ano se dé,duce- que Y= k(’b)!"
k ¢ Hom(G,B). En camblo. -

Propos:.clon (1.1. 13) Si-G-es proyectivo y O0=-3A-»B—C—*0
es -exacta, entonces O--bHom(G A)-—r Hom(G B)—-*Hom(G g)—>0 es

exacta.

Ia demostracidén es inmediata; basta aplicar la definicidn

de proyectividad.

I,

'§;L.2. Homologia singular.

. ’ : ' .. » . . l
En el espacio euclideo de n dimensiones En= {x (,x:(.x- yeea
n: i, '
,X ), X numero real} sea:

A= (0,..0,0)5 ¥ A= (0,0.0,1,.00,0), i=1,...,n, el punto

cuyas coordenadas son nulas excepto la i-ésima, que vale 1.

Definicién (1.2.1). El p-simple standard - &, es la cépsula

AP_, pP< Ny se usard la

convexa.de los puntos Ao, Al, ooy

notacién <)p = (AO,..., AP).. )

E1l numero p se 1lame dimensidn de ’gP . Evidentemente zgo
es un punto, /%‘_un segmento, /g un tridngulo, ete. ZEn gene-
ral, /.Y) C E .

e En I'lgOI', Ap depende tanibién de n, de manera que habria
que utilizar, por eaemplo, la notacidn r . Se puede evie
tar esto suponiendo que el -’&7 del texto es el .




Definicidn (1.2.2). Se llama p—siﬁple afin en E 8

una transformacién afin ¥ /5,.~>En.

_Recordamos qgue una transformacidén afin es una composicidn
de una transformacidn lineal 'y de wna traslacién, ¥y \que toda
transformacidn ‘afin transforma hiperp’anos de cualquier dimen-

sidén en hiperplanos de dimensidén igual o menor. -

Un simple afin estd pues determinadc por las "imégeﬁés"de
los vértives del simple standard del cual proviene. Si CP(A:L )=

B,, designaremos (Bo,. Bl,..},Bp) al simple afin consideradow

!

En particular, '/gr es un ‘Simple‘ afin -

Utilizaremos le notacidn (Bo, oes ’Bi yoos ,'Bp)i___para desig-

nar al simple (B yooo ,Bl 17 By qreees Bp"),:',es‘ d:ééir, el simbo-

A ~ . T
le sobre un vertlcé indica que tal vértice debe suprimirse.

Definicidn (1.2.3). Cara i de ‘8‘, es el simple afin'de dimen-

sién p-1 a(l) (A yeoes Q'Ki,..'., Ap).

Definicidén (1l.2.4). Una p-cadena afin en En‘ es una combinacidn
lineal finita de p-simples afines, .con coeficientes en los rea-
les E. ‘

Es declr, toda p-cadena afln se escri‘be .de la manera
c = z )\ 0' donde GA; son p- s:meles afines y 7\ nimeros
reales.. Las comblna01ones -lireales de . -que hablamos deben enten-
derse como una "suma formal", y no pre‘tendemos darle significa-

cidn intuitiva.

Def1n1c1on (l 2.5). Borde de /SP es la p—l"—cad_e_a"ﬁ_ia'.:af:{n;lb'.‘/cgp=
A ~ O '
i ('1) o ’Ai y oo 'AP) « En particular b¢5°= g




En lo sucesivo, designaremos con X a un espacio topoldgi-

co cualqueera.

.Béfinicidn (1.2.6). Un p-simple singular en X es una funcidn

continua CF /8 -?X. Una p- -cadena sijular en X es una con-

"binacidn J:Lneal flnlta de p-simples s:.ngulares,con coeflclentes

en los enteros Z.

En lo sucesivo omitiremos la palabra'singular" cuando no

haya lugar a confusidn.

Si deflm_mos cmmo suma de dos cadenas ¢ Z (P

H{ Z .‘1' e la cadena

&bpi»qf LM*‘F“ - Zmn ‘¥
resulta que el conjunto de les p—cadenas se transforma en un
grupo libre conmutativo. Lo designaremos con Cp'(X) o simple-

mente con Cp'. Ia base de tal grupo. libre estd 'c"onstituida por

los p-simples.

;E1. soportedel simple [Pp es el conjunto 6'P= ‘Pp( /8‘_,13).
Por abuso de lengua je diremos .que Gp es un p-simple, pero es—
~to no es completamente correcto. Por-ejemplo, si dos simples

tienen el mismo.soporte no son necesarigmente iguales.

Definicién (1.2.7). Borde del p-simple O = @ & es1la
p-l-cadena 'aG'p= (P-P( a&p)'.' ' '

« En otras palabras, el borde de (Pp Be ‘obtiepe restringien—
do (P al borde de "gp‘

El operador borde S G' -—03‘5- se extiende por 11nea11dad

a tod‘o“ Cp, con lo cuyal se ob‘blene un homomorflsmo




P

~
‘ %% p-1 ,
Cuando haya luger a confusidn conviene poner afp en lugar
-\
de <.

Proposicidn (1.2.8). 29 0.

Demostracidn. ' oo
Puesto que 5(35}) = ¢ (Pp (EMSP)) = CP‘,(aaS,,)_, el proble-
ma se reduce a probar Bc\/gr= 0. Se tiene:

8 Z (-1)? c)(A  eees 'Xj,...', Ap)

J"'

N
Z, —1}22(-1)@@ e, 1,..., Bjyeess Ap) +

+ (—l)i -1

N A
. - (Ao'..', Aj,..., Ai,l.., Ap).k [}
(X2

lo cual es nulo por cancelarse sumandos con coeficientes opues-.

tos'.//_/

Definicién (1.2.9). Sea c, & cp. ¢, se llama p-ciclo si. é_cp=o,

. - A ;- 3 .
y se 1llama p-borde si cp- ccp+l, para algun op+1 G Cp+l

Los conjuntos -de los p-ciclos ¥y p-bordeé son evidentemer&,e
éubgrupos de Cp, en virtud de la linealidad de S . Los desigfla—

°/
remos Trespectivamente con P s BC +1? de manera que

=Ker(® ) ; ©C_ . =1Im(S):
.(' p) " p+l ( pla
Ia proposicidén (1.2.8) asegura que écp‘ C G 4 de ‘manera
\ ) ) 0 _ o -
gue Ocp+l es un subgrupo de C_. Ademas, tanto cCp 1 como C

son libres, en virtud de (1.1.5).

Ia sucesidn

0 i -
O—>C »—l>C .——“PéC ~> 0
p |y P
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' ' : . . - o~ Qo
-donde i es la inmers:Lon, es exacta, y ademds Bcp =~CP/ CP,

de manera que apllca.ndo (1 1.6) concluimos que

‘ P
Cp C @D y CON D Cp.

La siguiente es la definicidén fundamental de este pdrrafo.

Definicién (1.2.10). Hp— H (X;2) = C /BC .1 es el pZgrupo sin-

gular de homolog:l'.a del espa01o X con coeflclentes en Z.

-0 -

§ 1.3. Cohomologia singular.

Una funcidn £P que asigna a cada p-simple G' de- X un nume-
ro real serd llamada una ;g—cocadena. Tal funclon se puede ex-
tender linealmente a todo C ’ obteniendose as{ un honomorfismo
de C_ en los reales E. Con la definicidn obvia (fp+gp)( C\') =
- 2P ()' ) + &g5¢ <)- ), el conjunto de P-cocadenas queda convertldo

en un grupo con_mutatlvo.

Mds generalmente, £P puede hacer corresponder a cada .U"pCX
un elemento de un grupo 1cor‘nnutarl:ivo cualquiera G, no necesaria-

mente E. Esto conduce a2 1la sigu‘iente )

Definicidén (1.3.1). Sea G un grupo conmutativo. cP= CE'(X'G) =

Hom( (X), G) es el grupo de las p= —cocadenas en X. con coeflclen—

tes en G

Z1 operador borde d :Ap+1--> cp induce el operador dual
. -
o : Cp~->0p+1, definido por

g‘fp(c fp(bcp

p+1 +1

Definicidn (1.3. 2) S = B : C ——>Cp+1 es el operador coborde.
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Definicidn (1.3.3). Sea feCP. T se lleme p—coc:iclo si 8§£=0,
y se llama p-coborde si f= Sg, con algin ge_Cp—l.

Es trjx'rial comprobar que los conjuntos de los p—_cocicloé

AP p- ;
C* y de 1os p -cobordes 80 forman grupo, y es

GP= Ker( 2, I SeP1s Im(ép)..

Ademds, de &0 =0 resulta inmediatamente que 88='0, lo cual

oP-1

. 0
asegura que 8 es un subkgrupo de cP.

- ) ) 0 - .
Definicién (1.3.4). HP= HP(X;6) = cBf&cP 1 es e1 p-grupo sin-

guler de cohomologia de X con coeficientes en G.

Esta deflnlclon sélo tlene sentido para p?O. 31 p=0 es
$ P -1_ .40_ %0
c g, v se define "H = C .

—-0-

§1.4. Invariancia topoldgica de H ¥y B>,
H -

Sea Cb X->»Y una fvncidén continua entre espacios topold-

gicos X e Y.

Por composicidn, Cb induce una transformacidn entre los

simples de X y los de Y, definida como
(&%) (2e) = (&%) (A),
la cual se extiende por line8lidad a las cadenasy de manera que
¢¢r5 c,(K) = C_ (1).
Probaremos que bd“” = (i:*é , €S dedlr, qﬁe el diagrama

¢ .
CP(X) — i cp(Y)

*
Cp_l(X) — Cp—l(Y)
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‘es conmutativo.

Evidentemente, basta probarlo para los generadores de 'Cp,

es decir, para los simples ‘TP= (F).SP

Se tiene:

26Ty = 205 =4, 50% )k 420,
Andlogamente, ¢ induce el dual de d;,_a:

¢¥: P(v) = Px)

definido medisnte Cﬁtfp( 6’) = fp(¢ (Y ) en-los szmples y ex-

tendido por linealidad.

De Gd?* ¢*c y de la deflnlClOIl de ct)* resulte inmedia-
- tamente qd:‘ d:*g

Por conmutar con b resulta gque ¢-H' conserva ciclos y bor-

des, ¥y por consiguiente induce
¢¥= H (X32) — H_(Y52).

Andlogamente, d)* conserve cociclos y cobordes, ¥ por lo
tanto induce

¢*: BP(156) — 1 (X36).

51 se tienen dos. funciones continuas X —» Y -34.‘!1 entre

i

tres  espacics, se obtiene inmediatamente que
) . X * { -"K
(Wed) = Woedy;  (Wed) = o y™
En particular, si W=X, 45 es un homeomorfismo y & = ¢ -

resulta gue (\fo¢ ’ gﬂ"d‘w y ¢xoqi¥son identidades, lo cual

prueba gue:

Proposicidn (1.4.1). HP(X';Z) y HP(X;G) son inveriantes topo-

1dgicos.

| . _
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No debe pensarsé gue. la reciproca de esta propoSicién es
verdadera. Es decir, H (X3;2) = H (Y;2) vy HP(X'G) = HP(Y'G)
no implica que X e Y sean homeomorfos. Esto dice que los grupos
Be homologia y cohomologia son insuficientes para caracterizar

topoldgicamente a un espacio.

En realidad, para que X e Y tengan los mismos grupos Hp
¥ Hp basta que sean homotdpicamente equlvalentes, gin necesidad
.de ser homeomorfos. No probaremos esta afirmacidn -pues no la

necesitaremos—, pero trataremos de aclarar suv sentido.

17 f2: X ~->» X se llaman ho-
motgplcamente eguivalentes si existe una furicidn continua f.
. XxI—>X (donde I= 10,1 ) tal gue £ f[Xx{og y £, =

fﬂx-x{l} ('). En simbolos, f, ™ f..

Definicidn (1.4.2). Dos funciones f

1 2

. Definicidn (1.4.3). X e Y se llaman homotdpicamente eguivalen-

tes si existen f: X>Y y g: Y X tales que gof ¥ Iy
(= identidad en X) y fz:g‘t’IY,

De esta definicidn surge trivialmente que si X e Y son ho-

" meomorfos, entonces son homotSpicamente equﬂv@lentes. Basta ele~:

gir f wun homeomorfismo y g = L,

Ia reciproca no es cierta. Asi por ejemplo, una esfera en
En es homotdpicamente equivalente a su centro, pero no es homeo-

morfa a é1.

Lo afirmado mds arriba se expresa nds claramente esi:

('): Dada una funcién g definida en un conjvnto 4, y B un sub-

conjunto de A, se designe gIB a la restricecidn de g en B.,
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Proposicidn (1.4.4). S5i X e Y son homotdpicamente eq_uix.ralentes
con f: X—>Y (cf. 1.4.3), entonces f : Hi)(X;Z)—\-_ HP(Y;Z) vy
y f: BP(¥;0) —» BP(X;68) son isomorfismos. '

-0-

§ 1.5. Relacidn entre H y uP.

P

En §l.3Ahemos definido el grupo de cocadenas éomo
cP(x;6¢) = Hom( C_(X); G).
‘ . R w

Es nuestro propdsito ahora ver bajo qué condiciones se

puede afirmar que

BP(x;6) ¥ Hom ( H (X)35@).

Proposicidén (1.5.1). Una cocadena es un coeciclo si y sélo si

se anula en los bordes.

. Demostracidn.:
[+
sea fPe 0P, es decir, 5£P= 0. Entonces fp(c\acp+l) =
S £P - '
bf_(cp+l) = 0.
. D, - &
Reciprocamente, si f*(¢e +1) = 0 para todo -°p+lc. c

' p+1’
resulta 6fp(0_p+i)= 0, es:decir, &fP= 0. /// :

- Proposicidn (1.5.2). Si una cocadena es ui coborde, entonces

se anula en los ciclos.

Demostracidn. . _
Sea fP= ggp_l y acp= 0. Entonces
o1 D
(e )= 6% (e )= & (dc )= 0. ///

Como vemos, (1.5.1) caracteriza completamente los cociclos,

pero (1.5.2) sélo da una condicidn necesaria para que una cade-




21 definido en todo C

-1 6..

na sea un coborde. Ia propiedad de una cocadena de anularse en

los ciclos no asegura que sea un coborde, en general.

Veamos qué significa la afirmacidn cuestionada. Precisamen-
. o]
te, que si Pe CP(X;G) y fp'(c )' = 0 para todo cpé. CP(X), en-
tonces existe gp—lc-‘_ Cp—l(X;G) tal que £P= égp—l.

Ante todo, g})—l estd bien definida en bCp(. CP-l medien-
. p-1 " 2P,
te Sec ) = fP(c ).
g (¢ . (c))
. . b-1 .
El problema consiste en extender g a todo Cp 1’ Consi-
deremos el diagrama
0 —=¥_ ——~C_
-4 -
¢ -

G &
donde 1i- es el monomorfismo de inmersién. Vemos que si G es in;
yectivo ((1.1.7)) entonces t'al extenxs_'ién sé puede hacer .y resulta
P . “Ademds fP=" gg _:-L_puesto que
¢ p-1 P p-1 ; - p-1 '
e,gp (cp)= £ (,cp), por definicidn de 75, Usando (1.1.10)

obtenemos pues:

Proposicidn (1.5.3). Si G es divisible y si una cocadena se

anula en los ciclos , ‘entonces es un coborde.

En particular, eZ_L grupo E de los rezles, en el cuel 'estare‘—

mos especialmente interesados, es divisible.

Consideremos ahora el problema due nos hemos propuesito al

comienzo del phrrafo.

0 A 0 .
sea £P€CP y c_€C_. En virtud de (1.5.1) y (1.5.2) se

. =1 p-1 :
cumple, .para cualq'IAu.er g ec N cp+l € Cp+l’

e T
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£P(e )= (£%+ 56" )(cp+ ocp+l)

es decir, . ”‘(c ) sélo depende de la clase de homologia .{ S
de cp y de la clase de cohomologia {fp} de fp

Entonces fp(cp) determina uvna funcidn bilineal

2P (X;6) = Hp(~'X;Z) ~— G

2

definida mgdiante
A} s e f ) —o £PCe).
chhd de otra manersa, queaa deflnlda una funcidn lineal
HP (X;6) —> Hom(H_(X; z) )
mediante ,
[P} —s ( fo k=P ).

Sabemos ( §1.2) que é , sobre el-cual esta funcidn se de-
* fine (usando fP en lugar de {fpg ) es un sumando directo

' de Cp, sieﬁdo Cp:’ Ep @ D . Entonces podemos extender triwvial-
mente a tal funcidd a todo Cp,,mediante {fp}(Dp)z 0, de mane-
ra que

B (X36) —> Hom(H_(¥32)36)

se convierte en un epimorfismo.

" Si ghora suponemos gque .G es divisible, entonces el nticleo
del epimorfismo se reduce a O, en virtud de (1.5.3), y obtene-

mos:

Provosicidn (1.5.4). Si G es divisible, entonces HP(X;G)fg
HOECHP(X;Z);G).
En particular, tal isomorfismo existe si G=E es el grupo

de los reales.

-— e
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\

§ 1.6. Grupos de De Rham en variedades diferenciables. -

Considerarembs ahord el caso en que el espacio tobolégico ' T‘
X considerado en'§l.2—5 sea unaiiéfigggg}diférenciable Mde n
.dimensiones. Todé lo dicho sobre X vale en este caso particu-
1ér, de mahera que, por ejemplo, los grupos de .homologia y co-
homologia singular, HP(M;Z)- y HP(M;G) estdén bien definidos.

- {
Pero -ahora aparecen nuevos problemas a considerarse.

Por ejemplo, podria modificarsé la definicidn de simple

singular de la siguiente manera:

Definicidn (1l.6.1). Un p-simple diferenciable en M es una fun-

cién diferenciable "?p: /gp—ér M.

Dicho en forma un poco més\@recisa, suponemos que ‘F es-
't definida y es diferenciable en un eﬁtqrno de /5P, y conside-
ramos su restriceidn afé . : ]

Partiendo de esta definicibn pueden considerarse cadenas di-
ferenciables; en tal caso se supone que las cadenas tienen coe-
ficientes en los reales.E; luego.se definen andlogamente que an-
tes los ciclos y bordes diferenciables, obteniéndose finalmente
los grupos de homolcgia diferenciable con coaficientes en los rea
les de la variedad M, designados con HP(M;E) = HP(M);
Se dumuestra -cosa que no haremos agui- que tales grupos son iso=-
morfus a los de homologia singular, cuando se toman iguales coefi-

cientes.

Més profundas modificaciones se consiguen cuando se considera
la cohomologia de M, De esto nos ocuparemos ahora., En el trata-
miento que veremos, no surgird a vrimera vista la relacidén con

con la cohomologia de M, pero més tarde veremos -~y éste es uno

Feod sl sa

de los principales objetivos de este curso- que ambas teorias i

son equivalentes en un cierto sentido.




-19-

Designaremos con X [5 yeeo a formas diferenciéles -las
llamaremos. formas, 51mp1emente— en M, un indice indicard el
grado de la forma. Desugnamos con FP FP(M) al conjunto de
les formes de grado p, .y F= F(M) z P, Ta suma y el

p=o
producto exterior de formas convierte a F en un dlgebra.

La homologia que usaremos serd la diferenci‘able.
Una herramienta fundamental en lo que sigue serd el siguien-

te teorema, .gue suponemos conocido.

Proposicién (l.6.1). (Teorema de Stokes). Si ,.o(er(_M). v

cé& Qp+l(M) , entonces .
5(10‘ = j(x 9
c e

donde dol designa a la diferencial de = .

Antes de éeguir adelante, notemos que la analogia entr e
formas y cocadenas viene dada por el hecho de gque a toda forma
0(p le corresponde una cocadena £P de la manera

_‘xp.__} fp(cp) = fu‘ip.

c
p

De manera que, por la fdérmula de’ Stokes, el operador S pa-

ra formas coincide con 4.

_ La definicidn anélogé a la de cocicloé 'y cobordes es la .

sigviente:

Definicidn (1.6.2). TUna forma X se llama cerrada cuando

dX='0, y se 1llama exacta cuando &= d@ y para alguna forma . (2.

. 0 A -
Designamos FP a1 conjunto de las p-formaes cerradas, de .

al conjunto de las p-formas exactas. Adends, Fo‘.= Zﬂp y
: . P
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aF = ZdFP—l. Todos estos conjuhtos son subespacios ’Zv,_ectoria—‘
P . _ o-, .
les de ¥, y la igualdad .dd=0 asezura que ar¥; 1€ FP.

De la igualdad d(-o(l\gb) = d-x I\O -: <(-;l)p o(mi&b , -donde
p es el grado de X , se deduce que F es una subdlgebra de F.
'Asimismo, dF es un ideal de 3(5)‘, puesto que si KL €d4F ¥y (be‘%‘
se obtiene, escribiendo o = 4¥ : '
AN = d‘éA(& = d(6 A B),
en virtud de.que dfb: 0. )

0- .- :
“Definicidn (1.6.3). RP(M) = fp/ ar? 1 es el p-grupo de De

Rham de la variedad .diferenciable M (p=l,e..,n).

.Esfa definicidén no tiene sentido para p=0; en tal caso se
. [+]
define .R°(M)= F°.

"Examinaremos ahora un poco mds de cerca la relacidn entre
los grupos de De Rham y la cohomologia de M cuando el grupo G

de cpeficientes de esta Yltima es el de los reales E.
Cada p-forma X define una cocadena £P= Joi mediante
5 (e) = I&X(c ) = c_€C
(cy) (c)) cj_:x, p €0
P
de manera que

J; FP(u) = cP(u;E);

'evidentemente, J es lineal.

Veremos que dd = SJ. ¥n efectd, para cualquier ok(:FP

y cualquier ced L1° Se cumple}

p+l’ ,
J(dOL)(C) = deK =bjo{ = JO{(.b‘C) =' SJ(JO{)(C).
Cc ‘oe :

Entonces do= 0 implica SJO{'= 0O v ™= dt’b ‘ifnplica
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dX = bJP y es decir, Jtransforma formas cerradas en cociclos ¥

" formas exactas en clobordes:
0 0 ' - -1
J; PP P ;i aFP 1 8cPL.
~Enfonces J induce un homomorfismo

Tyt r® (M) —rH%(M;E).

E1l teorema de De Rham, uno de los principales objetivos de
. este curso, demuestra que en realidad - {* es un isomorfismo, de
- manera que
D o~ D
R (M) = H*(M;E).
- Esto muestra nada menos que.las propiedédes topoldgicas (hase
ta tanto, claro estd, que estén caracterizadas por la cohomolo-
gia) de una variedad estdn determinadas por las propiedades ana-

liticas de.sus formas diferenciales.

En virtud de (1.5.4) el teorema de De Rham se puede enun-
ciar . .
RP (11) < Hon(H_(X;E)3E),

esdecir, todos los homomorfismos de Hp estdn dados por formes

diferenciales.

Obsérvese también que el teoreme de De Rham implica que la
posibilidad de resolver la ecuacidn diferencial &= dé (¢ (2>in-

eégnita) depenﬂe de las propiedades topoldgicas de la variedad.

e ® Ll

‘%+ §.1.7. Privialidad local de.los grupos H , Hpggy g®,
: . : D 4

4 . \
: Daremos ahora el primer paso en el camino de la demostra-

1 cidén del teorema de De Rham. Probaremos que si p>0, entonces
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cada punto.de la variadad diferenciable M tiene un entorno su-
ficientemente pequefio tal que considerado como una subvariedad'
diferenciahle de,M,zlos correspondientes grupos Hp’ 5ig y .Rp
se.raducen al elemento O. En el caso de Hp y i esta prople-
dad vale también en otros espacios tonoléclcos. Tste resultado poL
lo menos en el caso de una varledad M; era de esperar, puesto que
se cumplen las condlclones de 1ntegrab111dad (= es cerrada) enton
ces deriva de un potencial (=es exacta); este resultado estd én ¢
eualguier libro de Cdlculo) y toda variedad se comporta "en peque-

go" como E .
n

Eea ue demostrar pues que "en pequefio" todo ciclo es un
Yy qQ b

borde, todo cociclo .es un coborde, y toda forma cerrada es exacta. -

Demostrarembs algo mds qué el hecho de que la propiedad se
cumple para algin entorno de cada punto;. la demostraremos en el
caso de due el entormo sez un conjunto contractible al punto en

el sentido siguiente:

Definicidn (1.7.1). Un conjunto UCX es contractible al oun-

to 8&U ' cuando U ¥y © son homotdpicamente equivalentes {cf.
1040 3)'

Es decir, debe ex1st1r una. fun01on conti nua ¢ UxI—=>T
(I= [O 1:]\ tal que @(x )=x ¥ 4>(x 0)= ©, para todo x¢U.

¢,se‘11ama contracecidn.

En particular, si Mz-En y U es estrellado con respecto
a @ -es deeir, si para cada x €U se cumple que el segnento

19,1 estd ¢gn U-, enponces U es contractlble. Como contracnlén
. 7 1 :
puede tomarse a ¢tﬂ T yeseyX = t}-——é (x - 't:(x -X ),...,

n n n ", 1
Xo * +(x -xo) dondle (xo ,...,xo)_
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El caso p=0 ‘presenta diferencias, ¥ serd considerado se-

paradamente.

Comenzaremos con Hp .

Proposicidn (1.7.2). Si UCX es contractible al punto © €U,

entonces HP(U) = 0 para p >O0.

Demostracidn.
Hay que probar gue todo ciclo definido en U es un bordey

. L™ )
es decir ac = 0 dimplica c¢ = C&¢C ara ¢_ € C (U > 0.

la demostracidén se hard asi: se encontrard un operador
K CP(U). ch+l-(U)’ p>0, tal que

8K + K& = identidad, para p >1.

Una vez demostrado esto el resto es trivial, puesto qué<si
o .
cpé—. CP(U)‘ se obtiene inmedistamente éch= cp, es decir, cpe
~ Ao
8C,,q+ Entonces CP prl Y p.(U)
El problema se reduce pues a encontrar K; su construccidn,
por razones intuitivas, se llama "construccidn del cono".

Consideremos en primer 1ugar el simple standard »8 o en En

Si (B sesay B ) es un p-simple afln ‘en E y A wn punto
diferente de Tos B. ~definimos el operador A medlante
: A(Bo,..., B ) = ~(A B 0rt e Bp.), y lo extendemos a las cadenas
afines por 11nea11dad. Entonces A transforma p-cadenas afi-

nes en p+l-cadenas aflnes.

Ahora bien:

/Sp+1= (Bgoeves hy) = & (2

3 'aéo) es la cara O de /S

. ) (o)
R p+l O jo]

p+l’ Entonc_:es:
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b4t 3 A
~ - - Ay =
88 e B g B
) J=c %L 3-1 A '
.: (Al’.-c’ Ap+l) - .3(__:_‘!— (_l) Ao(Al’occ, Aj,-f-, AP+1) =

= a(o) - A Ba(o). . 3
D o P i

En consecuencisa,

éAoaéo)+ Aoaaé\()): aéo). .
(o) -

Es decir, en el caso particular de la cadena ap , .K se
reduce al operador Ao.

Consideremos ahora el caso general de un p-simple O—;)
en UCZX. BSi ‘% él()o)———r(fp’ entonces G'p= \9*31(30)

T R VL YR DYs SR

Extenderemos la funcidn '? a un p+l- simple
¢: 8 ps1 >0 1

de manera gue ¢ [aI()O)z (f

Sea v un pumto cualquiera de: aéo) e I= tO é’tél}%

tAo,v:[ una parametrizacidn lineal del segmento [Ao,v].

+1

P(v,t) = b)),

donde d? es una contraccidn de U; evidentemente se cumple

Definimos ‘-F:/gp —>U nmediante
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¢ (v,1) = P(v)i Fv,0) = e.
Definimos KO' ' mediente

‘ _ %, (o)

K2 O 1™ tﬁ,%pﬂ- ‘?«Aoap ,

y extendemos K 11nealmente a2 todo

L)

K: C_(U)—>cC
Y b+

es un homomorfismo, .y se cumple

CP(U).; - entonces

26 Wd, by T o4, S0 B4 20,
~ CF;;(A (o)TL
Entonces, o
?Ks'p + KeG =% aé9)= G,

relacidn gue se extiende lirealmente a2 todo-

siguiente ®K + K& = identidad,

Considermos ahora el caso

como imagen a un pur_ltd G'o ¢ U,

> {__,'= H (;-.: - Q.
&0 =0 ; EKJO G- ©
Para una .

. O—cadena;
e = Z’Xi G'(()l) resulta por 1li-
nealidad:
= Z.)\.K 6'1 H
1 1 (e}

Notemos que c,

éxc_z_l(c'

ces dos O-ciclos son homélogos si y sélo si sus

Zuales. En cohsecuencia:

Proposicidn (1.%.3). HO(U;Z);=

Z3

CP(U}, y por con-

en CP(U).///

p.=0. Un O-simple en U tiene

y se cumple

—Z?\ 0.

es un borde si y sdélo Sl Z'} = 0. Enton-

ZR

_e_J)

SOII i-

HO(U;E) = E..

Pasemos ahora a HP. También consideraremos en primer lugar
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el caso p>0.

Proposicidén (1.7.4). 8i. UCX es contractible 2l punto O,

entonces HP(U) = 0 para p>0. -

Demostracidn.

Definimos el operador duel de X,

x*: ™ (m) —s cP(u),
mediante . :
| P ) - P (g G,)-

Se cumple evidentemente (3K)¥= K*g , de maners Aque
K + K3 = identidad, implica
¥ S + & £¥= (ident.) = ident.,

de donde results, andlogamente como en (1l.7.2), la trivialidad -
de EX(U), p>0. ///

- ' o
- Consideremos ahora el caso p=0. Si coeCO(X_;'G) y G, ¢ _

- 1
Cl(X), se tiene:

_ o - 226G ) = o° Oy_ - 0r 1 _ -t
0 = §c°(0)) = c®(R6)) = °(02)-<57), 3.
lo cual impiica que c® es un cociclo si y
s6lo si es constante en cada coinponente ar- 'G_o

-]

co-conexa de X. Es decir:

Proposicidn (1.7.5). HO(X;_G) estd constituido por las funcioc-

nes definidas en las componentes arco-conexas de X con rango en

G. En particular, si X es arco-conexo, se cumple HO(X;G)= G.

Andlogamente, (1.7.3) se puede generalizar a todo X, y re-
sulta que Hé(X;Z) es el grupo libre generado por las componen-—

tes arco-conexas de X, y si X es arco-conexo, se obtiene HC(X;Z)z;.
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Resta considerar el caso RP.

Propoéicién.(i.'?.E).' Si HEM es contractible al punto @,
entonces 'va('U) = 0 para p>0.

Demostracidn. _

Hay .que probar que toda forma cerrada en U es exacta. Pa-
ra ello, vahé_logamente que en (1.7.2), se ené’éhtraré, u.n opera-
dor A : : |

‘13 BP(0) > ¥P7H(U), p>o0,

(no confundir I con la identidad) tal que
Id-§ 4T = Identidad,
de manera que si ©{ es cerrada, enfonces dler = KA.
Sea pues Cb une comtraccidén de U:

¢: UxI —U,
x,0) = ( ¢rex, 1),y $0, 1)

'(ho confundir ‘I= [O,l] con el operador I).

i J
Sea A= T, 331,...,3 (x) dx ll\...'\dxp e FP(U)

Ia fu.nc_iéﬁ 45 induce
¢ (1) —» PP (UXI)

definida: mediante

X 4K . J :
47 X= 24; a;l...,j (x) &ax ol SURN ¢*dxap =
Z‘ _a ...J 4«}() d¢ .o Ad &Jp’y

dbnde

d¢j= 2 c¢é Ty o¢

ox“ e} 4 at.




Reemplazando estos valores, resulta gue se puede escribir

47*«_: [5'*' 2{ ’

=2y
j

¥- 7, L d -
) ch.'nutjp(f,t) thdX lA n-nAprlo

3y i
; (x,%) ax Incoonax Py oy
3 |

Las formas & y > estdn completamente determinadss.
3

Definimos el operaéor I mediante

. . t=i ’ )
x J J
S¢d Z— { 5 Leeed (x,1) dt%dxlk...Ade_l.
t=c ¢ Y . )
mtonces \d)gKA

| S pe - iy 1 (x,8) 4o 1]/ ;
AT = Z{f = ]{//dx hooionax P

k
=0 bx

Por otra parte, escribiendo sélo los términos que dontie-

nen dt y recordando que ¢* conmuta con d4:

d*a o = 4 d* = d(g,n()

”‘J Jl d

b
—Z_—J dtkdx Ao-uAdxp"'-oo‘}'

30t J 3.
-#ZT L dxk.i\dtl\dxlh‘..._l_\dxpl+‘...‘,
C}x : .

de manera que

ti L\b . )
’ J o\'-J J J
Id"{=5 Faoc ZU_lt_B dt'i dx Ta ... Adx P -
tQC. ' ) L
J ---3 ) d Jd_
s &x

= p(x1) - @ (x,0) - dIX.
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i En consecuencia,
IdX + dI = (5(1:,1) - (b(x,o).

Resta calemlar el segundo miembro. Probaremos gque (3(x,1)

= y (b(x,O):O, con 1o cual %a demostracidén concluye.

Consideremos las funciones

J
U ———"_i_.. UxI —T,

d
o}

donde Jl(}t) = (x,1), Jo(x) = (x,0).
3e cuumple

¢° J%: I :U0U->»TU,

<¥°JO= 0; U0,

de donde

Ji(?;%?f) = Jl“(fb*o() (& qu)*o( = ol
JO(‘?-‘-X) = ;T;( ¢*d) = (\éoJo)*o( = 0.

Pero, d.gsigna:ado con J =a cualquiera de los Ji , 1=1,0,

se tiene:

I*(x) = f(«fx?;

™ .
J¥axt =5 I axd = D, 22X gxd - axt
33( oxJ 3= axa
Mo N+l v~
c
J*at—?:“ﬁ ax? =5 \b‘?.de:o;
J=i OXJ 3:' OXJ
y por lo tanto
: i _5 j 3 -
JlL( E)+\6)‘(X’t) N ZJ bjl-...jp‘,('-x,l) dx 1A e Adx * = (-"'(X,l);

j N
. . (X’O) dx 1A e s 0 ‘\dX p =
Jl. . o Jp ’

M

|
»
0
o

3 ( é+}§ $(xz,t)
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En consecuencia, [ (x,1) = o, @(X,O) = 0. ///

é".

9]
En cuanto al caso p=0, se :jiene RO(U) = FO(U). Pero f¢

o .
¥o(U) significa O= af= Jé—i dx" , lo cual impliea  f= cons-

tante. Entonces: x

Proposicidn (1.7.7). ®°(U) = E.

Para terminar este pdrrafo daremos otra demostracidn de
(1.7.6), probablemente més sencilla pero un tanto mds débil,
puesto que probard gtte si ™ es cerrada em un entorno U de
un punto xA (Mo necesariamente contractible), entonces exis-

te otro entorno: VLU del mismo punto en donde o es exacta.

- [V .
Sea pues o((—;FQ(U), p>0. En un entorno de x, o se

i : 1 n
puede expresar en un sistema de coordenadas localeS X y...,X ,

y siempre se la puede escribir
; 1
O( = dx I\(o&+ O(O,

donde W y 0{0 no dependen de dx1; Probaremos que también

se la puede escribir
ok =af+ X,

con @ inciependiente de dxl y 011 independiente de -xl y

‘“*. Para ello, si

. < i i
W = 8; - Ta..onax P71 i £,
ZJ 1peeeiy g ax B dx , 1j¥l,
tounanos .
i i
B = E.f, X ax TA ... Aax P7T ,
{1 i i
s 1. L AN ) P_l
con
LN
ef .
ll"'ip—l .
\@xl 11. .o 1'0—1 s
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lo, cual siempre es posible, por integracién: aungue tal vez Pl

3sté definido en un entorno mds pequefio.

.Se ob:bigne pues
dPl ax* AW +‘6

donde \-‘1 no depende de dxl. Definiéndo ol = o - ¥ ob-

1 ) 1
tenemos la descomposicidn

K=dpy + ol

.
con fal y oo independientes de dx”.

Resta ver que 0(1 es independiente de xl, para lo cusl

usaremos el hecho de que o es cerrada.

del= 0 implica 4 o<1= O. y puesto que o(l -no depende de

1 2a C
dx™, de agui resulta - .= O para todos los coeficientes a de
o_L
. X . . <
0(1. En consecuencia se lozra la descomposicion deseada

o = d{\)’1+ dl,

con las propiedades exigidas.

Usando el mismo argumento con .o(l en lugar de o4 s+ Se ob-

tiene

%= dPg + O

con [32 indegendiente de ax® y ™

ax°. Adends

5 independiente de x2 ¥

0(2 7 {52 son también independientes de x~ 7
dxl,_ por ssrlo asi o{l.
Reem;'lazando, obtenemos

o = af( Pyt .(5'2!)_ "_'_'dz‘

Repitiendo el prodeso, se llege & la‘-descdmp,osici'dn

. i v =
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o= 4 (. (51+. .ot {z’n) +X
con Pi independien¥e de .xl_,...', -x‘l-l, -dxl,...,dxl, y o(n
. Hem . 1 n . .
independiente de xi,..;; xg,;dx;,...,:dx.. Pero ocne;FP,
P> 0, 1o cual implica ¢>(n= 0. Si definimos [} = f&l+...+ ,_(bn

se obkiene o= de. /).

—-0-

§'1.8. Operadores de homotopia.

Un grupo (conmutativo) graduado A 'gs .aquo%l que s& puede
representar como suma directa no trivial ‘A= Z Ai. Si ademds
S i=0
el grupo graduddo A tiene éstruptura de ahillo y se cumple

AiA‘EICAi+j" se llama anillo gradusdo. Un ejemplo de anillo gra-
duado es el dlgebra F(M).

Un grupo graduado se llama uh complejo*de grado r si .'eﬂ's':'—'

t4d definido en €1 tn operador diferencial de grado r, es deéir,

si existe d: A—>» A tal que -4d: 'Ai-iﬁﬁr’ ‘pera. cads i, y se
cumple dd=0.

Un complejo de grado r se llamd homotdpicamente nulo si

i<r

existe un endomorfismo ~h de grado -<r, es decir, h: A—> AL

v ademds se cumple dh'+ hd = Identidad. Tal endomorfismo h

se-1llama operador de homotopia.

Por ejemplo, si UCM es contractible, F(U) es un com=
pledo homotdpicamente nulo de grédo 1, d es el operador dife
rencial e I el de homotopia. Lo mismo sucede con C(U), de
grado -1, siendc ¥ v K 1los operadores respectivos.

Es nuestro propdsito wer qué relacién existe entre los
operadores de homotopia I 'y K. L1 resultado es may -andlogo
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a la férmula de Stokes..

'Proposicién (1.8.1).. Sea UcM contractible, ceCp(U) y
'O(G.FP+1(U), p >0. Entonces '

Ke e

Demostracidn.

Observemos primero que si [SGFP+1(U) y g eCé_l(U),

I
Kg' @
puesto que Ip no contien el pardmetro. t.

entonces

PR

Por 1o tanto

_JOL f Tde + dIOC = f dId = f Iee = f Tel =
Ke Ke Ke “¢Ke c-Kde
= {10t . 21/
c
El caso p=0 es diferente. Si
=T Gl ec () v ol ext (1), -
se tlene

fo( 2 foL

>, \i fdloc +Idoé=
A .Ko‘::

_ b li,lu[i -z N\ Io(le
g Uo ' '

N——
o8

H ‘
2

11

Zl

=0~

'§1.9. Homologia y cohomologia simpliciales.

Una exposicién mds detallada sobre elmaterial de este pa<
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rrai_‘o' puede verse, por ejemplo, en [5 ]

Un p-simple afin -(Bo,..., Bp) en E  se llama euclideo

si sus vértices estdn em posicidn general, es decir, si los
vectores _Bi— Bo, i=l,...,p 8on linealmente independientes.
Entondes, no mds de m puntos de un p-simple euclideo estdn

en un hiperplano de dimensidén . m-1.

Una familia de simples afines en E_ se llama regular cuan-
_ 0 mple n reg .
do la interseccidén de dos cualesquizra de €llos es o bien vacia.

LN

0 una cara comun a ambos.

Definicidn (1.9.1). Un complejo simplicial K es una familia

regular £inita de simples euclideos en En.

 Ta dimensidn de K es el mdximo de la dimensidn defsﬁs
simplesi Lé.unién de los puntos de las imdgenes de todés*los
simples de X, con-la topologia induecida: por En se llama el
poliedro de K, ¥y se simboliza [K|¢;Se dice que H es una tri-
angulacidn de [Kl. Un espacio topoldgico se llams triangulable

_cuando es homeomoffo_a algin poliedro de un complejo simplicial.

Una transformacidn simplicial es una funcidn ¢' K ->»K!

- entre compleaos 81mp1101a1es, que transforma vértices en vérti-
ces y 31mb1es en simples, en forma afin. Ev1aentem°nte, d:lnr
duce una funeidn continua kb[ \K[-—’lK [ entre los correspon-

dientes poliedros.

Definicidn (1.9.2). Un conjunto K (cuyos elementos se lla-
man vértices) y una famiima.(finita o infinita) de subconjun-
tos no vacios de XK y constituido cada uno de ellos por un nu-
mero finito de vértices (tale§ subconjuntos se llaman simgles),

se llama un comple jo simplicial abstracto o un esquema simpli-
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cial, si:
&) cada vértice de K pertenece por lo menos a un simple} y

b) :cada subconjunto no'vacio‘dq un simple es un simple.

" Como se ve, es ésta una abstraccidn de la nocidén de com-
plejo simplicial. Obsérvese también que ahora no se pide que

haya un ntmero finito de simples.

Se.define la dimensidn de un simple de un esquéma simpli-
cial K como el niumero de sus vértices menos uno, y la dimen-
'sién de K como.el mdxigo de la dimensidn de sus simples (pue®

de pues ser infinito).

Una realizacidn geométrica de un esquema simplicial es una
correspondencia biunivoca entre sus vértices -y los de un comple-
jo simplicial, tal que cada simple del esquema simplicial se

transforma en los véqﬁices de un simple del complejo simplicial.

Puede demostrarse, aunque no lo haremos gqui, que -cada es-
guema simplicial finito de dimensién n +tiene una realizacidn

geométrica en E y es éste el resultado Sptimo, es decir,

2n+1’

existen esquemas simpliciales de dimensién n no realizables

en E?n' TLa figura ilustra el
caso n=1 (los puntos gruesos
‘son los vértices; dos vértices

unidos »or una curva significa

que constituyen un simple.).

Definiremos ahora los grupos de homologia de.un esquema
simplicial finito K. Para ello consideramos un orden en sus

vértices. Tal orden induce un orden en cada p-simple de K,

digamos (Bio,..., BLP ), io< il<... <ip. Diremos gue
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(B, yes+y B, ), con B, =B, , tiene orientacidn positiva (+)
3o T b i -
N k q - .

st (jo,;..,ip) es una permutacidn par de (io,...,ip);'en ca-

50 contrario diremos' que (Bi,,.l., Bj ) tiene orientaeién ne-

gativa (-). ° P

Las clases de equivalencia de 10s blmples respecto a lsa

.paridad de las- permata01ones se llaman simples orientados.

Sea Kp el grupo 1ibfe_conﬁutatiVOgenerado@or los p-sinz-
ples orientados de XK. El homomorfismo € Ki-—* Kp'T s¢ de-

fine en la forma usual,

\ A
&(B, y..0y B, ) = 2_,(_1)3(13 seves By 4u.ug B ),
‘o p AR o J p

¥y se 1lo extlende linealnente a8 KP.

De la misma manera que en el caso singular, resulta ¢c¢=0,
y por lo tanto K = {Kp} p20 se convierte en wn complejo, y
k 4
en é1 se define de la manera usual los érvpos de homoloZia, de-

s1gnadoa ahora con gﬁ; (K), y 1lamados grupos simplicigles de

homologla del esguema 81mpllclal K.

La ventaja de los grupos simplicialeS‘féspgeto de 1l¢s sine
gulares residé:principalmente en el hecho de'que su construc—
ciébn és mucho més simple, puesto que e1~grupo<ae p-cadenas sic=-
pliciales es finitamente generado, y no asi el de p-cadenas sin
gulares. En cambio, exis%é el incoveniente de gue la definicidn
de los grupos simpliciales‘de un @oliedro K depende de -1la trica
gulécién K y del orden élggido de los vérfices. Sin embargo, los
grupos de homologia no dependen de tal eleccidn, puesto gue segdﬁ.

veremos mis adelante, se cumple ‘“LP(K) é'Hb (iki).

Pasemos ahora a la cohomologfa. Una p-cocadena alternade

+P . . - ,
en el esquema simplicial X es una Tuncion lineal en X

e
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Designaremos KP(G) = HomCKp;G)_al grupo de p-cocadenas con

coeficientes en G.

E1l operador g en kP se define en la forma usual como

dual de © sy ¥ entonces: {KP} o se convierte en un complejo

P20
en el cual se define de la manera usuval los grupos de cohemo-

logia con: coeficientes en G, designados con jﬁ;P(K;G).

Si K es unm complejo simplicial finito y»[K| es su polie-
dro, a cada simple orientado.de X 1le corresponde naturalmen-
te un simple gingular en [k]. Esta correspondencia genera un
honomorfismo

K —» C_([X]
. p([ (),

para cada p, que es ls inmersidn de Kp en Cp([K[).

Consideremos ahora uvna funcidn continua

4;: (%] - x,

donde X es un espacio topoldgico. ¢:induce, de la manera

usual; teniendo en cuenta que Kp estd sumergido -en CP([K\),'

. los homomorfismos

. K c (X) ;
: ¥ (K H (X) ;3
¢, 'ﬁép( )= H (%) ;
¢*: 5P (x;6) — P (R).
Veremos mds adelante_la importante propiedaq de gque si
X = '[KI , entonces _4)'* es un isomorfismo en homologia y 4)*

un isomorfismo en cohomologia.
Yo P

(Fin Cap. I)
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" CAPITULO IT. HACES Y EL TEOREMA DE DE RHAM.

FY

: §2.1. Teorema de Bockstein.

En lo sucesivo, llamarenos complejo de cocadenas, o simple:

mente complejo, a un complejo de grado 1 (§1.8).
Sea pues A = {Ap}p'>0 un comple jo, ¥ & un operador di-
" - ‘ +1 "

ferencial (de grado 1); se cumple 5; Ap.y-——" AP v ¥ 55:0.

Definicidn (2.1.1). Un subcomplejo A' = J}A'p}p>o de A es
_—_— e

; S+
una sucesidn de subgrupos 2P AP | tales que 5[A'p: APyt

para cada p 2 0.

Si A' es un subcomplejo de A, entonces la sucesidn de
subgrupos cocientes {AP/ A'p” ip"o forman un comple jo, llama-
Yoz :

do complejo. cociente y designado con A/ A'.

Sea A un complejo ¥ S le restriccién de & aobrei &,
es decir 5p= S'AP. " Los grupos de cohomologia de A se defi-

nen de la manera usuals -

Definicidén (2.1.2). HP(A)= Ker( 8p)/ Tm( ép—i)’ para p>0,-y-
#°(a)= Ker( 8 ).

Obsérvese que la sucesidn {Apf, p=0,1,... es exacta si y

sdlo si HP(A);z 0.

N . _ 3. _ mPY
Definicidén (2.1.3). Sean A = -;A }p‘ao y B=1B }P'_’)O dos

comple jos. Un homomorfismo de complejos h: A—=wB es una su-

cesidn 'hp: Ap—s Bp Yy P=0,1,2,... de homomorfismos Ciue coh-
mutan con é , es decir, tales que el diagrama siguiente es
conmutativo:

1
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opp-1 &, 2§ 042

-— e 5 0

lkfh-l. l’ Lp“ l L7 L. ‘

; < <
[P e 4 Bp—l—o_‘, Bp—o-’ p+;—-’-‘ e o e

Puesto que los h? respetan cociclos y cobordes, el hOmo-
morfismo h: A—»B induce uh homomorfismo entre grupos de homo-
logia hy -Hp_.(A)—,_ HP(B) ; 1la ley de composi’ciéh entre dos ho-
momorfismos tales es (heg )*_= hy © Sy

Diremos que una sucesidn de complejos y homomorfismos de

comple jos es exacta cuando es exacta para cada p=0,1,...

ILa siguiente afirmacidn es bdsica para la demostracidn del

teorema de Becokstein. -

I'S

Proposicidn (2.1.4). Sea O—>A —3>B ~—n+-c —'0 una sucecidn

exacta de complejos y homomorfismos de complejos. Entonces para

cada p20 existe un-homomorfismo de comple jos
A+ BP(C) —> EPT ()
tal gue la sucesidn
0 — HO(4) % HO(B) % HO(C) &+ H(A)— ...
v..—> HP(8) % 5P(B) _Px gP(0) B, wP*l(a) — ...
o8 exactas

Demostracidn.

En primer lugar construiremos el homomorfismo A .

[o RS .
Sea cpe Cp, es decir cp eCp y Sc_p=0.. Puesto que h

es un epimorfismo, existe v ¢ BP tal4que n(v?)= c°.

Se cumple que pr €<Bp+1, ¥y puesto que h es un homomor-

fismo de comple jos, resulta
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n(&?) = §nw? = &P = o.

Estoks, 5@? estd en el ndcleo de " h, .y entonces en vir-
' tud de .la exactitud, estéd en
la imagen de J.

Siendo J un monomor-

. . . +1
fismo, existe un Unico a¥

+1 p+1)_

0— é.Ap tat que j(a

(Hablando sin rigor,
podfiaﬁos decir que ap+1=

.—l‘su ‘-l:' p\ 5 "'l - \
J h "{c”), pero esto no es corracto por.mo ser h = univoca.)

 Ademds, sisndo J un homomorfismo de complejos, se cumple

¢ p+l_ ¢ .. p+rl e¢
358p = Jg‘ ~= 55vP= 0.
- ¢ p+1 o . I .
Lsta igueldad impliea oat =.Qy pues J . es. un-mogomorfis-
Boo® +1 +T - '
;,;:;n_,lo; es decir, P e_Ap

Desgnando con llaves %iu}iéﬁia,alase de cohomtlogia del

elemento escrito entre las mismas, defininos
A el = {aP

Para que esta definicidn sea. correcta, debemos probar que
no depende de las elecc1ones arblurarlas efectuadas, e saber, la
eleccidn de ¢ en {OPS y lade by en ld ‘imagen 1nversa'

de h.

Supongamos gue elegimos otro a'DﬂE{épiiy otro b'Y en 1a

imagen inversa de e, {ap+1k,

Hey que:probar qug’:{é'p+13=
p+l_ p+l= gap.

0 mea a'”

Por la eleccidén hecha se cumple
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n(b!P- pP) = &P

Sea vP 1 a1 que mBP Y= PTL; tal P71 existe por

ser  h un epimorfismo, y ademds se cumple.
3P ls npPls n&pPh
Entonces )
n(v'P- vP- $vP 1) = o,
de manera que |
piPo v - &pPT o 3aP,
¥y en consecuencia ‘
i 8aP = 6.359 = S(b'?.— bP - &) = __'éb'P - &P -

: 1 . p+l-
=ja'P*t o jaP-,

-es deecir,

a'Prl _ Pt o SaP

puesto que J- es un monomorfismo.
En consecuencia A estd bien definido.

Deaamos a cargo del,lector la ver1f10a01on de que la suce-
sidn larga gque aparece en =l enun01ado de la proposicidn es

exacta;-la demostracidn es sencilla, .si bien.un tanto tediosa.///

Una consecuencia de (2 1. 4) es una 1mportante 1erram1enta

para la demostra01on del teorema de De Rham..

Proposicién (2. 1‘5) (Teorema de Bocksteln) " “Sea X un espacio

topoldgico y .0 -—)G'——b G —»G"—> 0 una sucesidn exactz de

grupos (conmutativos). Entonces la sucesién




O AHO(X;G") e SR )

e o—HP(X;G') = HP(X;0) —» HP(Z;6") —= EPY1(X561) — L

es exactea.
Demostracidn.

Consideremos el grupo libre CP(X;Z) = Cp de p-cadenas

singuleres en X. Puesto que Cp es proyectivo _(ef. -l.l.il)_s,

entonces en virtud de (1.1‘13) resulta gue
O--.—-,Hoﬁ(cp;G'):;’ Hoiﬁ(cp;c;) — Hom(_(.J.p;G") — 0,
0o 1o que es lo mismo, h

0 —» CP(X;6') —> cP(X;6) —s CP(%;6") — O,
es exacta. -

Aplicando.(2.1.4) reéultg la tesis.///

le sucesidn 1arga que aparece ‘en- (2 1. 5) se 1lama suce®idn )

de Bocksteln, y serd 1mportante en 1o ‘que sigue.

-0=

§2.2., Sistemas de coeficientes looales:

Sea /3, una cara de dimensidn q del simple.stendard.

,8 CPEIR 84 U (P A 'es un p=Simple : smgular en el es-

P

pagioQ toibologlco X, entonces la restrlccn.on T = (‘9 l‘g )(/S ).

se llame una q—cara de G;)

. s - . ca - } .
Si G‘ es una cara de O , escribiremos. ¢ <J .-

I4

Designaremos Zp el conjunto de los p-=simples Singulares

en‘Xj J z U zP

|
|
|

Pzo

et O B 4

o 1 ~~

Q

—~ &+ 1 6]

g
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El corcepto que introduciremos ahors puede considerarse

como introductorio al concepto de-prehaz, que luggo veremos

( §2.3).

Definicidn (2.2.1). Un sist'ema de coeficientes locales g g80-

bre 2. es una funcidn sobre 2_ tal que a cada 0¢ 2. le hace
corresponder_._un grupo’ comnutatﬁi',.vo Go. y ¥ una :t‘uncldn sobre el
subconjunto de Z_ X Z"COntituid'o por los pares (G,aY).
tales que (3' g') e foy 6'<G |, de maneras que a cada par
( u,\s) con esagzpropledades le hace corfesponder un homomorfis—'
mo '20.’0..: Ggr — Ges ¥ donde tales Lomoworfismos cumplen las
condiciones siguientes:

a) 8i @G = 0", entonces 'Iﬁ.u": Identidad; . y

b) $16"<0'<0, entonces Tgg * g™ loo™

Utilizaremos la notacién & = (Gg » Qgqt)

Creemés que esta definicidén aparecerd clara a lo sumo cuan-

do en §2.3 definamos Yy veamos ejemples de prehaces.

‘Definicidn (2.2.2). Unz p-cocadena singular 2 en X eon

eoeficientes en un sistema locel §= (»Gg- ,Q.g',-q-t) g8 una fun—
clon tal que a cada G‘(,Zp hace corresponder un elemen‘bo

£2(F) € Ges

Observamos que ahora no podemos extender fp ‘por lineall-.
dad a todo C (X %) puesto que el valor de fp en cada simple
pertenece a un grupo que cambla al variar el simple. Como vee

mos, la deflnlcion dada ahora de p-cocadena es ung generallza-

.eién de la estudlada antes de p-cocadena 31néular con coeflclen- '

tes en un grupo G. Si en particular, en el sistema 9 (Gw,'l.wu')

se ‘cumple Gy = G YQUO" Identidad para todogye 2., entonces’

lasg dos deflnlclones 00101den.
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Al conjunto de p-cocadenas ahora definidas los designa-

mos con CP(X;&;), yqpnstituyé7un grupo conmutativo.

Definicidén (2.2.3): E1 operador coborde & es el homomorfis-

mo & : CN(x;G) — Cp+1(X;S) definido por
P+l . )
Eef(u_ ) =7, (-1 Y 5) f(ﬁ“’)

Yol ot G'mnc'\

J =

Géa) es la cara j de G

donde D+l

" Obsérvese gue ahora no podemos definir directamente S'
mediante &fP( G' ) = £2(3 ), puestc que BGP+1 no es
un simple; los 31mples que son sus caras tienen coeficientes
en grupos diferentes, y por lo tanto antes de sumar hay que
aplicaer los homomorfismos Qﬁ}kxﬁxg, para obfener todos los

coeficientes en G

G-l"ﬂ
De 12 maners asuai se demuestra gque 55 =0, y entonces

c@S) = {Pa@mol,,

queda convertido en un complejo, para el cuel se define, tam-

'‘bién de le maners usual, los grupos de cohomologia, designados

ahora con

HP(1;4)
B°(%; G)

- S ) .
Ker( cp) / Im( Cp—l) y p>0, ¥

Il

' <

\
;_:

Definicidn (2.2.4). Un homemorfismo de coeficientes loca

b g=(Gv ) Qs,c')' —> G =(E¢ ,;iq‘q‘) entre dos siste as

[o 3}
Q

doeficidntes locales sobre 72, de urn espacio X, es una femi-
lia de homomorfismos h : G.— Gy, T€ 2., tales que, si

'« T , entonces Mg s = Tegr Bgnes decir, tales que

CcC

e

es

CO

qu

1o

de
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el diagrama
h g —
Gc‘*———ﬁ TG‘
'zc.a‘i l (5
h( k]
Gg — Gg
conmuta.

Definicidn (2.2.5). Una sucesidn de sistemas™ de coeficientes
. : . L u

. locales y homomorfismos de tales sistemas 0 —=5—>G — S—o0

es exacta cuando para cada G'C"-Z: , la sucesidn™ 0 —» G&. —

Gg —> Gy —> 0 es exacta.

Cada homomorfismo h: S —»—E-s induce un homomorfisno: en
cocadenas hy: CP(X;S) — CP(X; S) definido mediante
b Y .
h £5( & = hf*( T
x (&) (T

-_‘QL No ®frece dificultad probar gue 1;*5= 5 hy de manera

gue h* es un homomorfismo de complejos. En otras palabras:

Cada homomorfismb h: § —» % de sistema de coeficientes
| locales induce un homomorfismo de comple jos hy C(X;Q) —=
C(X;§) entre los correspondientes complé?jos de los sistemas

de coeficientes locales.'

_ De una manera andloga a la vista en §2.1 ' se prueba qué
; si 0 —> 9‘ — G "S“—:g 0 es exacta, entonces tambidn lo
es la sucesidn indveida O —= CP(X; %) —cP(X;9) —=0P(x;8Y

—> 0, y %también es exacta la sucesién de Bockstein

0 = H(X;8) — ...
cor s B(X Q) — BT Q) — BR(X;S") —s B (x;et)-s. .,

Es decir:
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Propasicidn (2.2,6). E1 teorema de Bockstein (2.1.5) con-

serva su validez'para la cohomolczia originzda por un sis-

tema de coeficientes locales.

Andlogamente se puede definir un cistema de coeficientes
locales en un esquema simpliecial (ef. 1.9.2), es decir, en
sus simples, ¥y procedierndo en la misma fomma gque hemos visto

ahora se demuestra el teorema de Bockstein. Es depir:

Proposicidén (2.2.7). El teoreme de Rockstein (2.1.5) con-

serva su validez para la cohomologia szn{plicial originada
por un sistema de coeficientes locales en los simples de un
esquema simplicial. En particuvlar; el teorema se conserva
nare la cohomologia "ordinariza" (coeficientes no locales) de

un esguemns simpliciael.

§ 2.3. Prehaces.

Sea X un espacio topoldgico, I = {1& un conjunto de
indices, ¥ "LL = ‘;Uigi‘el un cubrimiento abierto de X, 'e's-
decir, cada Ui abierto y ademds 'UIUi = X. Asignemos a I

. “E

un orden, arbitrario pero fijo.

bea n un numero natural fijo; definimos

o . =J.f\o-¢nU.‘,
2 o JP

[&
-
.
-
L]
-
(8]
c

si la interseccidn no es vacia y pgn.’

w

Esta construccidn describe ur ésquema simplicial de di-
o . . T ’ N
mensidén<n, siendo Ji sus vertices y U. ; sus p-simples.
0....




47

A cade Ui le hazceinos corresporder un punto (i) en el
espacic euclideo Em{ con nypon+l (cf. §1.9), de menere
que cada conjunto de r<2n+2 de egos puntos eﬁfén en posi-

eidn general. Para cada U definimos el correspon-

3ot 4y
diente p-31mp1e euclideo mediante’ 1 ((J ),-..,(1 )) - No-
temos que 6’ 0 Gr, estando constltuido POTr menos de

prl+q+1 S n+1+n+l 2n+2 puntos,\esté en n031016n genersl y

es una cara comin a Gb y §.

4

Queda construido asi un comple jo simplieial en B - Qe ‘
notaremos con N(ZW). E1l po]1edro correspondlenfe e@td uéter—
mwinedo, salvo Lcmeomorfismo, 1nderenu1enfemente del orden ele~-

gidoien 1.

Deflnlclon (2.3.1). El ¢omplejo simplieial N(9L) se llama

el rnrv1o del cubrimiento QU = %U Sl&,I de X

La figura ilus- )

()

tra el caso en que
n=2,

@)

Supongemos a-

hora que pera ceda me @
Uy € 2L (en parti-’

culur, para cada a-

@)
N ()

bierto de X, o de una baq; de X) se da un grupo conmutativo

GU’ y para cade par (U,U‘)‘con UC€U' un homomoriismo

'lﬁ,u" Gy > Gy

U
Ty, o

'de tal manera que’ QU g s la identidad en & ¥y para cada -
. v . ’

UCiu'CU" -se cumple que 'ZU ur ® Q-U" ur ©
. . ? 3t
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Defimicién (2.3.2).. El sistema asf deseripto G={Gy, Tuu§
se llame un prehaz en X. '

Obsérvese que parsa cada prehaz en X se ,obtiene' un sis-
tema de coeficientes locales & = (Go. ’qﬁ;ﬂ') para el nervio

| N(W), de la manera natural siguiente:

)

si- = ((109.---(_1?;,))' entonces Gg = GUi i
: o-‘. p

‘ .
3 ~ 6.' L= i 4 ] i
si @ , entonces VZ()"G" YZUG’U.’T’ (obsérvese que si

G'<«' G , entonces 'UU.QUOL:).

Designaremos pues g = {GG ’ ?G‘Ig'g al siétema de coefi-
cientes loczles en N(L) determinado por el prehaz % =
{%.UI QU,U'S del cubrimiento. 2L de X.

Aplicando 1os resultado de §2 2 concluimos que unm. prehaz
determ:.na sus eorrespondlentes grupos de cohomologia -es de-
cir, los del sistema a'coeficientes locales en’ el nervio-, que

designaremos cQ‘n _‘JGP(N; S), ¥y la corres"p.ondlente sucesidn de

Bockstein es exacta. ((2.3.3)).

(2.3.4) Ejemplos de pr’ehéces.

(a) .X un espacio topoldgico arbitrario; (U gbierto

G
U
de X) el gTupo de las funciones continuas a valores peales

definidas en Uj; 'lu o la restricecidn de cada funcidén de U’

en U.

(b) X=M una variedad diferenciable. Tgual que' en el ejem-
rlo anteriolf,- considerando funcionés dife’renci._able‘s en lugar

de continuas.

(e) X un espacio topoldgico cualquiera; G;b: c®(U;E) el
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grupo de las p-cocadenas singulares.en U econ coeficientes

en  Ej ‘UeU', la restriceidn oXU') — cP(U) de

Ro,00 > . .
p-cocadenas. (Una p-cocadena en U se obtiene de una p-co-
¢adena en X ¥ restringiéndola,a- ﬁ, es decir, considerdndo-
la definida sélo sobre las p-cadenas de U, e identificando
dos cocadenas tales cuando . toman - valores iguales en todas las
cadenas de U ; anaﬂogamente se deflne la restriccidn de co-

cadenas de U' en. U).

(d) Igual gue en (é), considerandn p-cociclos en lugar de

p-cocadenas.

(e) TIgual que en (e¢), considerando p-cobordes en lugar de.

p-cocadenas.

(f) XM wuna variedad diferenciable. Igual que en (c),
(a), (e), considerando p—cocadenas;'p—cobiplos o p-cobordez
diferenciables en lugar de singulares: '

(g) X=M wuna varieded diferenciable; GU = FP(U) el gru-

po de las p-formas en U ; VZU 0 la restriceidn de formas.
?

v

§2.4._ Iz nocién de haz. .

Para motivar la definicidn de hasz, comenzéremos investi-
e o}
gando el significado de "3’@ (N S) uesto que no existen O-co-

bordes, se trata,del ﬂrupo C de O~ coclclos
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si fPe C°(N; G ). es una O-cocadena en N(U), se tiene

(i) € G; = G,. EL coborde de £° serd
i . .

SPC(1)5(3)) = V. 4. 223 - Ny g ).
i,§’73 i,§’1

Entonces f° es un cocidlo, es decir foe%o(N;Q) si
y sélo si '
. . fo) . .
(2.4.1) W, v, 0 =T o £34).
1,373 1,34
En otras palabi‘as,_ cuando fo es un cocieclo, su valor en
cada vértice de una l-cadena es independiente del vértice parti-

cular elegido, médulo los homomorfismos "L . Utiligando esta

igualdad probaremos que:

Proposicidn (2.4.2). Si § es un prehaz y X pertenece al cu-
brimiento QL , entonces Bo(N;G ) ¥ Gy '

Demosj;rabién._ )
S{ea g€ G,; establecemos la c\orrerspbn_d'encia g ‘-—-)fo €
¢°(N;G ) mediante .

0. . -
0= 0y, 0) - #

donde designamos (o) al vértice de'l nervio
correspondiente al espacio total X. Es fdcil ver gue % cum-
. . o =
ple (2.4.1) y por lo tanto fPec®(WN; Q) = FEC(N:;S).

o

: o ) . . <
5i g'# g, entonces T # f£', puesto gue por lo menos -es

%(0) # £1°(0). Esto pruebs que g —»f° es un monomorfismo.

. 0 . Lo . . :
Ademds, si :EOQ:CO(N; S), entonces tomamos °(6) = g eGy,
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de lo cual resulta (i), Co) £° ;'\(i);(o) g. Pero el.miembro

, - : 0o /.
derecho es -segin (2.4.1.), haciendo J=o0 = £ (i).
Entonces g — % es un epimorfismo. ///

Si bien una proposicién de este tipo serd esencial en 2a de-
mostracidn del teoremé-de De Rham, la que acébamos de ve;%gq_eé
todavia demasiado Wtil. ZEsto se debe a que consideramgs@&eg:cdui
miehtds' U, con propiedades especiales (& saber, contractibili-
dad, cf. § 2.5), lo cual hace que en general no podamos suponer
que X €. Sin embargo, -queremos gue (2.4.2) conserve su vali-
dez. Aqlaremos gue aungque no supongamos que e, puede téner

sentido hablar de G., como muestran 16s ejemplos (2.3.4); dicho

’
de otré maneras cons?deramos un prehaz definido en todos los a-
biertos de X, por lo cual en particular Gy estd bien defini-
do, pero luego nos restringimos a un cubrimiento especial que en
general no contiene al espacio total.

Si X#‘U., la demostra_._cién dada de que '%Q(N;.Q') e G‘X
falla al probar que g-—’;fo -es un monomorfismo, de manera due
no sepuede afirmar en genei‘al'qué : GXC%O(N;S); por otra
parte falla también al probar gue g-—é:fo es un epimorfismo,:
pues ahora no tiene sentido hablzr de N (i),(0), ¥y en conse=~
cuencia tanbién puede ocurrir que dos fo,,ffo diferentes cumplan
fo(o) = £1%o0) = g, ¥ entonces GXCfigo(N; S) es también fal-
sa en general (por supuesto, agui la inclusidén se entiende como
isomorfismo con un subconjunto). Pronto ilustramos esta circung

tancia con e jemplos.

Para obviar el inconveniente mencionado se introduce la de-

finicidn de haz.

Definicién (2.4.3.). Un haz (o haz de Godement) sobre un espacic

topoldégico X .es un prehag definido sobre todos los abiértos de

X tal que: o |
(a)"Si U es un abierto de X y {Ui} un cubrimiento'abigr-

tode U, ysi g y g' son elementos de G, que tienen 1la




misma imzgen en cada GU : .para todo 1, entonces g = g'; ¥y
(b) Si U ¥y Ui.- son como en (a), ¥y para cada i,‘gie GU
tal que g ¥ gj tienen -la misma imagen GU para todo par
iyJj, entonces existe un elemento _ge'-GU- que: tiene imagen g;
en GU para cada 1.
i. .

Ia condicidén (a) asegura -eligiendo U=X- que. %O(N;.g) >

G ¥ (v) asegura que %O(N;g) C Gy 'Er;’conces:

X,

Proposicidn ('2._4_.4)‘. Si 9 es un haz sobre X, entphces es

o ~ ) . .
%% (M;GQ) .= GX"‘ para el nervio de cual.uier cubrimiento abiertoSi
Veamos qué sucede en los éjemplos (2.3.4).

En el caso (a) de las funciones continuas 1a demostracidn
de (2 4.2) se mantiene aungue Xf‘u puesto que si g'# g, en—-.
tonces existird un U cU tal due £ (1) # f' °(1); se ve tam-
blen inmediatamente que la defihicidn de haz se cumple. Raéonan—
do-de la misme maners se Ve qué en caso (g) de las p-formas valen

las mismas afirmaciones.

En el caso (q) de las p-cocadenas las cosas cembian debido
a que la definicién de cocadena 'no es local en X. En efecto,
dado un cxxbrirnienfd U de X, puede ocurrir que f"o .fo a
peser de que g ,4 'Esvto sucede cuando g (c) # gle) s6lo
pare cadenas ¢ no oontenldas totalmente en nlngun U eU. _
Esto prueba que Gy "no puede considerarse contenido en %G(N,C_y)
Sin embargo, la relacidén = J& (N; Q) ¢ G, se mentiene en este

caso, COomo se con.prueba fac:.lmente.
’

Ias mismas afirmaciones valen para el caso (d) de p-cociclos.




Es decir, los prehaces -(¢) y (d) no son haces, y la relacién
BN G) Gy es falsa.

-]
Llamemos ahora QP al prehaz de p-cocadenes. y GP '
de p- coc::.clos, y con51deremos la igualdad —que més adelante ne—

.ceSJ_taremos—' _

0 . - ) oy -] ne
(2.4.5)  CP(x;0) / ScPH(x;e) 2 %P(w; QF) / &30 P,
es el operador irnducido por &.

Si se tratzra de haces, la vefacidaa de esta afirmacidn se-
rie inmediate, por.ser iguales "numeradoré?y "denominadords". A
pesar de no ser esto Ultimo cierto, notemos que (2.4.5) es verda-
dera, pues las cadenas qué hay que considerar "de mds" en el miem-

bro izguierdo son irrelevantes en los grupos HP(X;G).

Proposicidn (2.4.6). Si O ‘-—.sg°—,- S —1-1—> 91—-9 0 eé una

stcesidn exacta (para cada Ui) de haces, ¥y %p(N,Q‘) 0 para

p >0, entonces se cunmple

PP & Y AT 8% -y W g0 Tl ne.
Demcstracidn. | : , |

En virted de (2.2.7) lé sucesidén de Bockstein
0 s %L <r:;g@> — #(; Q). K> 6 (x; g %l §°)
—s ) —> ... o™ 0 *—>-'$€=p(N_; %1) —»%p'*'l(l\?;%o)-—r 0o—>...

es exacta. De aquf surge la tesis. ///

~
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§2.5. Privialidad global.

Dirémos que un cubrimiento U, de X es contractible
cuando cada ‘Ui P r\Ui = Ui ;. es contractible.
o P O. LI ) p

Utilizaremos en §2.6 el hecho de que toda variedad dife-
renciable M tiene un cubrimiento diferenciablemente cdntr@cti—
ble; mds exaotaménte, dado un cubrimiento de _M existe un re-
.finamientb del mismo diferenciablemente contractible. Ia pala-
bra "diferenciablemente" sighifica aqui que lasvéontfacqipnes
¢E.Fix I —»> U, son funciones diferenciables. Ia afirmacidn
mencionada se puede demostrar,zpor ejemplp, introduciendo en.

M una métfica de Riemann, cvbriendo M con esferas geodési-
cas y éontrayendo diferenciabléﬁente las eéferaé a lo largo de

las geodésicas.

Por el momento,jfsolamente consideraremos cubrimientos
cqntractib}es; Desigharemos lgfp al prehaz de @-formas'en
un cubrimient04>{Ui} contractivle de ung va?iedad diferencia—
ble M. Considerando <§?p como un sistema -de coeficientes lo-
cales eh el nervio N de {Uig, (1.7.6) asegura gue para

p>0 1la su.cesié'n . ,
0 '—&&—l——q-gp“l d—T ??P » 0

es exactz, es decir, hay exactitud en las sucesiones de coefi-

cientes locales.

'Ahélogamente, designamos Cip 2l prehaz de'p—cogadengﬁ
singulares en un cubrimiento contractible {Uis de uﬁ!gspacio

tépolégico X. Valen afirmaciones andlogds a las de G&P,

?rqposicién (2.5.1).' Sea 2 = gUig un cubr;mienﬁo abierto,
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contractible, finito de X. tonces P (M;R%Y) =0 pars
250, ¢20.

Demostracidn.

Andlogamente que en los teoremas de trivialidad local, la
demostracidén se hard encontrando un operador de homotopia L:
CP(N; %) —= Cp—'l(N; G_q). . Se tratard esencialmente de la
construcecién del cono, pero ahpra construiremos un copno para

cada simple.

sea fPecP(m; @), p>0, es decir
fp(i'.o,...,ip) ¢ cq(Ui ; 36), o también

OI L p
Py N ‘
f (10,..._,1p) : Z‘{ (U1 4 ) —> G.
. o P
Recordemos que hemos introducido un orden en ?,L . Para

cada simple c‘qecq, sea k( 0‘q) el menor indice tal que
g a’
Gq < Y%(eo).
Q .
Definimos Lt CP(N;@%) —a P 1(N~(~3q) ‘medisnte
L2 et (G = P 6 ri et I( S,
' 0 p-1 a , o} o p-1 o}

donde (l’ &C (Ul i . ), ¥ por comsiguiente también
O... P-l ) . .

6 ec(U

., por definicién de k( T ).
a k(o‘)l,..,l )a P _ © (Jq)

p-1

Sea ashora O e€C (U.. . ); entonces
A e deedy :

S(LeP) (3500051 ) () =

e - '
A ‘ P A '
-Z?,<‘ ?) | 'z.(.io...\._ip),(io...'i\j_..,ip) e WAL




El miembro derecho tiene sentido puesto gue

Uy 8. 0 2Y g
o Jd - - 1% P

ademds podemos eliminar la restriccién " por ser Gée
c (U,
q

5 )y entonces

S.(pr)'(io...ip)(G'(-I)=--_L;.(-_J_.)J ;fP-(_;_o...’l‘j...lp)(%) =

J=o
P
- ?::; (-1)% fp(k(‘g"q) EI 'IJ, ci ) ().

Por dﬁfa parte:

( SfP>(io...ip)(o-q) = SPPR(G) 1,051 ) () =

=fpi -.-': -
( 0, ’1p)(6ﬁ)
~ 2,19 7 A N ¢ ) FE U S IR T D B
frr .(k(Gé),lo-..lp),(k(G&),lo...lj.?qu) g’ o j P g
\ .
El miembro derecho»tiepetsgﬁtido porqus G €

. . A —.
C i -on; i o1 u-'o' l... . - 1 ’
q(k(QA),lo. ip) € Cq(k(GJ},lov .1j. IP) -Adends se puede
eliminar la restriceidn or ser 0 _¢C 't ieeed);

: Tp e ser 0 € q(k(»c"q)’lo i)s
entonces:

.( &fp)(io.-..ip)(ﬁé) =

e : :
- P ; d . A .
<2701 . 1)) - 2. (-1) £(G) 51 e Ty ea DT

J=°
Comparando, obtenemos:

(&1£P 4 1 éfp)(i'o-,}..,ip-)(frq) = fp(i?;'...,ip')(ﬁ.'q)l.

I
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Esta fdrmule es vdlida para cuvalguier '3qe Cq(Uio7 . .ip} ,

cualguier p-simple (io...ip) en N, ¥y cualquier fpecp(N;Ciq).

Entonces:
8L + L8 = Identided.
. . .
S5i se aplica esta férmula a un cociclo Pe cP(; @),

obtenemms inmediatamente gque £P (:scp‘l(N;eq.), que completa
la demostracidn./// ‘ '

Proposicidn (2.5.2). Sea U = *Uik un cubrimiento abierto,

contractible, finito de Una variedad diferenciable M. ZEnton-
P, &) =0 para p>0, q30.

. .Demostracidn.

Sea hyl} une particidn diferencial de la unidad en M,

subordinada al cubrimiento -{Uls

Mostraremos la ex1stenc1a de un operador de homo‘copla
L: cP(N; @) —»cp' (6% . p>0.

Sea fPe GP(N g9, p> 0, es decir,

fp(l peeeaiy) qu(U1 -“1p)’

0

Definimos I mediante
D/, . = ‘ p-1,. oy
Lf (10' "lp_l) - zal gi (loo . .11}-—1?’

donde

\}ifp(i,io...ip_l), en U,

p-1;. .
g (1. .1p_l) =

(ver figura).




uc ‘
. \ L}-
: [P
e
Ve
U:.c.«..;s'.p_( - ﬂ“: ’
R . . \ e
S SHIE PURE L IR
' N

Se tiene, usando:el hécﬁp de: que '2 es una restriccidn:
C.‘- D . i) =
(Lt )_(10...1P

-

f . . . “ .
3 (-1) o e
=3=\:(_1) Q(iocc.-‘p)’(io.'. .%j...i?) Lf (10’...}j'...1p) =

£ 3 . ]".fp(l,l -oo‘?.--oi“)
;L(_l)J 9 - ' o o5 o T yo) _
:‘"G (1o-oclII),(:L‘oa.-&‘j--flP) L‘I ‘-O

(la -igualdad superior en L N ; 3 & inferior en
B I A I

Ui 0'6_0.1« S e Qi - Ui )
o] . d- P -
b' p i .' »® A. ....- ’ . H
Vo1 (1’10_"lj- ;p) (en Ui,i i '

o] p
(en U, . -1
) D _

M-
oM

0

Por Qtrarﬁé%te,'indiqando en la linea superior las igual-
dades en U. .. _ . en la inferior en U -'U; nemos:
1,16../. olp y ’ L€ . i '.i'i l, te_ emos

I..(é'fP)(io'..‘.ip) = 2. )
i 0

D .
hﬁ f (1’10"'1p)

1}
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P, ;
o P Uit i), (i) Ty
gl ot o) BRI

P .
- J ~ Dps <. A .
;'Z{wi;_iz-fe("l) vz(:i.,io. (3 T ) O R 'lp)‘E
¢

0
P ' g 5 J £P(1.4 .. 5
gt (_io...ip)g ) L{wi Z (-7t (1,10...;j...lp>)§ _
n 0 ¢ 0
| o p 0w P, L)
= fp‘(io""itp) _ ;Zzi(_l)a Z.'{ 1 . 00 dJd Y &

Comparando, obtenemos
FP(1 .4 Do © Y= £Prs0 0 5y
SIf (10...;p) + Lng(}o...lp) f (10...;P),

y como la férmula vale para cualguier (io...ip)hy cualguier
fp, resulta: N

8L + Ld = Identidad,

de donde surge la’ tesis.///

——

§2{6. Demostracidn del teorema de De Rham,

Supondremos ahora que M es ura variedad diferenciable

ccmpacta.

Comenzaremos por probar gque

(2.6.1) Rl ¥ G FTD L oo,

donde” N “es el nervio de un cubrimiento U = %Ui% abierto, |

finito y difereénciablemente contractible de M; siendo M com-




’ 0 N .
pacta, tal cubrimiento existe. ﬁ”l(N-qy-q l) serd pues el

correspondxnn+e gruno siwplicial de cohomologia con coeficien-

—1
tes en el prehaz Q?

Ante todo, se cumple:
B0 = P /@t = RS E Y /e gl (e,

donde la primera igualdad no es mds que la definicidn de~Rq,
’ . - 0
y la segunda resulta del hecho que &4 QF'q son hacés ¥

entonces vale (2.4.4). d?= es &l operador inducido por d.

Puesto qﬁe U, es'contractible,~se;cumple' (ef.(1.7.6);

ef. también §2.5) que la sucesidn
- - : o ) .
(2.6.2) 011, 69 14-» a%_,0, g»o0

es exacta, considerada como sistema de coeficientes locales

en el nervio de 'it.

Ia ‘sucesidn de Bockstein de (2.6.2) se escribe, teniendo

en cuenta (2.5.2): |
0 —>9e0(m; 1) — % (1 ) g ) —
Pl ) >0 ... | o |
Como esta sucesiéh es exacta, por (2;&,}), resulta:
gt @) ¥ gl §8 /q, w0 ¢,
¥ en consecuencia (2.6.1) queda probado.

Consideremos ahora la sucesidén de Bockstein,de (2.6.2)

con g-1 ern lugar de q ; usando (2.5.2) obtenemos

| Lzs)



At .Cg\-'q_fé) — 0 s ?5&1"(.1\1‘; Go'q?l) e RE(N; F D)

—a 0 T s ey -
lo cuval implica
1 & g-1 2 2 g~2
?Cs(n,'-?‘q ) 2 ge(m; o 179,

. Repitiendo el mismo argumento con q-2, g-3, etc., se ob-

tiene:
. 0 A 0 A v 0
R ¥R ST E R ETH T L %Q(N;ﬂ?s’%.

o , .
Pero @r'o ya no es mds a coeficientes locales, sino sim-
plemente el conjunto de las funclones constantes, es decir, los

numeros. reales. Entonces:

Proposididn (2.6.3). rR(u) = %GE(N;E).

@@ﬂ(N;E) es el grupo"simplicial de cohomologia en el
nervio N(QU) del cubrimiento ¥ . IEn particular hemos pro-

bado que el -grupo -simpliecial aludido no depénde del cubrimien-

to contractible.elegido.

Para probar el teorema de De Rham hay gue reemplazar

LN E) por Hq(M ;E) en (2.6. 3).

Para relacionar ?Gq con, 5% no hace falta suponer gue
ek espacio sea una variedad, sino solamente un espacio topold-
gico X dtriangulable,con un cubrimiehto contractible. Esto

se verifica en particular para variedades.

Andlogamente que en la demostracidn de (2.6.3), comenza- |

remos vrobando que




(2.6.4) H(x; G) ’f&(N,af} ).y a»o.

Se tiene:

54(x;6) = 6%(x;6) / $6¥H(x;ze) = %?(N;éq) /..8;%9(1‘73'6‘1'1);-&_ e

Ia primera igusldad es la definieidn de ad, Lé_ segunda
neces:L‘ba una cuidadosa atencidn. | éq no es un
haz, sino solemente un prehaz, y no es cierto (cf.(2.4)) que

%$2.° (N Qq) = Cq(X iG) 3 solamente vale la inclusién C'. .

Sin embargo, la igualdad entre los grupos coc:1entes se man-

tiene, como seialames en  (2.4.5)

Por otra parte, siendo U contractible,

- i - . 0 ' )
0 —» eq 1—» qu_;s__. QQ-__.. o, q>0,
~es una’ sucesién e.xga.cta'de cqéfici’éntes 1o.ua1'e's en '1‘}(2(,)‘.

Repltlendo shora el mismo argumento que- para (2.6. 3) con
" la‘ sucesidn de Bockstein con C en 1ugar de . CS? y usando.
(2.5.1) en lugar de (2.5.2), resulta: '

fetm; &9 W (1 &Y / 5,250 e,
¥ entonces
ai(x;6) ¥ gt €.
slgulendo con el mismo argumen‘bo, se obtlene. |
5Y(x; i6) RN eq‘1> S %2@- e¥He. .ot (i €°).

. Q
o) : . .
Pero @’ =G, ¥ en consecuencia




(2.6.5) 'Hq(x;_e)-é" e (W;6).

En particuvlar, si - G=E es el grupo de los reales y X=M

es una variedad difercenciable compacta, s cumple:
HY(GE) ¥ ogel(n;E).

Comparando con (2.6.3), obtenemos:

Proposicidn (2.6.6). (Teorema de De Rham) Si M es una varie-

dad diferenciable compzcta, entonces Rq(M) Q'Hq(M;E).

-Q-

$2.7. El isomorfismo Jy

Aungue hemos probado que rRY(m) y BY(E) som isomorfos,
no sabsmos avn si el homomorfismo natural J* definido en §1.6

realiza el isomorfismo.

Recordamos que,siA'o(éFq y ¢ quﬁ, Js Fq-—a Cg esté
definido mediante

JOk(c) f«x y

y puesto que J tranforma formas cerradas en cociclos y formas

exactas en cobordes, entonces induce un homomorfismo

T, (1) —s HE(M;E).

Proposicidn (2.%.1). - J¥ es un'isomorfismb.

Demostracidn.

Consideremos el diagrama siguviente:




N

R Sagel(n; 97N S P FUH = L. —w,;c}(N & %) 2. glnm

13* ~1~k | l* l-&

1aGE) S getan; @0 Se 92 EH S L Ea gl &9 Al gdmm),

Z

donde dJg son los homomorfismos (de coeficientes) inducidos

por J en los diferentes grupos indicados.

Mostraremos que el diagrame conmuta y gue el dltimo .
%} . o
Ty ? 2ei(y; &°) —» ‘ﬁéq(N; Qo-) es un isomorfismo. Enton-

ces J, serd una composicidn de isomorfismos y por lo tanto wuy

®
isomorfismo.

Claro estd gque para hablar de conmutatividad del diagrama
es necesario antes decir cudles #on los isomorfismos elegidos’
en las filas horizo’nfaies (el diagrama puede ser conmutativo
para 2lgunos isomorfismos y no para otros). Esto es lo prime-

ro gque haremos.

KaVl
- = . .q-
Consideremos primero el caso RH(M). «osm %1(1‘1; g9 l)-

Se tiene:
rR4w) = #4(m)/ ar?n) £ KON ¢ ) / a, 300 F ) ¥

e

gt vy g9,

Tomemes un elemento %&% eRq(M) individvalizado por el

q, a4 (W ¢ q .

representante o« &F*(M). En (N; &%), ™" es una fami
B o .

lia {0(.‘11 lS , b(gl= £9(1) ¢ Fq(Ui) obtenida como restriccidn de

«? 2 Ui' Se cumpls entgnces deig-=0 en U, ¥ o(%’= oag

san U, ..
1,J

0 4.1 .
‘Ahora definiremos el isomorfismo con %1(N; qz*q 1)-,, dan-
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do la correspondencia’

loedf— o}

.Puesto que ocg es cerrada, se cumple 0(3 = dI'oLC.l, siendo

I el operador de.homotopia de §1.71 Definimos , g- 1qu—l(

E i,3 i, 3)
i mediante
3 q-1 q qQ
5‘5 . . = I s - 1d. .
'Ol’l% f"l,a ' O‘_J 1
' un (Obsérvese que I tiene expreéién diferente en cada U,
; para ser correctos, habria gque llamarlo Ij’ Ii’ etec.” Entonces
;ma‘é‘ (bl,;] # 0 en general.)
s i
4 Se cumple:
3
§ .
ey d(x =aIx? - aTet? = % - x2 =0,
1,3 i i i i
. gq-1 -1 . |
: es decir, M/ € P* (U .), que es un representante de
f 1, 3 5-1 d
1, 2.g-1 1,. . - q-1
o (v ), 25,9 = s
. QJ
Para establecer el segundo isomorfismo ’5@ (N; & q-—1) —_
t 2] - " ) ’
%Z(N; = 2), observemos que en U, . . %
’ 1, J';k
q-1 a q e a q q.
1 + + IO( - IAT + TP - T+ T - I =0,
Ik kal ﬁlya J i Tk d 1
mi-
e . a-1 - . Q-1 _ g-1 3
Siendo éi,j cerrado, se tiene Fi,j at i,3°7 esta
Oﬂq 1
i a- { -
: blecemos el isomorfismo { 1, K i3, kg definiendo
n-— ¥ie er? (U, . ) mediante

1,30k STi, gk

q_ . q_-l : q_—l
K= I NS 1 . e
\6 Pl’J J!k'+ kal

i, dk



: Se'cumple

-66-
[

(Recerdar que I es diferente en cada U. ..)

1sd
Se cumple
-2 _ a0l pel, gal 6
K ’Js A isd . -j’k k i 7
o Q=2 q -2 . . q-2
1o cual dice que ¥ u. . es decir
4 ~6 i, J,k C ( ,J,ka ? ! \‘ i, i,k
2/, 20q-2 ) Q-2 _ ..
es un representante de e (N; & ) , osea . B % . = f~(1,3,k).

i,d,k
Para el siguiente isomorfismo se continda de manera andlo-
ga, definiendo

¢a-3 SE RS ICANINEE & & ar R

q-3- \6‘1-
i, i,k,1’ i, 3,k sk, ‘k,r

11 : ryi,j’

y asi siguiendo.
8e obtiene finalmente,

o %0 '
\ . - .
wi ,-.c,i CF (Ul do_oi ) E
"0 q 0
Consideremos ahora la fila inferior del diagrama. En pri-
8 g—
mer lugar definiremos el isomorfismo Hq(M ;E) ————>5%61(N, Q 1).

Se tienet )

8%u;8) = ¢iE) / Scd7tanE) & °§€°(N &Yy /s 0s Qq- ~

ne

l(n; &9l

Cada elemento de Hq(M;E)[ estd determinado por un repre-

a, %a - : o) . q ",
sentante 8>€CHM;E) , que determina en o (N; @) vna
familia {xgk, donde Kq Cq(U ) es la restriqcién'de X2.

a _ , a _ q
éﬁi_o en Ui vy fi fj en %}5

; q .. : - )
Siendo 51. un cocie;‘}.o, 8K_*'Sg = ‘63 » donde K’f‘ es el -

operador definido en §1.7., vy es diferente en cada U..
i

mos

tie




Definimos 'c

i, :i

cq“l-(ui ';j) mediante
s

S a-l | %8 %y
..Q;i’j-K ‘63. - K ‘&i ,

ea__ decir,

q-l =¥rq TP - L
(0‘ I:(,Xj(ﬁ’q_l) - KY€0, 1) = K0, - $7EC )
 Se cumple

P

£ aed-1_ Spxed _ kgl _ Q_.'fi_
& .—EK‘SJ. gK‘éi-;j‘ 5. =0,

1,3
. ; 0 - ‘ A : .
-es”dedir, _‘tg ]Jie Cq 1(Ui.-j)’ que es un representante de
’ .’ ’ . ' . o .
96 (N- e, |
. Sabemos ~gque ?.'q l “C,q -1 + ‘Cq -1 = 0, ¥y se continia.

de manera _éiinilar gue pare. la. flla superlor-.

Ahora, estando los .isomorfismos ye determinados, mostrare-

mos la conmutatividad de

B0 — el (x; $2°1)

lJ; B l&

B0 E) —-—*%1 eq’ ) .

. Sea Jo{% Debemos probar que J { q,:; %Ej Sa
tiene:

{. 3" 3( % JEET

SR CRVERCS JIoz;)(q' 275 S B S




q, A a. _ x a g _.. q-1
¥ S(RQ_3) -A‘ﬁi(K{j('l_l) = (K™% -KTYNE ) = vl ).

g-1° . Ti,j v g-1

|

De manera_anﬁloga se pruveba la cormutatividad en los otros

cvadrados del diagrama,

0 ’ 0
Ademds, puesto que F° = E = &% (siendo G=E), el vlti-

mo {* es el isomorfismo identidad. Con estc ccncluye la de-

mostracidn./// -

§ 2.8. 1Idea del camino seguido.

Resumiremos ahora, para aclarar la. idea general, indepen-
dientemente de todo detalle, el camino que hemos seguido pars

demostrar el teorema de De Rham.

Hemos comenzado con un espacio X ¥ una sucesidn de preha-

ces en X:

{ O—-.»S_ag ——h——bsl h‘-%2 ‘.;..
(2.8.1) -

..-.——b%_‘—l B S h -~ _q+1.—.—; ---.

(Por e jemplo, %q=c\s_\q y h=d, o qu 5'@9 y h=-5,
en ambos casos & es el grupo de coeficisntes e i la inmer-

sidn.)

En X hemos definido um.cubrlmlento abierto U = {U S con.
nervio N(Q{) de tal manera que se cumplan 1as dos srgu1en+ea

condiciones:




-69-

Ka) como sistema de éoeficientes locales en N(UWU), la suce-

cidn (2.8.1) es exacta; y
(p) %P(N; gq) =0 para p>0, q=20.

Para que (a) se satiafaga, tomamos W contractible; para
que (b) se satisfaga supusimos X .compacto y I finito.

Una consecuencia inmediata de (a) "~es gque la sucesidn
I .

. o 1 ' "F .

(2.8.2) 0 yTI_i . gal m_&a_ g
0

es exacgte, donde Esq = Ker(h).

Entonces- el teorema de Bockstein afirma qué=1a sucésiéﬁée ‘
Bockstein de (2.8.2) es exacta. Escribiéndola y utilizendo la

condieidn (b), obtuvimos |
g & /0 4 ¢fh ¥ aeton G,

Escribiendo. la suogsién de Beckstein para g-1 en lugar de

o}
s

resulté
oged(n; JeY) T oegPon; {979,

Repitiendo el proceso para 2, q-3, etc., ¥y teniendo
a

q—-
en cuenta que OSO =G , se 1legé
%> (v G4 / h (13 g% h T 4eiw; Q).

Si los Gaq' son haces, se cumple %8O (N; Qiq) = G% , ¥

en consecuencia,
N o /i qa-l
17 (N3 &) = 65 / hGy "

Eligiendo Q% = 6% vy g% = @% , en el miembro de-
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recho se obtiene RE(M) y HA(M;E) respectivamente, y como
los miembros #zquisrdos son JI(N;E) en =mbos casos, resulia

el teorema de De Rham.

§2_.9. Cohomologia de Cech.

Ademds de las cohomologfas singular y simplicial, la coho-
mologia de Cech, de la cual hablaremos ahora, juega un importan.
te papel en la topologia slgebraica, y cuando ‘se la considera
definida en variedades diferericiables el ’ce_or_'ema de De Rham man-
tiene su validez con ella. Aqui sélo daremos una ligera idea del

tema, y muchas demostraciones serdn.omitidas.

L] ’
una sucesidn

Definicidn (2.9.1). Sea Q' £ -~ S g -~ S

(x)===—===>(0) de prehaces y homomorfismos en
f g . un espacio topolégicb X. Ia
1 oan . g
GU — GU — GU - 4
sucesion se llama localmente
g - exacta en el punto X yen
(¥) QV,U 9— P peL vy
. £ si para cada entorno abier-
GVr ——— Gv , -

to U. de p y cada elemento

~ = . n
x €G; tal que g(x) 0eGy ,
existe un entorno abierto V de p , VCU, y un elemento ¥y

1 | = - ’ .
€ GV tal que f£(y) 'LV,,U(X) E-.Gv '

El sentido de la definicidn es que la sucesidn es exacta

si restringimos cada abierto U a V.

Ia definicidén se extierde trivialmente a cualquier sucecidn
de prehaces O —s»§ —-,-%0 —_— Sl _ %2—» cene

Consideremos ahora un prehaz g en un espacio. compacto X,
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y un cubrimiento AU = {UﬁQiG;I abierto firito. Con tales
premisas’habiamos definido ya en §2.2 los srupos simpliciales
de cohomologia %p(N; &) sobre el nervie N(U) del cubri-

miento.

Supongamos ahora gue ‘U,' = ‘\U' es otro cubrimiento

PP
abierto finito de X, con nervio N'(ql), ¥ que refina g1 an-
terior, es decir, cada U5 estd contenido en algin Ui' En-

tonces existe una funcidn -no necesariamente vnica-
C: J—-»T1I
definida por la condicidn U;] ¢ (3) para todo J.

Si designamos (T( J, ) PR o ¢ jp)) ='C(jo,...,jp), est0 il

plica

U . C g o\
Jorrrdp ‘C(ao---ap)

de manera que ¥ es una tranformacidén simplicial
T: N' >N .
Entonces € induce una transformacid:.
Cot: N' —= N
* Tp T p

entre los grupos de cadenas simpliciales, gue a su ves induce

una transformacidn en cohomolcgia:
<% ¥(q) — nP(qg)

(obsérvese que los S son diferentes; pera ser correcto ha-
bria .que liamarlos C-‘N y E‘N' respectivamente) definida

por
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(3,3 = S IERIE R

. . U . .
Jor e dpn ‘t’(ao---ap)

. ’ 1 . : .
La aparicion de '( se debe a que los prehaces son diferen-

tes,

No ofrece dificultad ver que B'C*= =R$ , de manera gque

’l‘,"k respeta cociclos y c'obo‘rdc-_:s, ¥y por lo 'ca.frtfo_ induce

e PN ) —> %p(-N._;C_—;)._M

Se puede probar que 'C* es independiente de 1z fwmdién T
elegida. Para ver esto, llamaremos con‘tigt_g‘os a dos transforma-
ciones simplicicales 'C,__G' : N' —» N .tales que peara cadz sim—
ple s'eN', 1los simples e(s*) y G(s') estdn en 1 mismo
simpde de M.

Con estas condiciones, existe un homomorfismo : N:) —_— Nn+1 |
T '

P

tal gue &D + D= Ty— O - De hecho, si (jo...jp)sN', pue~ .~

de definirse D mediante
L i . . o
. s N 1 . . P ~r o
‘D,(Jo---ap) = Z_;(—l) (“?(ao)--.'C(Ji).O(ai)-..d(ap) ).

Dos funciones T, T : J—>1I tales gue U:C'U‘i‘;(‘j)’ .
UBCUG(J') son evidentenente contiguas co'r_ao funcignes de N' en
N, ¥y por -1o_tanto existe en este caso tal homomorfismo D , el

cual induce un operador
L4 .
% BHQ) —= PG )
d-efinic—io mediante
WoD+ly o - . _
(D%% -)(JQ---JP) =

¥
= 2y (D Ry,
LTS JO

NI LAt CCE N LSV e gl &
redpr Tdy)e K3;)h8(3,).-8C5) T LA ETE) §
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el cual verifica
D%Sf 3D*= g*_ et

3i aplicamos esta férmula a un cociclo fp, obtenemos in-
mediatamente que (’J*— 'C”)fp es un coborde, lo cual prueba

que las dos transforhaoiones

X ok .

LT g B @) — $eP(;G)
coinciden.

Construiremos shora los grunos de cohomblogl'a de Cech.

Dado el espacio compacto X, designamos con 6;:" la fami-

lia de todos los cubrimientos abiertos finitos de X. Designa-

‘mos ‘U ‘--% a un cubrimiento tal.

{\’ £ s ) . . A
JS‘ estd parcialmente ordenada por refinamiento: si

ﬂ,‘iL' ¢ & , diremos que {4 >2L si Q' refina a U .

~ Es inmediato ver gue si. ‘u, U éqf, entonces existe Q"
e‘Z-. tal cue Q" Yl , " 5;621_' (por ejempio, 2L" puede ser

el conjunto de las intersecciones de AL y U').

Si Q' »U , estd determinado univocamente un homomorfis-

mo
Loy q, = PO S) — WP ).

De hecho, "Z‘uuuz*'t*, donde T es cualguiera de las fun-
3

ciones consideradas mds arriba.

Es sencillo ver que los homomorfismos 'Z cumplen’

a) 'Z%.,‘L\,': Identidad; y




~T4=

. : YUY o a e rh_' .
b) si W > WU, e'n”conce,s -'lu',cu ° 'Z?.(,?.l. = ‘(ﬂu’u.

-‘Consideremos ahora la suma directa.

L N3 6)
A G

e introduzciinos la siguiente relacidn. de equivalencia:.

51 o e (MW 9) v peHP(N(W);G), entonces
QgNF; en caso de que exista un ﬁeﬁép(N(u") S), con
?J. >QL ﬂ“ ?‘i,l,tal gque Q&" = x = 'lwy ql‘ (5 .

- .La sume directa de los %P, médulo esta relacidn de equi-
velencia, se llama limite directo de ' “}@p(N(?_L);S) , ﬂe@’:

y se designa con

BeP(M(W);S) = FH(X:S).
uefsf" .
Definiecidn (2.9.2). $2P(%; G) es el p-grupo de cohomologfa de

Cech (con coeficientes en S ).
I

La deflm c:Lon de %P(x $) incluye todos los cubr'ifnientos

de. J’ , ¥ es un invariante topolégico-

Se puede. -prébar (y esto es muy i_n'tuitivo) que no hace fal-
ta que g este deflnldo en todos los abiertos, sino solamegnte
en unz base de . X (1ntu1t1.vamente.- en los abiertos pequefios), ¥y
en tal caso la definicién de limite direcfo es similar. Un poco

mds exactamente: basta considerar una familia chfcoflnal de @'

. n
Proposicidn (2:9.3). Sea 0 ——?SI —> g - % > 0 una su~—
cesidn localmente exacte de haces en X. ZEntonces la sucesién

de Bockstein de los grupos 'de cohbmologia de Cech,




0 —Ho(X; Q') — HL(X;G) —= ...
e — 0P ) — P (5 §) = KT g — w T (E g )
es exacte.

" Daremos solamente una muy lEgera idea del camino de la de-"

.. &
mostracion.

Se considera la sucesidn 0 — &' — § _‘,.g:'i —= 0,

definiendo g;'-*c G" de manera que la sucesidn sea exacta.

5i luego se define & de manera que la sucesidn -

0 —» C*"'I — Q" —_ 6 —= (0 sea exacta, Se prueba que 6 es

" locelrente trivial, de manera gue aj'i — §" es un isomorfismo

‘ ¢n cohomclogia, de lo cual se deduce la emactitud de la sucesidn

de Eocksteir.

Pr_m:-osicién (2.9.4). Sea X :.un-;.:e’ié,;pacio compacto de Hausdorff

e . . 4
con vna s:cesién de haces 0 —= § —~ .G® _h q- h Sz = ..

localmente exacta, y tal que 2P (x; C,',q) =0 para p>0 3y

grx O. Entonces

Pl ~ 8 q-1
%(X,ﬁ)—eg/hex .

Demos tracidn.
Exsctemente como en (2.4.4). Ahora la sucesidn es sélo lo-

czluente exacha, pero (2.9.3) elimina esta dificuitad.///

De aqui resulte entonces gue si X es triangulable (118~

mando K a su complejo simplicial), entonces

P (xs0) T EN(x;0) T T (Kz0),

Y

{Cech singular = simplicial) puesto que los tres grupos son

. 0 -
%som'orfos a G% / hG}I; 1,
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En partigulap,'si X;E~M es una variedad difefenciable,-
rP(a) & 9P E) ¥ EPGE) & P (N(W)E),

donde U es tn'cubrimiinto-finifo'abierfo diferenciablemente

contréctible.

Es décir, el teorema de De Bhgm‘mantiene sqmvaliQez épn

respécto a‘lé'cohomologia de‘Cechq‘

S
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CAPITULO III., TFORMAS ARMONICAS Y EL TEOREMA DE HODGE.

AN

En lo que sigue darémos por conocidas las propiedades. mds
elementales de los espacios de Riemann. Consideraremos una va-
riedad diferencial M de dimensidn’ n , orientada y compacta,
con un campo tensbrial (tensor métrico) covariante, positivo"
definido, de componentes 'g; ., que la convierte en'un espagio

1d
de Riemann.

§ 3.1. Formas adjuntas

Usaremos las siguientes notaciones.

Si. ji’ ki = 1;--.-_9n E) j=( jis:‘--y,jn) 9.1‘ k=(_k1s-"-'i ’kn) y en-

tonces:

(1 si -j es una permutacidén par de k, y los k,
son diferentes; '

j ?.ooj . . .
S 1 n ={-1 si -j es una permutacidén impar de 'k, y los ki
k.eook - gson diferentes;
-0 si alguno de los ’k:.L °4-31' son iguales;
g- ® ¢ 0 0 08 g.
Allkl llkn
g.

ijeeed Lk
n

l 1...kn

1 nn
: Jasesld
1 n
= Zl g. - g. . g . . a
j 1131 s ee s lnan kl--ckn
jll LN ] jn
Resulta que 51{ X conbiituyen las componentes de un
. l. e o n

tensor de tipd (a., n),
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e . elemento ‘de',vo’lw_ne‘n.

Ahora pasaremos. a' considerar las formas ‘ad juntas.

¢

Definieidn (3.1.2). Dada una p-forma

' i i ;
«=' ‘Z' ai idx lA‘xo.- l\pr 9

L’-‘ '*«..(Lc_ l p
la forma adjunta de & es la n-p forma
- ) & jl Jn-P
kof = Z; a% . dx "A... AdX R
. . Jqeeed
Ji€ s map n-p

donde

1 i
- - 3 l..' )
En la definicibn, a P son 1las componentes contrava-

riantes de la forma X , es decir:
i- e s i k i ko o
1 p Pp . :
a = g TN T g a s
k - ..k
1 p
donde gla son las componentes contravarientes del tensor mé-

trico. Utilizamos aqui.y en lo que sigue 1la convencidén de no
indicar especificamente sumas sobre indices de variancia dife-

rente cuando se r_ealtiza para todos los valores de 1 a n.
Ademds, e . .i.-= éu:‘; €...n €8.1la: definicién del primer miembro

----- nep

El operador i« 3 Fp—)F es lineal ¥ se llama QpA erador

de zdjuncidn.

Definicidn (3.1.3). w: F—>F "es el operador lineal tal que
si oL eF? entonces w&= (_—_l)Po_(. _~Adem_e’.,§, W= wn+1

D

Supongamos que &= g8 dx  A... A dx° .en un sistema local de



a
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Se obtiene fdcilmente que

51.'..0n q..L s 8 0 n

i,e.0.i. ° Tk

8. :
1 n 1"'kh

l—lltdiﬁ,klo.i !kn = gloo.'rl,loonn ’

es decir, todas las componentes de g, . . estdn de-
11. ..lr\,kl. L] Okn

terminadas por una de ellas.

' En particular, en un sistema de coordenadas ortogonales

se cumple:

gl. c'on’]'-o.on = O * = 1.

En. una transformacidn de coordenadas se obtiene

z = 3°
g’l....-n,l.'.n - ’ gl... -n’l.'.n ,

doﬁde J es- el jacobiano de la trensformacidn, de manera que

si definimos

=+
el..ln (glii.n’l.l.n !

la ‘ley de transformacidn es

=d ©1...n °

e
®...n
Esta ley de transformacidén (densidad escalar) por cambios
de coordenadas es precisamente la ley de transformacidén del coe-
ficiente de las formas de grado n, de manera que la definicidn

siguiente tiene sentido:

Definicidén (3.1.1). Ia n-forma & . ..n AT A ... A dxD se 1la-
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coordenadas .ortogonales_; no ofrece dif:’;cu’ltad ver que.

p+l

*(x=adx Nooihdxn, y

_ '1 -.u-a-og n l “‘p_ p(n+P) -
e e B = (-1) & .

Este resultadc es independiente del sistelﬁa de coordena-—

] das elegido (no aparece en é1) y del punto considerado..Ademés’
" se extiende linealmente a todo FL. Entonces %¥ = (.';1)'p(n+l)
en Fp ¥y por corsiguiente

E -—

" Proposicidén (3.1.4). wxx= Ww.

De agui resulta x_l = xW=w=x, puesto que _(;I-V)-'-:L: w.

En particular, %1 es el elemento de volumen.

’ : i i B
- 51 '°'<=Z‘ail...i ax Thl.onax Py .P=Z'b-i]_--..i
i i :
dx l/\- ... Adx P _son p-formas, entonces &K A¥® es una n-forma,
dada por
» — ilu’nai N .
AP =( 24 - Fo L )ew1,
"l""."("bt’ 11...1

y de egui se obtiene:

Proposicidn (3.1.5). olAxp = hAxx , o&,f e rP,

l..i

) 1
Ademds el coeficiente ( L art Pa. . ) e
. - ° 11- . -l l‘ LJ an

de Axg( es no negativo‘, y nulo sélo si o = 0. Esto permite

'ﬁ'.h.\t. o

dar la siguiente definiecidn:

Definicidn (’3.1;6). ‘Bl producto escalar de dos formas o, (5 , €S

(d,(}») = fou\#‘%.
M




La definicién no es trivial sélo si & y (5 . tienen .com'ponen.._
tes en un mismo” 7P, Ia integral esiste por ser ‘M compacto y -
orientable, y - (o(,(b) ccumple efectivamente las propiedades de un
i)f‘oducto escalar (real).: A '

a) (06,() = (p*);

b)  (o,n) > 0;

c) '(ol,oL), =0 siy sélo si X= 0;
d) (o(,@) es bilineal.

Conviene hacer notar gue el producto escalar (o,p) no
transforma a F &8s un espacio de Hilbert, pues carece de com-

pletidad la métrica definida por é1.

Proposicidn (3.1.7). Para %, 3 eF, se cumple -(*ol,*r,):(oz‘,(&).

Demoétracién.
Basta probar que Xx&A m«(‘s = & A k‘;} pere Ot,(‘.a QFP, p=C, .

ol A *315:.(_1)?(“*1) xolap = (—1)P(e+1) (3 p(n-p) Bawst =
=prAxet=olNxp . /// |

La nocidn de producto escalzr permite, dado un operador, de-

finir su adjunto ("métrico")s . En particular,

Definicidn (3.1.8). El operador codiferencial § es el adjun-

to del operador diferencial d , es decir, si X,> €& F, S se
t
define mediante

(89(,(5) = (O‘,d(?’)o

Para ver algunag propiedades de 5 necesitaremecs un resul-

tado previo:

Proposicidn (3.1.9). Si -¥ & Fn._l

, entcnces fdi:O.

., M
Demostracidn.




=

Sea -{‘1}1& wiz particidn diferenciable de ls unidad.

bR

Mfd‘y = s_ij_s"%id‘o’ = Z JL fd(‘;‘ii) - g(dt“{»'i)}‘ég=
S A IO IS I VR AT
i : i, ! l 3 . it
= 0, puesto que Zq'\’i= 1. /77
i

Proposicidn (3.1.10). _8; N ; la restriccidn de S a
P oes  S|FP = (-l gk 88 0.

Demostracidn.
La tercera afirmacidn es inmediata, 'y la primera une conse-
cuencia inmediata de la segunda. Basta pues demostrar ests Glti-

ma. Sea pues oLG.Fp,A G)GF“;p-l; entonces

4}'*0( Axxd e =

(det,p) = (4,a ) = (%, rap)

= (_’_l)(n—p)(n+l)_ g kol Ad @ (apl'icando ahora (3.'1.9) é la

M

forma :koud@) = - -(—1)(n_P)(n+l) (-1)*7? 5(1*0{ A@: |

- _(_1)(n—p‘)n (_l)_(n—p+1) (n+1) f**d*d "-G- _
M
)p+1 .

)(n—p—l)(n+1)

= (-1 (-1 f**dxu:\mfm

M

np+n+l

2 (-0 P) g nkp) = (1) (kax et np). ///

Proposicidn (3.1.11). dSx=0 implica ool=0; $del=0 implica
doé =0. ’
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Demostracidns
a) dSx=0 = (déo( oL)—o = (S, $0)= =0 => $u =0;
b) Sax=0 => (Sdoc,on) < => (detydoe)=0 =3 dec=0. ///

Proposicidn (3.1._12). Los subespacios dFP_l y 3_FP+1 de ~ ¥P

son ortogonales.

Demostracidn. ‘ _
Sea ¥ er—l’ e-aP+l. Entonces

(dai; 8(.%) = (ddu,_(;,) = 0. ///

- -

§3.2. Formas armdénicas-.

Definieidn (3.,2.1). El operador laplaciano (¢ de Iaplace-Beltra-

mi) A FPs 7P "és. A = (d+'5)2 =d8 + &4d, extendido li-

nealmente a todo F.

3 2
Por ejemplo, én. FO(E ) resulta Af = -Z c £ , en coor-
ST n , - ax2 :
denadas -cartésianas ortogonales. *
Proposicién (3.2.2). - A _es autoad junto.
Demostraclon.
(Aw fs) = (dSoL fa) + (Sdu,P) - (éel $($) + (de, dP) =
.= (NvdSP) + (U, sd%) = (&!be)' ///
Definiecidn (3.2.3). Una forma o €F es earmdnica cuando

Aol =0, En sfmbolos, A& W.

De51gnaremos con WPCFP al conaun‘bo de formas arménicas
de FP,




]
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Proposicidn (3.2.4). Ax=0 =iy sélo si de=0 y Sx=0."
Demostracidn.

Le implicacidn "si" és obvia. -Reciprocamente, si Awx=0, en-
tonces

0= dAa = dddiot+ ABdot ='d8dae
Aplicando dos veces (3.1.11) resulta dol=0.

Andlogamente, si se calcula éAN se obtjene ox =0, ///

Proposicién (3.2.5). Los subespacios Wp, ' dFP-"l' vy 5Fp+l .de
P  son mutuamente ortogonales. |
Demostracidn.

"Ya hemos probado en (3.1.12) que dFP—l“ es ortogonal a

$Fp+l-
Sea andéra oL CW 'y @er_l. Entonces

(O'L,d(b) = (SN,P) = 0 en virtud de (3.2.4); es decir, - Wp es

ortogonal a arP L,

Por otrza parte, si OLGWP ¥ (?;EFP+1, entonces

(%, 6p) = (d&,p) = 0 en virtud de la misma (3.2.4), de me-
nera que W es ortogonal a éFp:*'l. ///

Conviene tal vez haqer notar que no hemos probado que 1los
Yres subespacios qUe aparecen en (3.2.5) son Oer'_‘rados.' Esto di-

ficuTta la teoria; hablaremos glgo de ello en el-préximo,pé.zfrafo.

-0 -

s sl A e LSS ol g il A L A S ot s N
oo e T

hiead i
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§3.3. Lo descohposicidn de FY y el teorems de Hodge.

Asi como el teorema de De Rham permite afirmar que las for-
mas diferenciales de- M caracterizan su cohomolog:’.a,. el teoreme:
dé dege asegura que bastan las formas arménicas para eilo. Este’
teorema es el principal objetivo que perseguimos en esta seccié;m
§3. su demostracién estd basada en las siguientes dos ﬁropgsicio--

nes fu’ndémentales H

Proposicidn (3.3.1). Sea (be F. Ia condicién necesaria y sufi-
ciente -para que A):..: F: tenga solucidén (es decir, que-exista

pef  tal que la igualdad se cumpla) es que (5 Sea ortogohal a

W.

Proposicidén (3.3.2). W tiene dimensién finita (como subespacioc

vectorial de F).

Ia demostracidén de la condicidn necesaria ) en (3. 3.1) es
sencilla. Si alev, entonces (P,ot) 5'(A}~,°9 = (P Ad) = 0.
Adends, si ) ¥ )...' son soluciones ortogonales a W, Ju- '}).'
también serd ortogonal a W. Pero - A'()c:-';"')',.') =p-f =0, de
manera que }t--_- )a.'-e_ AW. En'.‘.-conseéuenei'a »- /,.,' = 0.

_Ade;nés, si e ed una solucidn y T -la proyeccién de F ‘
sobre "W, entonces jo- Wp-  es. une solucidén ortogonal a W.

En}cuanto a la existencia.de W , observemos que si bien en ge— |

" neral no se puede‘ afirmar en P 1a existencia de proyecciones
‘sobre subespacioé por no ser F un espacio de Hilbert, si se 1o
" puede hacer en el caso particglar de W, puesto que al ser de di-;
mensién finita, por (3.3.2), entonces resulta ser gompleto ¥ iJor

" consiguiente ‘W estd bien definida.

En definitiva, lo Unico que resta probar.para las dos pro-
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posiciones (3.3.1) y (3.3.2) son las dos afirmeciones. siguien-

tes:

(A) ,Si (b es ortogonal a W, entopces A)‘,,,-—;F, tiene so-
lucidn. :

(B): W +tiene dimensidn finita.

La demostracién de estos hechos no es de ningtn modo senci-
1la, ¥ & ella le dedicaremos los pdrrafos §3.5 ;nasta §3.9-. En
§3-._5, 6 y 7 daremos nociones auxiliares para ello; en §3.8 de-

" finiremos la parametriz, con la cual la demostracidn serd efec-

tuada, y en §3.9 llevaremos a eabo la misma.

Por- el momento, daremos por sentada la validez de (4) y (B),

en base a lo cual probaremos el teorema de Hodge. -

En primer.lugar, descomponfiremos P en tres subespacios.

si o ePP ¥y M es la proyéccidn de FP _j:sob_re.‘ Wp_z. en-
torices T eWwr y o-TFo EWI_)'L (_A‘L Signifi".c"'a el_sub-esi)acio

or‘bdgonal a 4).

j . y 2 . 2 - Do < J'
Designemos GX a la unica solucion perteneciente a wP
de éf};.: « -Wol, cuya existencia asegura (3.3.1). Entonces
ol=Tol+ AGO, b sea ' '

o = Woe + dSeot + Saca,
es decir,
L =l + a@ $Y,
dl.tj)nd‘e:

Fp+l .

Gt €

L

‘o = Mo ew?, = Seot ¢ PR ¥
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Probaremos que esta descomposicié:_n- de . ¢, es uniea, en el
sen'ti'dq .que'-o( . d‘f; . &Y estén univocamente- determinsades,
pero no asi P v ‘d . De.hecho, si en lugar de (@ tomamos

/2,_,. d{"l ’ @IGFP , entonces la igualdad se cumple; y anéloga-i

‘mente para ¥ .

" Supongamos pues que existiera otra descomposicidn

decir,
“i;+ de‘ +8'6' = oty ¢ QA+ $¥6

Aplicando 'd y utilizando (3.2.4) obtememos d§ $'= ad ¥,
lo cuel impliea, por (3.1.11), gue &¥'=38¥ ‘

Ana’loga.mente, aplicando &, por (3.2.4) obtenemos sd 65'—
Sap, v de aqui, por (3 1. 11), d@'— ag .

En consecue’néia, vale también ot(') = o =T,

Hemos probado pues que cada o(er se. d_esébmpone de mane—'
.o o P - anp-1 <Fp+1
ra unicae en una suma .de elementos de W, 4F y eF . En
otras palabras, si oeFP, eritonces o£=0(-o + (’oo + '60 , con
p p-1 . p+1 o . -
Oﬁ e W (?: & 4dr y ~6 ESF NANNL A APO, 150 Unicos. Es
declr. ‘

p+lv

Proposicidn (3.3. 3). P = wP @ de—l @ EF

Consideremos ahdra en particular la.descompos'ic.ién.de una
torma ferO‘p cerrada. De ol= o + dc; + &%, aplicando 4
resulta a&¥= 0 y por lo tanto- &Y = 0, es decir, las formas
cerradas tlenen componente nula en SFP+1 ol = o(o + dfs.

Sea :§Q" otra forma cerrada, y o' = o) + d{b‘-




|
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Si oy o(." estédn en la misma clase de conomologia, es de-

cir, si p'-ol= de s Obtenemos

g = = A p- e P
Pero w? . €8 perpendicular a de—l,'de manera gque &é=. o,

Hemos probado pues que cada elemente del grupo de De.Rham
'Rp contiene una Unica forma arménica, lo cual define un homo- '
morfiamo RP — WP, '

Tal homomorfismo es un epimorfismo, puesto que cualquier

elemento de Wp, .siendo una forma cerrada, es un representante

.

de~ un elemento de Rp.

N\

Probaremos ahora que es un monomorfismo. Para ello, supon-
. 0
-gamos que X, &K' eEp pertenecen a distintas clases de cohomo-

logia. Sean
o

f - | - 1 4
o(”- o+ d@v,__ oLl = oAy d(s
sus descomposiciones. Debemos probar gue occ') _;( o
Sea ol'=ol= o‘(g + d @," la descomposicidn de o'~ . Se

o I
gque de lo contrario '-of= 4 (5", que contradice al hecho de

obtiene inmediatamente que 0(8 = o w ol , Dpero o] #Z 0 por-

gqgue o ¥ &' no son cohomélogas.
En condecvenciay hemos demostrado:

Proposicidn (3.3.4). (Teoremz de Hodge) . w’ 2 r°. E1 isomor-
fi iza .
isrmo estd realizado por 0(0 ——»{0(03

\

Como corolario de este teorema y del de Dé Rham, resulte

que WP = gHP(M;E).




§53p4.-ADualidad de Poincaré.
> I

Proposicidn (3.4.1). % A=fDw -

Demostracidn.

D

< Y Basta probar la igualddd en un P, pues se extiende por
s . T B ; g

linedalidad. Se tienes £ ':

(_1)n(m+1+1)+1 n(p+1)+1

-»iA=.' k(84 + a8 ) = xkdwd + (-1) *Axd ¥ =

- (_l)np+l(_l)(nép?‘(n+1) d*.d N (.;_l)n(p+1)+l.*d*d*___

= (-1)1’*.1 (-1)P*L) e + (-‘1)11(]@’,4’1)*:L xdwd= =

<

WA w o=

-

= (_;L)pf”:L (_l)n(n—p+l)+1 18« + (._1)n(p+1)+1(_1)n(n-p+1+1)+1 S,

:dé*-"éd*:A*. ///
Entonces % : W —» W' P, Tl hecho que xk= (-1)P(+1)

. s . ' b . R .
= en Fp implica que * es un monomorfismo, ¥ por simetria, es

sobre. Se trata entonces de un isomorfismo, ¥y en consecuencia
obtenemos W' ® WP, Utilizando el teorema de Hodge, conelui-

mos:

Provosicidn (3.4.2). (Teoreme de dualidad de Poincard)

7P o g™P,

Como corolario, resulta gue P E) ¥ Hn—-l.),(M;E). Aclare-~
- mos gue tal conclusidn no es cierta si en lugar del’ grupo de los

reales E se utiliza cualquier otro para Hp.

~

la proposicidén (3.4.1) afirma que % conmuta con A . Con-
cluiremos este pdrrafo dando una propiedad de los opevradores que

conmutan con el laplaciano.




-90-

Proposicidn (3.4.3). Sea It PP —F y LA=AL. Entonces
Iw=TL y LG = GL.

Demostracidn.
Sea oePP. Entonces -como en la demostracidn de (3.3.2),

con - Lel en lugar de oX-:
o opd
(a) Lek= wLol+ DGLx , TLoteW?, AGLolewP .
Ademds, de o= W+ AG y la hipbtesis, resulta

AT= 0 implica ALTe = LAW = 0, de manera que

Lwel ¢ W,

Ademds, para cualquier WwewP es ( ALGx ,w) = (LG, A)=
] A
=0, de manera que ALG™ & wP ™. Es decir:

4
(b) Lot= LTal+ DLGK, Lo eW, ALGe € WP

Comparando (a) y (b) obtenemos:

Lol = Let, AGLol = ALGol.
La primera igualdad implica gL = LT. La.segunda se pue-

de-escribir- A(GL-LG)et =0, de manera que (GL—-’LG)O(QWP, o sea
T (GL-IG)RX = (GL-1G) L. Pero TGL=0 por ser TG=0 y ‘TILG=O
puesto que, segin y2 hemos pfobado, T IG = IfG. Queda entonces
(GL-1Gfk =0. ///

§3.5. Férmula de Green,

(5 st it 5 et b1 St N 01 s i o ot S0 3 S

La demostracidn dé (4) y (3) ( §3,3)’ fundamental para el
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teorema de Hodge, la haremos siguiendo.el argumento que uﬁilizé
De Rham (cf. [ 37). En este pdrrafo demostraremos un reg.ul‘f:‘adol

auxili.r necesario.

Convendrd utilizar la siguiente notacidn. Si 04,(5 €F,
o = @ significa que las componentes de grado n de oy F:

son iguales.

Recordamés gque en FP:

wx= ()P g qynlpelel

Proposicién -(3.5.1). (Férmula de Green) 5i ceCn(M) y

dl.,@c—.F, entonces
you\«d‘-% —"%A*dou %otucf‘s- SP Axol = ng( A % [% - AC,\ A ROt -
3¢ c - )
Demos tracidn. )
Sean n e?? oy ) &Fq, Entonces

d()-»l\.xo) = dp AxV+ (-l)p?)aAd*J.

Trebajaremos con el Ultimo término.

4

(_l)P (_1)(n—q+l)(n+l) *\) -

(-1)p)u\dx9= Axxd

- (_1)p+(n-q+l)(n+;) (_1)n(q+l)f1/k“‘ &Y. = (usando (3,1,5-))“
= (-1)B79 &y AK po

. , , n .
Supongamos en particular gue )u{l\dx») ET, es decu‘,

p+(n-g+1) = n, o.sea p-q+l = 0. Entonces -
\D _ .
(-1) };.Ad‘x\) -f‘gl)ls’t)y,

de manera que
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d(),-.lur\)‘) = d}_, A xl)— évmr/u.

En el caso en que ) y Y son dos formas cualesquiera de : -

F, siempre se cumplirds:

d(),..u«\)) = d};_;\{\) - SVAk}«. -

L era A L3R, 5 ket R L« e
o e

Haciendo primero o= oL , ¥V = dd, luego = P, _{): dex ,

y sustrayendo, resulta
dloaxdp- Pi\xdol.) = don kd p - édf’““" - dpardot S_dolA-rL%,
es decir,

d(olA»fd(s - pardx) = Sd ot A x f,-c’"d@ A X oL .

Andlogamente; haciendo } = ol , p =(5 v luego K =5(’*,

x);-= oL, — y svstrayendo, obtenemos’

118 b St 3t HAG A ULt 0t L Y ot s st s
T n NN S N
. B P o N

d(SojA-*@,_ Sf.wwoL) dd« Ax(&- Adé P AR,
Sumando las dos Ultimas igualdades resulta
dlotaxdfs - p Axd & +5->¢A*(5—&f$:\x&) = A&A*@?;-:A@AW.

Integrando en ¢ y aplicando la férmula de Stokes se ob-
tiene la tesis. ///

ot Il S35 i LA N KN i St om0 e A VE A LM Bt 11 2103 1.5

—_0 -

§3.6.' Expresidn de 4, ) y A mediante la derivada covariante.

Es éste el segundo resultado auxiliar que necesitamos.

Recordamos gue las componentes de una forma escrita en for-

ma. antisimétrica se transforman como las de un tensor covariante,
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&L

o e ol
AT
g0 p , entonces.su derivada covariante es el tensor covariante

-y que si a, . . son las componentes de un tal tensor de ran-

de rango p+l con componentes

aaii.lni' P .
v.a. . = —-'—'E‘ - a. . . P (—' J ’
1 11_-o-1p axl é lln .'.-lo—l,la-l-l...lp l;l
donde
pi_ 1, 258 s 4 ~._<3.5E'k 1
- E ( = + — B ) g
~ d N
ox ox ox

son los 4fbolos de ghrisfoffel de segunda ‘especie.

En estas férmulas, asi como en las que aparecerdn luego,
utilizamos la convencidn de sumar de 1 a n (sin indicarlo
explicitamente) indices repetidos de distinta variancia.

: . , i,

Supongamos ahora que ol = 2 e .

. o doeeldi dx T Ao Adx p
t<oncla 71 P

& PP, En virtud de la definicidn de d:-
i i
- 7 1 D
dd—‘ - ) d(ai ...1 )AdX I * s f\dX [
UL skl 1 .

se cumple

J, --‘.l Bainocl
; - ____]."__._R = :
(ao)y- x . = Z S ...k . 3 =
- p+l ‘<,.u<s.', p+l ox
P
('1)9—1 BL B ok
D=l x 1.-. '9.'.'p+1.

Puesto que 1la derlvada covarlante de un escalar se reduce

~ "3 deriveda ordinaria, obtenemos
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[ RN
. V-1 -
(3.6.1) (am) = 7 (-1) V., o n
_k'l...kp+l é ky Xkpenkyek .

p+l

Ahota calculsremos la expeesidn de éOL. Sea

. i i = -
(3,: Z b, 5 dx Ini..nax ® 1 e 7 1; se cumple
T h&e&lpy 71T TTp=1 :

Sgd'\*'@; (8 p) = (0p) = fwa—@."'

Pero

5 * - Ip-
xap= Z, (ap)y .5 e N
J,<u~<jh_F d1°**dnp

: ik ik ' . .
1
DRI e T (ap) ; ;

C . 1 n-p
T Tiol.ld P .ok dx TAL..AGx =
B S 11T 1 np R
. P o ik ik ' L
— Vo1 154 o o 5 ‘ .
=Z‘ZZ;(—1) e. A . g R S VA A 1 In-p
o 11...% ’Jl'°'an—p - kp kl"'kvf"ki dx T AN... AdX .

1 : A
Intonces, llamendo dX)...--an = @x y teniendo en cuenta
que ‘Z& 8y = 0 (la derivada covariante del tensor wétrico es
nula), obtenemos

J“XA*d@:ﬁs_ a Z,iél N

M ‘h("'(\i”‘“’ L ‘LP.=i Jm—p-i-j_- .o Jny :11- .e Jn_p .
N o ik ik
. (—l)v—1 a. - .. . g 1 1...g PPV 4 A . dx =
J esed. doeeel yiieeed kyko...ky .k
n-p+l n "1°°°Tp’l1 n~p - ] v &

(a 1la pag. sgte.)
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B

e, .. .
:Ll-..lp,,].l...;]n»_p 1

fETE e e

i i i i

Y glg; .

a, . ei P gll...g ...gppbk ‘l\s k- ix ,
Jn_P+ln..Jn sdqeee P, Jl-.-Jn_P . see ‘;.T.

donde hemos llamado Vl = _glkvk a las componentes contrave-
riantes de la derivada Zovariar.te. Puesto que la vltima expre-
sién obtenida es igual & gﬁo( I\*fb , DPor comparzcidn obtene-
mos ’
(3:6,2) (6), - = -V |
kl' . 'kp—l i "kl' . 'kp—l
Halleremos finalmente la expresidn de Aol= (8a+df)m.,

De (3.6.1) y (3.6.2) obtenemos

(de(+ dSo()k =

1ok
izy N i 4 V-1 A
=-v (d?()yfkl...kp - ?_;_" (-1) vkp (%&)kl...ﬁv...kp =
i & A
=-V Vv akl...l«fl; - Z" -1) v Vkp ai,gl...fcv...kp *

+

P \'4 1
7, (0 Vi Vo8 g
. , ,

3

A , -
1"'kv'“kp

de manera que

R e =0t o



(3.6.3)
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( AoQk =

1"fkp

M=

A F 2 (DY VG ) ey

l"'kb

™ .
, .'k'c.kp

B
"

Observemos que para un escalar f, en particular, es

a Sf = 0 ¥y por lo tanto

Catcularemos shora A(fet), donde f «¢F°. Puesto que,

segin es sencillo verifivar, se cumple

(Vlvi £y Lk T
1 D

=t Vivi‘?‘kl...k * 2 (Vif)(v.i‘*g o)t (BT
D 1 P :

?
la c-kp

y ademds

it

(Vrvk _vkvr)fokk ek f (Vrvk ‘_dgvr) dk k
1 ‘p . . 1". P

i

. Po) -
por el hecho de ser ka = ,\fk ¥y por consiguiente conmutar
Ox :

_ las derivedes covarisntes segundas sobre los escalares, obtene-

mos de (3.6.3)

(3-6-4) (A(f(x))k ..k =
1 P
= £( Ad)kl...kp -2 (Vif)(viakl...kp) + (B el ek

1

—_ -




97~

§3.7. Formas dobles.

Necesitamos también 'qonocer el concepto de forma (difereh'—
cial) doble. Aquf no examinaremos det_ehidamente la cuéstidn; un

tratamiento mds detallado puede verse en [4-] -

Ias formas se definen habitualmente de manera gque sus coefi-
cientes pertenecen al espacio vectorial E de los reales, pero
nada obsta para que se consideren coeficientes en un espécib vec-
torial diferente- '

Supongamos dadas dos variedades diferenciahles M1 (dimen- .
sién n; coordenadas locales xi) ¥y Mé. (dimensidn m;' coor-

denades locales yi).- Una p-forma en Ml con coeficientes en

las g-formas de IVI2 "se represente localmente como
il ip 2
ol = Z Pi...i dx A ...AdX T,
<o <ip -1

donde cada F; es una g-forma en M,*
' ] j

= » 1 ‘q

Pis e 2 Oy i ydaeeng WA eeendy T,
1 D Nt g 1 p'*1 q

y logs c son reales-

Si los irndices jk son fijos,

i1~ i
¥. = 2 ¢y g ; dx A ... ndx P
Jl'”Jq L](:u(LF 1" p’ 1°°" q
es una p-forma en Ml con coeficientes reales, ¥y
' - d J
‘x' = Z x_ ‘._:" dy lA s e e Ad.y q

J|<...<j¢‘ S Jq_

es un g-forma en 1_&&2 con ‘coeficientes en las p-formas de M
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Identificaremos las dos formas o y &' , ¥ la llamaremos

una forme doble de bigredo (p,q)- sobre MoxM,, ¥ la represen-

taremos en coordenadas locales mediante

3

, , 'il i 3 J
‘X:‘x-(x’y) = . Z Ci l . . ‘(dX A o o0 3 dX %(dy 9] oAdy q)n
i9‘<~"4‘}? 1. .O- p’ 310 L4 Jq .
Jld"-"é\s"_‘ N
JE1 conjunto de formas doble sobre ij]M se de€signa con
F(Mlx M2); el de las de bigrado (p,q) con Fp;nglx'Mz).
| Ty I

Existe conmutatividad para cada par dx 7, dy . ILa suma
J 21 producto'de formas dobles se define de 1la menere usual, lo
cuel convierte a F(MTg]ﬂz) en un 4lzebra. Ahora habrd dos ows-
- .dores diferenciales’ a. , dy,' gue cumplen

dd =44 =0, d4d =384
X X yy Yy J X

Tas formas dobles se las puede considerar como nicleos de

operadores que transforman formas de"M2 .en formas de M. As{,

1
ruede definirse a tal operador T mediante

T¢(x) = jd(x,y)u‘?(y) ,
‘ yed
donde ¢ € F(Mz), ' o;(x,y) 3 F(M1§M2), ce C(Mz),,_ y la integra-

©idn se resliza con respecto a la variable y. Resulta TQ&:F(Ml).'

Nosotros utilizaremos formas dobles en el caso en que Ml =

i, = M, es decir, elementos de F(M=x1).

-0-—

§ 3.8. La parametriz..

Sea r(x,y) - la distancia geoddsica entre los puntos x,y
Ay
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de la variedad diferenciable n-dimensional M. Lé funcidén -r(x,y)

-

estd bien définida, es difgfenciable y simétrica en un entormo
reducido de la diagonal de MxM: Ia funcidn rg(x,y) es dife-
renciable en an enﬁorﬁg]de la diagonal de Mx M. Adémés, por;ser
xi- yi = 0(r) (es deeir} el cociente de xi— yi por r es acote-

do), se cumple

rZI(X.y;) = gij(X) (x*- yi)(xj— yj) + 0(x3).

Consideremos shora la funcidn

[

Alx,y) = - % r?(x,7).
Se~tiene:
: R ) . . . bg’ V .
2 g ) B PG P o -
R J 2 1 ;
ox : : oOx

=_--gij(i> (x)= 39 + o(=?),

y entonces

-ET%T§553535 g; 5(x) +-0(z).
X oy - - :

En consecuencia se verifieca

- : 32A s s - s s
a4 Ax,y) = L—5—5 axay’ = 7, g (x) axay’ + o(x).
L) OX Oy K ‘

Esto pefmitiré'trébajar con mayor comodidad con la forma do-
‘ble dxdyA(x,y); no hemos partido directamente con gij(x)dxldyJ

porque no es simétrica en x,y, mientras que la primera .si lo es.
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Si defir_iimosv é.hora
0( (X:Y) = p, [-d d A(xry)]p; p=0,1,...n,

“donde la potencia se entiende en el sentido de la multiplicacién_ .
exterior (nota: no es cierto en general que $A@=0 para PeF), ¥

poniendo ademds O(O(x,y) =1, se cumple
i, . i 31 J
X (x,y) = —2 g8y (x) dx A...ndx Pay “A...ady
(p!) 1...1,31...;] .

Py

+ 0(x).
Si (FQFP(M), se cumple

X Ax, 7y A% @(y) =
i ‘ 3 ...3
- l2g1...1 J-.-J(X) ax 1"""\pr A P(y) ¥, 1 + 0(x),
(pt) 1 p’ 1 P

jl' b jp -y )
donde ‘f ~. son las componentes contrevariantes de (F,, y

*y indica que la adjuncidén se tomaz en las variables:' .; y.-

Puesto que se cumple Q(y) = @(x) + o(x), la férmula ante-

. rior se puede escribir
olp(x,y)i&x‘?(_y) = ®(x) *,1 4 o(r).

S5i definimos ahora
m

ol (x,57) = 2, % (x,7),
p=c

resulta que para cualquier CcF(M) se cumple

(3.8.1) ox,y) AxE(F) 2 §(x) *3; 1+ 0o(r),
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oy

donde =’ significa que existe igualdad entre los términod de

grado n- en y.-

Sea ahora Q(x,y) una funcidn definida en MxM " con sopor-
t€ en un entorno de la diagonal de’ Mb(MA tal que en 41 la fun-
cién- A(x,y) sea diferenciable. Ademds elegimos 6Xx,y) no
negativa, no mayor que uno, simétrica en =x,y -, diferenciable,
¥y-que valga uno en un entorno de la diagonal de NIXNL Sea ade-
més 'sn el drea de la superficie esférica unitaria (n-1 dimen~

sional) de .E .
_ n

Definicidn (3.8.2). Ia forme doble definids fuera de la diago—
nal de Mx%xM : (extendida con valor O fuvera del'sopprte de
0(x,y)) mediante

@iy = & — St

> ‘x(xlyy.)’
n (n-2) r_nf?,(x,y)

se llama parametriz.

Esta definicidn es védlida sélo para n>2; en el caso n=<

' \ - - -1 _2-n
se toma -1In r(x,y) en lugar de (n-2)" (x,¥). En lo
sucesivo usaremos la expresidn para . n.>2, aunque el mismo razo-

_namlento se extiende al caso n=2.

Observemos que el coeficiente de ™ en la expresidn de
es una aproximacidn de la solucidn elemental de la ecuacidn de

Laplace.

Evidentemente, W(x,y) es simétrica en x,y, definida en

todo MxXM fuera de la diagonal, y diferenciable.

Idamaremos ahora




: -102-

5(3_-8-3) a(x,y) = ~A_w(x,y),

éonde - Ax indica que el laplaciano se toma en la Vérié.ble X.
Un édlculo directo, Basado en (3.6.4) ¥ en el hecho

2-ny (1),

Bt ey) = 0(rF),  prueva que  o(x,y) = O(r

i%efinicién (3.8.4). L, Q yv Q' : F(IVI).-—9 P(M) son los ope-

radores definidos mediante

o0 = (@ e,
yéM '
%(x) = g alz,y7) Ax%(y),
ve M
% i
%) = [ almx) A e§ .
y't—;M

ALY es avtoadjunto, en virtud de la simetria de &, y Q' .

s el adjunto de Q.

Propesicidn (3.8.5). En F(M) se cumple

QA=I-Q'; An=.I—Q3

»

N
Rv AL

;;donde I es el operador identidesd.
Demostracion.
Basta probvar la primera fdérmula, puesto gue la segunda re-

‘b‘s:ulta'de ella tomando los adjuntos de ambos miembros.

Sea Zig "la esfera geodésice de centro x €M y radio €3

sea De su interior y D¢ su exterior. Entonces, para Qer(n),

73 Cf.-[é}, §28, Lemme 1, ¥ §27, Lemme 2.

TS

”a»(
G
Pt




A_C.),Aq:(x) - 0'®(x) = 1lim (mi\‘«&g—.bwax?,
- &»0

donde 1= integral y los operadores del segundo ‘miembro se apli-

can 2 la variable Y.
Ia férmula de Green (3.5.1) transforme la integral en

- ( PAXdw - 5@:\'x‘?+é‘iuw.-mlmd%‘ .
2

. 2-n
Los Wltimos dos t€rminos son O(r Y, de manera que su
integral se anula cvando €-» 0. Basta pues considerar sélo los
dos primeros, ¥ la iategral se puede expresar (siendo r=g=

constante, en Ze):

) 1 n nc
. - — Gaxr dw - 7Y swAx§,
o .
£ -
g .
Iz forma bajo el signo de integral estd bien definida y es
s . ' \ 2-n .
¢difersnciable en D¢, por ser. W= 0o(r°® ), de mansra gue se

puede zrlicar la férmula de Stokes, y resultz

n n :
- wfad(r dw) - a(r cgu:)f\-*?,
4 . .
13 . . .
donde hemos eliminado los. términos O(r), puesto que la integre’

correspondiente tiende a cero nara €-0.

Entonces, transformando el primer término ta2l como hicimo:

21 demostrar la férmula de Green, resulta

2 . [é(rndw) + d(.l"néu& )] AxS
n
€ D

€ ' ‘ -
Ahora aplicaremos los resultados de §3.6. Se tiene, bvor

(3.6\.1) y (3.6.2):
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[é(rnd w )] 3,

-VHaw), =
1’31"'31)—1

n-1 i n i,
= = qw),. . . - auw), .| .
nr (V I‘)( )l’Jk'°'3p-l r v (d )1,31...JP_1

P
n—l"‘
= - r 63, 2! l) (v ) v ) -
nr” V vl 1,31...3 1, o (- T v“" ,31...3‘,...3

P
¥
A g o Z:( 1) 0, wy o Byeendy
dyeeed o T 3y @i T

¥y por otra -parte

[d(rnéw )]-1 i = nr” ldr ASw+ T adw). =
Jpeee

p l...a
f

L V i . .
- YR 0 Ve, . A, LDV, (Sw), A
y =1 y 9 J.' o w J &0 o) -

= -nr

EV

= -ar’ Z(l)V1(V r)V(,, +rnZ—1)VUu)
PRI :31--J~°°JP ":‘ 731"3‘;"Jp

En consecuencia, usando (3.6.3):

[g(rndw) + d(rndu‘z).]. . o=
Ayl

-Z,(l)Vth» A

= -nr" VrVu, . :
§ iydeeedyy o iydqeeedyreed

P

£ ; ,
P -1) Ve Viw. . oA L o+ R (Aw). L.
=i J‘) 1, al"'.j!-”°3p ) Jl...ap

El dltimo término, por ser Aw = O(rz-n), es O(rz) ¥y pue-

de eliminarse de la integral.
I‘2'—-n
‘x T
S_njn—_a‘) s de manera que

Ademds, para § peguefio es (@ =




-105-
1-n 5
, r -n
V. : = - U.r &, + 0o(r™ ),
-1 kls ookp Sn , 1 1{1.'. .k
y el factor de —nrt T se puede escribir, por ser sus dos dlti-
mos térmbdnos O(r2—n¢’
I,l—n . oen
8 vlr ViI' o‘k R Q(r ).
n 1 ol
, N PR "o ~ ] -
Adends V'r Vir = -gl:' —: _o_% =1, ¥y por consiguiente
Ox~ ¢8x
obtenemos
g(rndw) +a(rtéey = 2 o + 0(r),
n

y por lo tz=nto, usando (3.8.1):

&Q%w)+MRWdﬂhx?= 2‘ ?&)%1fouh

n

de donde resulta

DARx) + Q§(x) = lim —— &7 9(x) J* 1= Px),
£%0 m v

D
3

15 cual prueba la tesis.///

§3.9. volucidn de b}*= i& '

Como preliminar (no imprescindible) de la demostracidn de

la proposicién (4) de §3+3, probaremos que:

Prososicidn {(3.3.1). Dada i},eF(I‘E), para czdzs punto de M exis- .
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te-un entorno D (suficientemente pequefio) tal gue Af.=(6
tiene solucidén en D. -
Demostracidén.

Sean ‘IZD y QD los operado:eé definidos en (3.8.4),
cuando la integral se restrinje a D. Es decir, si 'fD es la

funcidn caracteristica de D, serd
\()- = & = R
A R= Q0P P oD,
La segunda fdérmula de (3.8.5) implica

ba p-1% - of.

Si hallamos una forma ‘§ que en D satisface a la ecua-

cidn integral

}."' D‘S=[‘59
-en virtud de la ecuacidn anteriofresulta que );::!;DE es la so-

lucidn buscada en D, puesto que
Ap= DO =% - =p.

-Para hnallar S hay guve invertir 21 operador I - Qb; para

ello consideramos la identidad

Ao=ly oo
(T-Q) (T+Qp+ «-. +Q7 7)) = T° Q.

Puesto que q(x,y) = O(rz_n), para . D suficientemente pe-
quefio es

g latal <o el

con C indeperdients de ¥, y donde l@(x)l designa al mixi-

mo de los valores absolutos de los coeficientes de @(x):
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Ti

En consecuencia QD -—» 0 uniformemente cusndo m-s oo,
mai '
3y ZQ}j converge uniformemente hacia
 h=e -
e
. - -1
ZQ = (I—Q Y .
\\-6
Es:decir, 4 {5 vy la convergenc1a es wniforme
Mt D

en D. Tal 3 da .la solucién. Observemos que hemos cons:Ldera-
do QD en lugar de Q, porque en caso contrario no podriamos

en general afirmar la convergencia de la série. ///

Ahora probaremos las proposiciones (A) y (B) de §3.3_, lo

cual concluird la demostracidn del teorema de Hodge.

Si ®eW, en particular cumple la ecuacidn ILN-P:O, gue
segin (3.8:5) se puede escribir

¢- "% =o. '

‘Puesto que a(x,y) = O(rz—n)a

si {4} es un conjunto aco-
tado (en la norma uniforme), entonces {Q"?} es un conjunto a-
cotado ¥y eguicontinuo, y en consecuencia compacto, por el teore-
ma de Ascoli. BEsto Pprueba: que Q' es un operador compacto.Por lo

tanto, las soluclones de’ (f - Q"‘Pj'm‘-o forman un espacio vVectorial
8 de- d1mens1on flnlta (ef. [8] §5 5, para la teoria de ope-
radores compactos o coq;ple‘talqente cqntlnuos). "Como ev;d.entemen’ce

We 8 , la proposieidn (B) queda demostrada.

Ta resolucidn de A)u.-f‘.t - se puede Teducir, como -eh £3.9.1),
a la de §- Q§ = P y. en tal caso M = ﬂ.} Por ser Q compacto,
% - Q*s ‘Q, tiene soluclon si.y-86lo &i’ (5 es ‘ortogonal a las
soluciones de la ecuzcidén homogénea. transpuesta, es decir, -si-
(e 8 . Pero sélo sabemos que (en la hipdtesis de la proposi-

eién (A)) que e Wh5 &>, de manera gue este método no da la 3
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. L
. r . ;

soluciodn en el caso en que 3 pertenezca a W™ pero no a £,

Por supuesto, esto sélo gukere decir que no se puede hallar la

solucidn en la forma )L=-£25, pero no afirma la no existencia

de solucidn de Ay:(&.

.De hecho, probaremos a continuacidn la existencia de la so-
lucidn o T
Sea @' el subespacio de 13 ortogonal a W, es decir

E-v@ €

Si <F1e €' no es idénticamente nula, serd Aq’l £Z0 vy
( Agf’?l,"?l) = ( A(Fl, A‘?l) #Z 0, de manera que la funeidén linesl

'fq, en @' definida mediante

f‘? : @1 ~—> ( AZCF ’ ‘?)’ Qeg,

no es nula.

Esto quiere decir que la transformacidn CP—"'f(? de E‘_S
en su dual es un isomorfismo, de manera gue a cada ﬁ; co-

rresponde un ‘f‘le €' +tal que
(8%¢,%) = (p,%), Geg.

Entonces ‘%— Az@l c g'-‘-. Ademds B- A2(91 '3 W puesto gue
ambos sumandos estdn en WY, Por lo tanto [3— Az?’l € @“", y en—.
tonces § - Q%= (5_ Az(?l tiene solucidn S En tal caso,

Jo= Q5+ A (-Pl
satisface A}L:(é, con lo cual la proposicidn (A) queda demostrada.
——=~000-~—-

(Fin Cap. III)
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CAP. IV. VARIEDADES COMPLEJAS Y EL TEOREMA DE RIEMANN-ROCH.

Aqui daremos sélo algunos hechos elementales de la teoria.
Si bien el tretamientd comienzz en general, el teorema Ae Rie—
menn-Roch serd demostrado solamente para superficies de Riemamn

compactes. Im princiral bibliografia es [+])y [']'] .

§4.1. Variedades complejas y casi complejes.

Consideremos una variedad diferenciable de dimensidén par,

V2m. En una carta -es decir, un sistems, de coordenadas locales-

1 . 2m 1 m . . : i oL
X yevey X 4 .S€EN 2 3440y Z funciones complejas de X, i=

1, e ey 2m,

El conjunto zl,...,zm se llama un sistema local admisible

de coordenadas (o certe admisible compleja) cuando las partes re-

2l e imaginaria Rz y Fz+ ae 2, P=1,...m, constituyen
2m

un sistema de coprdenadas locales de V .
' .ol m S - .
Esto significa que {Z?fl es una carta compleja admnisible si

¥ sélo si

~, 1 -1 il
C(z ,...,zm,z yeces? ) £ 0,

a(xl,i-’..i.......,xzm

donde zM indica la compleja conjugada de z.

Definicidn (4el.1). V2m es una variedad compleja si existe una

e 2m . - .
_ familia de cartas que cubren V2 tal gque en la intersececidn de

dos cartas cualesquiera las transformaciones de coordenadas

ZP'(O}l,...,ufn), )~=1,...;m,' son funciones holomorfas.

Equivalentemente, si en la definicidn de variedad (real) di-




ferenciable VIﬂ se reemplaza la palabra "real" por "comple jo"
Y"diferenciable" por "holomorfo", ée obtiéﬁe la definicidn de

variedad comple ja V?m.

Reservamos el adjetivo"holomorfo"para expfesar analitiei-
dad en el sentido complejo, ¥y el adjetivo "analitico" para ana-_
liticidad en el sentido real, es decir, desarrollable en serie

real convergente de potencias.

Ilamzmos’ a m la dimensidn (compleja) dé V2m; entonces

la dimensidén real es el doble de la comple ja.

El piano comple jo es el ejemplo mds simple de variedad com-
pleja} lo desigﬁamos con C. Mds generalmente; son variedades
comple jas o = Eiﬁ‘;?TTSTE (conjunto de m-uplas ordenadas de
nimeros complejos), ed espacic proyectivo comple jo de dimensidn
m, designado?con Pm(C) (es el cohjunto de m+l-uplas de nimeros
comple jos médulo la relacidn de equivalencia de multiplicacidn
de todes las componentes de una m+l-upla por un mismo nﬁmero,

y excluyendo ademds la m+l-upia_dé componeﬁfes todas nulas), ¥
las variedadés algebraicas no singulares’ (es decir, las defini-

das por una ecuacidn algebraica). -

El resultado siguiente no serd imprescindible en lo que 8i-
gue, pero creemos Util incluirlo aqui puesto que da e jemplos no

triviales de variedades comple jas.

Prorosicién (4.1.2). Toda variedad orientada de dos dimensio-

|8}
Pt

nes es una variedad compleja unidimensional (es decir, puede in-
troducirse en ella una estructura de variedad compléjé).

t

La demostracidn se basa en el hecho de~qﬁé'en toda variedad
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tal existen coordenadas locales isotermas u,v, es decir, tales
gque el elemento de arco se expresa en la forma d52=‘k(du2+dv2),
siendo 'X==1(u,v);"La’dembstracién.de este hecho se ve en los

'texfos de geometria diferencial.

. Si. u',v' es otro sistema de coordenadas locales isotermas,
resulta -=por cdleulo direpfb— gue 'y v' son funciones ar-
ménicas de w. y v ¥y se cumplen las condiciones de Cauchy-Rie-
‘mann A

su' sv{ | ~ou' Ay

2u  ev ' >V T du !

lo cual implica que 51 introducimos el 51stema de coordenadas

‘comple jas —u+1v, . —u—1v, y anélogamente W=ut+iv', E=u'-iv',

entonces W es wua funclon holomorfa de Z.

Es decir, las coordenadas locales isotermas constltuyen

una estructura de varledad compleaa ///
Sigamos shora coh la teoriaﬂgeneral.

Cualquier forma dlferen01al en la ‘variedad comple ja V

B V2m se puede expresar localmente en términos de la base genera-
m—1 . —m

: 1
da por las coordenadas complejas 'z ,...,z 232 yneeyZ ¢

i i

Zai i . . dz ll\...Adz
ll‘o P,chooag . )

o K
pA dz 1/\... Adz q.

Queremos hacer notar, aun siendo redundahtes, gque una va-
riedad compleja esté'determinada cvando se da una femilia de
eartas compleaas que se transforman holomorflcamente. S5i dos -

51stemas lceales comple jos de coordenadas no 'se transforman de

esa manera, gulere deeir que no pertenemen & la misma estructu—




ra compleja, o en otras palabras, las variedades coﬁplejgs de-
tefminédas por ellos son difergntes. Puede pues'éuceder gue dos
variedades complejas diferentes céinciaan cuando se las conside-
ra como variedades reales, es decir; cuvendo se considera en ellas

la estructﬁra real solamente.

Se presenta pues el problema de saber cudndo dos sistemes
locales complejos de coordenadas pertenecen a una misma estruc-
tura, o sea, cuando definen la misma variedad compleja. ILa solu-

cidn de esta cuestidn =& basa en la=

4-'5)»

. .o 40 2
Proposicidn (4.1.3)., Sea fePF (V) y af = 3, A, dz" +. B
° e M Y

Entonces f es holomorfe en zl;...,zm si y sdlo si BF;; 0,
5 | >
F=ly...,ms En tal caso, ?;E“‘z %» .

Demostracidn.
Consideraremos sélo el caso m=l. Le demostracidén se gene-

raliza sin dificultad cuvando m>l1.°

En primer luger, supongamos f holomorfa. Ilamando z=x+iy,

se tiene:
df = A dz + B dz = (A+B) dx + i(A-B) dy.

Por lo tanto,

: of ] _ of
B ===, i(a-B) = 22,
de lo cval se obbiene
1 ,9f .. Of )
= = — + —
B 2 (OX l'byL

.y escribiendo f=u+iv Tresulta:
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I ,%u  ,9¥, .®u ov, _1,du ov i, ov  Ou
B_2(§x+lbx+lby_by )’_2(bx'-\oy)-+2(é_x-+by )y
, expresién que se anuls en virtud de las ecuaciones de Cauchy-Rie-’

mann. .Entonc'e.s af = A dz, por lo cual’ g—;: A,

! | . : - du 3v'
.Reeiprocamente, 81 suponemos B=0,. obtenemos a—}; = 6—y g

. B -~ . ) )
-a-:—;: - % y que, Junto con la continuidad de las derivadas de
u y v, gue se cumple por la diferenciabilidad de £, dimpli-

ca que f ‘es holomorfa.///

.De este resultado obtenemos inmediatamente la respuesta al
problema pian‘teado -basta recordar la definicidn de variedad

complaeja= 3

Proposicién (4.1.4). Dos cartas comple jas '!z"ﬁ y- {w”} per-

) . . . v
tenecen a2 la missma estructura compleja si y sdélo si dc\)) =ZA/J. az’.
. R rb

Ahora estamos en condiciones de definir, con perfecto sen-

tido, la conjugada compleja de la forma

- - EN i3, 3
u= Z‘a_i i . . dZ A-.okdzpkdz Auoo,\dzq
-hlll. p,3~1...3q
mediante
— _ i I S J
d =Z a. . . : N dz 1*00. Adz PNdZ le-c'\dZ g',
1oeeei s dieee] :
1 p°l q

puesto que en virtvd de (4.1.4) esta definicidn no depende del
particular sistema de coordenadas {z?"}. Claro estd que la de-
finicidn tiene sentido en cada variedad compleja. Si o ~es

conjugada de o con respecto a una estructura compleja, no lo

serd en general con respecto de otra.




Otra consecuvencia imrortante =s 1=

Provosicidn (4.1.5). Toda veriedzd compleja es orientable.

Demostracidn. .
fz?'g ¥ hﬂv§ son dos cartas, aplicando (4.1.4) 7 la

definicidn de. conjugado, resudta:

LICRNP o .
3(&9,;..Jém l’...’wm) a(z yeaeg? ™y _
YR | -l

a(z eeeszh)

.
I Y] R

3L, ..., 2\

pues la relacién =0 estd excluida por ser {z}bk y 'Mc } cor—

tas. ///

Sunongamos ahora que V = V21']1 es Una variedad real, no ne-
cesarlamente compleaa, que posee un. automorflsmo. T: F—>»F tal
que %%2‘ =1 (I= 1dent1dad) serd un campo, teﬁsorial de +i-

po (1,1) que en cada sistema local de coordenadas xlh,..,xzm

se eipresa mediante
T ax? —» hl-idxk,

"y se extiende a todo F  por multiplicacidén exterior y por li-

nealidad, ¥y ademéé cumple

3K _gd
e b= ép.

En el caso de variedades complejas existe un tal T, -gue.
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vuede definirse en un sistema ‘1oc,al mediante
T: dZ}"—* i dZ}‘- 9 dEFﬁ* -i d-Z'/w Y /‘&'-_—1’00‘. ,mc

Por ejemplo, en C se tratard de una roitzcidn de dngulo
w . . ' .
o cuando se eligen coordenadas cartesianas ortogonales..

Proposicidn (4.1.6).‘.‘ {zf's_ ¥ {w"'} pertenecen a la misma es~-
tructura compleja si y sélo si inducen el wmismo campo tensbrial

T.

Demestrecidn.
Supongamos primero que {zr’& v '{w"’} pertenecen a la mis-

na estructura c_om_l__)le_ja, por lo cual dw" =23 Aj,, dz}“. Entonces,

si T: azf —i 'dzf", es
) v . A
dw:Z,A dz ~—>1§;A dz’ = i 4din’,
r s
y andlogamente

dw = -1 dwv .

Reciprocamente, supongamos que el T 1inducido sea el mis-

mo., Si du:'J= Z- A;i dz_'"'+ B;:, dﬁk, esto significa
iaw = % A;_ i azl B;’,_ (i) az’s

De estas dos expresione®m se obtiene B;: = 0. ///

5i bien es cierto qQue en cada V compleja existe, como.
venmos, un T de las caracteristicas indicadas, no es en cambio
. . . _ _L2m i
verdadero en general que si una variedad real -V posee un
tal T .éntonces se le puede dar una estructura compleja. Esto

induce a dar la siguiente
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Definicién (4.1.7). Una variedad real V = vam con un automor-
'fiémo“aiz F—>F +tal que r? - -1 se llama yvariedad cas1 com— .

pleja.

De aqui resulta que toda varledad comple ja se 1a puede con-

sideérar, en partlcular, como casi complega.

Un pfoblema fundemental y dificil de 1a'teoria es prdﬁér
si uwna variedad real V2m dada admnite una estruetura compleaa,
o0 al menos, casi compleaau Por ejeamvlo, se’ sabe gue de todas las

superficies esfer;cgs S sélo 2 Y S6 admlten una es-

2k ?
tructura qasi comple ja. De ellas, 32 admite una estructura
coﬁb}ejﬁ -en virtud de (4.2.2)-; gue S¢ admita o no una’es-

tructura comple ja es un problema abierto.

Enunciamos a continuacidn sin demostracidn (ef. A. Froli-
cher, Tesis) un resultado referente al prdb}ema planteado,:del

cual 1a condicidn "sblo 8i" no ofrece grandes dificU;tades.w

Proposicidén (4.1.8). Ia variedad casi compleja V2 _posee una

estructvra compleaa si y sélo si

es simétricoen k y. P, ¥ .

hﬁ(x) G_Cp’5 es decir, es desarrollable en serie de poten-

§4.2. Formes holdmorfas.

1 —l -m : . ' A .
Sean 2 ,...,z 32 3eeeyZ coordenadas locales de la varie-

A




dad compleja V = v2m{ Toda p-forma compleja u})eE@(V) se

puede descomponer en la suma
r,s
O(P=Z°(’:
: r+s=p-

donde localmente Se cumple

i, i _d
= 218, 5 . az TAl..ndz Tadz Th...Aaz o,
geeripedyeeedy .

r,s

oL

En virtud de (4.1.4) podemos afirmar que tal descomposi-

T,s

cién de off en formss o no depende de la carta elegida

y es dYnica.

El par (r,s) se llama bigrado de la forma ‘o(r,s 3 si de-

signamos oS al conjunto de tales formas, se cumple’

P =, S,

T+8=p

Calcularemos ahora 1a diferencial de o(r’seFr"sC PP (p=
r+s); serd d&r’ser+l y

1 ocai ,jo-.j io-oi ,j “'j" _: i
1 rol sdzo + Z L f‘)l Sdz;)) 8z “A... Mz
Dz v Dz i 3q ig

i _ -
TAdz A ...Adz .

r,s .
Esto muestra que dol”’ se descompone de menera unica en

r+l,s + r,s+1

a' % = o x ,

esto es,
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T, S r,s r,s
ao™® = ar ™S a8, A
es decir, el operader d se descompone univocamente en

P

con
_r+l,s
—_—> B ’ ,

Se cumple ademnds ’

0=ad = (a'+ d")(d'+ &) = da'd* + (a'd"+ a»a') + a"a";

rero
. s R AP - +1,8+1 r,s s+
grar: PO pT2eS, gqagmy gegr: pTrS_a pTrleStl. quge pTeS o pTaSH2
. . T+2,S r+1,5+1 r,s+2
1o cual impliee, por tener ¥+ 777, F ’ , 7 a2l cero

como Ymico elemento ceomin, gue
a'a'=0 , atd" + a"d' = 0 , ard" = 0,

lo cuval muestra en particular que 4' y 4" son efectivamente
operadores diferencizles (de grado 1) (ef. §]J8).

Entonces tiene sentido hablar de los grupos de De ZRham Rg'

D
y Rd" correspondientes & d' y d". Nosotros estamos especial-
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mente interesados en el operador 4" por la estrecha relacidn

que tiene, segin vermmos, con las funciones holomorfas.

Definimos pues en la forma usual

D -1 r,s -1
Ry = Fg,,/ a"r?™, RS =FLS /a4t

[+]
donde la notacidén es obvia (as{, por ejemplo, . Fgu es el con-
Junto de las p-formds d"-cerradas, es decir, las formas c#p de
P talés que an oeP= 0, ete.).

Evidentemente se cumple

= 2w

r+S=p

. o o
Consideremos en perticular uwna forma L' =

i i
a, -, 0z lb see Adz P pertenec1ente a Fp’ = 220, De
iqe..d av an
da; .4 i i
n P10 e Al S | P _
a" o Z » dz AdzZ " A...Adz 0
obtenemos
Ta,
ige..d
~—— 0, ) lye..,m,
M
por lo cual
Da, . .
PP, § i i
dokp’? =Z——l——R dz"l\dzlh-...r\dz-p,
oz
es decir,
2 4 )
l--o P E,Z




Aplicando ahora (4.1.3; concluimos que ay ; €S una
. l.'. p

funcién holomorfa.

Reciprocamente, si sSuponemos que ai L "es heolowmorfa,
Bail. i bR
entonces por (4.1.3) serd = =0, V=1l,e0.,m, ¥ pOT
vz .
. [a] B
lo tanto d"o(p’c' = 0, es decir MP,D\ng',’O = Rg,’,o.

Definicidn (4.2.1). e Fp se llama una forma holomorfa cuan-

do oLé.FP’o "y sus coeficientes sbh funciones holomorfas. En

sfmbolos, & Fﬁql. ‘
Tal definiecidn no depende del sistema local de coordenadas

elegido, en vi'rtud' de 1la defini_ci'én de variedad comple ja. Es

FP’O, pues si fuera ,oléFr’:-s, T+S=p,

esencial suponerigque o&
s>0, 1la definicidén no seria correcta, pues si los coeficien-
tes de o fueran funciones holomorfas en una carta, no lo ten-

drian por qué ser en otra. Por ejemplo, si ot:a,le', a holo-

| 2L —
morfa, al cambiar coordenadas se obtiene o = a _Z_ dw" =
_—é T . WY ’
A

= a 3 dw’ y ¥ la conjugada de una funcidén holomorfa no es,
Ty

-~

en general, holomorfa.

Usando la definicidén (4.2.1), hemos probado mds arriba gue:

gP10 _ &P

Proposicién (4.2.2). Ry, =TF ..

) . ' = ‘ 00,0
En particulary si V es compacto y conexo, -entonces “Rd',' -4

C, puesto que las Unicas funciones holomorfas son las cons,‘i@niges.

La proposicidn (4.2.2) muestra la estrecha relacidén existen-

te entre el operador 4" y las formas holomorfas. Si la escri-
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o
bimoi en la forma Fg,’, = kalol’ sugiere también que el conjun-

s p -
to Fé‘,’, es la -extensiodn natural del concepto de formas holo-
. -]
norfas en el caso s>0. Es decir, los elementos de Fd" se-
. 0 -
rien las formas holomorfas mds generales. ( Fyw = Z,Fp" = E“‘é‘,’,s).

- Las formas holomorfas son pues las formas cerradas respec-—
~ o .
to. de 4" de P’ » DPero no nenesariamente cerradas respecto

de 4 o -d's Tiene pues sentldo hablar de Fﬁ , due es el

conau.nto de formas holomorfas y cerradas respecto de d (cuan-

do no: especlflcamos con un indice de qué operador diferencial

se trata, suponemos que se trata de d). Observemos que Fﬁ 1

= Fp,o’ puesto que D Fp’

i

Proposicidn (4.2.3). (Trivialidad local). Si UeV es dife-

renc1ab1emente contractible en si mismo, ¥y oLer (H), enton-
ces existe @Q FP l tal que d(.%- at (5._0&.

Demostracidn. .

Puesto que dot= 0, entonces -por (1.7.6)- existe (&
F_p.'_l(U) tal que - d'@::'x. Como °(€Fp“’°, deberZ ser (be
LE;P-;]"O,’- pues FPo-1 g. Esto significa que d"p= 0, es de-
éir,.__ (5 es holomorfa,y ademds ' ap=da'g. Y74 .

-0~

§4 3. Métrlcas hermitianas y variedades kBhlerianss.

m
Sea V = V2 una variedad ‘casi comnlega, y T v{n } su
correspondiente campo tensorial. La. convertlremos en un espac:Lo
de Rlema:rm introduciendo la métrica especial S1gu1ente -1lo cual

se prueba es siempre posible- :

Definicidén (4.3.1). Una métrica de Riemann gij en una varie-




1 - .\ -
. . . L ) J. Kk i
dad casi compleja V es hermitiana cuando gZ.h = !

variedad casi compleja V con tal métrica g 5 se 1llama une

variedad hermitiana.

El sentido de la definicidn es que el campo tensorial T

de je invarisnte la métrica.

Si g,. es una métrica hermitiana, entonces h = g. nY =
1) rk jkr

=-grph£, y‘por lo tanto h es covariante antisimétrico. En-

. rk
tonces Zhrk dx" A dx° es 1= representacidén local de una 2-forma

(por ejemplo, en E2 ¥y en coordenadss cartesianas ortogonales

X;¥s Se trata de la forma 2 dx Ady).

Definicidn (4.3.2). k):fhrk dxT A &ngfes la forma fundamental

de la variedzd casi compleja V, con métrieca hermitianz gij’

Téngase en cuenta que la definicidn de &' depends no =6-

lo de V sino también de 12 métrica introdveida.-

La siguiente propcsicidn aclarard el sentido de la detini-
cidén de métrica rermitiarna en el caso de variedades complejas,

mostrando que en tal caso en el elemento de arco ds2 aparscen
solamente términos en dzldga, pero no del tipo dzldzJ o]
dz-dzY. En particular, en L, =0, serd ds® = dz az.

Proposicién (4.3.3). Sea V" un= variedad compleja, con coor-
denadas locdles zl,...zm,El,...,E?, y gij "una métrice hermi-
A

tiana. Entonces

2

ds° = Hyy az"3z2® con My = By ¥
Demostfacién.

El elemento de erco siem-re se puede escribir
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2 - — -
as® = G,y d2¥d2° + Hyy az"az’ + Ky azlaz’,

esto es,
G H
fad »,
H X
) ad

de manera que el hecho de ser gij hermitiana significa gque

CHyy = i(-i) Hyy

P Al

G =17 Gy » Ky = ()7 Ky, »
es decir,
G.)J = 0, _K;w = 0,
de donde
as® = H. . azkaz?

y como ds es real, resulia también EPV = H%P .

En lo que respecta a 12 forma fundamental ¢y , ‘tenemos:

Sy A Sy

/e

N

Ppk = T 8"k

y entonces




W= hpk axP a axt =

=5 (0aztaaz’ + By az¥adz’ - H, azPaaz® + 0 azkaaz’) -
/

!

=1 H, azPaaz? . ///

U%t;ilizaremos ahora la nobacidn
-k
O e, 1-

28

WA ... W = " ;
evidentemente, si k®»m, entonces W« = O.

Desigmaremos ademds con lH)d{' al deteminante'{'de "Hyy -

)4_

Proposicién (4.3.4). En una variedsd compleja von con forma

fundamental generada por la métrica hermitiana gi,j, se
cumple:
w® = i m! [H)up[ dzt A ... RaZEAAZT A .. a3ZE
En particular, -
e # 0.
V2m
Demostracidn.

w' = (1H, dz¥adz® )" =

>
vy Fo Vo

o /\...AdZmAdZ =

= i®H, H o dzhAdE
PV KV .

]

i m! lH}ﬁ[ az A ... AaZ"AdETA ... NG

Ademds IH)LVl)O,' pues la métrica es definide positiva.///

Definicidn (4.3.5). Una variedad compleja V con nétrica her-
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mitiana gij es una variedad k&hleriana cuando su forma fundamental

ses cerrada, es decir, dw= O,

Por ejemplo, c® v Pﬁ(C),vebh variedades k#hlerianas, y.
puesto que toda subvariedad analifica de una kZhleriana-es kfh-
leriéna, resﬁipa gue las variedq@es algebraicas no singulares.

son k8hlerianas.

Proposicidn (4.3.6). Si "k=0,..,,m vy V2m es una .variedad k#h-

leriana compacta, entonces 'cdk es cerrada pero no exacta. En - .
particular, roK # 0.

Denmostracidn.

De aw= 0 results dw’ = 0,

Por otra parte, si para algin k=Oy..d,m fﬁeraf-tﬁk = 4%,

entonces

a( P ENE) = ™ F ag ¥ -g-l)?-(‘m'_k) W™ e =0+ w0 =

2m-1

Puesto gque WwEE R ¥ e F . usandd‘(3;1.9)'resulté

fwm = fd(wm'kaf) = 0,
v v

lo cval contradice (4.3.4). ///

—0-

§4.4. . Formas armdnicas.

Una variedad -hermitiana es en particular un espacio de Rie=~.
mann, y por lo tan¢o,'éomb en (3.1.2) se define el operador de

adjuoncidn:
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P 2m-D

xX s —> 7

En el caso en que la variedad es también comple ja conviene

mcdificar vn tanto la definicidn de XK.

Definicidn (4.4.1). si V2m es una variedad compleja hermitia-
2m-p ) :

na v oLeF(Vzm), entonces XK Fp —> B

est4 definido medidn~
te A X = KO, '

Prorcsicidn (4.4.2). %8¢ F7'° — P TS

Iz Jdemostracidn se hace por un cdlculo directo, utilizando

coorderadas comple jas locales.

Ia definicidn del operador codiferencial ° & no-f'_.-'e.s ‘hece-
sario modificarla, pues el qué se obtendria usando % :én lugar

de ¥ coincide con el primitivo, puesto gue:

Proposicidn (4.4;3), $ = (_l)Zm(p+l)+1

N

®dk: PPy ¥l
Demostrecidn.

Basta ver que *d ¥ = kdx, en virtud de (3.1.10)+ Si

& Fp, se tiene:

¥R X =%d R =%{d «M) = kd(k™) = xda* oL,

por ser ke = k&X. ///

De le mznera usual, podemos descomponer

donde

e P s Fr-—.l.,s’ S U

B s et e e e
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para io cval bzaesta tomar, en Fp::
g o= ()L g, X, b= ('—1)2’“(1"“1)% % arw.
Andlogamente se define
Al = 8 '8, AT=.gtdn e atgl,
¥y se eumple &ﬁd.entem&&e
A, &" 1 PSS,

_ Veremos un poco més adelante ((4.4.11)) que A tiere es-

te misma propiedad en variedsdes kihlerienas.

Ahora, en el ceso complejo, el producto esczler

Pann
-3
N
~

423

[

define con une modificecidn -gue con. la notscidn de (
sulta ser (&, F )=

L)

Definicidn (4.4.4). 8i ol,-@" €& F, entonces

v -

En el caso en gue V es comfdeta, (%,8) estd bien defi-
nido y cumple efectivaménte las propiedades de un producto esca-

lar (complejo):

a) (0,p) = (B0
B) ()3 0

c) (X)) =0 siy sblosi X=0; ¥ .
d) (%) es lineal en ® y antifinéal en (5.

Ademds vale, como antes, que (_p(, d(’;) = (So(, (b).

Proposicidn (4.4.5). (Ol,@) #0 sélosi &« ¥y (2' tienen el
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mismo bigrado.
Demostracidn.

. , t gt - —p! m-s!
Sea P S vy PeFr »S*.  Entonces *(5= FooT 0S T

Sed TIT+s=r +s" de 16 contrario o AY (&% 2m y la inte=

- gral en V2 se anula.

En tal caso O(A*F) salvo tal vez que 1 = r' s =s',

= |

pveo de lo con’trarlo aparecerian productos del tiro dz A dz ¥

dzY A dzJ. ///

FP 30 Fp_l)l

FP,

Lo acabado de demostrar significa que ,

, LK N ] ,
QO,7 . . . . <
7o P son subespacios perpendiculares de.

Proposicidn (4.4.6). (a's,p) = (¥, 5'p); (2"x,p) = (o, 3"p),

Demostracidn.

=rss r, s+1

Consideremos el caso ".. Sea AeF y ? ¢ F En-

tonces, usando la Ultima proposicidn:
(d“dr%)'z (d&, {J’) = (mséﬁ) = (Nv, E"p)"
Si p ¢ Fr,s-&-l’ ambos miembros son nulos.

Para ' el srgumento es similar. ///

Provosicidn (4.4.7). d'.S'@»=O %g'p =0 ; d"S" ‘=0 -:%“" '—O
gldlf,::o .=§ d',(b:O. ¢ 3"(1"@:0 % d;vé_._._o._

Denostracidn.

- En el primer casc, se cumple:”

8'5'p=0 > 0= (a'8p,p) = (3'0,5'p)=0=>8p-

En los demds casos el argumento es similar.///
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~

Proposicidn (4.4.8). A es un operador real, es decir, A o¢=-0

si y 86lo si A& = O.

La prueba sugge en forma inmediélfta del hecho que d y &

son reales,i"y & 1o es porque ¥ d ¥ = xdx.

1 r,s Y - 3 3
Designaremos con W el espacio de Tormas arménicas que

perterecen a Fr’s, es decir aew'® si y sblo s:is__-ot.eFr’s
» , r,s . - _s,r

Observando el hecho que oleF - implica & eF , puesto

gre cada dz" se transforma en- d?', y usando '(4.4.8)_ obtene~

mos:e

wr,s s~ S,P

Proposicidn (4.4.9). =W,

Terminaremos este pdrrafo mencionando algunas propiedades

especiales de las varieda&'e_s khlerianas.

Prbposicién (4.4.10). Si V- es una variedad kZhleriana, enton-

ces D A=2.A" = 2.4A".

Ia demostracidn se efectia oY un célqu_lo directo, en un

sistema de coordenadas locales.

Como corolario, podemos-enunciar: -

Proposicidn (4.4.11). Si V es une variedad k#hleriana, enton-

ces:

a) A: 7% s FT05;

. X'y S , . ° ’ . -
b) Si A=T & es armdnica, entonces es arménica cada
X : -
I'eS oo s -
*x '"; es decir, W o= 25 wrT;
r.s ~ ReS:p
c) G: P* -

FI‘,S;
a)

I'yS v TS
'Rd.r’: =W’;
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e) Rg,, = 8P,
f) Si p es impar, entonces rY es un espacio vectorial

de dimensidn par.

Demostracidn.

a2) Sale de A’ (04 A"): Fr

"— ¥'° y de (4.4.10).

b) Irmediato, de 2) y 1z linealiicd e A.

¢) Recordauos ¥(§3.3) qgue G estd definido por
o= T+ AGo( . .

En virtud de b), si « = Zo(r’s, la proyeccidén
’ﬁ'r B F—> F'° definida por "Tfr = er,s’ cohmuta con A.
b . b .
Tntonces, por (3.4.3), Tl'r , conmuta también con G.
.y )
d) Sea oL=at"?% ¢¥F%,  PEntonces:
of = ot + AGol = Tl + 2 A"GX = T+ 24"F"G & -+ 23"4"GK &

Supongamos gue o es uvne forme d"-cerrada, es decir,
d"el =0, Entorces, si aplicamos 4" a le Gltima férmula y. te-
nemos en cuventa gue ATX=0 y por consiguiente d4wk=0, lo

cual implica d4"Ue=0, obtenemos

ard"anGg « =0,

de donde se deduce, por (,4.4.7), que
Srdng ® =0.
Es decir,
® = Teol + 3" Es ’

donde
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[b: 2 9" G,

Si 0[1
¢lase de cohomologfa, o(l -of = d").. .

es otra forma d"-cerrada que pertenece a2 la misma

entonces
=W+ a"(@+p),

lo cual muestra que la componente arménica Tl es la misma,

Entonces Rd,’,s — W

¥ Tel= of - AGOLL ).

. . s ’
o -» Tt induce un homomorfiamo '™ (que

Tuewr’s surge del hecho que AG : FI 8> s

~Sea ahora o¢'2 otra forma d"-cerrada de - Fr,s pertenecien-

te 2 una clase ée cohomologia diferente de la d'é, 0(. Entonces

%=, - A, Y Ay -t = (Wely - W) + an(B, -f), lo cual
implica
Tol, # Tk
En consecuencia; el homomorfismo en cwestidn Rd,’,s—-rw
¢s.un monomorfismo. Ademds es un epimorfismo, porque cada .o(o
e W' pertenece a alguna clase dé Rg,,é.‘

e) Por b) es Z‘wr,s';.wp

, ¥y ademds (§4.2) se cumple
S:P .

’L“Z.. Rd" Rg,, - 8i aplicemos shora d)-resulta W° & Rg,,. De
esta relacidn y. el teorema de Hodge se obtiene r? ¥ Rg,,

f) Sabemos ((4.4.9)) que w8 2w T Entonces, si p es
impar,

d:Lm Rp = ﬁlm Wp

dimZ, wr

Z dim W '8 2

Ir+sS=p r+sS=p
. %lers) o
= Z dim .wr’P'r =2 D, aim WP,
k=0 K=o

—Q=-




§4.5. Teorema de Dolbeault.:

!

."El teorema de Dolbeault, as¥ como su demostréciénv, tiene
bastante similitud con el de De Rham. Asi como hemos hecho con
este li]ftimo, .comenzaremos probando un teorema de trivialidad
“local, cuya demostracidn es similar a la segunda demostracidn
ge (1.7.6). ' '

Supondremos que -V = V2m es una variedad complejs y UC

V un abdierto.

’ 0
Proposizidén (4.5.1). (Trivialidad local). Sea oceF;‘,’,s(U),

80 y xeU. ZEntonces existe un abierto W¢U +al que x
€W y una forma - PeFr’s—l(

3

W) tal que d"(z,z'zw Uo(, donde
. ? ..

;g €S la restriccién de U a W.

Vg

Demostracidén. \

Supongamos que U = {lz"'kr); P =l .,m} es un pdlici.;
lindro en una cérta de V. Si no fuera asi, elegimos un poli-

cilindro contenido en U Jy que contenga a X.
Cualqguier forma o se puede escribir de manera unica
....l N
of = dz" AW + olo,

onde Wy ol son independientes de dz.

Veamos gue también puede descomponerse de la menera

- gn ~
o =d"p, + %y,

-1 . -1
donde [?Jl no depende de 4z~ ¥ %, no devende de 2z~ ni de
-—1 v . .
dz™ .,

En efec‘go , 81




w:: 2 g_ . . . ) R dz lA e se AdZ r“ d; 2 .Y -“l.- “d; 9
1 e o1 ] ;] ‘e s e J - . . -
. r’ 2 s o i

el
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i i i g

1

N

con j,_ #l, k=2,...,8, elegimos

i i j j

dz TA ... Adz TAdZ Zp...Adz S

=_Z'fi

peer iy edg

con la misma salvedad sobre j};, y tal que las f satisfacen:
DT, o :
11. - ..lr, 32. e e JS _ g
;1 11- -:-lr, Jéoooas

Entonces d"‘(_&l = d;lﬁ w+7Y., con ¥, independiente de
4 1 1

dz~. Si tomamos oil = o —’61, obtenenés

of = .d"(?)l + L

con {bl vy o(l independientes de d;l.

Ahora veremos que X tampoco depende de _z-l,. -usando

1 .
el hecho gue ol es d"-cerrada. En efécto, d"ol= 0 implica

d"dy =0, y puesto" que dl no depende de dgl, resulta que

' b—?-_l: O".‘pa.ra cada coeficiente a de dl'
z
Asi obtenemos la descomposicidn querida.
Usando el mismo 'argumen‘tb para. 0‘1 en lugar de O, . obte-
.nemos: h ' '

o = a"f. 4 ol
oy a (3-2 + %%,
. ' . i Lo =2 . . -2
con (52 1ndepend_1en*be de dz y 0t2 independisnte de 2 y



. d'zz.' tdemds, por ser !xl independiente de 2z~ y dz , 1o
mismo vale para @2 Y oy
Repitiendo el mismo proceso se llega a
— " [« ’
d - d (Pl + o0 + @m) + xm’

~1 —i-1 -1

donde (5-3 es independiente de 2 ,504,2 342 ye005dz, ¥
C . =1 -m -1 -~ '
v 4 es independiente de 27 ,...,2 5 AZ 5004, 4Z .

Pero olm(‘-,Fr’.s,. s>0, lo cual implica X = 0. Si Ila-

nanos [51 Foeot Pm = @ obtenemos la tesis. ///

Llamenos ahora qrr’s: {Fr’s(U); .QU U'k al prehez de
b

formas de bigrado (r,s) de la variedad compleja V = V2m’
siendo YZU gr 18 restriceidn de U' a UCU', .
? .
P ' r r Ty0 _ jor .
Andlogamente, sea LL = g:-:hol = F 1= -{J:hal(U) ; ?U,U'ﬁ

el prehaz de r-formas holomorfas de V.

En virtud del teorema (4.5.1) de trivialidad local y de.

(4.2.2) podemos afirmar cue la sucesidn

dll

O _.(lr 1 gr,o d“ @' I‘,l qr’Z . ceens

donde i es la inyeccidn, es localmente exacta (ef.(2.9.1)).

Usando exactamente el mismo argumento que usamos en. la pro-
posicidn (2.5.2) de trivialidad global, obtenemos:

%P(N; @ar"q) =0, . p>0,

siendo N el nervio del cubrimiento '321, de V, y en conse-
cuencia (ef. €2.9.2)):
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4#L(v; 79 = lin 3P (n; @'Y =0, p>o.

Entonces, de la misma manera que en la demostracidn del

teorema de De Rham, resulta ’ S
. o ooT,a-1
Tel(v; 07) T FLUT) /arh i,
con 1lo cual hemos .demostrado:

Proposicidn (4.5.2). (Teorema de Dolbeauvlt) Si V = V%m' es.

una variedad compleja, entonces "SQS(V; ..Q,r) '-‘—-"RE',’,S.

En el caso 5=0 tambidén es (4.5.2) verdadera, puss se trans-

o r o~ T,0 . . - .
forma en T, = Rd; , circunstarcia ya conocida ((4.2.2)).

‘hol

De jamos a.eargo del lector probar gue en el espacio pro-

yeetivo comple jo Pm(C) se cumple

RE;S = 0, para 7r#s.

Dando tal afirmacidén por supuesta, obTenemos

%Q(Pm(c-};ff) 0. para q#r,

y en particular
%@q'(Bm(C);ﬂ) = 0 para g>0,
donde £ =AL° es el prehaz de funciones holomorfas.

En el caso de una variedad kEhleriana podemos extraer otras

conclusiones. Puesto que, segin (4.4.11) y (4.4.9),es

resulta
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e2(v;0h) T %S(v;al),

!

y si g=0, obtenemos:?

Proposicidn (4.5.3). Si vV es*ﬁﬁ&;ya:iedad kéhlerianaimenton—

r r,0
ces 'F V) =W,
hol( )
Una dltima observacidn: aceptemos la siguiente:

e .
Definicidn (4.5.4). E1 género aritmético de una variedad com-

pleja V2m es el numero

%. (-1 aim FEH(V ).
g=0

Entonces, si v2n es kBhleriana, resulta por (4.5.3) que
su género arttmético es
= o R
;é% (-1)% aim ¥ (VD).

§4.6. El teorema de Riemann-Roch para superficies de Riemann

compactas.

Definicidn (4.6.1). Una superficie de Riemann es una variedad

compleja de diménsién (compleja) uno.

Designaremos con V a una variedad tal. Puesto que tiene
dimensién real dos, si se define en ella uvne métrica hermitia-
na, entonces resulta V k#hleriana puesto gue la forma funda-

mental tiene grzdo dos.

Definicidn (4.6.2).‘ Una funcidh meromorfa f en V- es una

funcidén holomorfa con valores en Pl(C).




B At SR
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Notemos deé paso que el- plano proyectivo comple jo - Pl(c-)'
no es mds que el plano complejo C compactificado con un pun-
toy Pi(Q) no tiene récta impropia, sino solamente un punto

impropio.

Un dividor es una O- cadena en V, de manera que se lo .
puede escribir D = i an s COn n, €72 3y P €V, Su gra
L=y

es el nimero deg D = Z.n + Diremos que D es no negatlvo,
Y.

D>»0, cuando ni>,‘0., i=1l,...,k, 'y D2D', donde D' es

otro divisor, cuando. D - D*20.

Un divisor D = Zun P se 11'ama divisor principal cuan-
o=t

do ex:J.ste una funeidn -meromorfa f que tiene en P un ceroc

de orden :ni, i%l,...,k, v esos son todos sus \,eros (51
ni< O,' 1lamamos cero ‘de ordei;‘ “ni a un polo de .orden —ni).

Designamos con D(f) a un tal divisor principal.

Es nuestro' propdsito-investigar cudndo un divisor es di-

.Visor principal, o sea, dar informacidn sobre la existencia de

funciones meromorfas em V . Para ello sirve el teorema de

Riemann-Roch.

Para cada UC€V, designamos M(U) al conjunto de funcio-

nes meromorfas en- U, 'Zu g @ la restriccién de U' en U
.

en el caso UTU', y

IWe = /‘{M(U); 'I-U,U'.g
al prehaz de funciones meromorfas definidas en V.

Como -toda funeidn holomorfa (con rango en C) es meromor-

fa, se cumple LACHE , es decir, para cada UeV es F;.Ol .)jc

u(v).
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k
Dado un divi@or no negativo D = ZniPi‘-;O, sea AL(D)
o HEX Y . ’
el prehaz de.funciones meromorfas f +tales que D(f) + D2O0.
En psrticular, si f es holomorfa es D(£)2 0 'y por lo tan-

to f €Lu(D).

Si iah{ow'fa”'de'finimos S = -f).(p) /L)L, entonces la sucesidn
(4.6.3) 0 —> 0D —> N(D) —> S —=0
es exgcta.

Probaremos que f‘Sép,(V;S) = 0 para~ p>0, donde tales
%p son los grupos de cohomologia de éech, ‘Para ello conside-
ramos un cubrimiento W de V As'uficientemen'te fino coimo pa-
ra que’cada Pi de D esté en un solo abierto de W . Si N

. on .
es el nervio de U y f € CP(N;S), entonces '_f(,jo_..~t jp) €

S(U. . ). Pero U, .. no contiene ningin P ¥y por lo
JO...JP JO".J? 1 i

tanto f(-jo...jp) =0, es decir f=0 y por consiguiente es -
un coborde. Entonces %P(N_;S) = 0.

En el caso p=0, de la misma definicién de S se obtie—

ne dim, #6°(V;S) = deg D, donde dim, indica la dimensidn

N . C .
compleja. Mds ain, se puede probar que - 2.°(V;s) = gdeg D,

Con el siguiente lema g'encillo probaremos el teorema de
Riemenn-Roch.

h " h
s oz . A i-1 i
L5 e0oe . S - - LN 4
Propos],cj,on‘ (4.6.4). 5i Al-—_l, — A = A e

es una sucesidn exacté., entonces

n i _ , n <
25 (-1)" dim A = (-1)" dim(Ker hm) + (-1) dim‘(Im,hn)f."_
i=m , : o i 4 .

En parti'culgx", si 0 —s A, —= eee—* A —% 0 es exacta,

RS
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n .
entonces Z;(Ql)l'dim Ai'=-0.
=2

ﬁemosti&cién.

En virtud de la.exactitud es

dim Ai = dlg(Ker hi) + dim(Ker hi+l)’
¥y entonces
n . i n.’ 5 n+l i
2 (-1)" dim 4, = 25 (-1)" aim(Rer b)) - 2. (-1) dim(Ker h,) =
i=m i=m - "i=m+1 '

IR S R -RF .
= (-1)" dim(EKer hm) +'( 1)~ dim(Ker hh+l)', ///
Llamaremos
. 1
g = dim, & (V; )

al gzénero de V, que coincide con el género aritmético de V

definido en (4.5.4)3 & e8 el niumero de "manijas™ de -V,

Ilamaremos i(D) fkdimc ‘ﬁ@}(V;IZ(D))"el indice de espe-

cialidad del divisor D.

Proposicién (4.6.5). (Teorema de Riemann-Roch) Si D es un

divisor en la superficie-de Riemann compacta V, entonces se
cumple

-A dim, %°(V;L0(D)) = 1 + deg D - g + i(D).

Demostracidn.
' Sabemds;que la sucesidn de Bockstein de (4.6.3)'es exacta.
Teniendo en cuenta que, segun hemos vistc, 1K21(V;S) = 0,. po-

demos esecribir:




0. —= $O(V;0) —> L (V;0-(D)) ——n JO(V3S) o B (V5.00)
—> 2 (7;0.(D)) —= O,

,y afirmar gue esiba sucesidén es exacta. Apii;:ando ahora (4.6.4)

obtenemos

gimy %°(V;0.(D) = aim; $8°(V;2) + dim, ¥ °(V;s) -

- dimg %l(v;a) + dimg QE-J‘(V;Q(D)).

Teniendo en cuenta que e (vit) T (V) ¥ ¢ por ser

¥ compacta, se obtiene la tesis. ///

‘Bl nimero dim, %?(V;.ﬂ. (D))" que aperece en e'l. teorema
de. Riemann-Roch es precisamerite la dimensidén del espacio de
funciones meromorfas < f ‘definidas en todo V tales que
D(f) +':' D‘>/OA.A El teorema implica que si D tiene un gi‘ado su-
ficientemente grande, por eijemplo, gi deg D 2> g, entonces
existen funciones meromorfas I tales qﬁe D(f) + D2O0.

+

Daremos ahora una consecuencis-sencilla de la teorfa de

hices en superficies de Riemann. .

Proposicién ('~3;;:6.6).. (Téorema de Laurent) Hl(Pl(C);ﬁa)' = 0,

Demostracidén.
Ia tesis no es mds que el enunciado del teorema cldsico
del-desarrollo en serie de Laurent, que suponemos conocido, ex-—

presade en otro lenguaje.

Sea O0<r<R. En Pl:(-C) 5":'consi'dere'mos el cubrimiento

constituido vor los dos abiertos

Uo=.{.z[lz[<R} v Ul'='{Zl(Z[’>r&-
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Entonces Uo,l = Uc.)r\U:L = 4{2 I r<|z|<R} es un anillo

circular. El nervio N(W) es l-dimensional.

Sea f un l-cociclo en N(2L) con coeficientes en L)
(toda l-cocadena es un 1-ccciclo, por ser N(RU) 1-dim:mnsio-
nal). Esto significa gue £(o0,1) es una funcidn holomorfa

en Lo,l"

El teorema de Lsurent cldsico dice gue f = g ~ &1, don-
de gl(l) es holomorfa en U, ¥ go(o) holomorfa en Uo'
Esto significa precisamente que f es un coborde, y por lo

tento
1 )
% (N;n') = 0,

-y cormo %l @ gl (ef. (2.6.5)), obtenemos la tesis. ///

000-=

(Fin Cap. IV).
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