Competencia E. Paenza

s Problema 1 Definir, si existe, una matriz “infinita”de nimeros enteros positivos
A = (aij)1<ij<co » que verifique la siguiente propiedad: todo entero positivo aparece
exactamente una vez en cada “filaz en cada “columna’de A .

Resolucion: (Participante 14087; Pablo Luisetti y Lisandro Parente de la Fac. Cs.
Exactas, Ingenierfa y Agrimensura; Rosario)

Utilizaremos una construccion de tipo recurrente. Consideremos casos finitos. Si tene-
mos una matriz de 1 x 1 y queremos que no se repitan nimeros. Como es trivial,
tomamos el tnico elemento de la matriz igual a 1 . Al considerar una matrizde 2x2 ,

2 1

Obviamente, para estos casos particulares podriamos utilizar nimeros cualesquiera
pero elegimos los primeros enteros positivos pues consideramos a estas matrices como
ubicadas en el extremo superior izquierdo de nuestra matriz infinita.

. . . 1 2
sigue siendo muy simple; tomamos .

Las matrices consideradas a continuacion seran conformadas a partir de las matrices
dadas. Tenemos matrices del tipo 2¥ x 2¥ con k€ INj .

Para una matriz de 2% x 22 | tenemos

1 2 3 4
214 3
341 2
4 3 21

Es decir que repetimos la matriz anterior sobre la original y completamos los cuadrantes
que quedan con dos matrices iguales de 2 x 2 que guardan la misma relacién entre
sus elementos que la matriz anterior pero con los ntimeros 3 y 4 .

La siguiente matriz serd entonces una matriz de 23 x 2% como sigue:
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O sea que, en general, construimos matrices de 2% x 2% | repitiendo sobre la diagonal
las matrices de 2F~! x 2= obtenidas anteriormente y completando los cuadrantes
que quedan con matrices de 2F7! x 2¥=1  formadas por los 2! nudmeros enteros
positivos que siguen dispuestos de la misma forma que en la matriz de 2F~! x 2F—1
obtenida en el paso anterior.

Podemos repetir este proceso en forma infinita obteniendo asi una matriz infinita del
tipo buscado.

1 2 3 4
214 3
341 2
4 3 21

Podemos observar que en cada fila y en cada columna tendremos todos los enteros
positivos (esto es obvio en la primera fila y la primera columna) y nunca se repetiréan
puesto que no se repiten en las filas y columnas de las sucesivas matrices de 2¥ x 2% |
ya que en cada nueva iteracién, los nimeros que ya habian aparecido, aparecen en
el cuadrante opuesto y los nimeros nuevos, al tener la misma distribucién que los
anteriores, tampoco se repiten en cada fila y columna.



= Problema 2 Sea p wun entero, p > 1 . Consideramos la sucesion de nimeros reales
(Tn)n>1  definida como

pl—i— ) — n.
k‘n-{—l

Estudiar la convergencia de esta sucesion. Si converge, calcular su limite.

Resolucion:(Participante 14122; Matilde Lalin y Santiago Laplagne, Fac. Cs. Exactas
y Naturales; UBA)

2n 2n
T = ( k:n+1</1+%>_n: k:n+1(</1+%_1)‘

Notar que los términos de la suma son positivos.
Como ke IN

1 1 1
1+ 7 < (1+ ﬁ)p =1+ (]19) ok + cosas positivas

Entonces {/1—1—l —-1< i
1 n

Luego, x, < Zk n+1 pk <3 Zk; n+1 n+1 = pntl

Ahora veamos que, para k grande,

{’/1+1 1> L
k ~pk+1)

es lo mismo que ver que

1 _p-1l 1 1



Para cada € , existe ko tal quesi k> kg ,

1 €

O((k+1)2) = (k+1)%

Entonces,

1 ¢ _p-1 1

kk+1) (k+12° 2p (k+1)2

E_€>p;1'
k - 2p

~1
podemos tomar € = % y entonces % > €+ p—p )

fres-1>— 1
k ~pk+1)

Como 7’2—_1 <1
D 2

Entonces

para k grande.

O sea, para n grande,

2n 1 2n 1 1 2n 1 1 n
= Jie-—-1)> — > .
v Z( % )z Zp(k—i—l)_pkz+ (2n+1) p2n+1

k=n+1 k=n+1 =n+1

Estas cotas no aportan mucho pero escribimos dos pasos intermedios.

2n 2n
1 1 1 1
DI EL = Dt
p k=n+1 p k=n+1 +
Hay que ver cémo es el limite de iin T

Acotando, por el criterio de la integral para una funciéon decreciente:

2n+1 2n 2n
1 1 1

—dz < — < —dzx.

/n x”’"—zk—/n !

T
+2 k=n+1 +1

Entonces



2n
1
(2n+1) —In(n+2) <y — <In(2n) —ln(n+1)
k=n+1

on
2n+1 1

l -

n(n—l—Q ; k — n—i—l)

Entonces:

2n 1
fim D 5

k=n+1

Andlogamente hm Zk w1 o = (2)

Por lo tanto, lim z, = @ y converge siempre por el criterio del sandwich.

n—oo



= Problema 3 Probar que, cualquiera sea | > 0 , hay un par de niumeros enteros
coprimos (a,b) tal que ningun punto entero del interior del cuadrado con vértices
(a,b), (a+1,b), (a,b+1), (a+1,b+1) tiene coordenadas coprimas.

Resolucién:(Participante 14046; Franco Grimoldi y Juan A. Cappa, Dpto. Matemati-
ca; Universidad del Sur, Bahia Blanca)

El problema equivale a demostrar que VI > 0 entero, existen enteros coprimos a ,
b tales que:
(a+i,b+7)#1, Vi,j: 1<i,57<I.

Sean pq,po,...p; primos distintos. Consideremos el siguiente sistema lineal de con-
gruencias:

z+1 = 0 (pp2-..p)
z+2 = 0 (papis2---pa)
v+1 = 0 (pe—ig1-..02)

Como los p; son primos, los médulos del sistema son coprimos dos a dos. Luego, por
. . . i ., . 12

el teorema chino del resto, el sistema tiene una tnica soluciéon médulo [[,_;pi=m .

Sea a estasolucibncon 0<a<m-—1.

Ahora, consideramos el sistema lineal de congruencias siguiente:

r+1 = 0 (Hi;(l)pilJrl)
c+2 = 0 (- puee)

v+l = 0 ([TiZopuv)
De nuevo, los médulos son coprimos dos a dos porque son productos de conjuntos
disjuntos de primos. Sea ¥ € {0,1,...m — 1} solucién de este sistema. Entonces
todas las soluciones son de la forma b 4+ mt con t entero.

Es claro que (a+ 4,0 +mt + j) # 1 porque tanto a+i como o +mt+j son
divisibles por pg_1y4; . Luego, sélo nos falta hallar ¢ tal que (a,t'+mt) =1 . Sea,
entonces, la ecuacion en t :

V+mt=1(moda) .

Esta ecuacién tiene solucién si y sélo si (a,m) = 1 . Para que esta condicién se
cumpla, basta con elegir a todos los p; de modo que sean mayores que [ , ya que
a+i=0 (pe-1y41---pa) paratodo ¢ =1,...,1.Dedonde a no es divisible por
ninguno de los p; . Por lo tanto (a,m) =1 .

Sean, entonces, pi,...,p;z primos distintos mayores que | y sean m , a y UV
como antes. Sea ty la solucion de la ecuacién:



V+mt=1(moda) .
Sea b=10 + mty . Entonces el par (a,b) satisface lo pedido.



» Problema 4 ;Eziste un polinomio p(x) € Clz] con mds de un término tal que la
cantidad de términos de p*(x) sea menor o igual que la cantidad de términos de

p(x) ?

Resolucion: (Participante 14055; Alan Hampton y Rodrigo Sdnchez, Instituto Balsei-
ro; Cuyo)

Polinomios con dos términos:

p(z) =ca'+ca? con ¢ #0 y ¢; #0 .

p*(x) = o+ Er* 4 2¢;c;0"% tiene 3 términos no nulos, entonces con dos términos
no se puede.

Polinomios con tres términos:

p(z) =cia' +cjai +axt con ¢ #£0, ¢;#0 y ¢ #0.

p*(z) = o + o™ + a4 2¢ic2™ 4 2¢i08" 4 252" tiene 6 términos no
nulos, entonces con tres términos no se puede.

Haciendo las cuentas se ve que tampoco se puede con polinomios del tipo p(z) =
co + 1T + cox? + c3x® | ni con polinomios del tipo p(r) = c12 + coz® + c32® + eyt .

Probamos, ahora, con polinomios del tipo p(z) = ¢y + c17 + cox? + c323 + cqa? .

Entonces se debe verificar el sistema que sigue o cuatro ecuaciones cualesquiera de él:

A +2cc = 0
CoC3 + Cc1C2 = 0

C%+2€004+2€103 =0
C1Cq4 + CoC3 = 0
2 +2cc, = 0

Nos queda:

A = —2ces

Cq4 = —%

C3 — —%

2 = —2cy0

c% = —2cycy — 2cyC3

2
2cpcacsy + 201 Cc2

Operando, obtenemos ¢ =
? 2 &1 co

Podemos suponer, sin pérdida de generalidad que ¢y =1 y podemos no considerar la
tercer ecuacion.

Haciendo cuentas, obtenemos una solucién:

1 1 1
p(a:):1+x—§x2+§x3+1x4



Se tiene que

7 1 1
2 -1 9 .4 =7 8
p°(z) + x—|—4x —|—4x —l——16x

que tiene igual cantidad de términos que p(zx) .



» Problema 5 Sea C un conjunto cerrado de TR? tal que, cualquiera sea = € IR? |
existe un unico y € C' tal que

lz —yll = dist (z,C).
Probar que C' es un conjunto convexo.

Resolucidn:(Basada en lo escrito por el participante 14038; Luis Silvestre, Fac. Cs.
Exactas; La Plata)

Sea f(z) lafuncién que acada x € IR* laasignael y € C querealiza dist(x,C) =
Ix =yl -

La funcién f es continua ya que, dado z € R? ,si z, — x ,

1 () = [l < If(2n) = @ull + |2 — 2] — dist(x, C).

Entonces f(x,) estd acotada. Por lo tanto, si f(z,) no tiende a f(z) , hay una
subsucesion  f(x,, ) — v’ # f(z). Peroen ese caso ||y —z|| = dist(x,C) = ||f(x) —x||
y el punto y que realiza la distancia no seria tnico.

Tenemos entonces que f : IR* — C' es continua y f(z) =2 Vo € C . Por medio de
f, C resulta un retracto por deformacién fuerte de IR? 'y, por lo tanto, simplemente
CONexo.

Sea B la cépsula convexa de C . Queremos ver que C =B .

Como C' es simplemente conexo, basta probar que 6(B) C C' , donde 46(B) es el
borde de B .

Supongamos que existe xy € 6(B) — C' .

Como C' es cerrado, existe € > 0 tal que labolade centro z, yradio €, B(xg,¢) ,
no contiene puntos de C' . Sea x; € B(zg,€) N (B — C) . Se puede ver que existen
a,be C talque z; €ab y abNC = {a,b} (donde ab denota al segmento que
une a con b ).

Sea L la recta perpendicular al segmento ab que pasa por ; y sean y; € §(C)
el punto de intersecciéon de L con C' que estd més cerca de x; e yo el punto
de interseccién de L con 6(B) . Como estamos considerando la cédpsula convexa de
C , la semirrecta de L que empieza en ¥y, y no contiene a y; no corta nunca a
C' (pues, si hubiera un punto z, de en esa semirrecta que pertenece a C' , todo el
segmento Y,y estaria contenido en B e y, no estaria en el borde).

Entonces, existe un punto z € L talque ||z—al| <||z—wil| v |lz=0b|] <|lz—w]| -
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Sea w:[0,1] — R? el camino w(0) =a , w(t) es paraleloa L en la direccién de
z ,paratodo 0<t¢<1/3, w(t) esperpendicular a L paratodo 1/3<t<2/3
w(l/2) =2 y w(t) esparaleloa L en la direccién opuesta a z y w(l)=10 .

Para ilustrar:

Entonces, f(w(t)) es una curva continua que une a y b dentro de C pero que
no corta a la recta L . Esto es un absurdo que proviene de suponer que zq ¢ C .

11



» Problema 6 Dados n+1 polinomios de grado n  Py(x), Py(z), ..., P,(x) € R[z] ,
se sabe que existen intervalos disjuntos Iy, Iy,...,I, C IR tal que cada Pj(x) tiene
exactamente n raices distintas en I; , 7 =0,1,...,n .

Probar que entonces

Py(x) P(x) ... Py(x)

Py(z)  Pi(z) ... Pz
det : : .

Py P™(z) ... P{"(x)

es un numero real distinto de cero.

Resolucién:(Solucién oficial)

Denotamos por

8
W(f1, for- .., fn) i= det lf 2333 ',:: ”Ex
@) @) BT @)

donde fi,..., f, son funciones C°° | con la convencion W()=1 'y W(f1)=rf1 .

Es fécil ver que:
s a) WL fi,ooofo) =W(fl, ..., f)

s b) W(ffi,ooooffa) = F"W(fi, ..., fa) VfEC®

= c) WW(fi, f2), W(f, fs).- .. W(fr, fu)) = W (fr, - fo)-

Para resolver el problema, debemos probar el siguiente resultado més general:

Supongamos que Py, Pi,..., P, son polinomios de grado n + k , para algin
k> 0,y que todas sus raices son reales y distintas. Supongamos, ademds, que I(F) ,
I(Py),..., I(P,) son intervalos disjuntos dos a dos tales que las raices de P; estdn

incluidas en I(P;) para cada i = 0,1,...,n . Entonces W(Py, P,...,P,) es un
polinomio no nulo de grado k(n+ 1) , con exactamente k raices en cada I(P;) .

Tomando k =0, se obtiene el enunciado del problema.

Primero veamos algunos resultados intermedios que vamos a necesitar.
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» (1) Sean fi,..., fu, fur1 polinomios de grado n + k, con k > 0 . Entonces
W(fi,---, fn, far1) esun polinomio de grado, a lo sumo, (n+ 1)k .

Dem: Podemos encontrar inductivamente polinomios ¢; de grado n + 2 — ¢ tales

que f; esuna combinacién lineal de ¢, q,...,q; . Entonces W (f1,..., fu, fus1) es
un multiplo escalar de W(qy,qa,...,qns1) , que, obviamente tiene grado a lo sumo
(n+1)k.

(2) Sea I =1la,b] ,con a<b.Sean Py, P, ..., P, y @ polinomios. Supongamos
que para cada subconjunto {FP;,,P,,..., P, } de {P,..., P},

W(P,,,P,,...,P,) noseanula en [ . Supongamos también que () tiene n + k
raices distintas en I, donde k > 0,y que () no es idénticamente nulo. Enton-
ces W(P,...,P,,Q) tiene, por lo menos, k raices distintas en I, pero no es

idénticamente nulo.
Dem: Induccién en n . El caso n =0 es trivial.

Supongamos que n > 1. En I, W(P)) = P; no se anula. La funcion Q/P;
tiene n + k ceros distintos en I (la misma cantidad de ceros que @) , y no es
idénticamente nula. Como tiene por lo menos un cero, /P, no es constante. Por lo
tanto, PZ(Q/P;)" tiene, por lo menos, n+k—1 ceros distintosen I ,y PEQ/P)
no es idénticamente cero. Aplicando c¢) se tiene

W(W(Py, Py),W(Py, Py,),...,W(P,P,)) = P *W(P, P, ..., P,).

Por hipétesis, para toda subfamilia {P,, P,,,..., P, } de {P,...,P,}, esta dltima
expresion no se anula. Por lo tanto,

W(W (P, Py),W(PL, Py),.... W(P, P,), PL(Q/P.))

tiene, por lo menos, k ceros distintos en [ y no es idénticamente cero.

Ademas
W (W (P, P,),W(P,Ps),..., W(P, P,), P2(Q/P,)) = P 'W(P,..., P, Q),

y Pp no tiene cerosen [ ,asi W(P,...,P,,Q) tiene k ceros distintosen I, y
no es idénticamente cero.

Dem del resultado general: Nuevamente hacemos induccién en n . El caso n =0 es
trivial.

Supongamos que n > 1. Consideremos W := W(P,P,,..., P,) para algin

m < n . La hipdtesis inductiva aplicada m veces a W |, tomando cada FP; como
Q , implica que W tiene exactamente n + k+ 1 —m ceros en cada I(F;) , y que
W' mno es idénticamente cero. Por otro lado, vimos que el grado de W es, a lo sumo,
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m(n + k+1—m) , asi que vale la igualdad, las raices son reales, distintas, y estan
en [(P)UI(P)U...UI(P,) . En particular, W no se anulaen I(P,) . De forma
similar, se ve que, aplicando W a cualquier subconjunto de {P,, Py,..., P, 1}, este
no se anula en [(F,) . Aplicando (2) a W(P, P,...,P,) ,con Q = P, , se tiene
que W(Py, Py,...,P,) no se anula y que tiene, por lo menos, k ceros distintos en
I(P,) . Anédlogamente, se ve que W (P, Pi,..., P,) tiene, por lo menos, k raices
en cada I(P;) . Por (1), el grado es a lo sumo k(n + 1) y, contando raices, vemos
que la igualdad vale en todos lados.
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