XIT COMPETENCIA ERNESTO PAENZA
RESOLUCION DE PROBLEMAS

Problema 1. Para cada nimero natural n, llamemos S(n) a la suma de los cuadrados de
los digitos de n. Consideremos la sucesion

n,S(n),S®(n),..., 5% (n),...

donde SU) = SoS...0S indica composicién. Encuentre todos los valores de n para los
N—_———
J veces

cuales existe k € N tal que S®(n) = n.

Resolucién.

Para cada nimero natural n, el conjunto C(n) = {S®(n), k =0,1,...} es un subconjunto
de los enteros positivos, y por lo tanto tiene minimo. Llamemos a este minimo m = m(n).
Estimemos qué tan grande puede ser este minimo. Escribimos m = 10N¥ay + - - - + 10%ay +
10ay + ag, con a; € {0,1,...,9} y ax # 0. Como S(m) también pertenece al conjunto C(n),
resulta entonces que

N
10V <m < S(m) =Y a} <P(N+1).
i=0
Se puede ver ficilmente (por induccién, por ejemplo) que 10V < 81(N + 1) se verifica
solamente para N = 0,1,2. Y como debe cumplirse que m < 81(N + 1), encontramos
nuestra primer cota para m que es 81(2 + 1) = 243.

Ahora, es facil ver que si m < 243, el maximo valor que puede tomar S(m) es S(199) =
1+9%4 92 = 163. Como m < S(m), resulta que m < 163. Por tltimo, si m tiene tres digitos
y es menor o igual que 163, entonces S(m) < S(159) = 1 + 25 + 81 = 107. Luego, hemos
acotado mejor el minimo.

Con esta informacién podemos resolver el problema: si S*)(n) = n para algiin k, entonces
la sucesién

n,S(n),S®(n),...,5Vn),...

es periédica, y tanto n como S(n), S®(n),... cumplen la propiedad que cumple n. Entre
alguno de éstos esta el minimo de C'(n) que ya sabemos que es menor o igual que 107, asi que
alcanza con estudiar cudles de las sucesiones que comienzan con m param = 1,2,...,107 y

para las cuales S(m) > m, son periddicas.

Obviamente que S(m) depende solamente de los digitos de m asi que no hace falta verificar
los 107 ntimeros. Por otro lado, si S(m) = m/, entonces la sucesién que comienza en m’ esta
contenida en la sucesién que comienza en m.



Con estas observaciones, listamos las sucesiones comenzando desde m = 1 y terminando
cuando aparece alguna periodicidad, o algin nimero que se encuentra (él o alguna per-
mutacién de sus cifras con eventualmente algin cero intercalado) en una sucesién previa-
mente listada.

e 1 — 1. Periddica.
e 2 —-4—16— 37— 58 — 89 — 145 — 42 — 20 — 4. Peridédica comenzando en 4.
398l —65—61—[37]

e 5 — 25— 29 — 85 —[89]

6 — 36 — 45 — 41 — 17 — 50 — [25].

° 7—>49—>97—>130—>10—>.

8 — 64 — 52 —[29]
o 11 —[2]

e 12 —[5]

e 15— 26 — (40|

e 19 — 82 — 68 —[100]
e 22 (8]

e 23 —[13]

e 27 — 53 — 34 —[25]
e 33 —[18]

e 38 —[73]

e 39 —[90]

o 44 —[32]

o 47 —[65].

e 48 —[80],

e 55 —[50].

o 57 —[74].



59 — [106].
66 — | 72].
67 — [85].
77 —[98].

78 — 113 — 11 —[2]

88 — 128 — [69].

Los nimeros que verifican las condiciones del enunciado son 1, 4, 16, 37, 58,
89, 145, 42 y 20.



Problema 2. Decida si existe

N e 2F

P L

e on 2
=1

En caso afirmativo, calctlelo. Si no, explique su respuesta.
Resolucion.

— n N 2k :
Llamemos a,, := 3 » ,_; 7 Entonces se tiene

_ n+l n+l 2k 1 p o 2k n 1 n+1 2k
Unt1 = 9nFT 2uk=1 % — 227 Zkzl w + n+1 t ot 2= R

1
- Ean + =+ bn-{—h

n+1
donde by, := % = >, %
Estudiemos la convergencia de {b,},>1. Se tiene b, > 0, ¥n, y ademds
b 1 1 b
H 2 Pt n+1 2

Por otro lado, de la definicion de b, se puede deducir la siguiente cota inferior:

1 22" —1) 2 1
b,> —24+4+-- +2") = —« L = —(1 - —).
_n2”( Tt +2) n2m n( 2”)

Luego,
1 bn< 1 —l—i— 1 :n+1—2 <0
n+l1 2 " n+1l n n2" nn+1)2" —

si n > 1. Esto dice que la sucesién {b, },,>1 decrece, y como estéd acotada inferiormente por 0,

tiene limite. Este limite es facil de calcular, ya que se tiene b, = %"—l—n%rl Sil:=lim,_ b,,

entonces debe valer [ = % + 0, es decir [ = 0.

Con esta informacién, y usando la relacién dada en (1), ya podemos decir que, si existe ¢,
entonces tiene que verificarse la siguiente relacién ¢ = g + 140, es decir que ¢ tiene que valer
2.

Veamos que existe el limite. Como {a,},>1 es una sucesién de nimeros positivos, alcanza
con ver que es decreciente a partir de algin momento. Calculamos
n an,

an+1_an:n+1+bn+1_?‘

Veamos que el miembro derecho de esta igualdad es negativo para n suficientemente grande.
Esto es equivalente a probar que

n+1 k n k

n 1 2 n 2
oy < =

na 1 2 ] S e 2

4



Operamos elementalmente sobre esta ultima desigualdad, y tenemos las siguientes desigual-

dades equivalentes:
n2nt! ntl ok - n n 2k
n+1 k=1% = 2nfl Luik=1k

n2n+1 2n+1 n 2k
n+1 n+1 S (n - 1) k=1 %

k
< (- 1)

Demostremos que esta tltima desigualdad es verdadera para n > 4, por induccion.

Para n = 4, ambos miembros dan 32, asi que la desigualdad es verdadera. Supongamos
valida la desigualdad para n > 4, y demostremos que vale también para n + 1. Se tiene

nt+l 5 n ook n ook n+1 k n+1
2 2 2 n2 2 n2
E Z —(n-1 E - - > on+l -
nkzlk (n )k:1k+k:1k+n+1 +k_ k+77,+17

donde la tltima desigualdad vale por hipotesis inductiva. El paso inductivo estard terminado

si conseguimos probar que vale Y ;_, % + "gril 2"+ que es equivalente a > el 2: > f::
Acotamos el extremo izquierdo de esta desigualdad de la manera siguiente:
z”:% S 244442 2ntl 2
kE — n n
k=1
De aqui es facil concluir, ya que 2 AR 2— es equivalente a 2" > 2(n + 1), desigualdad

que es trivialmente verdadera para todo entero positivo n.

Luego, hemos probado que la sucesién {a, },>1 es decreciente a partir de n = 4, y por tratarse
de una sucesion de nimeros positivos, debe tener limite.

Existe £ y es igual a 2.



Problema 3. Sea f un polinomio con coeficientes enteros. Supongamos que existen
nimeros enteros distintos z1, ..., x, tales que

{f($i):$i+1 1=1,...,n—1
f(xn) =2

Pruebe quen=10n = 2.

Resolucién.

Para n = 1 tomamos f(z) = x y la propiedad vale para todo entero x;. Para n = 2, sea
f(x) = 2® + x — 2. Entonces se tiene f(0) = —2y f(—2) = 0. Asi que n puede valer 1 o 2.

Veamos que n no puede ser mayor que 2. Haciendo el desarrollo de Taylor de f(z) alrededor
de y, vale la siguiente identidad:

f(@) = fy) = (z —y)Q(z,y),Vz,Vy,
donde Q(z,y) es un polinomio en dos variables con coeficientes enteros. De acuerdo con las
hipotesis del enunciado, y como n > 3, se tienen las siguientes n identidades:

Ty —x3 = f(n) = flwa) = (21 — 22)Q(21, 72)

r3—x4 = f(w2) — flwz) = (29 — 23)Q(x2, 73)

Ly —T1 = f(xn—l) - f($n) = (I'n—l - In)Q(In—la xn)
T1 — Ty = f(xn) - f(xl) = (In - xl)Q(xnaxl)‘

Multiplicando todas las expresiones que se encuentran a la izquierda e igualando con el
producto de todas las expresiones que se encuentran a la derecha, se concluye que

Q(xl, $2)Q($2, $3) cee Q(xn—la In)Q(xn, xl) = 1.

Como ) es un polinomio con coeficientes enteros, y los z; son nimeros enteros, entonces
cada uno de estos factores es igual a £1. Si Q(z;, x;11) = —1, para i < n — 2, entonces se
tendria x;11 — Tj10 = ;41 — T;, O s€a ;19 = x;, lo cual no puede ser ya que supusimos que
todos los x; son distintos. Con el mismo razonamiento se ve que Q(zn_1,%,) y Q(Tn, 1)
valen 1.

Luego, de (2) se tiene que xy, 2o, ..., x, satisfacen el siguiente sistema lineal homogéneo de
ecuaciones:
X1 — 2.T2 + ZT3 == 0
To—2x3+x4 = 0
Tpo1 — 2, +21 = 0
Tp — 21‘1 + x9 = 0,

es decir, cada x; es el promedio de otros dos z; distintos. Sea jy tal que z;, = max{z;,j =
1,...,n}. Claramente, z;, > x; si j # jo, luego es imposible que sea el promedio de dos z;
distintos. Esto demuestra que es imposible que sea n > 2.



Problema 4. Sea f un polinomio con coeficientes complejos. Si P es un poligono convexo
que contiene a todas las raices de f, pruebe que P contiene también a todas las raices de f.

Resolucion.
Podemos suponer sin pérdida de generalidad que f es moénico. Sean zi, 29, ..., 2, las raices
complejas de f. Entonces, existen enteros positivos ay, ..., a, tales que

fe)=(EF-2)"...(2—2)",VzeC.

Sea zp un punto que no se encuentra en P. Como P es un conjunto convexo, existe una
recta que llamaremos L que pasa por zy y que no corta a P. Sea vy = (ar,br) € R? el
vector unitario que es normal a la direccion de L y que “apunta” para el semiplano donde
se encuentra P.

Demostremos ahora que zy no puede ser una raiz de f’. Como zi, 29, ..., 2, Se encuentran en
P, entonces el producto interno (z; — zg,vr) tiene que ser estrictamente positivo para todo
i=1,...,r. Claramente zy no es una raiz de f (ya que no se encuentra en P), asi que tiene
sentido calcular la derivada de log(f) y evaluarla en zj :

o) N~ @ N~ W s NS G s
f(zo)_zﬂ—;‘%_zip(% Zz)—z |Z()_ZZ“2(ZZ 20).

J=1 J=1

Si f’(29) fuera cero, entonces la suma del miembro derecho serfa también cero, y el pro-
ducto escalar de este niimero complejo contra cualquier otro vector de R? tiene que dar
idénticamente cero. Pero como (z; — 2o, (ar,br)) = (z; — 20, (ar, —by)) es estrictamente
positivo, entonces

EED (g, b)) = 3~ =) an, b))
S (20 = [0 -z

Se ve claramente que el miembro derecho es una suma de nimeros reales estrictamente

negativos, asi que nunca puede dar cero. La contradiccién provino de suponer que f(z9) = 0,

asi que afuera de P no hay raices de f’.



Problema 5.

i. ;Cudntos lados puede tener un poligono regular en R? si todos sus vértices tienen
coordenadas enteras?

ii. Consideremos ahora poligonos en R?, es decir poligonos contenidos en un plano de
R?.; Cudntos lados puede tener un poligono regular en R? si todos sus vértices tienen
coordenadas enteras?

Resolucién.

i. Sea n el nimero de lados del poligono regular (o sea, el niimero que estamos queriendo
calcular), y p1,pa, - . ., P, los vértices del mismo ordenados en el sentido contrario a las
agujas del reloj.

Sea O El promedio de todos los vértices, es decir O = 2420 Qe puede comprobar

facilmente que O, por ser el centro de gravedad de un poligono regular, es ademas el
centro de la circunferencia que pasa por todos los vértices. De la definicién de O se
desprende que O € Q2. Si trasladamos O al origen nos queda un poligono con vértices
racionales y centro en (0,0).

Supongamos entonces sin pérdida de generalidad que nuestro poligono tiene vértices
racionales y estd centrado en (0, 0). Escribiendo a los vectores como nimeros complejos,
resulta que p; = a;+1ib; € Q[i],j =1,2,...,ny ademéds pje% =pjt1,j=1,...,n—1
Como p; y pj+1 son elementos de Q[i], resulta que entonces e € Qli].

Este niimero complejo es ademas una solucién de la ecuacién X" — 1 = 0, y ademas es

una fraccién de elementos de Z[i], que es un dominio de factorizacién tinica. Podemos

entonces aplicar el lema de Gauss para detectar las raices “racionales” del polinomio
n - 2mi a . .

X" — 1. Escribiendo e = ¢, con a,b € Z[i] coprimos, resulta que tanto a como b

tienen que ser divisores de +1. Los tnicos divisores de £1 en Z[i] son £1, 4. Asi que

las posibilidades son cuatro:

(i) e’n = +1. Esto solo puede pasar si n = 1,2 y no hay poligonos con menos de dos
lados.

27

(ii) e = i. Esto ocurre cuando n = 4, y el cuadrado unitario [0, 1] x [0,1] es un

ejemplo de tal poligono.

(iii) en = —1. Esto ocurre cuando n = %, por lo tanto no hay aqui poligono posible.

El tinico valor posible para n es 4.



ii. Como antes, supongamos sin pérdida de generalidad que el centro de gravedad del

poligono esta centrado en (0,0,0) y que los vértices tienen coordenadas racionales y
estan ordenados de acuerdo a alguna orientacién dentro del plano que los contiene.

Entonces se tiene que cos(%”) = % € Q, cualquiera sea j = 1,2,...,n — 1. Sea
z=e"n. Luego, cos(Z)=1(z+1),yz"+ 5 =2

Los siguientes resultados nos seran de utilidad mas adelante:

e Proposicién 1: Si n = ¢qr, con p,q € No; y existe un poligono regular de n
lados cumpliendo la propiedad del enunciado, entonces también existe un poligono
regular de ¢ lados cumpliendo la propiedad del enunciado.

Prueba: En efecto, si pi, ..., pg son los vértices orientados del poligono regular,
entonces se puede ver facilmente que p,, pa,, . . ., Pgr son los vértices de un poligono
regular de ¢ lados.[]

e Proposicién 2: Para todo n entero no negativo, existe un polinomio P, (X)
monico, de grado n y con coeficientes enteros tal que P(Z + %) ="+ %

Prueba: Por induccién en n. Para n = 0 P;(X) = 1 sirve. Tomemos ahora
7"t 4 .,y escribamos

Zn+1 + an+1 _ Zn+1+ Zn+1 _ (Z+ >n+1 (Z—|— %)nJrl _

= 23T ()7 s
DT (2 ) =
E)n-I—l i Z]L:T?J (n-l—l) Pn+172j(Z + 7)7

J

donde la ultima igualdad vale por hipétesis inductiva, ya que n+1—25 < n+1 si
ntl
j > 1. Luego, P,(X) = X"+ — Z]L:?i ] (") Pot1-2;(X) cumple con lo pedido.0I

J

Calculemos el término independiente de P,(X). Como P, (Z + £) = Z" + 2=, entonces

1 1 2 sin=0 mod4
P0)=P(i+~)=d"+—=i"+(—i)" = 0 sin=1 mod 2
L L -2 sin =2 mod 4.

Con toda esta informacién, evaluamos P, en z, y resulta que P, (2X ) — 2 es una
ecuacién polinomial con coeficientes enteros, una de cuyas raices es cos( ©). Como P,
es monico, entonces el coeficiente principal de P,(2X) — 2 es 2". Por otro lado, el
término independiente de este polinomio es 0, —2, —4 dependiendo de la congruencia
de n moédulo 4. Consideremos dos casos:

(i) Sin 2 0 mod 4, entonces el término independiente de P, (2X) — 2 también es
una potencia de 2. Luego, aplicando el lema de Gauss a cos(2”) resulta que, si
este nimero es racional, debe ser igual a i para algin 57 = 0,1,.... Como
cos(Z " )n—oo /" 1, hay finitos casos por verlﬁcar y se puede ver que los unicos
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valores de n 22 0 mod 4 posibles son 1,2,3 y 6. Los dos primeros valores no son
soluciones posibles de nuestro problema.

e Los vectores canénicos de R? son vértices de un tridngulo equildtero, asi que
n = 3 es posible.

e (Calculando el baricentro del triangulo equilatero del caso anterior, y agre-
gando los vértices opuestos con respecto a este baricentro se puede conseguir
un hexagono regular con coordenadas racionales. Reescalando este hexdgono
es posible que todas sus coordenadas sean enteras. En nuestro caso, obten-
emos los siguientes puntos

(3,0,0), (2,2, —1),(0,3,0), (—1,2,2),(0,0,3), (2, —1,2),

que estan en el plano x +y+ 2z = 3 y son los vértices de un hexagono regular.
Asi que n = 6 es posible.

(ii) Sin =4k, con k € N, hay varios casos por considerar:
e k& =1 esun caso posible, ya que los puntos (0, 0,0), (1,0,0), (0,1,0) y (1,1,0)
son los vértices de un cuadrado.

e Sik > 1y tiene algin divisor impar distinto de 3, entonces por la Proposicion
1 este valor de n no puede ser posible.

e Si k£ > 1 y tiene algin divisor par, entonces por la Proposicion 1 deberia
poder construirse un poligono regular de 8 lados con vértices racionales. Pero
eso implicarfa que cos(%) = g € Q. Absurdo.

e Solo resta considerar el caso k = 3, es decir n = 12. Pero como antes, si

el poligono de 12 lados pudiera construirse, entonces cos(%) = 3 ¢ Q.

2
Absurdo

En este caso, los valores posibles para n son 3,4 y 6.
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