Competencia Matematica E. Paenza

Séptima Realizacion — 1992

Problema 1. Sea H el conjunto de vectores con coeficientes enteros, H C Z"! |
H=A(z0,21,---,2n) : 20=0, |ziz1—2z|=1,i=0,1,...,n—1}

Dos puntos de H son vecinos si difieren en una tnica coordenada (por ejemplo (0, 1,2, 3, 2)
y (0,1,2,1,2) ). Dados dos puntos cualesquiera de H , demostrar que es posible ir de uno
al otro moviéndose siempre de un punto a un punto vecino.

Resolucién. Publicamos dos soluciones que tienen su interés. La solucién a) o variantes
de ella fue encontrada por muchos participantes. La solucién b) es tnica.

Observemos primero que debido a que la relacién de vecino es simétrica, basta con demostrar
que fijando un punto particular p € H , puede llegarse desde cualquier otro punto a p o
viceversa. Hecha esta observacion:

a) Solucién de Gabriel Kreiman y Alejandro Backer de la Facultad de Ciencias Exactas y
Naturales de la Universidad de Buenos Aires.

Sea p=(0,—-1,-2,...,—n) . (P, = —i) . Dado un punto arbitrario a = (zg, 21,.-.,2n) ,
sea k =maximo{j|z; >z Vi} .Si 2, =0, k=0 ,entonces a=p y yahemos llegado.
Sino, el punto b= (xg,x1,...,2,) , T; =2 , i £k, T =2, —2 ,que es vecino de a ,
también estd en H . En efecto, 2,1 =21 =2, —1 ,dedonde zp_ 1 =231 =+ 1.
Luego |r;41 — x| =1 para ¢ = k—1, k (para los demés valores de i la condicién

se satisface pues las coordenadas de b son las mismas que las de a ). Puedo pasar de a
a b . Ahora pongo a = b y repito el procedimiento. En cada paso se reduce el valor de
una coordenada. Como las coordenadas no pueden decrecer indefinidamente, en un nimero
finito de pasos el procedimiento debe trabarse. Es decir, se dael caso z, =0, k=0 ,y
hemos llegado a p .

b) Solucién de Miguel Barrio del Instituto Balseiro de la Universidad Nacional de Cuyo.

Sea a = (zg,21,...,2,) € H . Entonces z;,1 = z;+2; con z; =1 o x; = —1 . Esto defi-
ne una biyeccién entre H y el conjunto H = {@ = (o, 21, ..., Tn_1) |zi=10x; = —1} .
., Qué puntos son vecinos de a ? Si cambiamos x,_; obtenemos un punto vecino porque
el cambio sélo modifica la coordenada 2z, de a . Otra forma de obtener un vecino es tras-
poner dos coordenadas adyacentes de a . En efecto, si z) = z341 , 2}, = 21 , se tiene



zi=2, 1<k, g =24 FT, =%+ Thp1 5 Zyo = Ly T Thpy = 2+ Tpy1 + g =
Zkt1 + Tpy1 = 2Zpao - Y después zl =z, i > k+ 2 . Partamos de p = (0,1,...,n) ,
(p; =1i) . Setiene p=(1,1,...,1) . Parallegar aun a arbitrario, basta con crear un —1
en el ultimo lugar de p , y llevarlo por transposiciones adyacentes sucesivas a la posicion
donde aparece el primer —1 de a , y asi sucesivamente hasta colocar todos los —1 de
a .



Problema 2. Determinar si la ecuacién sen(x? + x) = senx? + senz  tiene solucién en
el intervalo [2, 3] .

Resoluciéon. Publicamos dos soluciones. La solucién a) nos gusta por su simpleza. La
solucién b) demuestra un poco més que lo pedido.

a) Solucién de Horacio Casini del Instituto Balseiro de la Universidad Nacional de Cuyo.
Como 4 < 27w <9, se sigue que 27 €[2,3] . Si 2 =+/27 , la ecuacién queda:
sen (27 + v/27) = sen(27) + sen(V/27),
que se verifica pues sen(27) =0 y seno es una funcién periédica de periodo 27 .

b) Solucién de Rodolfo Romero y Luaciano Mota de la Facultad de Ciencias Exactas y
Naturales y Agrimensura de la Universidad Nacional de Corrientes.

sen(z? + ) =senx® +senz < (usando sen(a + () =senacos 3+ senScosa )
senz?cosx + cosx?senr =senz’ +senz &

a
senz?(1 —cosx) +senx(l —cosz?) =0 <« (usando que 1 — cosa = 2sen? 5 )

2
x x
286H$286n2§ —|—28enxsen2? =0 <

2
sen g (sen z* sen g + 2 cos g sen? %) =0 (a)

Como seng #0, VYxe[2,3] laigualdad (a) se verifica si y sélo si

9 x Ty’ o o)
sen r- sen 5 + 2 cos 5 sen 5= 0 & (usando que sen o = 2sen 5 cos 5 )

2 2 2
QSen%cos%seng+QCosgsen2%:O
x? x x? x x?
2s8en — [sen—cos— +cos—sen— | =0
2 2 2 2 2

2
T

1) sen— =0 .
i) n-

i) se ? cos i + cos = se i 0
ii n— cos — —sen — =
2 2 2 2



2
x
i) =T & T=y 27 (la solucién encontrada por Horacio Casini)

2 2
ii) sen(g%—x—)zo = %—i-g:mr (neZ)
= 2*+r-2n7r=0
Para n =0 ,setiene =0 o z = —1 que no pertenecen a [2,3] .

Para n=1, 22+ x —27 =0 tiene como solucién

—1++1+8m

2

o —

ycomo 3<m<6

—1+\/1+8-3< _ —1+\/1+8-6_3
2 2 N

2= Zo

se sigue que g € [2,3] y satisface la ecuacién.



= 1
Problema 3. Calcular ——— .
2 G0

Resoluciéon. Publicamos dos soluciones. La solucién a) sirve para el caso general de un

entero arbitrario “ k£ 7 en lugar de “ 5 7. La técnica de fracciones simples de la solucién b)

fue utilizada por varios participantes.

a) Solucién de Pablo Parrillo y Pablo Anigstein de la Facultad de Ingenieria de la Univer-

sidad de Buenos Aires.

;nﬂ)( ; n+1n n—l)(n1—2)(n—3)(n—4):
:5lgk(k+1)(k+2)(kl 3)(k+4)(k+5)
:5!§;é{k(k+1)(k+21)(k+3)(k+4)_(/f+1)(k+2)(ki3)(k+4)(k+5)}:
=5 25-4 5:%

b) Solucién de Jorge Pellicer y José Luis Rodriguez de la Facultad de Ingenieria d la

Universidad de San Juan.

oo

- 1
Z (n+ Dn(n—1)(n—2)(n —3)(n —4) _5'Zf n)

Descomponiendo en fracciones simples, se obtiene:
1 1 1 1 /1 1 1 1 1
fn) =g (n—4_n+1) o (__n—3> T (n—Q _n—l)

se puede calcular como el limite

:5 n+1

n

1
(por ejemplo, el coeficiente de — de

5! n—4
lim (n —4)f(n) ).

Por lo tanto,



S £ k) ) e )-

n=>5
1 1 1 1 1 1 1 10 1
—l4+-+-+-F+==5F-4>|+==2.

2 3 4 5 2 3 4 3 9



Problema 4. Sean f: R — R una funcién continua no decreciente ( si = <y entonces
flx) < fly) ) v {cn},>o una sucesién de ntmeros reales estrictamente positivos. Sea
a € R cualquiera y {z,},-, una sucesién que satisface la relacién: zy = a, z, =

Tn+1 +Cn - f(anrl) .

Demuestre:

a) Si f tiene algin cero, entonces x, es convergente.

o
b) Si ademas la serie E ¢, diverge, entonces lim z, es un cero de f .
n—oo
n=0

Resolucién. (Soluciéon de Mazimiliano Benedectti y Mdzimo Carreras de la Facultad de
Matemaética, Astronomia y Fisica de la Universidad de Cérdoba).

a) Sea ¢ talque f(§)=0.
Supongamos que para algin n , x, > x,;; entonces,

en— f(@pt1) >0 = f(xpi1) >0 = x,01 > & (pues f es no decreciente)

luego,
Tp > Tpaq > &

Ahora, si consideramos  x,_1 = x, + ¢,—1f(x,) , como xz, > £ | tenemos f(z,) >0 y
luego x,_1 > x, . Siguiendo este razonamiento resulta

g =To 2 T1 = T =+ > Ty > Tpyp > §.

Por el mismo razonamiento si, para algin n , x, < x,+1 se llegaria a que

ag =29 <11 KX < v STy < Ty <&

OBSERVACION. {z,} es mondtona.

Prueba. Sino,existen n y k talesque x, <x,11 y T > xps1 , pero, por lo probado
anteriormente resultaria zg <& y x9 > & ; absurdo.

Uniendo la afirmacién con lo demostrado anteriormente se tiene “ {z,} es mondtona y
acotada”, entonces {x,} es convergente.

b) Si {z,} es constante, z,_1 = x, + ¢,_1f(z,) implica que f(z,) = 0 y entonces
f(lim z,) =0 .

n—oo



Sabemos por lo anterior que {z,} es monétona. Supongamos que es monétona creciente
(no constante). Entonces z, <& = f(z,) =0 VneNU{0} . Ademas,

n n n
Tp = Tnp1 + o f(Tpi1), V0 = Z T; = Z Tit1 + Z cif(wigr)
i=0 i=0 i=0

luego

Tnpr — 20 = Y ci(—=)(@is1) = (=) (nsa) Zcu

1=0

pues —f es decreciente y entonces

(=) (@i) > (=f)(@ns1), i=0,1,...,n.
Notemos que —f(z,) >0, Vn y (—f) continua. Sea ¢ = lim x, , tenemos

n

_f($n+1) (Z Ci) < Tp4+1 — Lo < f— X

i=1
y entonces
O S _f(anrl)

Por lo tanto,

lm (—f)(z,) =0 & (=/)(O)=0 <« [f({)=0.

n—oo



Problema 5. Dos nimeros racionales z , y se dicen ligados si
xoy=—1 o bien si lx —y| = 2.

Demuestre que para todo nimero racional ¢ , existen n € N y numeros racionales
Q, - -.,q, tales que

0=0 o q=1
¢ y @i+1 estan ligados para todo:=0,1,...,n—1
Gn = ¢

Resolucién. (Solucién de Marcelo Coutelier y Carlos Mordn de la Facultad de Ciencias
Exactas de la Universidad de Tucumén).

Para cada racional ¢ ,sea {u;} la sucesién definida por:

1 u,—2 sil<u; <400

1
—— si—1l<wu; <1,u;#0

)
2) ”
)
)

3
4

u+2 st—oo<u <-—1

(
U = ¢, Uip1 = 3 (
(
(

L U; siu; =0 o u; =1

Es evidente que wu; y w41 o estan ligados o son iguales (=0 oa 1 ). Si w # 0

o 1,sean {a;}, {b;} tales que u; = % = 1 (fraccién irreducible) y b; > 0 . Sea
¢ = |a;| + |b;| . Puede verse facilmente que en los casos (2) y (3) la;| decrece y |b;| se
mantiene igual. Pero en el término siguiente ya no estamos en este caso, y se pasa a los
casos (1) o (3). Entonces ¢; decrece al menos una vez cada dos términos. Si w; fuese
siempre distinto de 0 o 1, se obtendria una (sub)sucesién estrictamente decreciente de
nimeros naturales, lo cual es absurdo. Sea entonces k el primer indice tal que up =0 o
up = 1 . Invirtiendo la sucesion {ugu; ... ux} se tiene la sucesién cuya existencia se quiere
demostrar.



Problema 6. Se tienen n puntos p; , po,...,p, en la circunferencia unidad C' vy
n enteros no nulos ki,....,k, .

Demuestre que existe un nimeroreal 6 >0 tal
que si cada punto p; gira un angulo k; -6 ,
entonces al menos la mitad de los puntos (es
decir n/2 si n esparo (n+1)/2 si n )
es impar), cae en la semicircunferencia superior
Ct={peC : 0<arg(p) <} .

Di

Resolucidén. (Solucién de Germdn Muller y Guillermo Muller de la Facultad de Ciencias
Exactas de la Universidad de Rosario).

Fijemos P, sobre la circunferencia unidad, 1 <i<n .
Para cada 6 € [0,27] rotamos P; en un angulo 6; + k;0 .

Definimos:
1 siel resultante cae en C'* (semicircunferencia superior)

1i(0) :{ —~1  sino.

Haciendo variar 6 desde 0 hasta 27 se observa que cada F; ha girado un angulo
k;2m ; esto es: ha girando un nimero entero de vueltas. Por lo tanto ha estado el mismo
tiempo en CT queen C~ |, lo que implica que

2
i) do =0
0

n

(1) Llamemos g¢(0) = Z fi(0) .

Observemos que ¢(#) = {nro. de puntos en C* } — {nro. de puntos en C~ } .

Por otro lado,

@) /Oﬁg(e)cwz() |

Demostremos ahora lo que queremos: sino existiera # con la propiedad pedida, para
todo 6 hay més puntosen C~ queen C* .Luego ¢(0) <0 , perocomo ¢ toma
valores enteros, resulta ¢(f) < —1 . Entonces se tendria

0= /0%9(9) o < /0%(—1)(19: “or.



