Competencia Matematica Ernesto Paenza
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Las soluciones que se encuentran a continuacion fueron elegidas por el Comité Organi-
zador entre las respuestas de los participantes. Son aquellas que mas nos gustaron, ademas
de ser correctas. Los vectores luego del niimero del problema indican, considerando el total
de participantes:

e la primera coordenada, la cantidad que obtuvo 8, 9 o 10 puntos en el problema
(esencialmente bien resuelto),

la segunda coordenada, la cantidad que obtuvo 5, 6 o 7 puntos (esencialmente “la
mitad o un poco mas” del problema),

la tercera coordenada, la cantidad que obtuvo 1, 2, 3 o0 4 puntos (casos particulares
o algo conducente a una posible solucién),

la cuarta coordenada, el complemento (aquellos que no hicieron nada).



Problema 1 - (10,4, 6, 30)

Sea X = {ai,...,a,} un conjunto finito ordenado con a; < ay < --- < a,. Se
consideran las palabras construidas con el alfabeto X ordenadas como en un diccionario
de acuerdo al orden de X (por ejemplo, a1 < aja1as < ajas < ag < aga; < A2a1G1).

Una palabra es linda si tiene una sola letra o si al cortarla en dos partes en cualquier
lugar, la palabra que queda a la derecha del corte es mayor que la palabra original. Por
ejemplo, ajasaiasas es linda, porque todas las palabras asajasas, ajasas, asas y az son
mayores que a1asa1a2a3; en cambio, ajasajas no es linda, porque ajas < ajasaias.

Probar que toda palabra linda de longitud mayor que 1 se puede cortar de manera que
tanto a la izquierda como a la derecha del corte queden dos palabras lindas. Por ejemplo,
ajasaiasag se puede cortar como ajas|ajasag y tanto ajas como ajasaz son lindas.

Solucién (Pablo Celayes - Sebastian Rodriguez, FAMAF, UNC, Cérdoba)

Sea @ = aq...q,, una palabra linda de longitud m sobre el alfabeto X. Para 1 <
1 < m, sean (}; = q;...q,,. Como « es linda, sabemos que (5 < 3; para 2 < i < m.
Como entre las palabras (31, ..., 3, todas tienen longitud distinta, no hay dos iguales y
por lo tanto podemos ordenar la lista de todas ellas de menor a mayor. Sabemos que el
primer elemento serd 3; y supongamos que el segundo elemento es ;. Vamos a probar
que i ...j_1 y (3 son lindas.

Sabemos que 3; < (B para k =2,...,m;k # j. Como para todo corte de (3, la palabra
que queda a la derecha es (3 para algin k > j, resulta que (; es linda.

Veamos que aj...a;-1 es linda. Tenemos que mostrar que para 2 < k& < j — 1,
ap...aj-1 < ag...a;-1. Como « es linda, sabemos que

or ... Oéjflﬁj <ag... Oéjflﬁj.

Si

a1 ... Q1 > Q... O,
por como estd definido el orden entre las palabras, tenemos que a; = o, ..., 0 = ;.
Entonces,

Qj_py1 - j1 35 < f3;,

o, dicho de otro modo, 3;_,41 < ;. Esto es imposible porque ; era menor que todas las
palabras (B para k = 2,...,m;k # j. Entonces tenemos que o ... ;-1 < ... 1y
aq ... -1 es linda, como querfamos demostrar.



Problema 2 - (10,3, 13,24)

Parar =1, ...

,nsedefine M, : R” — R como sigue: silas coordenadas de (z; . ..
R™ se ordenan de manera no decreciente, M,.(z1, . ..

,Tn) €
, ) es el nimero que ocupa el r-ésimo

lugar en este orden. Por ejemplo, M;(xy,...,2z,) = min{zy,...,x,} y My(z1,...,2,) =
max{zy,...,x,} para todo (zy,...,x,) € R” Probar que
/ / M, ( ) dzy ...d I
(21, ... x1...dr, = .
1 1 1

Solucién (Carlos Di Fiore, FCEN, UBA, Buenos Aires)

Sea S,, el conjunto de las permutaciones de {1, ...

Rﬂ' = {(‘7:17 e 7xn) € [Oa 1]71 | xw(l)

,n}. Paracadam € S, consideremos

< Tre) < .o ST )

Como [0,1]" =, s, Br ¥, si T # 72, el conjunto Ry, N R, tiene medida cero,

M. (zq,...,x,) dzy ..

[0,1]™

Observando que fR (1, ... 1) doy ..

cualesquiera my, Ty € Sn, concluimos que

M, (z1,...,x,) dxq...dx

[0,1]"

donde id es la permutacién identidad. Ahora, si (z1, ...,
x, y, entonces M, (xq,...,x,) = z,. Luego

/ M, (z1,...,z,) dxy ... dx
Riq

M. (z1,...,z,) dxy ... dx,

fR (x1,...,2,) dvy...dz, para

n :n!/ M, (xy,...,x,) dxy ... dx,,
id

Tp) € Rig, vale 17 <9 < ... <

1 Tn T2
:// / r, dxy...dr
0 0 0

Inductivamente, se prueba que, para 2 <i <r+1,

1 T X9
/ / / T, dry. ..
0 0 0

En particular, para ¢ = r 4 1, nos queda

/ T, dxy ..

Concluimos que

.dx,,

/ / / oy r dri_i...dx,.
2—2

Tr41 ’r’
/ / / - dzn =
Tr+4-2 7"+%
Lry
—r / / / Qs ..

1,n
x r
— = g, = —
7“/0 n T it 1)

1 1
r

Mr(xl,...,xn)dxl...dmn:n!/ M. (zq,...,x,) dzy ...dx, = )

/0 /0 Rig n+1



Problema 3 - (3,3,25,19)

Un cuadrado ultrasimétrico de suma n es una matriz M = (my;)1<ij<a € Néxd ta]
que para cada permutacion 7 : {1,...,d} — {1,...,d} vale ), .., Mixu = n (en otras
palabras, para cualquier eleccién de d elementos de la matriz M tal que no contiene dos
coeficientes de una misma fila 0 una misma columna, la suma es n).

1. ;Para qué valores de d € N existe un cuadrado ultrasimétrico en N*? cuyas entradas
son 1,2,...,d*?

2. Calcular cudntos cuadrados ultrasimétricos de suma n hay en N4,

Solucién (Juan Pablo Vicedo - Leandro Groisman, FCEN, UBA, Buenos Aires)

1. Veamos que para todo d € N existe tal cuadrado ultrasimétrico.

Sea My = (mij)i<ij<a € N®*? la matriz cuyas entradas son m;; = (i — 1)d + j para
1 <14,j <d. Para cada permutacién 7 : {1,...,d} — {1,...,d} tenemos que

. . . , (d—1)d .
D Min = Y (i=Ndrr(i) =d 3 (i=1)+ Y w(i) =d—5+ D w(i).
1<i<d 1<i<d 1<i<d 1<i<d 1<i<d

d(d+1)
2 J

Como 7 es una permutacion, » ;. m(1) = 32 ojcqd = y entonces

B —-d® d&+d dB+d
Z mivﬂ'(i) = 2 + 2 = 2 ’

con lo cual M, es un cuadrado ultrasimétrico.

2. Sea M € N**? yn cuadrado ultrasimétrico de suma n.
Afirmacion: Para 1 <'iy,i9,J1,J2 < d, vale my,j, — My, = Mgy — Migjs-

La igualdad es evidente si i; = i3 0 j; = js. Supongamos entonces que i; # is y
J1 # jo. Sea m una permutacién de {1,...,d} tal que 7(i;) = j1 y 7(iz) = jo, ¥ sea
7 la permutacién tal que 7(i1) = jo, 7(i2) = 71 y 7(¢) = 7(i) para todo i # iy, is.
Como M es un cuadrado ultrasimétrico, Z1gz‘gd My (i) = Zlgigd m; ), de donde
My, + Migjy = My g, + Myyj, 0, equivalentemente, 1My, 5, — M4 j, = Miyjy — My,
Sea m;,;, = minj<; j<a{m;;}. Asignamos a cada fila y a cada columna de M ntmeros
enteros no negativos, f; y ¢; respectivamente, de la siguiente manera:

o V1 <7 Sda Cj = M5 — Migjo,

o V1 <1 <d, fi =my,.



Es fécil ver que si el minimo se alcanza en més de una entrada de M, los valores ¢;
y f; definidos a partir de cualquiera de ellas coinciden.

Para todo 1 <,j < d, vale que f;+c; = myj,+ (mig; —Migj,) = Mijo + (Mij—myj,) =
m;;, es decir, el nimero ubicado en la fila ¢, columna j de M es la suma de los
asignados a la fila ¢ y la columna j.

Observamos que f; > 1 para todo 1 <¢<d, ¢; >0 paratodo1 <j<d, c;, =0,y
se cumple Y, ;4 fi + Zlgjgd Ci = D icica i+ Ci = D icicqaMii = .

De esta manera, a cada cuadrado ultrasimétrico M € N%*? de suma n, le asignamos
una 2d-upla (c1,...,cq, f1,. .., fa) que verifica:

(a) cJENo‘v’lngdyszN‘v’lngd,
(b) 35 tal que ¢; =0,
(c) Z1§z’§d Ji+ Z1§j§d G =n.

Reciprocamente, cada 2d-upla que satisface las condiciones anteriores da lugar a un
cuadrado ultrasimétrico M = (m;;) € N¥? de suma n definiendo m;; == f; + ¢;
para todo 1 < 4,5 < d, puesto que f; +¢; > 1 para todo 1 < 4,7 < dy, para cada
permutacién 7 de {1,...,d} vale Zlgigd My r(s) = 219‘3(1 fi+ crpy = Z1§z‘§d fi +
Zlgjgd ¢ =n.

Mas auin, ambas asignaciones son mutuamente inversas. Luego, la cantidad de
cuadrados ultrasimétricos en N¥*¢ de suma n es igual a la cantidad de 2d-uplas
(c1,...,¢q, f1,-- ., fa) que satisfacen las condiciones (a), (b) y (c).

Restando 1 a cada uno de los f;, 1 < i < d, en cada una de estas 2d-uplas, resulta
que esta cantidad es igual a la cantidad de 2d-uplas (¢1, ..., ¢q, f1, ..., fq) de enteros
no negativos con ¢; = 0 para algin j, y tales que la suma de sus coordenadas es
n — d. Contamos esta cantidad como la diferencia entre la cantidad de 2d-uplas en
N2? que suman n — d y la de aquéllas con sus d primeras coordenadas no nulas:

n+d-—1 _ n—1
2d — 1 2d—1)°



Problema 4 - (3,0, 11, 36)

Sea ¢ : C* — C" una transformacion C-lineal y sea ¢ la misma funcién ¢ pero
considerada como transformacion R-lineal de R-espacios vectoriales de dimension 2n.
Demostrar que det($) es un nimero real no negativo, donde por det(¢) entendemos
el determinante de la matriz de ¢ en cualquier base de C™ como R-espacio vectorial.

Solucién (fvin Angiono - Laura Bolognini, UNLP, La Plata, Buenos Aires):

Como C es algebraicamente cerrado, existe una base {vy,...,v,} de C" tal que la
matriz A = (a;i)1<jk<n que representa a ¢ en dicha base es triangular superior; por
ejemplo, una base de Jordan. Entonces aj; =0sij > ky p(vx) = Zk

j=1 ajkvj.
Mirando a C" como R-espacio vectorial, una base es {vy,iv; ..., v,, v, }. Veamos c6mo
es la matriz que representa a ¢ en esta base:
k k k
Plug) = Z ajpv; = Z Re(ajr)v; + Z Im(a;i)iv;,
j=1 j=1 j=1
k k k
Plivg) = ZZ ajpvj = Z —Im(aj;)v; + Z Re(a;i)iv;
j=1 j=1 j=1
entonces esta matriz es
Re(a;;) —Im(ai;) Re(as) —Im(apn) -+ - Re(ay,) —Im(ay,)
Im(a;;) Re(arn) Im(a;z) Re(ar) -+ - Im(a1,) Re(a,)
0 0 Re(an) —Im(as) : :
0 0 Im(agg) Re((lgg)
: : 0 0
0 0
0 0 0 0 cee oo 0 0 Re(ann) —Im(ap)
0 0 0 0 cee oo 0 0 Im(an,) Re(ap)

Es facil ver que el determinante de esta matriz es el producto de los determinantes de los
bloques de 2 x 2 que tiene en su diagonal. Por lo tanto,

~ a Re Qjj —Im Qjj . “ 2
det(¢) = ] ] det ( Imgaﬂ; Re(éﬁ)) ) = Hllajj\ ,

que es un numero real no negativo.



Problema 5 - (3,1,1,45)

Sean 11, 79,73 € Ny sea f € Z[x] el polinomio f = (1—xz)" (1 —xz?)"2(1—3)". Probar
que la suma de los valores absolutos de los coeficientes de f es mayor o igual que 273/3 ~.

Solucién (Julidn Haddad - Quimey Vivas, FCEN, UBA, Buenos Aires)

Supongamos que

d
f=0—-2)"(1—2)2(1—2) = Zaixi.
i=0
. i d i
Observamos que para cada z € C se tiene que |f(z)| = |Z?:0 a; 2" < Yoo laizt] =
S% , lail|z|; en particular,
d
If(2) <D Jail  VzeCconlz]=1. (1)
i=0
Sea zp = cos 5 +isenk = 3 + z\/Tg Vale que |z| = 1. Ademas:
o [1—z|=|-1—i¥|=1
o L=zl =[1- (=3 +iF) = [§ +iF|= V3.
o« 1— = |1— (-1 =2
Entonces i i
1F(z0)| = |1 — 20|t |1 — 22|21 — 2378 = 11V/37278 = 273/3"". (2)

De (1) y (2) concluimos que la suma de los valores absolutos de los coeficientes de f es al
menos 2" \/§T2.



Problema 6 - (0,1, 3,46)

o0

1 n+1l pn
Calcular mlir?_ H <%) )

Solucion del Comité Organizador:

Probaremos que

Para empezar, veamos que es suficiente con demostrar que

lim Zx"(log(l + 2"t —log(1 + 2™)) = log(2) — 1. (1)

rz—1~
n=1
Para z € (0,1) y k € N definimos g(z, k) = 22:1 z"(log(1 4+ 2™*1) —log(1 + 2")). Dado
z € (0,1), existe el limite g(z) := limy_. g(z, k) = Y07 2™(log(1 + 2" ) —log(1+ 2™)),
pues la sucesién {g(x, k) }ren es decreciente y acotada inferiormente: en efecto, g(z, k) >
S (log(1 + 2™1) — log(1 + 2™)) = log(1 + z¥*1) — log(1 + ) > —log(1 + ).
Por continuidad de la funcién exponencial,

k n+l zn o0 n+ly zn
e9(@) — plimk—oo (k) — 1i 9(@K) — 13 <1+—x> = H (1—|——x>
k—oo k—o0 1 —+ " 1 + ™ ’

2

y, si lim,_1- g(z) = log(2) — 1, nuevamente por continuidad, lim, ;- e9®) = 2

Demostremos ahora la validez de (1).

Sea ¢ > 0. Queremos ver que existe 0 > 0 tal que si 1 — ¢ < x < 1, entonces
log(2) —1—¢e < g(z) <log(2) — 1 +e.

Para cualquier particién II del intervalo [0, 1] dada por puntos 0 = ¢, < Ypm-1 < ... <
Y1 < Yo =1, sea

m—1
Si=>_ yn(log(1 + yn) — log(1+ yns1)).
n=0
Como la funcién f(z) = log(l + z) es creciente y diferenciable en el intervalo [0, 1],

sabemos que cuando la norma de la particiéon II (definida como la longitud del mayor
subintervalo definido por los puntos de II) tiende a 0, Sy tiende al valor de la integral de
Riemann-Stieltjes

1 Lo -
/Oa:df(:v):/oxf(:n)dx:/o 1+$d:v:1—log(2).




Sea 0 > 0 tal que si la norma de una particiéon II es menor que 0 entonces —5 <
St — (1 —log(2)) < §. Cambiando 0 por un valor mas pequefio si es necesario, podemos
suponer que log(2) —log(1 + x) < § para todo z con 1 =0 < x < 1.

Tomemos x tal que 1—0 < z < 1. Para tal z, sea k(x) € N tal que si k& > k(x) entonces
zF < 4. Esto implica que la norma de TI(x, k) = max{z* 1 —x} es menor que 4. A su vez,
aumentando k(z) si es necesario, podemos suponer también que z¥1log(1 + 2**1) < 3

para todo k > k(x). Luego, para tales valores de k, podemos concluir que
3 €
1 —1log(2) — 1< —g(x, k) <1—1log(2) + T

Haciendo tender k a infinito, concluimos que 1 —log(2) — 3 < —g(z) <1 —log(2) + <.
Esto implica que, si 1 — 9§ < x < 1,

log(2) = 1+¢>g(x) >log(2) — 1 —¢,

que es lo que queriamos demostrar.



