Competencia Matematica Ernesto Paenza
19° Realizacion.
Las soluciones que se encuentran a continuacién fueron elegidas por el Comité Organizador
entre las respuestas de los participantes. Son aquellas que més nos gustaron, ademés de

ser correctas.
Los vectores luego del nimero del problema indican, considerando el total de participantes:

e la primera coordenada, la cantidad que obtuvo 8, 9 o 10 puntos en el problema
(esencialmente bien resuelto)

e la segunda coordenada, la cantidad que obtuvo 5, 6 o 7 puntos (esencialmente "la
mitad o un poco més" del problema)

e la tercera coordenada, la cantidad que obtuvo 1, 2, 3 o 4 puntos (casos particulares
o algo conducente a una posible solucién)

e la cuarta coordenada, el complemento (aquellos que no hicieron nada).



Ejercicio 1. (20, 7, 19, 5)

Sea n un entero positivo.

i) ;De cuantas maneras se puede escribir n como suma de nimeros enteros consecutivos?

ii) jDe cuéntas maneras se puede escribir n como suma de nimeros enteros positivos
consecutivos?

Resolucion(Basada en la de los participantes 19037, Molla Giusti, Matias - Sainz, Ana -
FAMAF)

i) Si n se puede escribir como suma de k enteros consecutivos, entonces:

p+k k k

. k(k+1)
n 'Zz Zp—l—z pk+Zz pk + 5
1=p+1 =1 =1
Si k es par, entonces n = %(2p+k+1) con % €ELy2p+k+1cZ.
Luego, g divide a n y, por lo tanto, k divide a 2n.
Si k es impar, entonces n = k(p + %) conkeZyp+ % € Z.
Luego, k divide a n y, por lo tanto, k£ divide a 2n.

Entonces si n se puede escribir como suma de k enteros consecutivos, se tiene que k
divide a 2n.

Inversamente, si ¢ es un divisor impar de 2n, entonces:

qa =2n, a € 7

a
S _n
7
(como ¢ es impar, a debe ser par).
a a q+1 q+1.  a q+1 (g+1)q
_a q+1
n=aq(5 - —5) i
i=1

__(a g+1
Llamemos d = (§ — &5~) € Z.
— 9 ;_ N4 . \gtd p
Luego, n =qd+ > [ i=>7 d+i=73 7", iy asi, hemos expresado a n como
suma de ¢ nimeros enteros consecutivos.

Entonces si ¢ es un divisor impar de 2n se tiene que existen ¢ enteros consecutivos
cuya suma es igual a n.



ii)

Ahora, si d € Z es un divisor impar de 2n, tenemos que da = 2n y como 2 no divide
a d, pues d es impar, a debe ser un divisor par de 2n.

Entonces, por cada divisor impar d de 2n hay un divisor par de 2n, llamémosle

_ 2
a = d -

Luego, si ad = 2n, entonces 5d = n.

a(a—l—l)'

n=2(@d-(at)+(a+1) =3 (a+1)+ =

Es claro que ¢ = di(gﬂ) € Z pues d y a + 1 son impares. Entonces

a a a+c
n:ac—#—g i:E c+1i= E )
=1 =1 i=c+1

y asi hemos escrito a n como suma de a enteros consecutivos.

Luego, para cada d divisor impar de 2n, existe un divisor par de 2n, llamémoslo a
tal que da = 2n y n se puede escribir como suma de a enteros consecutivos.
Ahora si b es un divisor par de 2n y se tiene que 27” es también par; sea r = 27” yr

es par. Entonces %b =n.

Luego, n = 3(r — (b+ 1) + (b + 1)).

Asi, n = %(r —(b+1))+ E?Zli = 2?21(“(;“)) + ¢ pero m = # ¢ 7y ésta
no es una suma de enteros.

Ahora supongamos que se puede escribir a n como suma de b enteros consecutivos:

b b
n=Y pti=bp+>» i.
=1 =1

Pero, teniamos que n = mb+ Z?Zl 1, entonces, bp = mb y, por lo tanto, p = m no es
entero.

Luego, si a es un divisor par de 2n, se puede escribir n como suma de a enteros
consecutivos si y sélo si 27" es impar.

Luego, se puede escribir n como suma de niimeros enteros consecutivos de una can-
tidad de maneras igual al doble de la cantidad de divisores impares de 2n (que es

igual al doble de la cantidad de divisores impares de n)

Separemos en dos conjuntos las maneras de sumar n con nimeros enteros consecu-
tivos. En el conjunto ('} estaran las que contienen como sumandos s6lo nimeros
positivos y en el conjunto C5 las que contienen al menos un nimero negativo o cero.



Vemos que cada suma de (' la podemos hacer corresponder con una suma de Cy de
la siguiente forma:

Si p+k

. p . .
i—p+1 % es una suma en C1, entonces, como ) ;i = 0 se tiene que

p+k p+k p+k

> Hzp:i:iz_:pi: Y i=n.

1=p+1 i=—p 1=p+1

erk . . r .
Luego, > ;"" i es una suma de Cy. Y si 3 ;i es una suma en C», entonces

T q
g 1 — g i=n—0=n.
1=—q 1=—q

Ahora, Z::q 41t es una suma en (. Por lo tanto, a cada suma de C le corresponde
una suma en Cy y §C] > §C5. Ademés a cada suma en C le corresponde una suma

en C1, entonces §Cy > #C1. Esto implica que §C7 = §Cs.

Luego, la cantidad de sumas total es el doble de la cantidad de sumas con sumandos
positivos. Entonces n se puede escribir como suma de enteros positivos consecutivos
de una cantidad de maneras igual a la cantidad de divisores impares de n.



Ejercicio 2 (4, 6, 26, 15)

k-1
Para cada k € N, consideremos el polinomio fi = H(a: —14). Se definen los nimeros
i=0
S(n, k) por la igualdad:
n
" =Y S(n,k)fr.

k=1
i) Probar que S(n, k) es un entero positivo Vn € N, V1 < k < n.

ii) Probar que n es primo si y solo si n/S(n, k) Vk=2,...,n — 1.

Resoluciéon(Basada en la del participante 19016, Ottina, Enzo- UBA)

i) Llamamos F'(n, k) a la cantidad de maneras de repartir n bolitas distintas en k cajas
numeradas sin dejar cajas vacias, o sea la cantidad de funciones sobreyectivas de
{1,2,...,n} en {1,2,...,k}. Por otro lado, si queremos repartir n bolitas distintas
en j cajas distintas (permitiendo que haya cajas vacias) hay j" formas de hacerlo.
Pero también podemos contarlas asi: elijo entre las j cajas k para llenar y reparto
las n bolitas en esas cajas sin dejar cajas vacias y sumo,

donde (J) =0si k > j.
O sea
F(n,k)

S =Y e U D G (k= 1)
k=1 )

F(n,k)

n
y estovaleV j € N. Por lo tanto los polinomios ™ y Z

k=1
son iguales ya que su resta tiene por raiz a todos los naturales y por lo tanto debe

ser el polinomio nulo.

Es decir:

"\ F(n, k) " F(n,k
u z...(z—=1)...(x—(k—-1)) = (k‘! )
k=1 k=1

" =

T

Por lo tanto, por la definiciéon de los S(n, k) se tiene que

F(n,k)
k!

S(n, k) =

o z...(x—=1)...(x—(k-1))



ii)

Ahora bien, llamemos S(n,k) a la cantidad de particiones de un conjunto de n
elementos en k partes (no vacias). Se tiene que:

S(n,k)-k!'=F(n,k)

pues para repartir n bolitas distintas en k cajas distintas sin dejar cajas vacias puedo
partir primero el conjunto en k partes y luego ordenar estas partes de modo que la
parte numero ¢ representaria a la caja i (notar que las k partes son distinguibles pues
son no vacias y las n bolitas son distintas por lo que cada parte queda determinada
por sus elementos).

Se tiene entonces que:

S(n, k) = L (Z; k)

y por lo tanto resulta que S(n, k) es la cantidad de particiones de un conjunto de n
elementos en k partes no vacias y por eso es un nimero natural.

= S(n,k)

n
Tenemos que z" = Z S(n,k)x(x —1)...(x — (k—1)). Dividiendo por z se tiene:
k=1

2" =S, 1)+ > S k) —1)... (z— (k—1)). (1)

k=2
Notar que S(n,n) = S(n,1) = 1 pues como vimos en el item anterior, S(n,k) es la
cantidad de particiones de un conjunto de n elementos en k partes no vacias.
Supongamos que n divide a S(n, k) V 2<k<n-—1.

Evaluando (1) en 2 = n y tomando congruencia médulo n queda:

0= n"!1=8n1)+Sn,2)(n—-1)+---+Sn,n—-1)n-1)...2+S(n,n)(n—1)!
= 14 (n—1)!(mod n).
Luego, (n —1)! = —1 (mod n) y por el teorema de Wilson, n debe ser primo.

Supongamos ahora que n es primo, n # 2. Evaluando (1) en 2z = 2 y tomando
congruencia médulo n, por el teorema de Fermat se tiene que:

2" =14 8(n,2)-140=1(mod n)
y por lo tanto S(n,2) = 0 (mod n).
Si ahora evaluamos (1) en x = 3 y tomamos congruencia modulo n se tiene que
1=3"1=148n,2)-24+5(1n,3)2-14+0=1+ S(n,3)2! (mod n)

por lo cual S(n,3) = 0(mod n), ya que 2 es inversible modulo n.

Ahora se sigue por induccién global:



Supongamos que k < n — 1 y n divide a S(n,2),...,S(n,k). Evaluando (1) en
r=k+1<n-—1y tomando congruencia médulo n se tiene, por el teorema de
Fermat:

1+ k)"t =14+81n,2)k+S(n,3)k(k —1)+---+S(n,k)k...2+S(n, k+ 1)k!
14+ S(n,k+1)k! (mod n).

Como k! es inversible médulo n, se sigue que S(n, k+1) = 0 (mod n), como queriamos
ver.



Ejercicio 3 (23, 7, 7, 14)
Sean T un tridngulo equildtero cuyos lados miden 1, o el centro de T' y C' el conjunto de
todos los puntos de T' que estan mas cerca de o que del borde de T'. Calcular el area de C.

Resolucioén (Basada en la de los participantes 19079, Della Vecchia, Eugenia - Sbergamo,
Gerardo. UN Rosario) i

Supongamos tener un sistema de coordenadas cartesianas en el plano, donde el eje x
contiene al lado PQ y el origen del sistema es el punto medio de dicho lado.

Calculemos primero la altura H del tridngulo: (%)2 +H>=1=h= §

Las rectas que contienen a los lados del tridngulo son

3 3
Li:y=0 Lgiy:§+\/§x Lg:yzg—\/gfv

y el lugar geométrico buscado es el conjunto acotado por tres pardbolas.
Buscamos la ecuacién de una de las parabolas:

dist(p, 0) = dist(p, eje x)

3\ 2
dist(p,0) = \/332 + (y — %) = |y| = y = dist(p, eje x)

2_6 1_ o L 1 - 2, 1
sVt oY T T ogus T vVt )

Por simetria, buscamos el area del tridngulo y la figura sombreada

NN

x2+y

Buscamos la interseccién de la parabola con la recta y = 73 + 73;1:,
V3 V3 5 1 5 1 1 1 1
— 4+ —x=V3 —) = ——z——=0 = == =——.
g 3=Vt g) T3 T 0T



El punto buscado tiene coordenadas x = —%, Yy = @.

La altura del tridngulo es entonces h = ‘1/—83 y el area resulta By = ‘1/—83 . % . % = 2—‘{%.

El 4rea de la otra figura la planteamos como la resta entre las areas del rectdngulo de

vértices (—¢,0), (—¢, @), (% @) y (,0) y el area bajo la parébola entre z = —¢ y @ = ¢.
El area del rectangulo, A; = % . § = g

El 4rea debajo de la parabola es:

1
G 1 1,3l 1 17 5V3
2 /é\/g(eru)m V3 63+ 65 = 1
Luego, el drea de la figura es A1 — Ay = % = Bj.
Finalmente, el area requerida es

6 3>:5_\/§

A =6By+ 3B, = (— =2 .
650 + 351 \/3216+162 108



Ejercicio 4 (2, 1, 11, 37)
i) Dados p1,p2, p3, p4 € R?, consideremos la matriz

0 di2 diz dis
dyr 0 doz dos

A=
ds1 dz2 0 ds
dyy dgg dgz O
donde d;; = ||p; —p;||*. Probar que si py,...,ps no estan alineados, los cuatro puntos

estan en una circunferencia si y solo si det(A) = 0.

ii) Sean ahora pi,p2, p3, p4a,ps € R y se considera la matriz

0 dyi2 diz diy dis
dar 0 dog dog dos
A= d31 dz» 0 d3 dss
dgr dyo daz 0 dgs
ds1 dsy ds3 dsqg O

donde, como antes, d;; = ||p; — p;||>. Probar que si pi,...,ps no estan en un mismo
plano, los cinco puntos estén en una esfera si y solo si det(A) = 0.

Resolucion(Basada en la de los participantes 19036, Celayes, Pablo y Pastawski, Fernando
- FAMAF)

Sean pi,p2,p3,pa € R? no alineados. Entre ellos existen 3 no alineados, supongamos
1,2, p3. Existe entonces una circunferencia que pasa por pi,ps,p3 de centro o y radio
r > 0. Luego existen x1,z2,x3 con ||z;|| = 1 tales que p; = 0+ rz; parai=1,2,3.

Como trasladar los p; segiin una constante no altera los d;;, asumimos que ¢ = 0. Luego
pi =rz; (i =1,2,3). Dividir los p; (i = 1,2,3,4) por una constante ¢ > 0 solo multiplica
los d;; por ¢? y por lo tanto no altera la condicién de nulidad del det(A). Por lo tanto,
tomando z; = %, 1 =1,2,3,4, el problema es equivalente al siguiente:

Dados z1, 2, 3,24 € R? distintos entre si, con ||z1|| = ||z2|| = ||23|| = 1, y construyendo
A como en el enunciado para los z;,

llz4]| = 1 & det(A) = 0.

Si escribimos cada x; = (g, xiy) para cada i = 1,2,3,4 se puede verificar sin dificultad
que

l|z1]]* 221, 231, 1 1 1 1 1
A:AL'AR: H332H2 2z9, 2$2y 1 —T1g — T2 — T3z —T4g
H$3H2 2.29333 2$3y 1 —T1y — T2y —T3y —T4y
l24l]® 2240 214y 1 ool lz2ll? Nlosl® ol

Tenemos entonces que det(Ay) = 4det(AR) y entonces
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det(A) =0 < det(Ap) = det(Ag) = 0.

Si ||xz4|| = 1 la matrices son claramente singulares.
Si ||z4|| # 1, entonces podemos restar la ltima columna de unos a la primera en Ay, y nos
queda

0 2x 1z 2x1y 1
0 21‘21 2x2y 1
0 21‘3;3 2373?; 1
l|[2a]|? =1 234y 2m4, 1

El determinante de esta matriz es

239133 2$1y 1
(J|lzal|* = 1) - det | 29, 219, 1
239333 2$3y 1

El determinante de esta ultima matriz es cero si y solo si existen «, § tales que axi+ Bxs =
r3y a+ 8 =1, que es equivalente a decir que x3 estd en la recta definida por z1 y xs.
Pero esto no es asi ya que habiamos tomado x1,z2 y x3 no alineados, por lo tanto el
determinante es distinto de cero.

Anéalogamente a la primer parte, tomando 4 puntos no coplanares, su esfera circunscrita y
aplicando una traslacién y una homotecia apropiadas, el problema se reduce a:

Sean x1, 2,23, 74,5 € R? distintos entre si tales que ||z1|| = ||z2|| = ||z3]| = ||z4]| =1y
A € R%*5 la matriz dada por A;j = ||z; — z;||?, entonces

llzs]| = 1 < det(A) = 0.

Si @y = (Tig, iy, Tiz), © = 1,2,3,4,5 podemos escribir matrices Ay, y Ar de 5 filas y 5
columnas

l|[z1]]? 271z 271y 21, 1 1 1 1 1 1
H$2H2 2T0; 2372y 2z, 1 —Tlx —X2x T A3z T4z Tsx
Ap | lzs|? 223, 2x3, 2x3, 1 Ap = —Z1y —Tyy —T3y —Tay  Toy
H$4H2 2% 45 2374y T4, 1 —T1z TX2z T3z T4 L5z
|zl 2250 225y 225, 1 1l [l2ll* [lzs|® |lzal® [as])?

y la condicién del determinante 0 para A se deduce de la misma forma a la condicién de
los primeros 4 puntos.
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Ejercicio 5 (10, 11, 2, 28)
Sea f : [0,1] — R una funcién continua y estrictamente creciente, tal que f(0) < 0y
f(1) > 0. Supongamos que la tnica raiz r de f en [0, 1] es un namero irracional. Sea z,

la sucesion generada por el método de bisecciéon para hallar r, o sea x1 = %,xg = % si
f(3)>06z2=3si f(3) <0, etc. Sea e, := |z, — r|. Hallar el radio de convergencia de
o
la serie E enX".
n=1

Resolusiéon(Basada en la del participante 19019, Mereb, Martin - UBA)

Como {zp}ney € Qy 7 ¢ Q, el método no termina nunca pues z, # r, Vn € N, entonces
|2 — Tng1| = 5, VR €N,

Ahora bien, como e, = |z, —r| < 2% se tiene limsup /e, < %, por lo que el radio de
convergencia R de f(z) =) e,z™ es mayor o igual que 2.

Por otro lado,

Ent+1 = |In+1 - T| = |xn+1 —Tpt+ Ty — T| > ’anrl - fEn‘ - |1:n - T| = ’anrl — Tp| — €En

1

= en+1 +en Z |$n+1 _$7‘L| = W

El radio de convergencia de f(x) coincide con el de = f(z) por lo que R serd menor o igual
que el radio de convergencia de f + xf pero

fH+af= Z(en + epqp)z Tt

n 1 1
limsup "We, + epy1 > limsup "y S T =5

de donde R < 2.
Entonces el radio de convergencia es igual a 2.
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Ejercicio 6 (0, 0, 1, 50)
Decidir si existen o no polinomios de dos variables p(x,y), q(z,y) € Rx,y] tales que
si se considera la funcién F : R? — R2?, F(x,y) = (p(z,v),q(z,y)), la imagen de F es

R?\ {(0,0)}.

Resolucidn(oficial)

Los polinomios p(z,y) = 2y — 1y q(x,y) = (zy — 1)z — y verifican lo pedido.

En efecto, sea F(z,y) = (vy — 1, (zy — 1)2? — ).

Veamos primero que (0,0) ¢ Im(F). Si F(z,y) = (0,0) entonces 2y —1 =0y (zy —1)a? —
y = 0 de lo que se obtiene una contradiccion.

Sean ahora a # 0, —1 y b cualquiera, buscamos (z,y) tal que F(x,y) = (a,b). Sea r alguna
raiz real del polinomio X3 + bX? — a(a + 1)? (que existe pues tiene grado impar). Como
a # 0,1, r # 0. Entonces

a+1 a+1 a+1 a+1 (a+1)—7r3

)= ( r—1,( r— 1)) =) = (0, B2 = (a,0).

F(
T r T T r

Si a =0, como b tiene que ser distinto de 0, entonces se tiene F(51,—b) = (0,b).
Por ultimo F(0,b) = (—1,b).
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