‘ Competencia Matematica Ernesto Paenza ‘

15° REALIZACION — 29 DE AGOSTO DE 2000

Problema 1. Sea D, C R? un disco cerrado de radio r . Probar que, cualquiera sea la
circunferencia C' C R? | la longitud del arco C'N D, es menor o igual que 27r.

Resolucién. (Solucién de Furman Bass, Juan y Vicedo, Juan de la Facultad de Cs.
Exactas y Naturales - UBA).

Llamemos d al radio de la circunferencia C .

Si d <r entonces la longitud del arco C'N D, es menor o igual que 27d que es menor o
igual que 27r .

Si d>r y CND,#0 tenemos dos posibilidades:

a) Si C NOD, =un punto. En este caso C es tangente exterior a 9D, pues si fuera
interior C estarfa incluido en D, , lo cual es absurdo pues 7d? > 7r? .

b) Si C'N 9D, = dos puntos, llamemoslos A y B .

]
N

/LN

Como AB C D, entonces AB < 2r. Si H es el pie de la altura desde O hasta
AB , como OA = OB entonces AH = HB y AB = HB = o . Entonces AH =

OAsen (a) = dsen(a) , entonces AB = 2dsen(«) < 2r . Es decir sen(a) < % :

Ademsds, el arco AB ( AB C D, ) cumple que AB = 2dao .

Sea f(a) = msen(a)—« . Esta funcién es continua y derivable y f'(«) = mcos(a)—1.
Si tenemos un extremo entonces f'(a) = mcos(a) —1 = 0. Hay un tnico « para el
que se cumple que cos(a) = % con 0 <a<7w.Ademds f(0)=0y f(n)=—7m.
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Por otro lado, sabemos que « < 7 pues si el arco de C' interior a D, fuera mayor
que w , entonces habria un diametro de C' en el interior de D, . Absurdo pues d > r .

Ademas,
T T T V2 T
Nex-Zso (—):— ~Too.
f(z) T3 v I3 2 "]
i cos(ar) = = , ent 2(ay) =1 - =
1 COS(« = — , entonces sen-(« = —_ — .
1 7T’ 1 7T2

1
Como en el intervalo sen(a;) > 0, entonces sen(a;) =14/1 — = .
7T
1

fla1) = V72 =1 — oy que podemos ver que es positivo pues como cos(ag) = —
T T T

entonces a; < 3 por lo que f(ag) >2— 3 >0.

Si existiera ( tal que f(§) <0 con 0 < g < g entonces, por Bolzano, habria un

cero en (0,/) y tendriamos, por Rolle, a lo sumo un minimo (y seria negativo) en

T
ese intervalo. Pero ya vimos que hay un solo extremo en el intervalo <0, 5) y éste es
™
positivo. Entonces f(a) >0, Va € [0, 5] )

Entonces msen(a) > a implica que 2dmsen(a) > 2da . Pero, como dsen(a) < 7,
entonces 2mdsen(«a) < r2w , luego 2mr > 2do = AB como querfamos probar.



Problema 2. Decidir si es posible cargar dos dados (no necesariamente ambos de la misma
manera) de forma tal que, al arrojarlos, todos los ntiimeros desde el 2 hasta el 12 tengan la
misma probabilidad de ser la suma de las dos caras superiores.

Cargar los dados significa asignar nimeros py,...,ps,q1,---,Gs , UNO para cada cara, con
0<pi,¢i <1y > pi=>,q =1, queindican la probabilidad con que sale esa cara cuando
se arroja el dado respectivo.

Resolucién. (Solucién de Marcu, Alejandro de la Facultad de Ingenieria - UBA).

Para formar el 2: 1
ppr=— = p1#0, ¢ #0.

11
Para el 12: .
p6Q6:ﬁ = pe# 0, g5 #0.
Para el 7: .
P14s + P2G5 + P3qa + Paqs + Psqge + Peqi = 11
donde el primero y el ultimo término son positivos y el resto son no negativos.
1 1
D196 + Peqr < 1 = PhGs<ygTna = 4<q
Ademas, con el mismo razonamiento,
1
DPeq1 < 11 =p1q1 =  Pe <DPi1-
1
Por lo tanto, psqe < p1q1 = -

Se lleg6 a una contradiccion que demuestra que no es posible cargar los dados como se pidié.



Problema 3. Estudiar la convergencia de la serie

1+1+1 1+1+1+1 1+1+1+1 1
3 5 2 7 9 11 4 13 15 17 6

Si converge, calcular el valor de la suma.

Resolucién. (Solucién de Méndez, Fernando y Méndez, Julidn del Instituto Balseiro).

Las sumas parciales de orden 4n responden a la siguiente forma:

1 1 1 1 1
— (14 +=)—=(14+=4+-)=-Z(1
Sy (+ +6) 2(+2+3) 2()
Se= 1+ +1 L 1+ +1 11+1
8 12 2 6 2 2
1 1

S—1++1 11++1 11++
2= 1 2 12) 2 2 '3)"

En general

. 3 .
Ademas, Sy, < Sina1 < Sinso < Siniz < Sin + on (las fracciones que se suman son
n

1 . .
menores que - ), entonces si Sy, converge, Sini1, Sinre Y Sinis convergen al mismo

limite ya que lim 3. = 0 y Sk convergeria.

n—oo 9N

S (14 =) e By L
dn 6n 2 3n 2 n)’

5y = 1++1+ 1++1
o \n+1 3n 3n+1 6n /)"

Ahora probemos que Sy, converge.

Claramente S, > 0, para todo n . Empleamos el criterio de la integral para convergencia

de series:

1 6n—+1 1 1 3n 1 6n 1
—/ —dx +/ —dx < Sy, < —/ —dx +/ —dzx.
2Jp1 3n+1 L 2 )0 @ 3n T
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Entonces,

1 1 1 1
5111 (3n+ )+1n (Gn—l— ) <S4n<§ln3+1n2

n+1 3n+1

, 1 3n—+1 6n+1 1
nh—>nolo {gln(n—i—l)—Hn (3n+1)} —51n3+1n2

entonces 1
lim Sy, = 3 In3+In2.

n—oo

Por lo que se dijo antes

1
lim S, = 51n3+1n2.

n—~o0

Entonces la serie es convergente y converge a %ln?; +1n2.



Problema 4. El polinomio p(z) € R[z] verifica: p(t) > 0 si ¢t > 0. Probar que existe
m € N tal que (14 x)"p(z) tiene todos sus coeficientes no negativos. !

Resolucién. (Solucién Oficial)

Factorizando el polinomio en R[z], se puede ver que, la condiciéon p(t) > 0 si ¢t > 0
implica que el polinomio se escribe de la manera siguiente:

M N
p(r) =a (H(IB + az‘)) (H(x —b;)* + Cj) )
i=1 =5

con M,NENZ(),bjGR,CLiERZOyCL,CjGR>O.

Como el producto de dos polinomios con coeficientes no negativos da como resultado otro
polinomio con coeficientes no negativos, el problema estard resuelto si probamos que, si b y
¢ son numeros reales positivo cualesquiera, hay un entero positivo m tal que

g(x) =1 +z)" ((a: —b)? + c)

tiene todos sus coeficientes no negativos.

Fijado m , el polinomio g(z) tiene grado m + 2,y dado que (1+z)™ = Z (m) x| se
i
i=0
tiene:
coeficientes de grado j de g = (b* +¢) <m) + < .m2> — Qb( , m 1), (1)
J J— J =

con () =0,si k¢{0,1,...,m}.

El coeficiente independiente de g(x) es igual a b? + ¢, que es siempre positivo. Por otro
lado, el coeficiente que acompana a z en g(x) es (b> + ¢)m — 2b, que serd positivo si
m > bfic . Anslogamente, el coeficiente de ™2 es siempre 1,y el de 2™ es m — 2b
que sera positivo si m > 2b.

Supondremos a partir de ahora que m > méax {2b, 2b/(b* +¢)} ,y 2 < j < m . Escribiendo
los niimeros combinatorios que hay en (1), hay que probar que existe un m suficientemente
grande tal que

m! m! m!
Am—  G=2m—jr G- Dim—j D" 2)

Por un error de redaccién, en el enunciado de la prueba figuraba como hipétesis p(t) >0 si ¢t >0, que
no es condicién suficiente para lo que se afirma. Se ha otorgado puntaje méximo a aquellos participantes que
se dieron cuenta del error.

(b* +¢)




para todo j, 2 < j < m . Simplificando los factores comunes, y realizando la suma de
fracciones, se tiene que la inecuacién (2) es equivalente a

(" +c)(m—j+2)(m—j+1)+5( —1) = 2b(j — 1)(m — j +2) >0,

y de aqui se deduce:

m—j+1 J
2b < (b* + : + —,
e R
0, equivalentemente, .
m J
20+ b? < (b . 3
+b°+c<( +C)j—1+m—j+2 (3)

Para cada m positivo, consideramos la funcién f,,: [2,m] — R dada por

m = (V? n z .
f(ac) ( +C)x—1+m—a:—i—2

fm es diferenciable en todo el intervalo, y se tiene

24m (P +om
(m+2—2)2 (z—1)2

fnl@) =
Sea s:=b>+c. Al plantear f/ = 0 para encontrar los puntos criticos, hallamos:

(m + 1)y/5m

Tim =1+
b v sm —/m+ 2
Y 1
o e 14 (m+1)y/sm

Vem A+ vm 42
Como +/sm > \/sm —+/m + 2, se tiene que,

e Si s<1, m,, serd menor que 2, asi que zy,, ¢ [2,m];

e Si s> 1, entonces x1,, > 1+ (m + 1) para valores grandes de m , asi que w1,

tampoco pertenece a este intervalo.

Por otro lado, debido a la continuidad de f/, ,y dado que f/ (2) = —5’“3;7;“_2 sera negativo
para valores grandes de m , y que f/ (m) = ’“”}gﬂi—w , serd positivo para valores

grandes de m , concluimos que el otro punto critico, ., , estd en el intervalo [2,m] para
valores grandes de m . Es mds, este andlisis nos dice que f,, decrece en el intervalo [2, 2 ,,],
y crece en el intervalo [z3,,,m]. Luego, la inecuacién (3) quedard probada para todo



j € {2,3,...,m}, si encontramos algiin m tal que 2b+ b* + ¢ < f(79.,) . Para ello,
alcanza con ver que 2b+b*+c¢ < lim f,,(z2,,) . Calculemos

sm(m + 2)(sm + 1) + 2sm? + 4sm
sm(m+2)(m+ 1)

fm($2,m) =
de lo cual se deduce que lim f,,(z2.,) = s+ 24/s, 0 sea que hay que verificar que

W+ +c<s+2/s=0+c+2V0 +¢,

lo cual es inmediato.



Problema 5. ;Para qué valores de n € N se cumple que el volumen n - dimensional de
Too={(z1,...,2,) €[0,1]" : Zy+z1 <1, i=1,...,n—1}

es igual a % ?

Resolucién. (Solucién de Shmerkin, Pablo de la Fac. de Cs. Exactas y Naturales - UBA).

Sea V(n) el volumen de T, . Es obvio que V(1) =1.

1
El dibujo muestra que V(2) = 3"

>

Calculo V(3) usando Fubini (mds precisamente el principio de Cavalieri).

1
V(3) = / Area(T3 N {z3 = t})dt
0
Ahora bien,

Tsn{zs =t} ={(r,y) €R* : 0< 2, y<1,o+y<l,y+t<l}=
:{(:E,y)ER2 : nggl,x+y<1,0§y<1—t}

(1) (1) = triangulito




Luego,

—_
o |
—_

Area(T3 N{z3 =t}) = Area(T3) — Area(triangulito) = = — — = 5(1 —t%).

[\

Entonces,

V(3):/O %(1-#)@:%

Paso, ahora, a acotar V(4) .
Sea U :={(z1,...,24) €[0,1]" : 1+ 29 <1, 23 +134 <1}.

Ahora bien, U es el producto cartesiano de dos conjuntos iguales. A saber,
{(z,y) €[0,1 : z+y <1} =T
Luego, el volumen de U es menor o igual que V(2) -V (2) =V(2)? =

Ademas, el volumen de U \ T, es mayor que 0. En efecto, si

1
A:{(x,y)€R2 : ng,ygl,x+y<1,y>§},

1
B:{(:z:,y)EIR2 : ng,ygl,x+y<1,x>§} y

1 1
C = {(1‘1,1'2,1‘3,1'4) c [0,1]4 it <l xztxi <1, x> 5, XT3 > 5},

es claro que:

o ( cU \ T4 .

e (=AXxB.
Luego, Vol(U \ Ty) > Vol(C) = Vol(A)Vol(B) > 0.
Entonces V(4) < 1.

Paso, ahora, al caso n=5.

Sean
U={(z1,22) €[0,1]* : z1+a, <1} =T

U = {(xg,x4,x5) €01 @ a3 +ay <1, 2y+a5< 1} = T5.
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Es claro que T5 C U x U’. Luego, V(5) < Vol(U)Vol(U") = V(2)V(3) = ¢ . Es decir,
V()< i <:.

Finalmente, sea n > 6 . Pruebo por induccién que V(n) < % )

Si n es par, entonces, razonando como antes, T,, C U x U’ , con U y U’ congruentes
2 2 . .
a Tn . De donde, V(n) <V (%) < (2) =14 1 ytilizando los célculos hechos para
2 . ., n nn n
n <5 e induccién.

Si n es impar, digamos n = 2k 4 1, se hace como en el caso n =5
T, CU x U con U congruente a T, y U’ a Tyy1 . Luego:

1 1 2k+1 1

1
< 1) < — =
Vi) VIRV D < o = o Tk S 257 1

si k>2.

En conclusion, V(n) =1 si n=1, 2,3 y V(n) <X si n>3.Porlotanto, {1,2,3}
es el conjunto buscado.
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Problema 6. Una accién ¢ de un grupo G en un conjunto S , es un morfismo de grupos
¢ : G — S!' donde S! es el grupo de biyecciones de S . Si x € G, s € S, denotamos
o(r) = ¢, € S, es decir ¢, : S — S es una biyeccién.

Dada una accién ¢ de G en S, queda determinada también una accién (¢, ¢) de
G en S x S definida por ¢.(s,t) = (¢z(s), P (t)).

Si sg € S, la drbita de sy es el conjunto Ty, := {s € S/3z € G : s = ¢,(s0)}. Se
sabe que las orbitas de distintos elementos resultan iguales o disjuntas. Una accién con una
sola érbita se llama transitiva.

(a) Dar un ejemplo de una accién transitiva ¢ en un conjunto infinito S tal que la accién
(¢, ) en S x S tenga un numero infinito de 6rbitas.
(

¢
b) Dar un ejemplo de una accién transitiva ¢ en un conjunto infinito S tal que la accién
(¢,¢) en S x S tenga solo un niimero finito de drbitas.

Resolucién. (Solucién de Baragatti, Esteban y Ruiz, Mariano de la Fac. de Cs. Exactas
- UNLP).

(a) Sean S =7Z y G =7, los nimeros enteros.
Para cada z € Z,sea ¢,: S — S tal que ¢.(t) =t+ z. ¢ es una biyeccidn.
Por lo tanto, ¢: Z — S! es una accién. (Es un morfismo de grupos: ¢,, ., = ¢,, © ¢, )

Es transitiva porque T'y = S pero en S x S hay infinitas érbitas porque si n # m
Fan # am) va que, si no son distintas, tienen que ser iguales, es decir (1,n) € I'(1 ) v,
entonces, (1,n) = (14 z,n+ z) para algin z € Z y esto implica que z =0

(b) Sean S =[0,1], el intervalo de nimeros reales, y G = S! las biyecciones.

Para cada fe G, ¢y=f.

La accién es la identidad y es transitiva porque I'o =S pues:

r x#0yxr#s
dado s € S, tomamos fs(z) =< s x=0
0 T =35

07,(0)=s = sely.

Resulta que en S x S hay sélo dos érbitas:
Lon ={(z,y) : z=f(0) A y=[f(1)},
Lo ={(z,y) 2= f(0) A y=[f(0)}.



r S#uw

Osea,si s=t = fep@®)=49 s =0
0 z=s
rT rTFESsyxrF£t
s T =
ysi s#t = feple)=1< t xr =
0 rT=Ss
1 T =
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