l Competencia Mateméatica Ernesto Paenza ‘

19° REALIZACION — 26 DE AGOSTO DE 2004
Participante N°:

1 - Sea n un entero positivo.

i) ;De cuantas maneras se puede escribir n como suma de ntimeros enteros consecuti-
vos?

Ejemplo: sin = 3, las maneras son cuatro: 3,14+2,04+1+2, (=2)+(—1)+0+1+243.

ii) ;De cuantas maneras se puede escribir n como suma de nimeros enteros positivos

consecutivos?
k—1
2 - Para cada k € N, consideremos el polinomio f = H(oc — ). Se definen los niimeros
i=0

S(n, k) por la igualdad:

3

" = S(n, k) fr.

k=1
i) Probar que S(n, k) es un entero positivo Vn € N, V1 < k < n.
ii) Probar que n es primo si y solo si n/S(n,k) Vk=2,...,n— 1.

3 - Sean T un tridngulo equilatero cuyos lados miden 1, o el centro de T'y C' el conjunto
de todos los puntos de T que estan més cerca de o que del borde de T. Calcular el area
de C.

4 -

i) Dados p1,p2,ps,p4 € R?, consideremos la matriz

do21 0 doz dos

A=
ds1 dz2 0 daa
dy1 da2 daz O
donde d;; = ||p; — pj||>. Probar que si p1,...,ps no estan alineados, los cuatro

puntos estan en una circunferencia si y solo si det(A) = 0.

ii) Sean ahora p1,p2,ps,ps, ps € R® y se considera la matriz

0 diz diz dia dis
dor 0 doz doa dos
A= ds1 ds2 0 dss dss
dar daz daz 0 dgs
ds1 ds2 dsz dsa O

donde, como antes, d;; = ||p; — p;j||>. Probar que si p1,...,ps no estin en un mismo
plano, los cinco puntos estdn en una esfera si y solo si det(A) = 0.

5 - Sea f :[0,1] — R una funcién continua y estrictamente creciente, tal que f(0) < 0
y f(1) > 0. Supongamos que la tnica raiz r de f en [0, 1] es un ntimero irracional. Sea
., la sucesiéon generada por el método de bisecciéon para hallar r, o sea x1 = %,wg = i si
f(3)>0622=25i f(3) <0, etc. Sea e, := |2, — r|. Hallar el radio de convergencia de

la serie > 7 | en X",

6 - Decidir si existen o no polinomios de dos variables p(z,y), g(z,y) € R[z,y| tales que
si se considera la funcion F : R? — R?, F(z,y) = (p(x,y),q(z,y)), la imagen de F es

R*\ {(0,0)}-

Nota: Se asigna puntaje no nulo a argumentos conducentes a una solucidn, casos particulares,
respuestas correctas no justificadas, etc. Por otro lado, para obtener el mdzimo puntaje en un
ejercicio, es necesario justificar apropiadamente la respuesta.




