‘ Competencia Matematica E. Paenza ‘

NOVENA REALIZACION — RESOLUCION DE PROBLEMAS

Problema 1. Para cada r > 0 sea B,(m,n) la bola cerrada de radio r con centro en el
punto del plano de coordenadas enteras (m,n), y llamamos

A, = U B,.(m,n)

(m,n)ELXZ

a su union.
Se pide encontrar el minimo r tal que cualquier recta con pendiente 2/5 corte a A,

Resolucién. ( Solucién de Hugo A. Antolini y Esteban D. Volentini de la Facultad de
Ciencias Exactas y Tecnologia de la Universidad Nacional de Tucumaén).

Si una recta de pendiente 2/5 pasa por un punto de coordenadas enteras, entonces su

2
ordenada al origen es k/5 con k € Z. En efecto: si (m,n) € Z x Z satisface n = 5m + 0,

entonces bb € Z. Queda determinada entonces una familia de rectas paralelas

2
{y = Sx + 5 k € 7}, que estdn a una cierta distancia d. Si tomamos r > =, es claro

que toda recta del plano de pendiente 2/5 corta a A,. Por otro lado, si r < 5 las rectas

2 a _ . . d
y = —x + — con a entero impar, no intersecan a A,. Entonces el radio r buscado es 3

Calculemos d:




2
tga=c ; tgf=cotga yaque f=m/2—a

sen3 d d 5 2
= = —=_- = a=—d;
cosff a a 2 5

tg B =

1\2
(g) =a*+d* por Pitdgoras

1 2 \° 29 1
L — = (Zq P=d=d=——.
uego 5o (5 ) + o5 /29

Por lo tanto, r = ——.

2v/29



Problema 2. Para cadan € Ny x € R, definamos

cos®(z) + cos?(2z) + cos?(3x) + ... + cos*(nx)
" .

fn(x) =

Investigar la existencia de lim f,(z) para cada x € R fijo y, cuando el limite exista,
n—oo

calcularlo.

Resolucién. (Solucién de Pablo Parrilo y Juan M. Heguiabehere, de la Facultad de
Ingenieria, Universidad de Buenos Aires).

1— 2
Como cos?(z) = 1 — sen?(z) y sen?(x) = w, se tiene que:

n

Z cos?(kx) Z(l —sen®(kx)) n— Z sen’(kx)

k=l _ k=l _
falw) = n n n
1 <~ 1 — cos(2kx) 1 2k
= 1—52#—1—§+—20052k1’ ——i——ZRe
1 - 1 -
- _ R i2kx _ R 12\ k )
2+2n e<z ) 2+2n e(Z( )
k=1 k=1
Se verifica que €?* = 1 <= 22 = 2km, k € Z <= z = kn, k € Z. En este caso,
N 1 1
S =ny fle) =5 +5 =1
2 2
k=1
. n ) (€i2x)n+1 _ el
Six# kmrconk €Z,e? #£1,y en este caso Z(em)k = T
k=1
(6i2$)n+1 _ ei2a: 2 1 (ei2a:)n+1 _ 6i2$ )
Como T < m Vn € N, %Re o tiende a 0

cuando n tiende a infinito, y entonces f,(z) tiende a 1/2 cuando n tiende a infinito.
En conclusion, para todo z € R existe el limite, y vale:

lim f, (x) =

n—oo

1 r=km kel
1/2  en otro caso.



Problema 3. Sea X C R? un conjunto infinito. Si la distancia entre cualquier par de
elementos de X es un numero entero, probar que todos los puntos de X estan alineados.

Resolucién. (Solucién del Comité Organizador).

Sea X tal que la distancia entre cualquier par de elementos es un ntimero entero. Supon-
gamos ademas que X tiene tres puntos, A, B, C', no alineados. Veremos que X es finito.

En efecto, sea d la distancia entre A y B. Si P es un punto de X, debe ser entonces
|PA— PB| =i <d,y porlotanto i =0,1,...,d. Sii =0 0 i = d, P se encuentra en el
conjunto Hy formado por: la recta determinada por A y B, y su perpendicular que pasa por
el punto medio entre A y B (un par de ejes perpendiculares). Si O < i < d, P se encuentra
en la hipérbola H; de ecuacién |PA — PB| = i. Haciendo el mismo anélisis con los puntos A,
C, se sigue que P debe estar también en alguno de los respectivos conjuntos, que denotamos
K;,7=0,1,---,s—1 (donde s es la distancia entre A y C'). Por lo tanto, P debe estar en
alguna de las d - s intersecciones H; N K;, 0 <7 <d—1,0 < j < s—1. Como hay a lo sumo
4 puntos en cada una de éstas (cada H;, K, esta definido por una ecuacién de grado 2, y
ningin H; coincide con ningin Kj), el conjunto X puede tener a lo sumo 4d - s puntos.



Problema 4. A partir de la sucesion A; = (1,2,3,...,n,...) formada con todos los
nimeros naturales, construimos otra sucesion A, que consiste en eliminar todos lo multiplos
de 4, e ir considerando las sumas parciales resultantes; es decir, Ay = (1,3,6,11,17,24,33,...).
Formamos ahora una nueva sucesién Az como resultado de eliminar todos los términos con
indice multiplo de 3 de A,, y luego tomar la sucesion de sumas parciales resultantes; es decir,
Az = (1,4,15,---). Finalmente, sea A4 la sucesién resultante de eliminar todos los términos
con indice par de A3 y calcular luego la sucesiéon de sumas parciales. Encontrar una féormula
para el término general de A4, y probarla.

Resolucién. (Solucién de Carlos Antonio D’Andrea de la Facultad de Ciencias Exactas
y Naturales y Agrimensura, Universidad Nacional del Nordeste).

Sea As = (an)nen. Para “armar” esta sucesién puede pensarse que se sumaron todos los
naturales hasta un cierto m y se restaron de alli todos los multiplos de 4 menores o iguales
que m; para cada n € N si escribimos n = 3k +r, con 1 < r < 3, tenemos que

4k+r k

Un = Ggppr = D J— Y 4-]
j=o j=0

4k +r)(dk+7+1)  4k(k+1)

2 2

1
= 6k2+4k7‘+r(TT+), EeNy, 1<r<3.

Sea ahora Az = (b,)nen; para obtener cada término, hay que tachar en As los términos
de la forma asgy3 y sumar. Obtenemos entonces

k—1
bokt1 = Z(a3j+1 + asjr2) + aspt
=0
k—1
= ) (67 +4j + 1) + (65° + 8j + 3) + 6k + 4k + 1
j=0
k—1 k—1
= 12) 412 46k +8k+1
j=0 j=0
k—1)k(2k —1 k(k —1
= 12( )6( )+12 ( 5 )+6k2+8k+1

= 4k% — 6k + 4k + 1.

Por tltimo, la sucesion Ay := (¢, )nen se obtiene sumando los términos by, anteriores, o
sea



C. = b1 + bg + ...+ bg(k_1)+1
k-1

= > (4K* — 6k% + 4k + 1)
., [/g(k; 1)}2 ok 1)k6(2k — 1 +4’f(k2_ DI

O sea que hemos demostrado que la sucesion Ay es (n*),>1.



Problema 5. A partir del intervalo [0, 1] se define C; C [0, 1], como Cy = [0, 1/4]U[3/4, 1],
es decir, se divide el intervalo en cuatro partes iguales y se “guardan” la primera y la cuarta.
(Esta construccién aplicada a un intervalo [a, b] produce el conjunto: [a, a+22]U[b— 22, b]).
Luego se aplica esta construccién a cada uno de los intervalos de ' para obtener Cy C Cf;

Cy = [0,1/16] U [3/16,4/16] U [12/16,13/16] U [15/16, 1].
Asi sucesivamente, se define C; C C;_1, C; = conjunto formado por los intervalos resul-
tantes de aplicarle la construccién a cada uno de los intervalos de C;_;.

Sea C' = ﬂCZ-. Demostrar que todo nimero real en el intervalo [0, 3] puede obtenerse
i=1
como suma de 3 elementos de C. Es decir:

0,3] ={z/z =21+ 22+ 23, con z; €C,i=1,2y 3}.

Resolucidon. (Solucién de Ariel Lombardi y Virginia Naibo de la Facultad de Ciencias
Exactas, Ingenierfa y Agrimensura - Universidad Nacional de Rosario).

oo

Tn
Sabemos que si z € [0, 1], entonces existen x,, € {0,1,2,3} Vn € N tales que x = Z I
n=1
osea, 0,712o...2, ... es la representacion en base 4 de x.
Podemos ver que
C= {Z /2, =0 0 x,=3 Vn €N}

o Tn . ,
ya que C; = {Z = 0 o z, =3 Vn < j} (notemos que un nimero de

=1

la forma 0,21 ---2,10---0--- también puede escribirse como 0,z; ...2,033---3---). Sean
7
xr1,x9,x3 € C, x; = E 4—;‘, 1 = 1,2,3: Entonces, sumando término a término las series
n=1
convergentes que los representan,

8
8
8

© 1 % 9 0 3 0 |, 9 3
o n n n o __ xn—i_xn—i_xn
$1+f2+$3—z—n+z—n+z—n—z4—n-
n=1 n=1 n=1 n=1
3
Como z!, = 002’ = 3,i=1,2,3,Vn € N, se tiene que Zx; = 0,3,6 6 9. Luego

n= 1

Zx;—?) k,, con k, € {0,1,2,3}, yentoncesx1+x2+x3—32—.

n=1

Seay €[0,3], y=3x conz € [0,1], = Z



Si y, = 0, definimos 2z, =0, i =1,2,3
Si y,, = 1, definimos z;, = 3, 22 = 2} = 0.
Si y,, = 2, definimos z;, = 22 = 3, 23 = 0.
Si y, = 3, definimos 2!, =3, i =1,2,3
3 ) i
, T
En todos 1 i = 3.y Obviamente, siz; = S 2% i = 1,2,3, se ti
n todos los casos, ;xn Y viamente, si x ; Rk se tiene que

0 x1+x2+x3
xi6077::17273yx1+x2+$3:y.EnefeCtO,x1+I2+I‘3: E -n_n_n o _
471
n=3§ Z=3-x=y.
; 4 n:14n ’

n=1




Problema 6. Un zigzag en R? est4 compuesto por 2 semirrectas paralelas con direcciones
opuestas, y un segmento que une sus origenes, de manera tal que el angulo 6 determinado
sea agudo. Probar que es posible encontrar 100 zigzags que dividan al plano en por lo menos
44.651 regiones conexas.

Resolucién. (Solucién combinada de las propuestas por Roberto M. Cautelier y Car-
los D. Moran de la Facultad de Ciencias Exactas y Tecnologia, Universidad Nacional de
Tucuman y de Gustavo Massaccesi y Pablo Milrud de la Facultad de Ciencias Exactas y
Naturales, UBA).

Veamos primero que se puede ubicar un niimero arbitrario de zigzags de forma tal que
dos cualesquiera de entre ellos siempre se corten en 9 puntos, y que todos estos puntos sean
distintos. En efecto, tomemos el correspondiente ntimero de rectas en forma tal que dos
cualesquiera de entre ellas se corten, y que todos los puntos asi determinados sean distintos.
Desdoblando cada una de estas rectas en tres paralelas suficientemente cercanas, se obtienen
9 intersecciones por cada punto.

Esta claro que se puede inclinar la recta del medio, para formar el zig y el zag lo suficien-
temente lejos, de manera de obtener los zigzags en las condiciones buscadas.

Diremos que los zigzags asi ubicados estan en “posicién general”.

Sea Z; un zigzag ya en el plano. Dibujemos otro, avanzando en el sentido indicado por
las —, viniendo del infinito, y yéndose al final al infinito.



Z

Cada vez que se cruza Z; se agrega una regién (al dividirse en dos una regién que ya
estaba). Como hay 9 intersecciones, a las 2 regiones originales se le agregan 9, y una mas al
llegar al infinito. Se tienen entonces 2 + 9 + 1 regiones para 2 zigzags.

Sea f(n) el numero de regiones determinadas por n zigzags, Z1, Za, ..., Z, en posicién
general. Pensemos que se tienen 71, Z,,...,Z,_1 ya en el plano. Cuando se dibuje Z,, el
andlisis anterior sigue véalido para Z,, con cada uno de los Z; anteriores. Se tiene entonces

f)y=2, fn)=f(n—1)+9n—-1)+1.
Resolviendo esta recurrencia, resulta f(n) =9n(n —1)/2+n+ 1y f(100) =44.651.



