‘ Competencia Matematica E. Paenza ‘

QUINTA REALIZACION — 28 DE AGOSTO DE 1990
Participante N © :

Problema 1. Un cuadrado de lado 2a se mueve siempre dentro del primer cuadrante
del plano (z,y) y de modo tal que tiene siempre dos vértices consecutivos sobre el eje =z
y el eje y respectivamente. Hallar, con demostracion, la trayectoria que describe el centro
del cuadrado.

Resolucién (Solucién de Leandro Luis Blas, de la Facultad de Ingenieria de San Juan)

Consideremos el siguiente dibujo:

Y

2a L
Para cualquier cuadrado en las condiciones del problema, el angulo 6 indicado cumple
0<6<m/2

Las coordenadas del centro del cuadrado O’ | satisfacen las siguientes igualdades en funcién
de 6 :

r =acosfh+ asend = a(cosf + sen )

=acosf + asen = a(cosf + sen 0)

Por lo tanto

xr=y = a(cosf+ senbh)

= V2asen(d + /4). (1)

1



El centro O’ se desplaza entonces por la recta y = x . Mirando el grafico de la funcién
(1) para 6 € [0,7/2] , se ve que la posiciéon més cercana al origen de coordenadas se alcanza

cuando

2
6 =0, x:y:\/ﬁ-aﬁen%:\/ﬁ-crg:a, O = (a,a);

la posicién més alejada del origen de coordenadas se logra cuando

9:2, x:y:\/ﬁ-a-seng:\/ﬁ-a, O =(V2-a,vV2-a),

y O retorna al punto (a,a) cuando 6 =m/2 .



Problema 2. Sean A y FE vértices opuestos de un octogono regular. Una rana estd en
el vértice A y comienza a saltar de vértice en vértice, con las siguientes dos reglas:

I) Desde un vértice cualquiera del octégono distinto de E | puede saltar a cualquiera de
los dos vértices adyacentes.

IT) Cuando llega al vértice E | la rana deja de saltar y se queda alli.

Para cada nimero natural n , sea a, el nimero de caminos distintos que puede seguir
la rana, con exactamente n saltos, terminando en FE .

1
Probar que: agn_1 =0 y Aoy = 7 (2+V2)"t—2=v2)"Y), Vne
N .

Resolucidén. (Solucién de Pablo Alejandro Anigstein de la Facultad de Ingenieria de la
Universidad de Buenos Aires).

Consideremos el octégono

E

Si V' es uno de los vértices, indicaremos por V, a la cantidad de caminos que pasan
por V enel paso n . Setiene a, = C,_o+ G,_o . Es obvio que el problema es simétrico.

Luego, G,_o=C,_5 ,y se tiene
1
—a, = Ch_s. 1
2@ 2 (1)

Por otro lado, C,,_o = D,_3+ B,_3 .

Por las mismas razones que (1) se tiene %an =D,_; ,dedonde %an,g = D,,_3 . Se obtiene

por lo tanto

1 1
—Qy = =Qypy_ B, _s. 2
2@ 2& 2+ 3 ()



Se trata ahora de encontrar B, _3 . Se tiene B, 3= C, 4+ A, 4, perode (1) C,_4 =

%an_g . Luego B, _3= %an_g + A,_4 . Reemplazando en (2) queda

1
éan = Qp—2 + An—4' (3)

Se analiza ahora que pasa con A, _4 . Setiene A, 4 = B, 5+ H,_5 , y como por simetria
Bn—5 = Hn—5 s queda An—4 = 2-Bn—5 . Pero Bn—5 = An_ﬁ + Cn_ﬁ s luego An—4 = 2An—6 +
2C,_¢ . Como C,_¢ ya se tiene de (1), queda finalmente

An_4 = 2An—6 + Qyp—g. (4)

De (3) se obtienen A, 4 = %an —Qpo Y Apg= %an_g — a,_4 , que reemplazados en (4)
dan

ap = 4an,2 — 2&7174'
Esta ecuacion en diferencias se resuelve usando las condiciones iniciales a3 =0, ay =0,

a3 =0, ay =2 .Sesigue que as, 1 =0 (yaque a; =az =0 ). Se puede reemplazar por
lo tanto n por 2n ,y la ecuaciéon queda :

Qop = 4a2(n71) - 2@2(71,2).

Se demuestra facilmente que la solucion de esta ecuacion en diferencias homogéneas es as, =
A} +c2Ay ,donde A\ = 24++/2 , Ay =2— V2 , son las raices del polinomio A2 —4\+42 .
Las constantes ¢; , ¢y , se obtienen de las condiciones iniciales a; =0 , a4 = 2 . Se tiene:

n=1: 0=c(2+V2)+c(2-2V2),

n=2: 2=c(2+V2)+c(2-2V2).

1 1
Resolviendo queda = —(2+V2), =———(2-V2) .
viendo qu a1 2( V2), e \/5( V2)

(2+v2) ! = (2 - VI)r) .

Luego, a, =

b
V2



Problema 3. Un nuimero natural n se dice bueno siy soélo si existen nimeros naturales

1
no necesariamente distintos kq,..., ks talesque n=Fk;+---+ks y = 44 = 1,
1 s

y un numero se dice malo si no es bueno. Por ejemplo, 10 es bueno porque 10 =4+4+2

[N
Yoy Ty T T

La lista completa de los nameros malos hasta 69 es: 2, 3, 5, 6, 7, 8, 12, 13,
14, 15, 19, 21, 23 . Demuestre que todos los niimeros naturales mayores que 69 son
buenos.

Resolucién. (Solucién de Eduardo Jagla del Instituto Balseiro, Universidad de Cuyo).

Veamos primero que si a , b son buenos, entonces = = 2(a+b) es bueno.
En efecto, si a = a, , b = b;  con — =1 — =1,

n m

i=1
entonces x = E 2a; + g 2b; 'y como E 5 + g % 1, se sigue que x es
Q; , i
i=1 i=1 ‘ =1

=1

bueno.

Sea ahora = > 69 . Probemos por induccién que z es bueno.

a) Sea x =70=2(11424) . Luego z resulta bueno ya que 11 y 24 lo son.

b) Sea x > 70 cualquiera, y supongamos que todos los nimeros mayores que 70 y
menores que x son buenos. Probemos entonces que x resulta bueno.

— 22
i) Si = es par, $:2(11+(x 5 ))

Sabemos que 11 es bueno. Como z > 70, 11 + (

T — 22

)>35.0sea,

x— 22 T — 22 T .
5 > 24 |y como 5 < x , resulta bueno por hipotesis inductiva.
Por lo tanto x es bueno.

-9
ii) Si x esimpar, x:9+2<x2 ) :

-9
Como x > 70 , (%) > 30 y por lo tanto es bueno por hipétesis, ya que
r—9
2

<.



=1

n
x - 9 _ 1 LN 13 7
= a; es la descomposiciéon “buena”,

x:3+6+22n:ai )

=1

1, x es bueno.



Problema 4. Sea (ay),>1 una sucesiéon de nimeros reales positivos.

a) Decidir la verdad o falsedad de cada una de las siguientes afirmaciones (con demostra-
cién o contraejemplo segin corresponda):

o
i) Si E — converge, entonces lim (a1 — a,) = +00 .
1 n n—oo
n=

— 1
i) Si 3keN: (a1 —an) <k, V¥n>1,entonces E — diverge.
a
n=1

n

b) Dar un ejemplo donde

[e.o]

1
Z — diverja y lim (ap11 — ap,) = +00.
1 n n—oo

Resolucidn. (Solucién Pablo Eduardo Giambiaggi de la Escuela Superior Latinoamericana
de Informdtica, Universidad Nacional de Lujdn).

a) 1) Es falso. Consideremos la sucesiéon a,, = 3

n? sin es par
n° sin es impar

=1 =1 1
Entonces, Z . < Z ) + Z 3 y es por lo tanto convergente.
n=1

n=1 n=1

Si n esimpar, n >3 ,resulta a,41 —a, <0 ; luego lim a,41 — a, # 40 .
n—oo

[ee)

1
ii) Es valido. Podemos suponer x = 1 , pues si no trabajamos con la serie Z

an

n=1 kK

, que

o0

. . 1 . .
converge si y sélo si E — converge. Como a1 —a, <1 y los términos de la sucesion
n

n=1
1 1
son positivos vale que > . Sea ahora m € N tal que a; < m . Entonces se
anJrl (07% +
1 1 =1 1
ve por induccién que — > —— V n € N . Luego Z— > Z— , y por lo
Qn m-+n—1 —a, — —n

tanto diverge.

b) Sea a, =nlnn, ¥Yn>2.



Como (n+1)ln(n+1)—nlnn>Mnm+1)lnn—nlnn=Inn, lim a1 —a,=+o0 .

Como
/ oo dx / oo du +00
= — =Inu = 400,
s xlnzx m2 U In2
(e e}
por el criterio de la integral, la serie Z diverge.
—n Inn



Problema 5. Sea p(z)=2z?+az+b (a,b€C) tal que
Ip(2)| =1, VzeCcon|z|=1.

Demostrar que p(z) = 2% (es decir, a=b=0).

Resolucién. Para este problema elegimos dos soluciones muy diferentes que consideramos
que merecen ser publicadas.

(Solucién Horacio Casini del Instituto Balseiro, Universidad de Cuyo).

Para todo z con |z| =1,

Ip(z)| =1=p(2) p(z) =1= (az® +bz+c)(Z* +az +b) = 1.
1 1 a -
Como ademds z = — , se tiene que (2% + az + b) (—2 + 2y b) =1 . Luego
z 22z

(22 +az +b)(1 +az+bz*) — 22 =0,

pero esto es un polinomio en z de grado < 4 :sélo puede tener 4 (o menos) raices; como
es nulo en todo el circulo |z| =1 , lo es en todo el plano complejo y se tiene:

bz + (ba+a)2* + 02> + (a+ab)z +b=0

entonces E
b

(Solucion de Guillermo Goldsztein de la Facultad de Ciencias Ezactas y Naturales de la
Universidad de Buenos Aires).

Como C es algebraicamente cerrado, existen = , y € C tal que p(z) =22 +az+b=

(z —z)(z —y) . Probaremos que = =y = 0. |p(z)| = |z — z||z — y| , cuyo significado
geométrico es la distancia de z a x por la distanciade z a y .
L/
¢
1
\\ //
\\\\ \ , b
O




Supongamos que x # y . Dados x e y ,trazo L la recta que une x con y , luego
L' talque L1 L y 0€Ll’ .Sea A=LNL .Sean b y ¢ los puntos de interseccion
de L' con S'={2e€C:|z]=1}.Como 2= |b—c¢| = |b— A|+ |c— A] , entonces
lc—Al>1 o [b—Al>1.

Supongamos que |¢c— A| >1,como L 1 L' tenemos que

lc—yl=le=Al vy fe—z[=]c—A|

pero como por hipdtesis |¢ —y|lc — x| =1, debe ser |c— A =1 ,esdecir A =0y
lc—y| =|c| =|c—z| . Pero como L L L' estosdlopasasi o =y=0.
2
. x ) T
Si fuera = =y # 0, sea zO:—W,sera |zl =1 y (zo—ac)Q:(—W—x) =
T T
1\? 1
x? (1 + W) . Pero entonces |zg — z|* = |z|? (1 + W) = (Jz| +1)* > 1 , absurdo; luego
T T

r =1y =0 como queriamos probar.
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Problema 6. Encontrar todas las funciones continuas f: R — R tales que

flx+y) - flx—y)=fx)’ - f(y)?, Va,yeR.

Resolucién. (Solucién del Comité Organizador)

Las funciones f que satisfacen lo pedido resultan indefinidamente derivables. Posponga-
mos por un momento la demostracién de este hecho y busquemos las f: R — R dos veces
derivables que satisfacen:

flet+y) flx—y)=f(2)* = fy)’, Ya,y€eR. (1)
Derivando la igualdad anterior respecto de  :
flaty)- fle—y)+ fle+y) flle—y)=2f(2)f(2).

Ahora, derivando respecto de y
flaty)-fle—y)=flae+y)-fa—y)+fa+y)- flo—y)—fle+y) f(e—y) =0, es decir
f"@+y) - fla—y) = fla+y) [(-y)=0, Va,yeR.

Llamando u=z+y, v=x—y resulta:
frwf) = ff'(v), VuveR

Si f#0, existe algin vy € R tal que f(vg) # 0 . Entonces

f'(w)=k-fu), VueR, donde k= ];”(“0).

Es decir que f satisface la ecuacion diferencial con coeficientes constantes f” —kf =0 .
Las soluciones de esta ecuacion son:

i) f(zr)=axr+b, Va,beR  si k=0.

i)
iii) f(x) =asen(v/—kx) +bcos(v—kz), VabeR  si k<O0.

(z) = aeVk* 4 beVEr | YabeR ;si k>0 .

~

Poniendo = =y =0 en (1), resulta que debe ser f(0) =0 . Las soluciones anteriores que
verifican ademas esta condicion son:

11



i) f(r)=ax, VaeR , si k=0.
ii) f($)=a<6‘/gx—€"/%’”>=2ash(\/Ex), VaeR ,si k>0.

iii) f(x) =asen(v—kx), VaeR ,si k<O0.

Es sencillo verificar que todas estas funciones satisfacen la condicién (1). Luego, quedard pro-
bado que éstas son todas las funciones buscadas si probamos, como prometimos, que cualquier
solucién de (1) debe ser dos veces derivable.

En efecto, llamando u=xz+vy , v=x—y ,laigualdad (1) se traduce en:

fw)- f(v) = f? (“*) — (“_) Yu,v €R. (2)

2 2

Como f es continua, es integrable en cualquier intervalo acotado, y si f #Z 0 debe existir
a

a € R tal que a:/ f(v)dv#0 .

0

Entonces, integrando (2) respecto de v

| rseia= s [ sea= [ (“;) w- [ (“;) dv.

U+ v

Cambiando de variable ¢ =

u p—
en la primera integral de la derecha y t = en la

segunda, resulta:

1 (uta)/2 u/2
u) = — 2(t)dt — 2(t)dt |, Vu € R.
Fw (/ 72 /( () )

«Q /2 u—a)/2

De esta expresion para f (y por el Teorema Fundamental del Calculo), se sigue directa-
mente que [ es derivable, y que f’ también es derivable.
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