COMPETENCIA MATEMATICA ERNESTO PAENZA
XVIII Realizacién

Las soluciones que se encuentran a continuacion fueron elegidas por el Comit Organizador
entre las respuestas de los participantes. Son aquellas que més nos gustaron, ademaés de
ser correctas.

Los vectores luego del niimero del problema indican, considerando el total de participantes:

e la primera coordenada, la cantidad que obtuvo 8, 9 o 10 puntos en el problema
(esencialmente bien resuelto)

e la segunda coordenada, la cantidad que obtuvo 5, 6 o 7 puntos (esencialmente ”la
mitad o un poco ms” del problema)

e la tercera coordenada, la cantidad que obtuvo 1, 2, 3 0 4 puntos (casos particulares
o algo conducente a una posible solucién)

e la cuarta coordenada, el complemento (aquellos que no hicieron nada).



Ejercicio 1 (12, 6, 24, 25)

Se quieren unir 4 ciudades con cables de manera que dos ciudades cualesquiera estén
conectadas (no necesariamente de manera directa). Se pueden agregar postes auxiliares
donde converjan tres o mds cables, pero se quiere hacer de manera que el cable usado tenga
la menor longitud posible.

1. Probar que en una configuracion minima, dos cables que convergen a un poste auxiliar
forman dngulos de al menos 120 grados.

i1. Describir las posibles configuraciones minimas cuando la ubicacion de las 4 ciudades
coincide con los 4 vértices de un rectdngulo.

Resolucién (Basada en la resolucién de los participantes 18040: Alvarez, Nicolas - Gri-
moldi, Franco)

Demostremos primero que a lo sumo, de cada poste salen 3 cables.

Si hubiera un poste con 4 cables

siendo P el postey A, B,C'y D postes o ciudades.

e Y .

De los 4 én&lo\s APB, BPC, CPD 6 DPA hay alguno que es menor a 120°. Supongamos

que sea el CPD.
A
Miremos ahora el tridngulo DPg;podria pasar que uno de los otros dos angulos sea

mayores a 120°, por ejemplo el PDC. Pero en este caso, la forma mas corta de unir las

ciudades serfa través de una poligonal uniendo PD y DC'. Supongamos entonces que el
A
tridngulo DPC tiene todos sus angulos menores a 120°.

A —
Tomando el punto de Fermat del tridngulo DPC definido como el punto F' tal que DFP =
DFC = CFP = 120° y reemplazando los cables de la siguiente manera:



Vamos a mostrar que dado un tridngulo ABC' donde ninguno de sus dngulos es mayor o
igual que 120° el punto F' minimiza la suma de distancias.

Primero veamos que F' existe:
B

Tomando arcos capaces de 120° para AC y BC' obtenemos F.



Trazando las perpendiculares por A, By C a FA,FB y FC, obtenemos un triangulo
A A
equildtero, llamemos A’, B' y C' a sus vértices y [ a su lado. (ABC) es el drea de ABC.

A A
Ahora (ABC) = |(FA+FB+FC). Comol y (ABC) no varfan segun el punto considerado,
en general para cualquier punto P interior a A’B’C” | si llamamos x, ¥, z a las distancias de

A
P a cada lado de A’B’'C’ sabemos que (ABC') = l(z+y+ z). Luego x +y + z es constante.
Si tomamos F’ interior a ABC' y llamamos z'y’z’ a las distancias a los lados de A’B'C’,
sabemos que x,y, z son menores o iguales que F'A, F'B y F'C respectivamente. Ademas,
si F' # F’ la suma serd estrictamente menor que F'A+ F'B + F'C ya que alguno de z,y, 2
serd menor estricto que F'A, F'B 6 F'C.
Luego F minimiza la suma FA+ FB + FC.
Con esto demostramos que en un poste no puede haber 4 cables que convergen. En general,
la misma demostracién vale para un nimero de cables mayor o igual a 4.
Ademss, si hay 3 cables que convergen:

El poste debe ser el punto de Fermat del tridngulo formado por los otros 3 vértices.



(b) Demostremos que hay al menos 2 postes.
Supongamos que hay uno. Entonces el poste se une a 3 ciudades asi:
A B

0°

Suponemos AB < BC'. Para llegar a la ciudad C' lo més econdémico serfa unir B con C.
Pero esto no es solucién porque poniendo un poste @ tal que PQB = PQC = CQB = 120°
usamos menos cable.

Ahora demostremos que, como méaximo, habrd 2 postes.

Supongamos que hay exactamente 3 postes.

En cada poste deben converger 3 cables y ademdas no pueden estar las 3 uniones AB, AC
y BC porque suprimiendo una, las ciudades siguen conectadas y usamos menos cable.
Entonces el grafo nos queda



Habra al menos 5 cables que no van a postes, por lo tanto van a ciudades. ABSURDO

porque sélo hay 4 ciudades.

Supongamos que alguno de 1,2,3,4,5 es un poste y tenemos sélo 4 postes. Nos quedard
2

[®N



Asi que habra mas de 5 ciudades.

En general si hay mas de 3 postes habra méas de 5 ciudades.

Si hay 2 postes, la solucién serd
A

120’

W)

120°



Ejercicio 2 (2, 2, 25, 38)

Sea f: R — Rsg una funcidén derivable que satisface f(0) =1, f'(0) <0, f'(z) #0, Va €
R. Sea ag un nimero real positivo. A partir de ag se define la sucesion {an}nen de la
manera siguiente: an41 := anf(ay), n=0,1,....

Demostrar que la serie Y oo a2 converge.

Resolucién(Basada en la resolucién de los participantes 18124: Cueto, Maria - Vicedo,
Juan Pablo)

Veamos en primer lugar que a,, — 0:
h) — f(0
Veamos que 36 >0 /Vz: 0 <z <= f(z) < f(0) =1.

Supongamos que no, entonces tenemos una sucesién (hp)pen con hy, 2 0, hy, >

0vny f(hn) = 1.
Entonces

Sabemos que f'(0) < 0 o sea que }lbin%

hn) — f(0
M20:>0§7—>f’(0)<0. ABS!
hn hn, n—00
Luego 30 >0 /Vz: 0 <z < d = f(z) < f(0) = 1.
Afirmamos: f(z) <1 Vz € Rso.
Supongamos que no: sea a > 0 tal que f(a) > 1. Por lo visto antes, tomando x = %; f(g) <
1.
Sia < 0 entonces f(a) <1 ABS!
Entonces tenemos a > § > g > 0.

\G][S%)
AN

Como f (g) <1< f(a) y f es continua, por el Teorema del Valor Medio, existe y :
y<ayfy)=1= f(0)=f(y) =1

Como f es derivable, existe 0 < w < y tal que f'(w) = 0. ABSURDO!

Sabemos que si 0 < z, 0 < f(x) < 1.

Veamos que a, es decreciente y a, > 0Vn € Ng.

Por induccién en n: ag > 0 por construccion; a; = agf(ag) = 0 < a; < ayp.
Supongamos que 0 < a,, entonces a,t+1 = an f(an), entonces 0 < apy1 < ay.

En consecuencia, tenemos una sucesion decreciente y acotada inferiormente. Por lo tanto,

existe ¢ = lim a,. Ademds 0 < a (pues 0 < a,Vn € N). Sabemos que f es continua por
n—oo

ser derivable, entonces

ap+1 = anf(an)
! !
a af(a)

Entonces, a = af(a). Sia >0, f(a) <1lya=af(a) < a ABS. Entoncesa =0y f(a) = 1.
Ahora, a,t1 = anf(ay) es el drea del rectdngulo de base a,, y altura f(a,). Sabemos que
f es continua, luego es integrable.

Veamos que f es decreciente en Ry :

fly) = f(x)

Yy—x

Sean 0 < x < y. Por el Teorema del Valor Medio, existe v < w < y tale que = f'(w) <0,

fly) < f(=).



Con esto, podemos tomar cualquier particién 7 del intervalo [0, ag] y sabemos que la suma
inferior de Riemann, s,(f), es menor o igual que f(t)dt
0

En particular, podemos considerar las particiones:

T 0<ap <ap_1 <---<ap.

Entonces
n—1
St = (—air1 + a;) fai) + anf(an).
i=0
Z?:_oll—(am —ai)fla) = Y —ais1f(ai) + aif (a;) =
=>ico —@ir1f(ai) +aiy1 = >ico @iv1(1 = f(ai)).
Entonces

n—1
sea(f) =Y aip1 (1= f(a:)) + anf(an).
=0

Veamos que 1 — f(a;) > &ajy1 Vi > i para un cierto ig € Ny & € Ry.

Como a;t+1 < a;, veamos que 1 — f(a;) > a;§ Vi > iy o, equivalentemente f(a;73—1 < €.

Ahora bien, f(a;if_l — f'(a) <0, ya que ay, — 0.

1—00

Tomando € = —@, existe § > 0 tal que si |z| < (5 f(x L f(0) e = fléo).
Tomemos ig € N tal que a; < §, Vi > iy (existe pues an — 0). Entonces, si 0 < a; < 0,
n—oo

M < @ Basta entonces tomar & = —@ > 0.
Sea n>iyg+1:
10—1
57rn Z az+1 az + 1) + anf an + Z az+1 1 - f(az)
=10 i=0
i0—1
Ademas, a, f(ay) es acotado (pues a, f(an) — 0)y Z ai+1(1 — f(a;)) = A (A depende
n—oo
i=0
de §). Entonces
n—1

Sy > Z fa?H + algo acotado + A.
i=ig

Tenemos entonces, para todo n > iy + 1

n—1 n—1 ao
‘fza?—}—lnga?+1+an+1+z4§8ﬁn(f)§/ f(t)dt < .
0

=10 =10

Entonces, para todon >ig+1:



n—1 ao
Zagﬂ < (f)l/o f(t)dt.

=10

y esto demuestra que la serie converge.
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Ejercicio 3 (1, 9, 38, 19)
Encontrar todas las funciones f : N>g — N>o que satisfacen

f(m? +n?) = f(n)? + f(m)?, ¥m,n € Nx.

Resolucién(Basada en la resolucién de los participantes 18128: Barmak, Jonathan -
Mereb Martin)

Calculemos:

£(0) = J(0° +0%) = F(O + F(0) = f(0) = 2/(0 = f(0) = 06 f(0) = }. Bl segundo
caso no puede ser pues ; L ¢ Nso.

F(1) = (12 +07) = F(1)? + F(0)2 = (1) = F(1)? = F(1) =06 f(1) =

Probemos que las unicas f’s que cumplen lo pedido son f(n) =0y f(n) =n.

Para ello, necesitamos un pequeno resultado:

Si a > 15 entonces existen ¢, d,b < a enteros no negativos tales que a? + b* = ¢ + d®.
Esto es porque si a > 15, 5(a — 3) > 4a.

Entre los ntimeros a — 1,a — 2 y a — 3 existe algiin ¢ tal que 3/a + ¢, entonces a? — ¢? =
(a —¢)(a+c) = 3(a— )&,

(GBLC)fB(afc) vd=

(ote) 1 3(a—c)
2 2

Poniendo b = obtenemos el resultado deseado, ya que

ambos son enteros y

(ated) g0, _
OSb: 3 23(& C)

y esto se cumple ya que 5¢ > 5(a — 3) > 4a, y

Sa+c—9a—c)>0< 10c > 8a & 5e > 4a

(a+c) +3(a—¢)

2

d<a& <a< atct9(a—c) <6a < 10a—8¢c < 6a < 4a < 8¢ < a < 2¢

que también se cumple pues 2¢ > 2(a — 3) = 2a — 6 > a.
La hipotesis a > 15 no es necesaria, ya que:

42 132 = 62— 32 112 -102 = 52— 22
132 -122 = 52— (2 102 -82 = 62—0°2
122-92 = 82_12 7252 = 5212

Podemos suponer, entonces a > 10.
Si

f) =1= f(2) = (12+12) 2f(1)? =2= f(4) = f(22+0%) = f(2)* + f(0)* =4

= f(8) = f(4+4) =2f(2)? 5
F6)=F22+12) = f2)2 + f(1)* =

FB)2+ f(4)? = f(32+4%) = f(25) = f(5° +0?) = f(5)2 = 25 =
=f(3)?=25-16=9= f(3)=3= f(9)=f(3)*=9

11



F(10) = f(3%2+1%) = f3)2 + f(1)2 =10, f(100) = £(10% + 0%) = 100
pero

F(100) = f(8% +6%) = f(8)" + f(6)* = 8% + f(6)* = f(6) = 6

Como

7252 =52—-12= f(71)? + f(1)? = f(7> + 1%) = f(5* + 5%) = 2f(5°) =
= f(1)?=2f(5)>—1=49= f(7)="T7.

Entonces, f(n) = n para todo n < 10, como por lo visto antes, si @ > 10 existen ¢,d y
b < a tales que a® + b? = ¢ + d?, resulta por induccién que f(n) =n Vn € N>o.

En efecto, supongamos que f(n) = nV¥n < m, con m > 10, veamos que vale paran = m+1.
Como m + 1 > 10, existen ¢,d y b < m + 1 tal que b + (m + 1)? = ¢ + d?, entonces

fm+1) + f(0)* = f((m +1)* +0°) = f( +d*) = f(c)* + f(d)* =
T fim+1)2 =+ -’ =m+1)?= f(m+1)=m+1.

Si f(1) =0, de la misma forma llegamos a que f = 0.
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Ejercicio 4 (6, 0, 3, 58)
Consideremos la siguiente matriz infinita de nidmeros reales

hi ha hs
ha hs hy

H:=1 hy hy hs

Demostrar que el R—espacio vectorial generado por las filas de H tiene dimension finita
P(z)
Q)

oo
si y solo si existen polinomios P, Q tales que Zhjxj =
j=1

Resolucién (Basada en la resolucién del participante 18115: Rodriguez, Juan)

Supongamos que el espacio generado por las filas de H es finito, y que tiene dimensién

n. Sean las filas ki, ..., k, una base de este espacio y sea k = max{k; : i = 1,...,n},
entonces las filas 1,2, ..., k también generan este mismo espacio. Si llamamos v, al vector
que representa la fila r tenemos que: existen \; € R (i = 1,...,n) tal que vy = Zle Aiv;

y fijandonos coordenada a coordenanda vemos que

hiy1 = Aghi 4+ - + Aihy
hit2 = Aghigr + -+ Ahe

hk+j = Akhk+j_1 + -4 Ahy (j €N)

equivalentemente hitj — Mhggj—1— -+ —Ath; =0 VjeN.
Sea H(x Z hj 27 entonces tenemos que:
P(ar) = H(x)(1 — M\ — A\g_12? — -+ — M\2™)
= H(z) = Y21y A1 H (x)
= 250 (hieyj = Aehiyj1 — -+ = Aihy)a™t7 + R(x)

- 552, 02449 + R(z) = R(x).

donde R(z) es la suma de los términos de grado menor o igual que k en la suma de
polinomios.

Sea Q(z) =1 — A\gz — --- — A\z¥. Entonces P(x) = H(2)Q(x) = H(z) = ggig
Reciprocamente, si H (z Z hjx! = $) y Q(z) = Z Az’ entonces tenemos que:
(x

=0
P(z)=H(x)Q(z) = Z Z hi\iz't = )+ Z (Z Aihj— 1) z’
7j=11:=0 j=m \1=0

donde gr(R(z)) < m — 1.



o0
Sea h = gr(P), entonces se debe tener que si P(X) = Zpixi, para i > h, p; = 0, entonces

i=0
n
existe k' tal que VYm > &/, Z Aihm—i = 0, 0 sea \ohy, + - -+ Aghp—k = 0. Como Q(z) # 0,
i=0
existe i < ktalque \; =0sij<iy N #0.
Entonces tenemos que
Ai A
Nihm—i 4+ MNP = 0= Ay = — j\Hhm_i_l e /\—khm,k Ym > k'
) )
De esto vemos que
Ait1 Ak
Um—i = — j\—: Um—i—1 — """ — Tivm—k Vm > K.
Asf v,,—; pertenece al espacio generado por {vVm—i—1,..., Um—k}-

Sea z = k', entonces el espacio generado por la filas de H es el generado por las filas
{v1,...,v;}. Lo demostramos por induccién:

A Ak

Vz41 = _TZ'UZ - xvz-i-i-&-l—k:
por lo tanto, v,11 € (v1,...,0;).
Si vy € (v1,...,v,) con h > k demostraremos que vp41 € (21,...,0,):

y >\¢+1v Akv

h 1 —_ —_— h —_— . e e — — h . l_k-
* i PVt

Entonces vpy1 € (vp, ..., Vppiv1—k) C (v1,...,0,), por hipdtesis inductiva.
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Ejercicio 5 (9, 3, 10, 45)
Sean o y B dos nimeros reales positivos. Demostrar que se tiene la siguiente union disjunta

N = {[ma],m € N}{_J{[n8],n € N}

si, y solamente si, a y B son irracionales y é =+ % =1 ([z] denota la parte entera de x).

Resolucién (Basada en la resolucién de los participantes 18040: Alvarez, Nicolds - Gri-
moldi, Franco)

Demostramos primero que si « y 3 son irracionales y é + % = 1 entonces se tiene la union
disjunta igual a N.
Veamos cudntos términos entre 0 y € N hay, de la forma ma y ng :

0<a<2a<---<[§]a<w y
O<ﬁ<2ﬁ<---<[%}ﬁ<x

Luego, hay [%] + [%} de la forma ma 6 m@ entre 0 y z. Pero  y % son irracionales,

entonces

|

—_

AN
| —
™8 QI8
| I

AN
g 218

Sumando miembro a miembro:

(iv3) 2=l 5] <= (is)

comoé+%=1(:>a,ﬁ>1):

x x x x
r—2< [f} + [} <z= [—} + [} =z -1

o g o g
Luego, entre 0 y  hay £ — 1 términos y entre 0 y x + 1 hay x elementos. Ademas, al
ser ma y nf irracionales, nunca seran enteros. Por lo tanto en el intervalo (z,x + 1) hay
exactamente un término.
Por consiguiente, entre las sucesiones [ma] y [nf] cada natural aparece exactamente una
vez.
Ahora demostremos que si se tiene la unién disjunta igual a N entonces a y  son irra-
cionales y % + % =1
Supongamos que «, 5 € Q. Luego o = Z—; y 0= Z—; con ai,as, by, bs enteros positivos. Si
tomamos m = aob; y n = bsay obtenemos ma = a1by = nf y entonces la unién no es
disjunta.
Ahora supongamos que « € Q y f ¢ Q. Ahora o = Z—; con aj y ao enteros positivos.
Los numeros de la forma ka; aparecen en {[ma],m € N}. Veamos que alguno también
aparece en {[nfg],n € N}.
Tomemos 4 due es claramente irracional.
Sabemos que dado un irracional r existe un natural n tal que rn difiere de algiin entero
en un numero arbitrariamente pequeno. Hacemos que ese niimero sea menor que é y que

15



r= aﬁl A partir de ese rn, formamos la sucesién rn, 2rn, ..., krn,... y podemos asegurar
que alguno de los términos es tal que existe un entero e tal que e < krn < e+ a% Es decir
que existe un x tal que e < JTC% <e+ (Tll y por lo tanto ea; < xf8 < ea; + 1, entonces
[x0] = ea;. Es decir, que la unién no es disjunta.

Ahora, sabemos que « y (8 son irracionales.

Supongamos que é + % < 1. Entonces % + % =1—¢ e€R, >0
Tomando x € N suficientemente grande, obtenemos que

gp[;] <m<;+;)<x_1

y por lo tanto no habrd x — 1 términos en (0, x) y por consiguiente la unién no daré igual
a N.

Si fuera é + % > 1, entonces é+ % =1+e.

Tomando x € N suficientemente grande sera:

Como [0] +1 > 6,
T x 1 1
[a}+|:ﬂi|>$<a+ﬁ>—2>$—l

y por lo tanto en (0, ) habrd mas de x — 1 términos y la unién no serd disjunta.
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Ejercicio 6 (1, 6, 22, 38)
Sea f : [0,1] — ]R una funczon dos veces derivable que verifica lo siguiente: f(x) >
0, f"(xz) <0,Vz e ( fo t)dt = 1. Probar que para todo x € (0,1) vale que

</Ox f(t)dt> (/xl f(t)dt) < %f(x).

Resolucién(Basada en la resolucién de los participantes 18128: Barmak, Jonathan -
Mereb Martin)

Como f"(z) < 0Vz € (0,1), la funcién es céncava hacia abajo y la desigualdad de Jensen
nos dice que : Va,b € (0,1), A1, 2 >0

/\1f(a) + )\Qf(b) < <)\1a + )\2b>
A1+ A2 - M+ )7

Primero reparametricemos ambas integrales:

T 1
A—/O f(t)dt—w/o f(z(1—s))ds
1 1
:/ f(t)dt:(l—a:)/o f(a(1— ) + s)ds

Entonces

1 1 1
:n/ f(a:(l—s)—l—s)ds+(1—x)/ f(a:(l—s))ds:/ 2 (@(1—8)+8)+(1—2) f(2(1—s))ds
0 0 0

y por Jensen

2%(1 — 5) + s —s)x(l—x
f(alt =)o) + (1= ) (e - < g (TEED U0 g
Es decir
1 1 1
x/o Fa(l—$) + $)ds + (1 — x)/o Fla(l = 8))ds < /O F@)ds = f(x).
Entonces, por la desigualdad aritmético-geométrica, queda
\/(fo”“" f(t)dt) (fxl f(t)dt) = \/ z [} fa(1—5)ds(1 —z) [} f(z(1 —s) + s)ds =

—\/1—:1:(f0 v(1— )ds) @ (J} fla(1—9) )f

%( fo z(l—s)+s)ds+ (1 —x) fo 1—5))ds>§

Por otro lado
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\/</Ox f(t)dt> (/xl f(t)dt) - Jo f(zt)clt—;fx1 f(tydt %

Multiplicando ambas desigualdades, y obtenemos

</Oa:f(t)dt) (/: f(t)dt) < JZ“(QCQ) _ f(49c).
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