COMPETENCIA MATEMATICA ERNESTO PAENZA
XVII Realizaciéon

Las soluciones que se encuentran a continuaciéon fueron elegidas por el Comité Organizador
entre las respuestas de los participantes. Son aquellas que més nos gustaron, ademés de ser
correctas.

Los vectores luego del niimero del problema, considerando el total de participantes:

La primera coordenada, la cantidad que obtuvo 8, 9 o 10 puntos en el problema (esen-
cialmente bien resuelto). La segunda coordenada, la cantidad que obtuvo 5, 6 o 7 puntos
(esencialmente "la mitad o un poco mas"del problema). La tercera coordenada, la cantidad
que obtuvo 1, 2, 3 0 4 puntos (casos particulares o algo conducente a una posible solucion).
La cuarta coordenada, el complemento (aquellos que no hicieron nada).



Ejercicio 1 (17, 11, 22, 15)
Encuentre el menor valor posible de |12™ — 5|, donde m y n son enteros positivos.

Resolucion (participantes 17162; Aronna, Maria S.- Biagioli, E.; Fac. de Cs. Exactas, In-
genieria y Agrimensura de Rosario):

Sean m =n =1, entonces [12™ — 5"| = |12 - 5| = 7.

A continuacién, vamos a demostrar que la distancia entre 12" y 5" para todo n,m € N
nunca es menor que 7.

Como 12 es par, entonces 12™ es par. Como 5 es impar, 5" es impar. Por lo tanto, la
diferencia entre 12™ y 5" siempre sera impar.

Como siempre es impar, entonces nunca serd 0.

Ahora vamos a analizar las congruencias de 5" en modulo 12:

5=5(12); 5*=1(12); 5° =5 (12)
Una vez que se repite una congruencia, se repetira todo el ciclo. Es decir, 5 = 1 (12),
5 =5 (12).
En general, 5***1 =5 (12) y 5% =1 (12) para todo k € N.
Pueden ocurrir dos cosas:

1. 12m —5" > 0= [12™ = 5"| = 12™ — 5"

2. 12" - 5" < 0= [12™ — 5" = 5" — 12™
En el primer caso, tenemos que 12™ = 0 (12) Vm € N y, como 5" =5 o 1 (12), entonces
—5" =70 11 (12). Por lo tanto 12" + (=5") =7 o 11 (12).
Entonces la distancia sera un niimero natural que es congruente con 7 o con 11 médulo 12.

Asi, no podré ser menor que 7.
Concluimos en este primer caso que:

127 — 5" > 0 = [12" — 57| > 7.

Por un razonamiento similar para el segundo caso, llegamos a que 5" — 12" =1 6 5 (12).
Supongo que 5" — 12" =5 (el tnico natural menor que 7 que es congruente con 5 modulo
12). Entonces 5" —5 = 12™ <= 5(5""! —1) = 12™. Pero, entonces 5 divide a 12™ y, como
es primo, divide a 12, lo que resulta absurdo. Por lo tanto, 5" — 12™ #£ 5.

Entonces, supongo 5" — 12" = 1. Asi 5" = 1 (12) = n = 2k. Ademas, 5" — 12" =1 =
1(5)=—-12m=1(5)= 12" =4 (5).

Analizando las congruencias de 12™ moédulo 5, se tiene:

12=2(5), 122 =4 (5), 12° =3 (5), 12 =1 (5), 12° =2 (5), 12°=4 (5)

Llegamos a que 12" =4 (5) = m es par (m = 2j).

Entonces 52* — 12% = 1. Por lo tanto (5% — 127)(5* + 127) = 1 donde ambos factores son
enteros y 5* 4+ 127 > 1 porque es suma de dos naturales, lo que resulta absurdo. Entonces
5t —12m £ 1.

Concluimos en este segundo y tltimo caso que:

5" —12™ > 0= |12" = 5"| > 7.

Del anélisis de ambos casos llegamos a que |[12™ — 5" > 7, Vm,n € N. Por consiguiente, 7
es el menor valor que puede adoptar esa distancia.
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Ejercicio 2 (15, 3, 14, 33)

Determinar si la siguiente afirmacion es verdadera o falsa:

Sean «, 3,y nimeros reales positivos tales que cos(a), cos(3), cos(y) son racionales y o +
B+~ = . Entonces existe un tridngulo de lados enteros cuyos dngulos interiores son «, [3,7.

Resolucion (participantes 17015; Gaspoz Daniel - Koropecki, Andrés; Fac. de Ingenieria
Quimica del Litoral):

Sean «, 3, nimeros reales positivos tales que cos(a),cos(3),cos(y) son racionales y a +
B+y=m.

Sabemos que para tales «, 3,7 existe un triangulo que los tiene como angulos interiores,
cuyos lados son a,b y ¢, pero entonces sabemos que

a = bcosy 4+ ccosf
b = acosy 4+ ccosy
¢ = acosf + bcosa
De donde obtenemos el sistema
—1 cosy cosf a 0
cosy —1 cosy b | =10
cosf cosa —1 c 0

La matriz de este sistema es singular puesto que existe un tridngulo de lados no nulos
que satisface el sistema, pero entonces la matriz es singular también sobre el cuerpo de los
racionales y, por lo tanto, tiene soluciones no nulas sobre el cuerpo de los racionales. Luego,
tomando una solucion tal y multiplicaindola por el producto de los denominadores (esto es:
si (f]’—i, Z—;, Z—;) es solucion, entonces tomamos esta solucion y la multiplicamos por ¢;¢2qs3)
obtenemos una soluciéon entera. Luego, el triangulo cuyos lados son estas soluciones es el
triangulo buscado.



Ejercicio 3 (13, 3, 20, 29)
Definimos la funcion f : [0,1] — [0,1] de la siguiente manera: f(1) = 1 y si a =
0, a1asasay... es la representacion decimal de a, definimos

f(a) = 0, 0&10&20&30&4...

En el caso en que haya dos posibles escrituras del mismo numero por repeticion de nueves,
"elegimos"la que "termina”(por ejemplo, si b= 0,09999...9..., lo tomamos como 0,1 ).
FEstudie la continuidad de [ en cada uno de los puntos del intervalo [0, 1].

Resolucion (participantes 17181; Alesandroni, Guillermo - Grin, Elisa; Fac. de Cs. Exactas,
Ingenieria y Agrimensura de Rosario):

Esta claro que f es creciente.
= f es continua a derecha en todo su dominio:
Sea 0,ajas...a, - €[0,1].

Sea € >0y n €N tal que 107" < €. Sea m € N, m > n tal que a,, # 9 (tal m
existe por que a no termina en cola de nueves). Luego si

btalquea<b<a+107"=0,a;...ap, +1---=c¢

entonces
fla) < f(b) < f(e) = f(a) + 1072 < f(a) + €

» Si a € [0,1] estal que su desarrollo decimal no termina entonces f es también continua
a izquierda en a y por lo tanto f resulta continua en dichos puntos.

Sea € >0, n € Ntal que 107 < e sea m € N, m > n tal que a,, # 0. Luego si

btalquea>b>a—-10"=0,a1...a,, —1---=c¢

entonces
fa) > f(b) > f(a) =107*" > f(a) — ¢

» Si a € [0,1] es tal que su desarrollo decimal termina entonces f no es continua a
izquierda en a y por lo tanto f resulta discontinua en dichos puntos.

Sea a=0,ay...a,. Luego V btalquea—10" <b<a , b=0,a;...a,—1....

Por lo tanto
f(b)=0,0a;...0a,-1 0 (a,—1)0...< f(b) =
0,0a;...0a,-10(a,—1)1=

fla) —1072" + 10721 = f(a) — Tt

9
Por lo que f(a)— f(b) > 102n+1



Ejercicio 4 (5, 4, 10, 46)

Sean A C B convexos acotados en el plano, cuyos bordes son la imagen de una curva
rectificable. Pruebe que la longitud del borde de A es menor o igual que la longitud del borde
de B.

Resolucion ( participantes 17006; Qureschi, Claudio - Alonso, Juan ; Fac. de Ciencias de
Uruguay):

. A° A
Sea a:[0,1] — R? parametrizacion de A y 3:[0,1] — R* parametrizacién de 9B.
Tomo =z € A°. Si 0 =a; < ... < a, =1 es una particion de [0, 1], sean cy,...,¢c, €
e
[0,1] tales que la semirecta za(a;) NOB = {f(¢;)}.

Estos ¢; existen y son tnicos ya que una semirrecta que parte del interior de un convexo
acotado corta al borde del convexo en un solo punto:

Si C' es un convexo acotado, y € C° y t es una semirrecta que parte de y, entonces,
como C' es acotado existe p € ¢ tal que tNC C yp (donde yp es el segmento que une
yyp)Siqgéet,entonces g =y+ Ap—y) con A <0.Sea \g=inf{\>0: tN7yg
con q=y+AXp—vy)},y s=y+ Xp—1y). Como y € Co, entonces \g > 0. Por
definicion de \¢ y convexidad de C', es claro que [y,s) C Co. Luego {s} =9C Nt.

Entonces, basta probar que > |la(a;) — ala;i1)|| < ||B(c) — Bleis)|] < UB) =
longitud de 3. Como aj ...a, es una particiéon cualquiera, se tiene que l(a) <U(p)

Observemos ademas que si C' convexo y {ci,...,c,} C 9C, el poligono determinado
por estos puntos resulta convexo.

Por lo tanto, alcanza con demostrar la desigualdad para A y B poligonos convexos.
Como B es un poligono convexo, B = 51N ...N S, con S; semiplanos para i =
1,...,m. Basta probar que si C' es un poligono y S un semiplano, el perimetro de C
es mayor o igual que el de C NS ya que si esto vale: A D B=— B=BNA=— B=
SiN...NS,,NA=. Luego



p(B)<p(Si1N...NS,NA<...<p(S,,NA) <p(A)

donde p(C) es el perimetro del poligono C'.

Sean ahora C' un poligono y S un semiplano. Sean {ai,...,a,} los vértices de C' y

{.Tl,.TQ} =0SnNaoC.

S
as
C %
&
5
a
a
6
a7
Sea I ={ie{l,...,n}: a; € S}.
Se puede suponer que I = {ay,...a,}. Entonces,
n—1
p(en8) = |lzr — arll + Y llarpy — al| + [|an — @af| + [[21 — 25|
I=k

pero
k-1 k-1 k—2

|21 — 22| = ||z —372+Z%'—Z@j” < 21 — ap-a || + [|ar — 22| +Z||aj+1—aj\|.
j=1 j=1 j=1

Entonces,

n—1
p(CNS) <Y " llaji—a;|—llar — axall+[[er1—a||+ [z —an|[+][21—ar1|[+||z2—a |
j=1

pero como xy € Gr_10r y Tz € G1G,, se tiene |la; — a,|| = ||ar — 22| + ||an — 22|| ¥
llak—1 = 1| + llar — 1] = [lar— — al].

Por lo tanto,

—_

p(CNS) <) laj =gl +[lar = anl| = p(C).
1

<.
Il



u AO = @
En este caso A es un segmento (ya que si A tiene 3 puntos no alineados, entonces

contiene el tridngulo que éstos determinan, que tiene interior no vacio). Sea A = 7y .

Sean s,t rectas perpendiculares a Ty, pasando por = e y respectivamente. Sea « :
[0,1] — R? parametrizacion de 05 .

Siz,y € 9B =z = alm), y = alay) y l(a) = [[(0) — a(ar)[| + [|afaz) — alad)]] +
lla(1) = ala)l] = [la(az) — ala)]| = [z —yll-

Si zx€0B, y€ B° =1 cortaa OB en y;,ys (pues ¢ es la union de dos semirrectas
que parten de un punto de B°) = x = a(ap), y1 = a(a1), y2 = alay) = l(a) >
llaao) — ala)| = |lz —wll = llz — yl| ya que y1 €t, 2 € Sy d(t,s) = ||z —yll.
Siz,y € B°=tNJ(B)={x1,22}, sNIB) = {y1,y2} (como en el caso anterior)
y la) = flzy —wl| = [[z —y[| ya que 21 €5y y1 €1



Ejercicio 5 (9, 0, 18, 38)
La sucesion de enteros {a,}nen estd definida de la manera siguiente: a; = 2,a9 =7 y
1 a’? 1

)

Vn > 2.

Pruebe que, Yn > 1,a, es impar.

Resolucion (participatentes 17034, Bolognini, Laura - Angiono, Ivan; Fac. de Cs. Exactas
de La Plata):

2 2
Es claro que en ese intervalo hay un tnico entero a,.;, pues (aa" — %, aa" + 5] es un
intervalo de longitud 1 y uno de los extremos es abierto y el otroncelrrado. "

Calcularno algunos términos de la sucesion: a1 = 2; as =7; ag =25; a4 = 89; a; = 317.
Tomemos ahora la sucesion b, = 3b,_1 + 2b,_5 para n > 3, con by = 2, by = 7. Vemos
que esta sucesion cumple las condiciones del problema. Claramente la sucesion {b,},cn esta

b2 1 b 1

bn—l 2’ bn—l 2 ’

Primero expresemos la sucesion como b,, = x7 + bzl donde x;, xo son entonces (de acuerdo

34+ V1T
2

definida en los enteros positivos como {a,},cn. Probemos que b, € (

a lo que se sabe de sucesiones en recurrencia) las raices z°> — 3z —2 = 0. Asi,

3— V17
Yy XTo = T\/_ Ahora a y b cumplen:

3++V17 3 -—417
a +b

2 2
3+ V17 3V17
2 2

by = =2

by = a 24+ b(2 e =7

Despejando se obtiene:

54+ V17
0

41T
V1T-5

b
41T

Asi sera, para todo n € N:

y _STVIT (34 VIT" VIT—5 (3 VIT)'
41T 2 417 2

Calculemos ahora:



b? (ax? + ba)?
bpt1 a:pg_l + bay !
azi" + br3d" + 2abxi
az?t + bah !
(az?™ + ba2 4 2abxtx}) — (az?™ + bl N (ax?™ + bahth)
axy™! + bry !
ax?™ + bra" + 2abxtal — ari — bwd" — ab(wixe)" ) (22 + x2)

bn+1 - bn+1

bn—l—l +

bn
o axy™ '+ bry
ab(z122)" (22 29 — 3 — 22
b"‘H n—1 n—1
ary” " + bz
ab(x1z2)" () — 22)?
anrl - b
n—1
VIT—5 V745 [3+\/ﬁ 3_\/ﬁ}”1 (3+m B 3_m>2
41T 41T 2 2 2
bn—l—l -
bnfl
(<2

bn+1‘+’ 2b,_1

Entonces,
A
i bnfl B bnfl
Asi , tenemos que probar que:
1 b? (—=2)"% 1
— <: bn j— n = — <: - V’ :> 2
g ST by 2 "
2n—2

Esto equivale a probar que |(;2)_n;2| = < %, o sea b, > 2", para todo n > 1.

bn—l

Veremos esto por induccion:
Sin=2,b=7>22=4.

Si esto se cumple para todo k < n. Se tiene que:
by = 3bp1 + 20,5 > 3,271 422072 = 49771 = 2n > on

Entonces, la sucesion b, cumple con las mismas condiciones que a, y como esta es tnica
resulta a, = b, . Asi, la sucesién a,, esta definida recursivamente por:

b1 - 2, b2 - 7
b, = 3b,_1 + 2b,_5 para n >3

Probemos por induccion que a, =1 (2) para n > 1.
Sin=2:a=7=1(2).
Si a, =1 (2), entonces:

api1 = 3an +2a,_1 = l.a, + 0.0, 1 =a, =1 (2)

Como queriamos demostrar.



Ejercicio 6 (3, 0, 14, 48)

Para cada n € N, llamemos m,, al mdzimo valor que toma la funcion "determinante”sobre
todas las matrices cuadradas de tamano n X n cuyos coeficientes son 1 ¢ -1 (por ejemplo,
my = 1,my = 2,m3 = 4). Defina una funcion f(n), tan explicitamente como pueda, que
verifigue m, < f(n)Vn € N, y m,, = f(n) para infinitos valores de n.

Resoluciéon (participante 17040; Mereb, Martin - Barmack, Jonathan; Fac. Cs. Exactas y
Naturales, UBA):

Veamos primero que si M es una matriz (M € R™") y sus columnan son las coorde-
nadas de los vectores vy,..., v, en la base canonica, entonces |detM| < [[i_, [|vi||s donde

(v, vf)ll2 = /200 (0])?

Si M fuese una matriz triangular, la norma 2 de cada columna seria mayor o igual que el
modulo del coeficiente de esa columna que se encuentra en la diagonal y el detM seria el
producto de los elementos de la diagonal. Por lo tanto, |detM| =TT, [vi] < TTi [|vill2-
Si M no es una matriz triangular, cambio a otra base ortonormal de manera tal que las
coordenadas de los v; en esta nueva base formen una matriz triangular (esto lo puedo hacer
con Gram-Schmidt o con la factorizacion QR de M donde @) es ortogonal y R es triangular;
entonces Q7'M = R y las columnas de Q'M son las coordenadas de los v; en la base
formada por las columnas de Q).

Como el cambio de base fue ortonormal, las normas 2 de los vectores columna de Q1M
valen lo mismo que las respectivas normas 2 de los v; y |det(Q7Y)| = 1 ya que Q es
ortogonal. Entonces |detM| = |detQ!||detM| = |det(Q'M)| = [T, lwi| < TTi, [Jwill2
donde w; = (w},...,wl) son las coordenadas de los v; en la base nueva, cuyos elementos
son las columnas de ). Pero quedamos en que ||w;||]2 = ||vil|2-

Por lo tanto, |detM| <[, [lwills =TT, ||vil2- ' ‘
Supongamos que detM # 0. Notemos que ||w;||2 = |w}| siy solo si las coordenadas w] son
0 para j #1.

Entonces, si Q'M es triangular y |[det(Q*M)| = [, [lwillz2 & ||lwill2 = |wi], Vi &
Q7'M es diagonal < los w; son ortogonales entre si < los v; también (como @ es
ortogonal preserva productos internos).

Si M € R™™ tiene sus coeficientes iguales a 1 6 —1, entoces las normas 2 de sus vectores
columna son iguales a /n pues ||[vills = />, (v))2 = />, 1 = y/n. Por lo tanto
[det M| < [Ty [Jvill2 = n2 .

Asi, detM < n2 y como es un numero entero que resulta de sumar n! términos, cada uno
de los cuales es producto de n nimeros del conjunto 1, —1, entonces detM es suma de n!
numeros impares y, por lo tanto, para n > 2, detM es par.

Si llamamos |z, al mayor entero par menor o igual a z, detM < [nz],,si n > 2.
Notemos que |z], :=2|%|. Entonces, m, < [n?],, para todo n >2y my =1.

Veamos que hay infinitos n € N para los que m,, = [n? |, .

Sea A; = (1

1

son ortogonales entre si.

Si b € R** y sus coeficientes son sélo 1 y —1, y sus vectores columna son ortogonales,
k ..

entonces |detB| = Hle |Bill2 = [T, Vk = k2 o también

-1
1 ) . Su determinante es 2 y es igual a 25 = LQ%JP. Sus vectores columna
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k0

2 _ t AV 0 k _ 1.k
|det B|* = |det Bdet B'| = |det(BB")| = det . = k".
k

. n n . . P
Si A, € R*** es una matriz de 2" por 2" con coeficientes 1 6 —1, tal que sus columnas
L, . n+1 n+1 .
son ortogonales entre si, consideramos A,,; € R*" **"" definida por

A, A,
An+1 = (A A )

que solo tiene por coeficientes al 1 y al —1.

Veamos que sus vectores columna son también ortogonales dos a dos y que el modulo del
. 2+l n k . .
determinante es (2"1)72~ = 200FU2" = |k2 ], si k = 2" (es decir, en este caso, my =

Mmowi1 = k2] = 2007027,

A (A AN (AL AL 24,4 0\, (AL 0
nt+14n41 = A, A, _Agl A';L B 0 2AnA£L - 0 AnAfL

2" 0
Pero, A, Al = . = 2" [y ya que sus vectores columna som ortogonales y tienen
27’L

. n
norma 2 igual a 22 .
Entonces,

An—l—lA:H—l =2 (2 ({2" 2"(} ) = 2" Iy
n

Entonces sus vectores columna son ortogonales entre si y tienen norma 2 igual a 2"
Calculando el determinante como en los casos anteriores se llega a que |det(A, 1| = (2"71)%" =
2(n+1)2” )

Como tenemos definido A; que cumple que sus vectores columna son ortogonales, de norma
2% y probamos que si A,, tiene esa propiedad (la de la ortogonalidad de las columnas), tam-
bién la tiene A, ., tenemos definida por recurrencia una sucesién de matrices que cumplen
tener sus vectores columna ortogonales entre si, cuyos determinantes coinciden con la cota
dada por |k? | » siendo k la cantidad de columnas.

En realidad, no probamos que el determinante coincide con la cota sino que lo que probamos
es que el modulo del determinante coincide con la cota. Esto se soluciona cambiando el signo
de todos los elementos de una misma fila.

Por lo tanto, nuestra f serfa:

1o={ iy,

y sabemos que f(n) > m, Vn y que coincide para todo n potencia de 2.

1
1

AV
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