l Competencia Mateméatica Ernesto Paenza

20° REALIZACION — 8 DE SETIEMBRE DE 2005
Participante N°:

1 - Sea (an)nen la sucesion de niimeros reales definida por a, = {/](2 + 3i)™ — (2 — 34)"|
Vn € N. Hallar el mayor ntimero real r que sea limite de una subsucesion de (o )nen.

2 - Sean m y m enteros positivos impares y coprimos entre si. Para todo k € N se define

ap = (— 1)K/ mI IR/,

donde [z] denota la parte entera de x. Demostrar que >, ar = 1.

3-Sea f(z) =14+ a1z + ag_mz + ... una serie de potencias. Para cada 7,j > 0 definimos
ci,; como el coeficiente de 27 en f(z)'. Demostrar que, para todo n € N,

n(n+1)/2
det(cijo<ijn = af "I/,

4 - Sean A, B C R? poligonos convexos de interior no vacio. Definimos
A+B:={a+b:a€c A, be B}.

Probar que A + B es un poligono convexo y que
per(A + B) = per(A) + per(B).

(Si X C R? es un poligono convexo, per(X) denota el perimetro de X.)

5 - Sea a un numero real, a > 1 y no entero. Dado =z € R, llamamos una ezpansion en
base a de x a una representacion del tipo:

Jo
— § : nd
r = T;a”,
j=—o0

conjo €Z,y x; € {0,1,...,[a]} Vi < jo ([a] es la parte entera de a). Sea ¢ := ‘/52"'1.

1. Probar que si a > ¢, entonces hay infinitos nimeros reales con expansién tnica en
base a.

2. Probar que si a < ¢, entonces todo z € R tiene infinitas expansiones distintas en
base a.

3. Probar que para todo @ > 1 y no entero, el conjunto de nimeros con infinitas
expansiones en base a es denso.

6 - Sea p(z) € R[z] un polinomio moénico de grado positivo.

1. Probar que si I C R es un intervalo tal que |p(z)| < 2 para todo x € I, entonces la
longitud de I es menor o igual que 4.

2. Si todas las raices de p(z) son reales, demostrar que el conjunto
C:={zeR:|p(x)| <2}

es una unién de intervalos reales cuya suma de longitudes es menor o igual que 4.

Nota: Se asigna puntaje no nulo a argumentos conducentes a una solucion, casos particulares,
respuestas correctas no justificadas, etc. Por otro lado, para obtener el mdzimo puntaje en un
ejercicio, es necesario justificar apropiadamente la respuesta.



