Introduccién a las Algebras de Hopf

Leandro Vendramin

Estas notas corresponden a la charla “Introduccién a las Algebras de Hopf”
del Seminario de Alumnos del Departamento de Matematica de la Universidad
de Buenos Aires.

Producto tensorial

Sean V' y W dos espacios vectoriales sobre C. El producto tensorial de V' y
W, que notaremos V ® W, es el espacio vectorial cuyos objetos son de la forma

V1 QW1 + V2 @wa + -+ Uk @ Wk
con las relaciones
)\1(’[)1 X ’LU) + )\2(’[)2 X w) = (Al’Ul + )\2’02) X w
M@ w) + A2(v @ we) = v @ (AMwy + Aaws)

Si f:U — U yg:V — V' son tranformaciones lineales se define la
tranformacion lineal f®g: U®V — U’ @ V' por u®v +— f(u)® g(v). Tenemos
entonces una tranformacion lineal

a : hom(U,U") @ hom(V, V') — hom(U @ V,U' @ V')

Una definicién mas formal

V ®@W se define formalmente como el espacio vectorial cociente C[V x W]/S,
donde C[V x W] es el C-espacio vectorial generado por V x W y S el subespacio
generado por los elementos de la forma

(1 4+v)@W—1v1 QW — v QW
VR (w1 +wa) — v wy — v ws
(W) @ w — Av® w)
v® (Aw) — A(v @ w)

Propiedades basicas y ejercicios

En forma de ejercicios presentamos algunas propiedades basicas del producto
tensorial de espacios vectoriales

1. Construir una biyeccion entre el conjunto de funciones bilineales V x W —
U y el conjunto de funciones lineales V@ W — U

2. Probar que si {v; }icr es base de V' y {w;};cs es base de W entonces {v; ®
wj }ier,jeg €s base de V@ W. En particular, si dim(V) = ny dim(W) =m
entonces dim(V @ W) = nm

3. Probar que valen los siguientes isomorfismos:

a) (UV)W ~ U (VW) por la aplicacion (u®@v)@w — u® (vew)



b) C®V ~V por la aplicacién A ® v — Av. Andlogamente, V@ C~V
c) VW ~W RV por la aplicacién u @ w — w Q@ v

4. a) ProbarquesiV esde dimension finita entonces V*QW ~ hom(V, W)
b) Probar que hom(U ® V, W) ~ hom(U, hom(V, W))

5. Probar que vale

(@Uz) RV ~PuUiev)

el iel
6. Probar que (fiof2)® (g1092) = (f1 ®¢g1) o (f2 ® g2)

7. Probar que si f es un epimorfismo entonces f ® id también y calcular
ker(f ®1id)

8. Probar que la tranformacion lineal « es inyectiva.

Algebras, coalgebras y bialgebras
Algebras

Un algebra sobre C es un espacio vectorial A provisto de una funcién bi-
lineal m: Ax A — A, a ® b+ ab, tal que a(bc) = (ab)c. Supondremos ademas
que el algebra tiene unidad: existe un elemento 1 € A tal que al = la = a.

Si Ay B son algebras, una tranformacion lineal f : A — B se dice morfismo
de algebras si f(ad') = f(a)f(a') y f(1) = 1.
Ejemplos
1. A = C es un algebra conmutativa con unidad.
2. A=C[X,X,,...,X,]elalgebrade polinomios en las variables X7, Xo, ...
3. A =C"*" el dlgebra de matrices de n x n.

4. A = end(V) el algebra de endomorfismos de un espacio vectorial V. La
multiplicacién de A estd dada por la composicién de endomorfismos.

5. A=C(xy,x9,...,2,) €l algebra libre en z1, 29, ...,2,. Un base de A son
palabras en las letras z1,xo,...,z, y el producto es la concatenacién de
palabras.

6. Si A es un algebra se define el dlgebra opuesta A°P con el producto a-a’ =
aa.

7. Si Ay B son algebras entonces A® B es un 4lgebra definiendo (a®b)(a’®
b') = aa’ @ bb'. Observar que 14 ® 15 es la unidad del algebra A ® B.



El ejemplo: el algebra de grupo

Sea G un grupo. Considero el algebra de grupo A = CG que es un espacio
vectorial con base {g | g € G}. El producto viene dado por

dagg | | Do Beg | = D agbulgh) =) (Z ahﬁh1g> g

geG geG g,heG geG \heqG

Observemos que en para definir esta esta estructura de algebra sobre CG no es
necesario que todo elemento de g tenga un inverso: alcanza con pedir que G sea
un monoide.

Médulos sobre algebras

Un espacio vectorial V' es un A-médulo (a izquierda) si existe una funcién
bilineal A xV — V | (a,v) — a-vtalque a- (¢ -v) = (aa’) - vyl-v=0v
para todo a,a’ € A, v € V.Si V y W son A-médulos una tranformacién lineal
f:V — W se dice morfismo de A-médulos si f(a-v) = a- f(v) para todo
acA,veV.

Ejemplo (otra vez en el algebra de grupo)

Sean G un grupo y A = CG el élgebra de grupo. Si V' 'y W son A-médulos
entonces C,V @ W y V* = hom(V, C) son A-médulos definiendo

g-1=1

g-(vRw)=g-v®g-w
(g- ) =flg™"v)

Coalgebras

Definiremos a continuacién una nocién “dual” ala de algebra. Una coalgebra
sobre C es un C-espacio vectorial tal que

1. (coproducto) Existe una tranformacion lineal A : C — C ® C tal que
(A®id)A = (id® A)A
2. (counidad) Existe una tranformacion lineal ¢ : C' — C tal que (id®e)A =
id= (e ®id)A
Ejemplos

1. Cesun coalgebracon A(1)=1®1ye(l)=1.

2. El dual de una coalgebra C' es un algebra definiendo, para f,g € C* y
ced,

(fg)(e) =m(f ®g)A(c)

10* =&



3. El dual de un algebra A de dimensién finita es una coédlgebra. Si el algebra
A es de dimensién finita entonces (A ® A)* ~ A* @ A*. Tiene sentido
entonces definir

4. C = CG es una codlgebra con A(g) =g®gye(g) =1.

5. Si C es una coéalgebra se define la coalgebra opuesta C°P por A°P = 7A,
donde 7: C ® C — C ® C esté definido por c® ¢/ — ¢’ Q@ c.

6. Si C y C’ son coalgebras entonces C' @ C’ es coalgebra con Acgcr =
([de7id)(Ac ® Ac/) y ecger = ec Qecr.

7. Sea A = M(n,C) el el &lgebra de matrices de n x n con coeficientes en
C. Sabemos que las matrices F;; forman una base del espacio vectorial A.
Sea {e;;} la base dual a {E;;}. Entonces A* es una coalgebra con

Aleij) =Y eir @ ex;

k
e(eij) = by
Observaciéon

Sea A un algebra y sean V' y W dos A-modulos entonces V@ W es un A® A-
moédulo. Si existe un morfismo de algebras A : A — A® A es posible definir una
estructura de A-médulo en V @ W:

a-(v@w)=A(a) (vew)
Tenemos entonces

1. SiV, Wy X son A-moédulos entonces (VW)@ X ~V @ (W ® X)
como espacios vectoriales. ;Cuando este isomorfismo de espacios vectori-
ales es ademas isomorfismo de A-médulos? Respuesta: si y sélo si A es
coasociativa.

2. El isomorfismo canénico de espacios vectoriales V@ C — V [resp. C ®
V — V] es isomorfismo de A-moédulos si y sélo si (id ® €)A = id [resp.
(e ®id)A =1id].
Bialgebras

Diremos que un espacio vectorial B es una bialgebra (sobre C) si se verifican
las siguientes condiciones:

1. B es algebra
2. B es coalgebra
3. A:B—-B®Bye:B— C son morfismos de algebras.



Producto de Convolucién

Si B una biélgebra, definimos en home (B, B) la convolucioén: si f, g € home(B, B)
entonces

frg=m(f®g)A

Vale entonces que (hom(B, B),*,n¢) es un algebra.

Antipoda

Una tranformacion lineal S € home¢ (B, B) se llama antipoda si S xid =
id x S = ne. Observemos que no siempre existe la antipoda pero de existir es
anica (por ser el inverso de la identidad con respecto a la convolucion). Valen
las siguientes propiedades de la antipoda

S(zy) = S(y)S(x)
2. S(1)=1

3. (S®S)A=APS
4

[y

eS=S8

Para una demostracién de las desigualdades anteriores consultar [1, 2].

Observacion (;como se ve esto en el algebra de grupo?)

Si G es un monoide y B = CG vale que B tiene antipoda si y sélo si
todo elemento de G tiene inverso [es decir, si y s6lo si G es un grupo| pues
2S(x) = S(x)r =e(x)l =1= S(x) =2~ L.

Definicién de algebra de Hopf.

Una bidlgebra B con antipoda se llamara algebra de Hopf.

Ejemplos
1. CG el algebra de grupo es un algebra de Hopf.

2. (algebra de Sweedler) Sea H el algebra generada por z,y con las relaciones
22 =1, y?> = yr +xy = 0. H es un espacio vectorial de dimensién 4 con
base 1, x,y, xy que resulta un algebra de Hopf definiendo

Alx) =z, e(x) =1, S(z) ==
Aly) =1oy+yor, ey =0, Sl ==y

Observacién

Sean B es una bialgebra y S : B — B°P es un isomorfismo de algebras. Si
V un B-médulo entonces V* es también un B-moédulo con (a - f)(v) = f(S(a) -
m). ;Cuéles son las condiciones que deben verficiarse para que la evaluacion
V*®@V — C [resp. V ® V* — (] sea morfismo de B-mo6dulos? Respuesta: la
evaluacién V*®V — C [resp. V® V* — C] es morfismo de B-médulos si y s6lo
si S xid = ne [resp. id * S = 7¢].
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