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El Problema

Estudiamos el problema de una persona que quiere manejar de manera optima
el dinero que tiene en efectivo. Sabe que, con el transcurso del tiempo, le
ingresa dinero en efectivo de forma aleatoria y debe pagar en efectivo algunos
gastos (algunos deterministicos y otros aleatorios). La persona tiene que
decidir cuanto efectivo debe tener en el bolsillo (suponemos que tiene fondos
en el banco o inversiones por el cual obtiene interes). Por un lado, un costo de
oportunidad por tener dinero en efectivo (el interes que esta perdiendo por no
tener el dinero invertido) y por otro lado hay costos al extraer o depositar dinero
en su cuenta bancaria o fondo de inversion. Debe decidir en que momentos
debe hacer los depositos y las extracciones. Si el efectivo no le alcanza para
cubrir un gasto debe hacer inmediatamente una extraccion.



El modelo

Consideramos gque la evolucion del efectivo sigue un proceso de tiempo
continuo donde los cambios en la cantidad de dinero siguen un proceso de
Poisson compuesto con saltos para arriba (ingresos) y para abajo (gastos) y
una deriva u < 0.

gastos aleatorios ingresos aleatorios
dinero en tiempo t dinero inicial gastos fijos 7 r Au N
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® Los procesos de llegada de los gastos e ingresos N? y Ni (saltos para abajo y
para arriba) son procesos de Poisson independientes. Sus intensidades son B4y
Bu-

@ Los tamarios de los saltos positivos y negativos son variables aleatorias i.1.d. con
distribuciones Fg and Fy independientes y con esperanza finitas.



Uncontrolled Trajectory




Los controles

La persona puede hacer una extraccion o un deposito en cualquier momento para
evitar el exceso o la escasez de dinero, pero es obligatorio realizar una extraccion
cuando la cantidad de efectivo se hace negativa.

Consideramos también gque hay un "costo de oportunidad" por tener el dinero en

efectivo: se esta perdiendo la oportunidad de obtener el interes que se recibiria si
el dinero estuviera en el banco.

El objetivo es encontrar la estrategia que minimice el valor esperado del valor
presente de todos los costos futuros.



La estrategia de control debe ser adaptada: esto significa que la decision de
hacer una extraccion o deposito en el momento t solo depende de los gastos e
ingresos en los tiempos anteriores a t (y de las decisiones tomadas
previamente). Un estrategia es un par = = (nd,n”),

o gl (5ﬂ’zﬂ)1§n§Md : 52 es el tiempo y Zﬂ es el monto del n-ésimo deposito.
o Y= (ég’zH)lfnSMu’ éjH es el tiempo y Zp es el monto de la n-ésima extraccion.

Mg y My puede ser finitos or infinitos. El proceso de dinero en efectivo
controlado es

depadsitos extracciones
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El costo de hacer un deposito ZOI es de Kd+ded, y el costo de realizar una
extraccion ZY es de K+kyz" (Ku> 0, Kg> 0, kg> 0y ky> 0). El costo de
oportunidad es continuo con tasa a > 0.




Cantidad a minimizar.

Consideremos una tasa de impaciencia 6> 0. El costo de la estrategia =,
empezando con cantidad inicial x, tiene dos términos:

1. El valor esperado del costo total de oportunidad descontado:
H(X) = EXUOO etaX’ dt].
0

2. El valor esperado del costo total descontado por hacer los depositos y
extracciones:

A4(x) (depésitos) AY(X) (extracciones)

A A
N\ r N\

Mgy My
Az(X) = Ex [D_ e (Kyrkazd) + D e %M (K +kuzl)]
n=1 n=1




Por lo tanto, el costo de usar la estrategia 7, Si empezamos en X es:

Cr(x) = H_(X) +A_(X).
y nuestro objetivo es encontrar, para cada x el valor
cx) =Infc(x
T

y, si es posible, encontrar una estrategia 6ptima 75 con

C(x) =INfCr(x) = C . (%).



Propiedades elementales de |la funcion C.

Para resolver el problema estudiamos la funcion C(x). Se pueden demostrar las
siguientes propiedades.

, .. , C(X) ,
* Cestabien definida, mas aun vale que —— esta acotado en [0,0) y
C(x) .
<ok esta acotado en (—oo,0].

« Cescontinuay localmente Lipschitz (finalmente se puede probar que es
Lipschitz pero puede no ser diferenciable).



Desigualdad 1 de HIB (depdsitos inmediatos)

Teniamos que C(x) = Inf, Cr(x). Tomemos primero las estrategias = donde
se deposita inmediatamente: §?= 0, Z‘fz w < X (podemos suponer 5‘{> 0),

tenemos entonces
Cx) = Cr(x)
= (K4+kgz) + Hzpy (X —w) +Agl(x —7) +Agl(x — W)
donde 71 es igual a = pero sacando el primer depésito (£4,z%) = (0,w).

Por lo tanto
C(X) < (K +kgw) + C(x —w) y

Eq(C) = Orpmilgx[(Kd + kqw) + C(X — W)]—C(x) > 0.
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Desigualdad 2 de HJB (extracciones
Inmediatas)

Tomemos ahora las estrategias = donde se hace una extraccion
inmediatamente é:llJ: 0, Zlfz Z (podemos suponer §g> 0), tenemos entonces

Cx) = Cz(x)

= (K#ku2) +He (X +2) + AL (X +2) + AL, (X +2)

donde 71 es igual a = pero sacando en primer depésito (¢1,Zn) = (0,2).
Por lo tanto

C(x) < (K, +kyz) +C(x+2) y

Eyu(C) = nzn>ion[(r<u +kuz) + C(x+2) ]-C(x) > 0
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Desigualdad 3 de HJB (sin control)

Finalmente tomemos una estrategia = con §?> 0y &> 0. Sitomamos un valor
h < gclj/\éjlj, consideramos el tiempo 7, del primer salto, tenemos que

far, = X+ ul, -+ X+ ph - UDIL g + X+ uh+ UDI, _ g, y ademas

Coo < Ex[ [ e taxf dt+ e ™C(XE,,,) ]

= Ey °2/\” e StgXF dt:I+C(X + ﬂh)EX[e_6h|h<rl]

+Ex[eHC(x+ ph—UNI__a | + Ex[e?C(x+uh+ UNI _u_, ]

71=t1<h

Pasando C(x) restando, dividiendo por h y tomando lim,_o obtendriamos (si C
fuera derivable en x) que

uC' ()~ (6 + By + By)CO) + By | Cx— w)dFg(a) + By, | COx+ a)dF (@) +ax = 0
0 0
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Llamamos

LC)(X) = uC' ()~ 3+ By + BL)CX) + By | Cox— a)dF g(@) + By | COx+ a)dF (@) + ax
0 0
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Ecuacidéon de Hamilton-Jacobi-Bellman

La ecuacion de HIB de este problema es

min{Ed(C)(x), Eu(C)(x),L(C)(X) y= 0
Vimos que, si C es derivable en x, entonces vale el >. Tambien se puede
probar que:

Resultado 1: C es una solucién viscosa de la ecuacion de HIB en todo
punto. En este caso supersolucion significa que vale el = si reemplazamos
derivadas por tangentes de C por abajo, y subsolucion significa que vale el <
si reemplazamos derivadas por tangentes de C por arriba.

Resultado 2: Sea mx una estrategia admisible, si w es cualquier
supersolucion viscosa de la ecuacion de HIB que es localmente Lipschitz y
tiene crecimiento lineal kg en el infinito, entonces

Cr,(X) > w(x).

A partir de estos dos resultados concluimos:
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Teorema de Caracterizacion: C es la mayor supersolucion
(localmente Lipschitz y crecimiento lineal ky en el infinito) de la ecuacion de
HJB

Teorema de Verificaciodn: Dada una familia de estrategias admisibles
TTx paratodo x € R. Silafuncién C(X) = C., (x) es una supersolucion de la
ecuacion de HJB, entonces C(X) = C(x).
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Funcidon de Valor Optima y Estrategia Optima.

El modo en que la funcion C resuelve la ecuacion de HJB, sugiere cual es la
estrategia optima.

(1) En el caso que E4(C)(x) = 0, tenemos que

MIN (kgw + Kg+C(x —w) )= C(x).
O0<w<Xx

Esto significa que la estrategia optima en X seria hacer un depdosito de

z9=arg min (kqw + Kg+Cx —w)).
0<w<x

Por lo tanto, el efectivo después del deposito sera de X — ZO| con ded+Kd
como costo de depositar. 79 debe ser menor o igual a x ya que la cantidad de
efectiva debe ser no negativa en todo momento.
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Notar que en el nivel x en la que un depdsito de tamario Z¢ debe realizarse
(0 = E4(C)(x)), tenemos

C(X) = ded + Kq + C(X — Zd).
Asi,
C(x) — C(x — Z9) — kqZd =jx_zd (C'(s) —kq)ds = Kq.

En el caso en que el costo proporcional por un deposito es kg= 0, esto implica
gue la integral de c’ entre x in el nivel resultante x — Z¢ es exactamente el
costo fijo Kq. El nivel x — 79 resultante se llama el "blanco" de la estrategia de
deposito en el valor X.
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(2) En el caso que Ey(C)(x) = 0, tenemos que

MiN(kyz + Ky+C(z +x)) = C(X).

>0

Esto siginifica que la estrategia Optima seria una extraccion de tamafno

z'=arg min(kyz + Ky+C@z +x)).

>0

Por lo tanto, el nivel de dinero después de este ajuste seria el "blanco" de la
estrategia de extraccion x + ZY con un costo de kyZ"+Ky.

Analogamente al caso de ajuste para abajo, en el caso que ajuste en X sea
para arriba de tamano Z", tenemos,

C(x) = C(Z" +x) + kuZ" + K|,
Asi,

C(ZY + X) — C(X) + kyZ" =jx (C'(s) +k,) = —Ku
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. . ., . /
En el caso que el ajuste proporcional por extraccion sea ky= 0, la integral of C
entre el punto X y el correspondiente blanco para arriba es igual a menos el
costo fijo Ky.
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(3) Finalmente si en el punto x se satisface que

L(C)(x) =0,

entonces no se hace nada. En los conjuntos abiertos donde L(C) = 0, no se
realiza ningun control.
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Resultados acerca de la Estrategia Optima.

» Se puede partir el conjunto R en dos cerrados disjuntos
U={E,(C) =0}y D ={E4(C) =0}, yenun conjunto abierto
NA =(U U D). Si el nivel de efectivo esta en U, se hace una extraccion
hacia un determinado "blanco hacia arriba" que depende de x; si el nivel
de efectivo esta en D se hace un depdsito hasta "blanco hacia abajo" que
depende de x. En el conjunto de no-accion NA no se hace nada.

« Cada componente conexa de U tiene un blanco hacia arriba constante y
cada componente conexa de D tiene un blanco hacia abajo constante,
estos blancos estan en la region NA. Los extremos superiores de las
componentes conexas de U se llaman "gatillos para las extracciones" y
los extremos inferiores de las componentes conexas de D se llaman
"gatillos para depositos"”.
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El conjunto U = (—,0] y hay un solo blanco para arriba sy. Es decir que
el Unico gatillo para las extracciones es el cero. Se concluye que C(x) es
lineal con pendiente —k, en (-, 0].

Sikg = alé, el conjunto D es vacio y NA = (0, ).

Sikg < al/é, el conjunto NA es acotado y hay solo un namero finito de
blancos para abajo: sé, sé, e ,58 . Se concluye que C(x) es lineal con
pendiente kg en alguna semirecta [M, «).

Sikg = ky = 0 (solo hay costos fijos), hay un solo blanco sgj para abajo
y coincide con el blanco sy para arriba. Este punto es el

min (arg minysg C(x)).
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Resultados acerca de la Funcidn de Costo
Optima.
(blancos con s minuscula y gatillos con S mayuscula)

 es continuamente diferenciable, excepto possiblemente en los gatillos.
Mas aun, las derivadas laterales en los gatillos existen y satisfacen.

—ky =c'0) =c'oM(])

c'(S§7) = ka = ' SHC | ).
Veremos ejemplos donde las derivada tienen saltos en los gatillos.

« Tambien veremos ejemplos donde la funcion C no es ni concava ni
convexa.
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Conjeturas acerca de la Estrategia Optima.

El ejemplo mas simple del tipo de estrategias que describimos antes son las
llamadas estrategias con bandas de impulso (ICB). Son caracterizadas por

o Un par de "gatillo-blanco" para abajo (Sq, Sq).
o Un par de "gatillo-blanco" para arriba (Sy, Su),

conSq >Sq =Sy > S, = 0.

Si la cantidad de efectivo esta arriba de Sd, ajustar inmediatamente hacia
abajo (deposito) hasta el nivel Sq, y si la cantidad de efectivo esta por debajo
de Sy, ajustar inmediatamente hacia arriba (extraccién) hasta el nivel Sy. Con
nuestra notacion U = (—,S,], NA = (S,,Sp) Y D =[S, ).
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Simulated Trajectory under an Impulse Band Policy given by (S, S4, Sy, Su)
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En el caso que el proceso de nivel de efectivo sin control se modela por un
movimiento Browniano, Harrison, Sellke and Taylor (1983) probaron que la
Optima estrategia es del tipo ICB y obtuvieron los gatillos y blancos 6ptimos.

Bar-llan, Perry and Stadje (2004) consideraron el caso en que el proceso de
evolucion del nivel de efectivo es una superposicion de un movimiento
Browniano con un proceso compuesto de Poisson con saltos para arriba y para
abajo. Para el caso en que las distribuciones de los saltos son de "phase-type"
(generalizaciones de mezclas de distribuciones exponenciales). En este
trabajo, encontraron formulas explicitas para las funciones de valor de las
estrategias de tipo ICB y encontraron los parametros 6ptimos en algunos
ejemplos numericos.
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Veremos algunos ejemplos donde la estrategia optima es mas complicada que
las del tipo ICB, por ejemplo donde los conjuntos NA y D tienen dos
componentes conexas.
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2- Band Policy with two Downward adjustments zones and one downward target
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Numerical Example with an ICB optimal policy

Parameters of the example.

Downward and upward jumps with exponential distribution functions:
Fd(X) —1_ e—0.0Sx’ FU(X) = 1 _e0.02x

Discount factor: 6 = 0.06.

drift: u = —-365.

Poisson intensity: 4= 30,3 ,= 10.

a=0.05ky= 0.2, kg= 0.3, Ky= Kg= 10.

We have that:

o The optimal policy is an impulse control band policy (ICB) with
Su= 0,5y= 372.3, s4= 5551.7,S4= 6172.4
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Numerical Example with two downward triggers
Parameters of the example:

*  Downward jumps with distribution function Fg(X) = lx>1 and exponential distribution

for the upward jumps Fy(x) = 1 —e™~.
Discount factor: 6 = 0.1, drift: u = —1.
Poisson intensity: f,= 10,5 ,= 0.1.
a = 20 ,ky=kq= 0 (no proportional costs for cash adjustments), Ky= Kg= 1.
We have,
«  The upward trigger Sy= 0, the downward and upward targets are
Sd = Sy = 0.2 and correspond to the the minimum of C (because the
proportional transaction costs are zero).
- There are two downward triggers S§ = 0.8 and S5 = 1.3. Furthermore,
the non-action regions are given by (0, S})u(1.1,S}). So the optimal policy
is not ICB.
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Muchas gracias.





