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Teorema 1 (Compacidad). Una L-teoria T es satisfacible si y solo si todo subconjunto finito
de T es satisfacible.

El teorema de Completitud de Godel [2] dice que T |= ¢ sii T'F ¢. Usando este resultado,
es directo probar Compacidad. En efecto, como consecuencia del teorema de Completitud
tenemos que T es satisfacible si y solo si T es consistente. La implicacién de izquierda a
derecha del Teorema (1| es trivial. Para la implicacién de derecha a izquierda, supongamos
que T es insatisfacible. Entonces T' es inconsistente, y por lo tanto existe ¢ tal que T F ¢
v T F —p. Sea A el conjunto de férmulas de T' que aparecen en ambas derivaciones. Como
las derivaciones son finitas, A también lo es. Asi, A F ¢ y A F =y, de modo que A es
inconsistente y luego es insatisfacible.

Las secciones |1 y [2 estdn basadas en [4]. Las aplicaciones de la seccién [3| estdn basadas
en [4] y [1].

1. El teorema de Compacidad

En esta seccién probamos el Teorema de Compacidad de manera puramente seméntica,
es decir, sin hablar de sistemas deductivos.

Definicion 1. Una L-teoria es finitamente satisfacible si todo subconjunto finito de T es
satisfacible.

El Teorema de Compacidad se reduce a probar que si T es finitamente satisfacible entonces
T es satisfacible. Informalmente, el argumento tendra tres pasos. Primero probaremos que,
dado un lenguaje £ y una L-teoria T', podemos extender £ a L* y extender T a T™* de modo que
T* siga siendo finitamente satisfacible pero ademas tenga testigos, es decir contenga ciertas
férmulas que que atestigiien las férmulas existenciales por medio de constantes. El segundo
paso serd extender T a una teoria maximal 7" que siga siendo finitamente satisfacible y siga
teniendo testigos. El tltimo paso serd la construccién de un modelo M de T”. Este modelo
M restringido al lenguaje original £ serd un modelo para T'. En las secciones [1.1] y [13]
se formalizan estos tres pasos.

1.1. Paso 1: agregar testigos

Definicién 2. Decimos que la L-teoria T tiene testigos si para toda L-férmula ¢(x) con una
variable libre x existe un simbolo de constante ¢ en £ tal que (Iz.¢(x)) — ¢(c) € T.



Claramente, si una L-teoria tiene testigos, cualquier extension de ella sobre £ también
tiene testigos.

Lema 1. Sea T una L-teoria finitamente satisfacible. Hay un lenguaje L* O L y una L*-
teoria T* O T que es finitamente satisfacible y tiene testigos. Podemos elegir L* tal que
|£*| = |L] + No.

Demostracion. Primero probamos que existe £1 2 £ y una Li-teoria finitamente satisfacible
Ty O T tal que para toda L-féormula ¢(x) hay un simbolo de constante ¢ en £ tal que
(Fz.o(x)) = @(c) € Ty. Para cada L-férmula ¢(z) sea ¢, un nuevo simbolo de constante.
Definimos

L1 = LU{cy | es L-formula}
Tn = TU{Y, | p(x)es L-férmula},

donde ), es la Lq-férmula (3z.p(x)) = ¢(cy).

Veamos que 17 es finitamente satisfacible. Sea A C Tj finito. Entonces A = Ag U
{¥e1,- -, Y, } para algin Ag C T finito. Como T es finitamente satisfacible, existe M = Ay.
Extendemos M a M’ sobre L. De M a M’ solo cambiamos la interpretacién de los nuevos
simbolos ¢, de manera que M’ = Ag. Interpretamos los nuevos simbolos de esta manera:
si M E Jz.p(x), elegir algiin a € M tal que M = ¢(a) y definir CQA/ = a. Si no, definir ¢,
como cualquier elemento de M. Claramente M’ |= 1), para cualquier £-férmula ¢, de modo
que 17 es finitamente satisfacible.

Ahora iteramos la construccién anterior para obtener una secuencia de lenguajes £ O £1 D
L9 D ... y una secuencia de teorias T' D 17 D T» D ..., donde T; es una L;-teoria finitamente
satisfacible tal que si ¢(x) es una £;-formula entonces hay un simbolo de constante ¢ € £; 11
con (z.p(x)) — ¢(c) € Titq.

Definamos £* = |, L; y T* = |J; Ti. Por construccién, T* tiene testigos. Si A C T*
es finito, entonces A C T; para algin i. Entonces A es satisfacible y por lo tanto T es
finitamente satisfacible.

Si llamamos Ty a T'y Lo a L, es facil ver que en T; hay |£;| + X férmulas para i > 0. Por
induccién se prueba que |L*| = |£| 4+ No. O

1.2. Paso 2: maximizar

Definicién 3. Una L-teoria es mazimal si para toda sentencia ¢ de £, p € T o ~p € T.

El siguiente lema dice que cualquier teoria maximal y finitamente satisfacible estd cerrada
por consecuencia légica restringida al caso finito:

Lema 2. Sea T una L-teoria maximal y finitamente satisfacible y ¢ una L-sentencia. Si
A CT es finito y A | ¢ entonces p € T.

Demostracion. Si ¢ ¢ T, por ser T" maximal, tenemos —¢ € T. Pero AU {—¢} C T es finito
e insatisfacible, de manera que T no es finitamente satisfacible. O

Lema 3. SiT es una L-teoria finitamente satisfacible y ¢ es una L-sentencia entonces TU{p}
es finitamente satisfacible o bien T'U {—p} es finitamente satisfacible.



Demostracion. Supongamos que T'U {¢} no es finitamente satisfacible. Entonces existe un
conjunto finito A C T tal que A = —p. Veamos que T'U {—p} es finitamente satisfacible.
Sea 3 C T finito. Como A U X es satisfacible y AU Y = —p, ¥ U {—¢} es satisfacible. Luego
T U {—¢} es finitamente satisfacible. O

El siguiente corolario usa el lema de Zorn, que dice si en un conjunto parcialmente ordenado
P, toda cadena tiene una cota superior en P, entonces P tiene al menos un elemento maximal.

Corolario 1. S5 T es una L-teoria finitamente satisfacible entonces existe una L-teoria fini-
tamente satisfacible mazximal T' O T.

Demostracion. Sea I el conjunto de todas las L-teorias finitamente satisfacibles que contienen
a T. Ordenamos a I por inclusién. Si C' C I es una cadena, llamamos T = [ J{X | ¥ € C}.
Si A C T es finito entonces existe 2 € C' tal que A C X. Como X es finitamente satisfacible,
A es satisfacible y por lo tanto T¢ es finitamente satisfacible. Ademads, To O ¥ para toda
Y. € C. Entonces toda cadena en I tiene una cota superior en I. Por el Lema de Zorn, existe
T’ € I maximal con respecto a la inclusién. Como 7" € I, T” resulta finitamente satisfacible
y contiene a T'. Por el Lema |3}, T U {¢} o T" U {—¢} es finitamente satisfacible. Como 7" es
maximal con respecto a C, ¢ 0 = estd en T”. Luego T" es una teoria maximal. O

1.3. Paso 3: construir el modelo

Lema 4. Sea T una L-teoria con testigos, maximal y finitamente satisfacible. Entonces T
tiene un modelo. Es mds, si a es un cardinal y L tiene a lo sumo a simbolos de constante,
entonces existe un modelo M tal que M =T y |M| < o

Demostracion. Sea C el conjunto de constantes de L. Para ¢,d € C definimos
c~d sii c=deT.
Hecho 1. ~ es una relacion de equivalencia.

Demostracion. Como = ¢ = ¢ entonces ¢ = ¢ € T. Supongamos ¢ = e,e = d € T. Como
{c=e,e=d} Ec=d, por Lema |2, ¢ =d € T. Con un argumento similar se prueba que
c=ecTsiie=ceT. O

Definimos el modelo M de esta manera:

» El universo: el universo de M serd M = C/ ~, las clases de equivalencia de C médulo
~. Llamamos ¢* a la clase de ¢. Observar que |M| < a.

s Interpretacién de los simbolos de constante: si ¢ es una constante entonces:

M = "

= Interpretacion de los simbolos de relacién: si R es n-aria, entonces

RMI{(CT,...,C:)|R(cl,...,cn) €T}

Veamos que R™M estd bien definida. Si ¢i,...,cp,d1,...,dn € Cy ¢; ~ d; para todo
i =1,...,n entonces, por Lema[2| R(ci,...,¢c,) € T sii R(ds,...,d,) € T.



s Interpretacion de la funcion f: si f es n-aria, entonces

M, ey =d" sit fler,...,cn) =deT.

n

Veamos que fM estd bien definida. Sabemos que = 3z.f(c1,...,¢,) = 2. Como T tiene
testigos, existe ¢ € C tal que (3x.f(c1,...,¢n) = x) — f(c1,...,¢p) = ¢ € T. Por
Lema fler,...,cn) = ¢ € T. Por un argumento similar, si ¢; ~ d; parai = 1,...,n
y ¢ ~ d tenemos f(di,...,dy,) = d € T. Es mds, como f es un simbolo de funcién, si
ei~c;parai=1,...,ny f(er...,e,) =e € T entonces e ~ c.
Hecho 2. Supongamos quet es un término con variables libres entre x1,...,Tn. Sic1,...,Cp,d €
C entonces t(c1,...,cp) =d €T sii t"(c},...,ct) = d*.

Demostracion. Probamos (=) por induccién en los términos.

» Si t es la constante ¢, entonces ¢ = d € T y por lo tanto ¢ ~ d. Como M =
c*(cy,...,c) = c*, tenemos ¢* = d*.

» Sit es la variable z;, entonces t(cy, ..., cp,) es ¢;. Por hipdtesis, ¢; = d € Ty por lo tanto
ci ~ d. Entonces tM(c},...,c5) = cf = d*.

» Si t es una funcién aplicada a constantes, i.e. t = f(dy,...,dy) para di,...,d, € C,
entonces t(c1,...,cn) esty fM(ch, ..., c) es (AL, .. dx). Sif(dy,...,dm) =deT.
Entonces, por construccién, fM(di, ... d5,) = d*.

» Sitesdela forma f(t1,...,ty,), con ti,...,t, L-términos. Como T tiene testigos y

por Lema [2] existen d, ds,...,d, € C tal que t;(c1,...,cn) =d; € Tparai=1,...,ny
f(di,...,dn) = d € T. Por hipétesis inductiva, tM(ct,...,ct) = df y fM(d], ..., d5,) =

d*. Luego t"M(ck, ..., c) = d*.
Para (<), supongamos t(c}, ..., c%) = d*. Como T tiene testigos y por el Lema existe
e € C tal que t(cy,...,c,) = e € T. Por la parte (=), tM(c},...,ct) = e*. Entonces e* = d*
y por lo tanto e = d € T. Asi, concluimos que t(cy,...,¢,) =d e T. O

Hecho 3. Para toda L-formula ¢(z1,...,2n) y di,...,dy € C, M = @(c,...,c) siy solo
sip(ery...,cn) €T.

Demostracion. Por induccién en las férmulas.

= Supongamos que @ es t; = ty para L-términos t1,ts. Como T tiene testigos y por el
Lema existen dy,ds € C tal que t;(cq,...,¢,) =d; € T parai =1,2. Por el Hecho
tZM(c’{, ...,Cy) =df parai=1,2. Entonces

ME (e, ....cp) & di =d;
Sdi=dyeT (por def. de ~)
S ti(cry...y0n) =ta(cry..yen) €T (por Lema [2)



» Supongamos que ¢ es R(t1,...,ty). Entonces

o(cty ..., cn) = R(ti(cry ..o ycn)y oy tm(cr, ... cn)).

Como T tiene testigos y por Lema [2] existen dy,...,d,, € C tal que t;(c1,...,¢,) =d; €
T parai=1,...,m. Por el Hecho [2| tM(c},...,c}) = d} parai=1,...,m. Luego

ren

MEp(d,....¢) & (di,....d;) € RM

& R(dy,...,dn) €T (por def. de RM)
< R(t1(c1y--s¢n)s e stn(cr, . cn)) €T (por Lema [2))

s pler...,em) €T

» Supongamos que @ es —p.

M @lel,. o eh) & MIEB(E, .., c)
S Pler, ... cn) T (por hip. ind.)
S p(ery...,en) €T (porque T' es maximal)

» Supongamos que ¢ es Y A p.

MEog(e,...,c) & MEd(c,...,c) y M= ple,....q)
< (Y Ap)er,y...,en) €T (por hip. ind. y Lema [2))
< plery...,en) €T

» Supongamos que ¢ es Jx.¢(x). Entonces ¢(c1, ..., cy) es Jz.)(x, cq,. .., ¢,). Por un lado

M o(d,...,c) = existe d € C tal que M = ¢(d*,cf,...,c)

ren

= Y(d,c1,y...,cp) €T (por hip. ind.)
= Jz.ap(z,c1,...,¢p) €T (por Lema

Por otro lado,

o(ct,...,cn) € T = existe d € C tal que ¥(d,c1,...,c,) €T
(T tiene testigos y Lema

= M EyYd*d,...,c) (por hip. ind.)
= M EJzap(d, ...,
= M= p(d,....cp)

Esto concluye la demostracién del Lema [4]



2. Compacidad fuerte y teoremas de Lowenheim-Skolem

El siguiente es una version fuerte del teorema de Compacidad:

Teorema 2. Si T es una L-teoria finitamente satisfacible y a es un cardinal infinito tal que
a > |L|, entonces hay un modelo de T de cardinal a lo sumo a.

Demostracion. Por el Lema existe £L* O L con |L£*] < a y existe una L*-teoria T* D T que
es finitamente satisfacible y tiene testigos. Por el Corolario [} existe una L*-teoria T" D T*
que es finitamente satisfacible y maximal. Recordar que si una teoria tiene testigos, entonces
cualquier extensién sobre el mismo lenguaje también. Por lo tanto, 7" tiene testigos y el
Lema [4] garantiza la existencia de un modelo de 7" de cardinal a lo sumo «. O

Teorema 3. Si T es una L-teoria con modelos infinitos y o > |L| es un cardinal infinito,
entonces existe un modelo de T de cardinalidad o.

Demostracion. Sea L* = LU {cg | f < a}, donde cada cg es un nuevo simbolo de constante,
y sea T™ la L*-teoria

TU{cg#cy| By <a,B#7}

Si M | T* entonces M tiene cardinalidad oo como minimo, pues debe interpretar a constantes
con distintos elementos. Por el Teorema [2| basta probar que T™ es finitamente satisfacible. Si
A C T* es finito, entonces A C T'U{cg # ¢y | B # 7, 8,7 € I}, donde I es algin subconjunto
finito de «. Por hipétesis, T tiene un modelo infinito M. Podemos interpretar los simbolos de
constante {cg | B € I} como |I| elementos distintos de M (e interpretar el resto de los nuevos
simbolos con cualquier elemento de M). Como M | A, concluimos que T* es finitamente
satisfacible. O

El Teorema (3| implica el teorema original de Lowenheim [3] que dice que si una sentencia
tiene modelo entonces tiene modelo finito o infinito numerable. En su forma méas moderna
el enunciado del teorema de Lowenheim-Skolem es més general y méas fuerte que esta tltima
asercion. El teorema se suele dividir en dos partes: una que dice que cualquier modelo tiene
subestructuras elementales de cualquier cardinalidad infinita mas chica (a esta parte se la
llama descendente y otra que dice que cualquier modelo tiene extensiones elementales de
cualquier cardinalidad mas grande (a esta parte se la llama ascendente).

Antes de enunciar formalmente los teoremas de Lowenheim-Skolem, probamos el siguiente
lema:

Definicion 4. Si M es una L-estructura, llamamos L,; al lenguaje que resulta de agregar a
L una nueva constante por cada elemento de M. El diagrama atémico de M es

Diag(M) = {e(my,...,my) | M o(mi,...,m,) y ¢ es una L-férmula atémica o

la negacién de una atémica}
El diagrama elemental de M es
Diagy(M) = {p(mi,...,my) | M= @(mi,...,my) y ¢ es una L-férmula}

Lema 5. 1) Sea M una L-estructura y sea N una Lyr-estructura tal que N |= Diag(M).
Entonces hay un embedding de M a la restriccion de N a L. 2) Si N |= Diag, (M) entonces
hay un embedding elemental de M a N



Demostracién. Para 1), sea g : M — N definido como j(m) = m", es decir, g(m) es la

interpretacién del simbolo de constante m de £y, en N. Si mq, my € M son distintos, entonces
my # mg € Diag(M). Entonces g(mq) # g(msz), de modo que g es un inyectiva. Si f es un
simbolo de funcién de £y fM(myq,...,m,) = m entonces f(my,...,m,) =m € Diag(M) y
N (g(my),...,g(my)) = g(m). Si R es un simbolo de relacién n-ario de £y (my,...,my) €
RM, entonces R(my,...,my) € Diag(M) y (g(m1),...,g(my)) € RV. De este modo, g es un
embedding.

Para 2), si N7 |= Diag, (M) entonces g es elemental. O

Teorema 4 (Lowenheim-Skolem ascendente). Sea M una L-estructura infinita y o un car-
dinal infinito tal que o > |M |+ |L|. Entonces existe una L-estructura N de cardinalidad « tal
que hay un embedding de M a N —y por lo tanto N es isomorfo a una extension elemental

de M.

Demostracion. Como M = Diagy (M), entonces Diag, (M) es una teorfa con modelos infi-
nitos. Por el Teorema 3| existe un modelo A de de cardinalidad « tal que N |= Diag(M).
Por el Lema [f] hay un embedding de M a A. O

Teorema 5 (Lowenheim-Skolem descendente). Sea M una L-estructura infinita y sea X C
M. Entonces existe un submodelo elemental N de M tal que X C N y |N| < |X|+ L]+ No.

3. Aplicaciones

Proposicién 1. Existen modelos no estandar de la teoria de numeros completa —i.e. el con-
junto de sentencias que valen en el modelo estandar de N sobre el lenguaje {+, -, 5,0}.

Demostracion. Como la teoria de niimeros completa tiene un modelo infinito, por el Teore-
ma [3], tiene modelos de cualquier cardinalidad infinita. Un modelo no numerable de la teoria
de nimeros no puede ser estandar. O

El teorema de Compacidad puede servir para demostrar que ciertas clases de modelos no
son elementales. Razonamos por al absurdo asi: suponemos que K es una clase de modelos
sobre un cierto lenguaje £ y consideremos una L-teoria T' tal que para cualquier modelo M
sobre £ tenemos M € K = M | T. Si encontramos un modelo N tal que N' = T pero
N ¢ K, entonces la clase K no es elemental (porque la implicacion M € K < M = T
no es cierta). Para encontrar este modelo N' podemos razonar asi: definimos un conjunto
de férmulas T” sobre un cierto £’ O L tal que 1) T U T’ es finitamente satisfacible y 2) si
N’ = T UT' entonces N’ restringido a £ no pertenece a K. Por compacidad existird un
modelo N tal que su restriccién a £ satisface T pero no pertenece a la clase K. Las siguientes
Proposiciones [2| y [3| son aplicaciones de compacidad que se prueban siguiendo este tipo de
argumentacion.

Proposicion 2. Si T tiene modelos finitos arbitrariamente grandes entonces T tiene modelos
mnfinitos.

Demostracion. Sea @, = r1, ..., Ty. /\Kj x; # x;. Claramente M = ¢ sii M tiene al menos
n elementos. Definamos 77 = T'U {¢,, | n > 2} y tomemos un subconjunto finito A C 7”. Sea
m el maximo 7 tal que p; € A. Como T tiene modelos arbitrariamente grandes, existe un M
con mas de m elementos tal que M = T. Por Compacidad T” es satisfacible por un modelo
N. Como N [ ¢, para todo n, N es necesariamente infinito. ]



Corolario 2. La clase de modelos finitos no es elemental.

Demostracion. Supongamos que existe T tal que M es finito sii M | T. Como T admite
modelos finitos arbitrariamente grandes, por la Proposicion 2] T' tendria un modelo infinito
y esto es un absurdo. O

Observar que la clase de modelos infinitos si es elemental: para las formulas ¢,, definidas
en la demostracion de la Proposicién 2 M = {¢y, | n > 2} sii M es infinito. Sin embargo, la
clase de modelos infinitos no es una clase béasica elemental, i.e. no existe una sentencia ¢ tal
que M = ¢ sii M es infinito. Si existiera tal ¢, la clase de modelos finitos seria elemental via
{—=¢}. Observar que con un simbolo de funcién f es posible forzar modelos infinitos (expresar
que f es inyectiva y no suryectiva).

Proposicién 3. Sea L = {+,-,0,1} y sea T una L-teoria que tiene como modelos a cuerpos
con caracteristica finita arbitrariamente grande. Entonces T tiene como modelo un cuerpo de
caracteristica 0.

Demostracion. Sea T' la L-teoria de los cuerpos y consideremos la L-teoria

S=TUT' U{l+---+1+#0 i .
{I1+---4+1#0|p es primo}
P

Cualquier conjunto finito ¥’ C ¥ involucra un méximo primo p. Sea M un cuerpo de ca-
racteristica mayor que p tal que M = T. Como M es un cuerpo, M = T’. Por lo tanto
M [ ¥/, Por Compacidad, ¥ tiene modelo, y este modelo serd un cuerpo de caracteristica 0
que satisface T'. O

Corolario 3. La clase de los cuerpos de caracteristica no cero no es elemental.
Observar que la clase de cuerpos de caracteristica cero si es elemental.

Proposicién 4. Ezisten cuerpos ordenados no arquimedianos elementalmente equivalentes
al cuerpo ordenado de los numeros reales.

Demostracion. Un cuerpo ordenado (F,+,-,0,1, <) es arquimediano sii para a,b € F positi-
vos, existe un n tal que
a+---+a>b.
—_——
n
Veremos que esto no es expresable en primer orden.
Sea T la teoria de todas las L-sentencias que valen en el cuerpo ordenado de los ntimeros

reales, donde £ = {+,-,0,1, <}. Sea ¢ un simbolo distinto a 0 y 1. Sea

N=TU{l+---+1<c|neN}.
—_———

n

Para cada ¥’ C ¥ finito existe un modelo M tal que M |= ¥’. Este modelo es el modelo de
los reales en donde el simbolo de constante ¢ se interpreta con un real suficientemente grande.
Por Compacidad X tiene un modelo N. En AN valen todas las sentencias del cuerpo ordenado
de los reales, tanto 1V como ¢ son positivos y sin embargo ningin multiplo finito de 1V

excede V. O

Corolario 4. La clase de cuerpos ordenados arquimedianos no es elemental. La clase de
cuerpos ordenados no arquimedianos tampoco.
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