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Ry Ro  Po  Po ., 9
=3 Taxe a2 T oz =" oxrox

=o¢

Electromagnetismo
Las ecuaciones de campo clasicas son las llamadas ecuaciones de
Maxwell para (los campos vectoriales) E y B:

V-B=0
0B
Vfo—E

V-E=p
VxB:j%-%

ot
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Relatividad general

La incognita de relatividad general es una métrica g = g,,, dx* ® dx”
Lorenziana, es decir, de signatura (—, + - - +).

La ecuacion de Einstein (en el vacio) para una métrica
g = guadx" ®dx” es

Ric — %(R+A)g: 0

Donde Ric es el tensor de Ricci, depende de la métrica g y de sus
derivadas (hasta la derivada segunda), R es el escalar de curvatura,
y A es una constante, denominada constante cosmologica.

A diferencia de las anteriores (onda, y electromagnetismo), la
ecuacion diferencial de la relatividad general es no lineal.
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Euler - Lagrange

Marco general:

G=SO(1,D —1)XRP =ISO(RP, (— +---+))

V una representacion (real o compleja) de G, o de
g = Te(G) = Lie(G)

Un campo (en el espacio de Minkowski M) es una funcion ¢ : M — V
que satisface cierta ecuacion diferencial. Muchas veces, estas
ecuaciones provienen de un principio variacional.

Tomamos S(¢) = [,, d°XL(¢(x), d¢(x), x), donde L se denomina el
Lagrangiano, y S se llama la accion.

Si L= L(¢, 09, x), las ecuaciones de Euler-Lagrange para minimizar
(mejor dicho, buscar puntos criticos de) la accion es

o (0L \_oL
: (6(8;@)) T 9
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Ecuacion de Klein - Gordon

L= J(mé? + Vo) = L(mé? + 1 0,60,0) = L (d? + 0%60,0)

E
nt = )
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Ecuacion de Klein - Gordon

L= (m¢2+|V¢I —5
nt = )

oL Y B

(Mme? + 0" 0,0, ¢) = (m¢2 + "¢, ¢)

nuv

oL

a6~ ™
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Ecuacion de Klein - Gordon

L= (m¢2+|V¢| §m¢2+n“”3u¢3u¢) (m¢2+a“¢au¢)

n;u/ —

Nz
oL

a6~ ™

oL oo
a/t (W) = 77“ 8,uau¢ = DQS

E—L: Op=ms
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0 Ei E E;
—E 0 Bs B
-E; -B; 0 B
-Es B B 0 u
VXE+0B=0, yxd«F=jesV-E=pyV xB—-0:E=]j.

si Fp, = entoncesdF =0esV-B=0y



|. Teorias clasicas de campos

Yang-Mills



|. Teorias clasicas de campos

Yang-Mills
g un algebra de Lie, y A una 1-forma a valores en g.



|. Teorias clasicas de campos

Yang-Mills
g un algebra de Lie, y A una 1-forma a valores en g.
Si {Ja}4 €s una base de g,

A= A2Jqdx*

se define
Fu = 0,A, —0,A, + g[AL Al



. Teorias clasicas de campos

Yang-Mills
g un algebra de Lie, y A una 1-forma a valores en g.
Si {Ja}4 €s una base de g,

A= AZJadx“
se define

Fu = 0,A, —0,A, + g[AL Al

= 0uARSa— 0y A2 Ja+ glA2 Ja, ADJp] = 0, ARSa— 0, A2 o+ A2 AD[Ua, Jp]
La accion es
SYM = /d4XTrad(FW,F“V)



|. Teorias clasicas de campos

Yang-Mills
g un algebra de Lie, y A una 1-forma a valores en g.
Si {Ja}4 €s una base de g,

A= AZJadx“
se define

Fu = 0,A, —0,A, + g[AL Al

= 0uARSa— 0y A2 Ja+ glA2 Ja, ADJp] = 0, ARSa— 0, A2 o+ A2 AD[Ua, Jp]
La accion es
SYM = /d4XTrad(FW,F“V)

Si g =u(1) =R, entonces Y-M es Maxwell (sin corriente).



|. Teorias clasicas de campos

Yang-Mills
g un algebra de Lie, y A una 1-forma a valores en g.
Si {Ja}4 €s una base de g,

A= AZJadx“
se define
Fu = 0,A, —0,A, + 9lA., Al
=0,A%J,— auAﬁJa + g[AﬁJa, AfZJb] = 0,A%J,— 8UAZJa +gAiAfZ [Ja, Jb]
La accion es

SYM = /d4XTrad(FW,F“V)

Si g =u(1) =R, entonces Y-M es Maxwell (sin corriente).
Para g = u(1) x su(2) x su(3) es (esencialmente) el modelo standard
de particulas.
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Relatividad general

SEinstein = /dDX\/ —g(R+AN\) = /(R + A)dVol

donde R = escalar de Ricci, R = R(g,0,9,0,0.9), y A es una
constante.

La ecuacion de Euler-Lagrange es:

Ric — %(R+/\)g: 0
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En dimension tres:
A= A,dx* una 1-forma, F = dA = 1(9,A, — 9, A,)dx" A dx”,

Scs:/A/\F:/A/\dA

No hay dependencia explicita de la métrica, es una teoria topoldgica.

En el caso no abeliano (con A una forma a valores en un algebra de
Lie): F,, = 0,A, — 0, A, + 9[AL, AL,

SCS:/Tr(A/\dAJrgA/\A/\A)

Si g = s0(2,2) (Witten) se tiene la relatividad en dimension tres!
En dimension cinco:

SCS:/Tr(A/\dA/\dAJr%A/\A/\A/\dAJr%A/\A/\AAA/\A)
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E — M un fibrado con una accion de SO(g),

G un grupo que actda en el fibrado, L un lagrangiano.

Diremos que la teoria es G-invariante si L es invariante, o incluso si

L(6, 06, x)d°x = 9(L(6, 06, )d°x) = d(1()) ¥g € G. 1 € Q7" (M)

con lo cual, las ecuaciones de movimiento para Ly 9L son las
mismas.
Si g es un algebra de Lie, diremos que la teoria es g-invariante si

X.(L(¢,06,x)d"x) = d(n(X)) VX € g

Si la teoria es G-invariante para un grupo de Lie G, entones lo
serapara g = T.G.

Si la teoria no esta dada por un Lagrangiano, sino por un operador
diferencial D, diremos que g es una simetria de la teoria si g actia
en el espacio de soluciones de D. Es decir, D(¢) = 0 < D(9¢) = 0.
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» Si L(¢,09,x) = L(¢,0¢), entonces se tiene invarianza por
traslaciones espaciales y temporales.

En este caso, la transformacion infinitesimal asociada es
o0x = (6,0,...,0) y ¢ = €0s.

> Si L= 1(m(¢ + ¢3) + |Vo1|? + |[V2|?, entonces la teoria tiene
invarianza por
@1 — C0S O + Sinbgo;

¢2 — —SinO¢p1 + €oS O

En este caso ox =0y 6(¢1, d2) = (eda, —€dr).
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X - X!

P(x) — ¢ (X)

X + €
P(x) +  €0,p(X)E" + €G((X))
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Para cada transformacion infinitesimal

X = X = Xx + €
p(x) = JX) = o(x) + €up(X)E" +eG(o(xX))
= ¢ + 0

que deje invariante la accién S, es decir, que
X.L:=ed(L) :=L'dPx — LdPx = edp

se tiene asociada una corriente
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Para cada transformacion infinitesimal

X = X = Xx + €
px) = ¢'(X) = ox) + € p(X)EH + eG(o(X))
= ¢ + 09

que deje invariante la accién S, es decir, que
X.L:=ed(L) :=L'dPx — LdPx = edp

se tiene asociada una corriente
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Ji=Lg 90 dp+mn

I
que verifica
ot =0

y en consecuencia, Q := [ dP~1/° verifica
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ll. Invarianzas: Teorema de Noether - Ejemplos
Invarianza en el tiempo

Si L(¢, 04, x) no depende explicitamente del tiempo, entonces la
traslacion t — t+ ¢, X' — X', ¢(x) — ¢'(x') = ¢(t +¢,x') deja L

invariante.
Tenemos oL
j# = LEH — 0
J &3 o
y en este caso
&t =(@,0,...,0)

06 = ¢'(X') — (X)) = 01¢ = Do¢ = b0
Por lo tanto

oL
01 = H
J 8(1),0(/)0

Se denomina el Hamiltoniano.



ll. Invarianzas: Teorema de Noether - Ejemplos
Invarianza en el tiempo

Si L(¢, 04, x) no depende explicitamente del tiempo, entonces la
traslacion t — t+ ¢, x' — x', ¢(x) — ¢'(x') = ¢(t +¢,x') deja L

invariante.
Tenemos oL
j# = LEH — 0
J &3 o
y en este caso
&t =(@,0,...,0)

6¢ = ¢'(X') — ¢(x) = 01 = Do = ¢.0
Por lo tanto oL
O=L— ——¢po=H
J Do ®:0
Se denomina el Hamiltoniano. En mecanica cuantica, H regira la
evolucion temporal.
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Campo escalar: L = 3(m¢ +n*0,¢0,¢),

oL

H=L-—
8¢70
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Il. Invarianzas: Teorema de Noether - el Hamiltoniano

Campo escalar: L = 3(m¢ + 0,60, ¢),

oL
H=L- "¢
8¢70 ¢ 0
1

= 5(md* = (900)° + (99)%) + dod0od



Il. Invarianzas: Teorema de Noether - el Hamiltoniano

Campo escalar: L = 3(m¢ + 0,60, ¢),

oL
H=L- 2=,
a¢70 ¢ 0

1

(Mg? + (909)? + (9i9)?)

N
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M = RD = R1’D71 = (RDv (_a +--- 1+))
Consideramos f : M — M difeomorfismo que preservan angulo, es
decir, siv,w € T,M,

{f.(v), £(w)) = 2P (v, w)

Por ejemplo, si f es una rotacion, o una traslacion, pero tambien si f
es una dilatacion: f(p) = Ap. Y hay mas.
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La condicién de ser conforme, dice que la matriz del diferencial de f
debe ser la matriz de una isometria, a menos de un factor global. Por
ejemplo, en dimensién dos, con la métrica (+, +),

a b
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con (a,b) L (c,d),y & + b? = ¢ + d?, es decir, de la forma
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I1l. Grupo conforme
La condicién de ser conforme, dice que la matriz del diferencial de f
debe ser la matriz de una isometria, a menos de un factor global. Por
ejemplo, en dimensién dos, con la métrica (+, +),

a b
Dfp_(cd)

con (a,b) L (c,d),y & + b? = ¢ + d?, es decir, de la forma

( _ab g ) 0 ( z _ba ) Si escribimos

f(x,y) = (u(x, y), v(x,y))
entonces a = uy, b = uy, ¢ = vy, d = v, las condifciones a=d'y
b = —c son las ecuaciones de Cauchy-Riemann, o sea que f es
holomorfa, y en el segundo caso f es una funcion antiholomorfa
(holomorfa en 2).
Si f es entera, entonces f(z) =az+ bcona,be C, a# 0.
Si permitimos polos, f : > — S?, f(z) = f’:jjg, el grupo conforme
(global) es PSL(2,C).
Pero si consideramos transformaciones conformes infinitesimales,
entonces el algebra de Lie conforme (en dimensién dos) tiene
dimensién infinita!
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ll. Algebra de Lie conforme

Consideramos una transformacion x* — x* + e£#(x) y requerimos

9w (X") = ANX) gy (X) = (1 + €f(X))gpur (X)

a primer orden en e. La condicion resultante, para g,, = d,. la
métrica Riemaniana standard de R” es

augu + aufu = f(X)(SHV (1)
20,64 =D

Derivando la ecuacion (1), permutando indices, y sumando y
restando se obtiene
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Consideramos una transformacion x* — x* + e£#(x) y requerimos

9w (X') = A(X) G (X) = (1 + €f(X)) G (%)

a primer orden en e. La condicion resultante, para g, = d,, la
métrica Riemaniana standard de R? es

aﬂgl/ + &lfu = f(x)(;w/ (1)
20,64 = f D
20,0, = 8,100 f + 0,p0uf — 8,0, (2)

tomando traza tenemos
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Algebra de Lie conforme

Consideramos una transformacion x* — x* + e£#(x) y requerimos
9w (X)) = NX)Guv(x) = (1 + (X)) g (X)

a primer orden en e. La condicion resultante, para g,, = d,, la
métrica Riemaniana standard de R es

&y + 0u& = f(X)6, (1)
20,4 =fD
20,0,€, = 6,,,0,f + 8,0, — 6,,0,f (2)
20%¢, = (2 — D)0, f

Aplicando 62 en (1) y 8, en la expresion anterior y comparando,
tenemos
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Consideramos una transformacion x* — x* + e£#(x) y requerimos

9w (X)) = NX)Guv(x) = (1 + (X)) g (X)

a primer orden en e. La condicion resultante, para g,, = d,, la
métrica Riemaniana standard de R® es

Oy + 0u€ = f(x)0, (1)
20,6 =fD
20,0,€) = 8,p00f + 6,,0uf — 8,0, (2)
20%¢, = (2 — D)0, f
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1. Algebra de Lie conforme

Consideramos una transformacion x* — x* + e£#(x) y requerimos

9w (X') = A(X) G (X) = (1 + /(X)) G (%)

a primer orden en e. La condicion resultante, para g, = d,. la
métrica Riemaniana standard de R? es

Iy + 0,8 = F(X)8 (1)
20,&" =D
20,0,€p = 6,1p00f + 8,,p0uf — 6,0, (2)
20%¢, = (2 — D)o, f
(2 — D)3,0,f = 6,,0°f

Aqui vemos como el caso D = 2 debe ser considerado aparte.
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Las ecuaciones (D —1)0?f =0y (2 — D)9,,0,f = §,,0*f implican
0,0,f =0, es decir,
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Il. Algebra de Lie conforme en D > 3

f(x) =A+ B,x*

Sustituyendo en la ecuacion 20,,0,€, = 6,,,0,f + 0,0, — 0,,0,f
vemos que 9,,0,§, es constante, luego
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Il. Algebra de Lie conforme en D > 3

f(x) = A+ B,x"

& =au+ b X" + Cupx’x?

No hay restricciones en los a,,, por lo tanto son D parametros libres
(corresponden a las traslaciones).
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Il. Algebra de Lie conforme en D > 3

f(x) = A+ B,x"

& =au+ b X" + Cupx’x?
La parte lineal satisface
buv + bwt = bf\\(slw

Esto corresponde a que b, sea la suma de una matriz antisimetrica
(rotaciones, D(D — 1)/2 parametros) mas un mdltiplo de la identidad
(dilataciones, 1 parametro mas).
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f(x) = A+ B,x"

& =au+ b X" + Cupx’x?

Para la parte cuadratica, usamos la ecuacion con derivadas
segundas de &, y tenemos
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f(x) =A+ B, x"
& =au + b X" + Cuypx”xP

Cuvp = 6upbv + 5iwbp - 5Vpbu

_ 1n0
donde b, = 57,
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Il. Algebra de Lie conforme en D > 3

f(x) = A+ B,x"
& =au+ by X" + Cupx”x?
Cuvp = 5upbv + 5Wbp - 5'/pr
donde b, = chgu. La correspondiente transformacion infinitesimal es
XM = x" 4 2(x - b)x" — b'x?

Denominada Transformacion conforme especial (SCT), tenemos aqui
D parametros.



Il. Algebra de Lie conforme en D > 3

f(x) = A+ B,x"
& =au+ b X" + Cupx’x?

En total, la dimension del algebra de Lie conforme es
D+DMD—-1)/2+1+D=D(D+1)/2+(D+1).



III. Algebra de Lie conforme en D > 3

f(x) = A+ B,x"
& =au + b X" + Cupx”x?

En total, la dimension del algebra de Lie conforme es
D+DD-1)/2+1+D=D(D+1)/2+ (D+1).

Se puede mostrar que el algebra de Lie conforme en dimensién
D > 3 (para la métrica Lorenziana) es so(D, 2).
Envez de so(D — 1, 1), si se consideraran las isometrias nada mas.
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Il. Algebra de Lie conforme en D = 2

z— X(2) =z +€f(2)
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z— X(z2) =z+€f(2)

con €2 = 0, entonces f es holomorfa.
El corchete de Lie de X(z) = z+€f(z) e Y(z2) = z + eg(2):

(X, Y](2) = Y(X(2)) = X(Y(2)) = Y(z + ef(2)) — X(z + €9(2))
a segundo orden en ¢ es
= &(d'(2)f(2) - f(2)9(2))
Si ¢, corresponde a f(z) = z"1, entonces
[enagm] _ (Zn+1)/zm+1 . (Zm+1)/zn+1 — (n o m)zn+m+1 _ (n o m)€n+m

Podemos hacer una correspondencia ¢, = —z"t'0,. Este &lgebra de
Lie es el algebra de Lie Derc(C[z,z7']).
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El algebra de Virasoro es una extensién central de

Derc(Clz,z71]) = Clz,z71]0, = P £:C

nez

es por definicién, el algebra generada por {L,}necz y un elemento
central ¢, con los corchetes

c

12(m2 — mM)dm —n

El subespacio generado por Ly, Li1 es una subalgebra de Lie,
isomorfa a s((2).
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¢ : M — V un campo, L el Lagrangiano.

La teoria cuantica asociada a este campo y su Lagrangiano, o la
cuantizacién de este campo clasico, es un procedimiento que finaliza
en los siguientes datos:

» Un espacio vectorial complejo de estados H con una forma
(sesqui)lineal definida positiva, llamado espacio de Fock.

» Un algebra A (no conmutativa) de operadores con involucion, en
donde estan los operadores correspondientes a las magnitudes
fisicas a medir (energia, momento angular, posicion, el campo ¢,
masa, spin, etc), que actua en H.

» Un estado de minima energia, denotado |0), llamado vacio, que
genera H como A-médulo.

» Una descomposicion triangular de A, describiendo a A en
generadores a, y aﬁ = a; llamados respectivamente operadores
de aniquilacién y de creacion, que verifican a,|0) = 0 V). Esta
descomposicion se interpreta como el contenido de particulas
de la teoria, mas precisamente, a§|0> = |\) es el estado
correspondiente a la particula etiquetada por .
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Un esquema de cuantizacion, llamado cuantizacién candnica, tiene
las siguientes lineas:
Supongamos que la ecuacién diferencial es lineal, esta dada por un
operador diferencial D
D=0

de segundo orden. Por ejemplo, la ecuacion de Klein - Gordon
O¢ = mP¢

Supongamos que encontramos una “base” de soluciones ¢ (x),
parametrizadas por un indice \, de manera tal que

600 = [ dranin(
Para Klein-Gordon, la transformada de Fourier da
B(x) = /de e**ay
Aqui (X)) = €5 X,y X = (A%, A1) A2 \3) verifica
Ad= -2+ (N + A3+ N]) = —nP.
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Se separan los A tales que ¢, (x) corresponde a energia positiva, o
negativa. En el caso ¥, la energia es el autovalor de id;, luego
X = E.
Escribimos
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P(x) = / d*re**ay + / d®*re**al
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[a)\, a;,] = R

Definimos A = C{ay, al}/([a, al,] — hdxx) (un producto tensorial de
tantas algebras de Weyl como indices \),

y H = A/ A{ar}a.

La clase de 1 en H se denomina |0).

Este vector verifica a,|0) = 0 para todo .
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La forma bilineal queda determinada por la condicion a,|0) =0y
a; = al. Por ejemplo,

(0lal = (a,|0))* =0* =0
Para dos vectores cualesquiera,
A|0) - B|0) = (0|ATB|0)

Utilizando las reglas de conmutacién, escribimos AfB como
combinacion lineal de productos con ai’s alaizquierday ay’s ala
derecha. Si sobrevive un a, a la derecha, o un al a la izquierda, da
cero, y el Unico termino que sobrevive es el constante, y definimos

(0]z|0) = z

siz e C.
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como el anterior, médulo los estados ortogonales a H.
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Si la forma bilineal resultara semidefinida, es decir, que existan
estados de norma nula, estos estados se interpretan como estados
con probabilidad cero (la norma es su densidad de probabilidad), por
lo tanto, fisicamente corresponde a identificarlos con cero, se toma H
como el anterior, médulo los estados ortogonales a H.

Si hay estados de norma negativa...
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IV. Algunos problemas

Infinitos

Al hacer cuentas, para calcular valores medios (A) := (0|A|0),
muchas veces dan proporcionales a

Jo 1dV0l = VoI(RD)=?
1424344454 +n4--=—— -

Esquema de renormalizacion.

Esquema bien determinado para teorias de Gauge, como
Electromagnetismo, Yang-Mills,

Completamente desconocido en Relatividad general.
Casi sin problemas en teorias conformes.
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V. CFT

CFT = Conformal Field Theory = teoria (cuantica) de campos
conforme = teoria de campos con invarianza conforme.
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Modelos de mecénica estadistica

Cristales bidimensionales, magnetizados, ...
Materia condensada
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V. CFT en la naturaleza

Cuerdas, accién de Polyakov
Una cuerda desplazandose en una variedad MP+! tiene por
trayectoria una “hoja de mundo”

Pamiculz S




V. CFT en la naturaleza

La accion de Polyakov de la cuerda es

Sroy = 5. [ V=BG, (X)0X DX



V. CFT en la naturaleza

La accion de Polyakov de la cuerda es
Sroy = 5. [ V=BG, (X)0X DX

es invariante por hap — A(0)hgp.



V. CFT en la naturaleza

La accion de Polyakov de la cuerda es
T
Seay = 5 | oo/ =hIG,, (X)X 0pX"

es invariante por hg, — A(o)hgp- Por lo tanto, considerrando los
X*(c) como campos en la variedad de parametros (o', 02), esta
accion da una teoria de campos con D campos, invariante conforme.



V. CFT en la naturaleza

La accion de Polyakov de la cuerda es
T
Seay = 5 | oo/ =hIG,, (X)X 0pX"

es invariante por hg, — A(o)hgp- Por lo tanto, considerrando los
X*(c) como campos en la variedad de parametros (o', 02), esta
accién da una teoria de campos con D campos, invariante conforme.
Notar que la cuerda se mueve en una variedad M de dimensién
arbitraria (10, 11, 26,...).
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El espacio Anti de Sitter

Asi como la esfera es el espacio Riemanniano de curvatura
constante positiva, el espacio hiperbdlico es el de curvatura
constante negativa.

Se denomina espacio de Sitter al espacio Lorenziano de curvatura
constante positiva, y espacio anti de Sitter al espacio Lorenziano de
curvatura negativa.

En coordenadas (t, x, y2, y3,- - - ) con x > 0, el espacio anti de Sitter
tiene métrica

_ AP+ dx®dyf +dyf ot

2
ds 2

Hay (evidentemente) D — 1 traslaciones y — y + a, que dejan
invariante la métrica. El grupo ISO(AdSp..1) = SO(D, 2).
Igual al grupo conforme en dimension D, si D > 3!!
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Métricas asintoticamente anti de Sitter

Son métricas en donde se fija un tipo de condicion asintética, y a
menos de esa condicion, son AdS. Por ejemplo, en las mismas
coordenadas que antes, una condicion asint6tica podria ser

goo = x + O(3z)-

Se puede considerar el grupo de “isometrias asintéticas” =
transformaciones de R? que llevan una métrica asintéticamente AdS
en (otra) asintéticamente AdS. Por ejemplo, las isometrias de AdS.
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[Henneaux] Para D > 3, este grupo, en principio mas grande, en
realidad coincide con ISO(AdSp).

Pero para D = 3, este grupo (mejor dicho, el algebra de Lie de
transformaciones infinitesimales) tiene dimension infinita, isomorfo a
W, x Wh, con carga central que depende de la teoria gravitatoria de
la que AdS sea solucion (clasica).

En relatividad general en dimension 3, la teoria conforme que le

corresponde tiene carga central ¢ = m
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[Maldacena] Conjetura: una teoria de gravedad en dimensién D
(cuantical) que admita el espacio AdS como solucién clasica (o una
solucién asintéticamente AdS), es equivalente a una teoria de
campos conforme (sin gravedad) en dimensién D — 1.

En particular, una teoria de gravedad en dimensién tres deberia tener
infinitas simetrias, y por lo tanto, infinitas corrientes conservadas.
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Problemas

» Esclarecer cualquiera de los aspectos de la correspondencia.

» Axiomatizar de manera eficaz una teoria cuantica de campos.
- Wightman: campos en general.
- Segal: Teorias conformes.
Kac: Vertex algebras.
- Atiyah-Segal: teorias topolégicas.

» Esclarecer (matematicamente) el significado de invarianza en
teorias cuanticas.

» Dado un operador en una teoria de gravedad, cudl es el
operador que le corresponde en la teoria conforme?
Por ejempilo, las fluctuaciones de g,.,, se corresponden con
fluctuaciones del tensor energia momento.

» Qué significa "dos teorias de campos son equivalentes”.



