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Grupo de holonomia de una métrica Riemanniana

Dada (M, g) Riemanniana, hay una nocién de transporte paralelo
de vectores tangentes a lo largo de curvas C* a trozos en M.

Se define
Hol,(g) := {Py | v lazo en p},

P,: To,M — T,M es el transporte paralelo a lo largo de 7,
P, € O(T,M).

Si (My,g1), (M2, g2) son dos variedades Riemannianas conexas y
(M x My, g1 X g») es el producto Riemanniano resulta:

Hol(g1 x g2) = Hol(g1) x Hol(g2)
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Grupo de holonomia de una métrica Riemanniana

Si (M, g) es Riemanniana, entonces Hol(g) € O(m), m = dim M.
En algunos casos Hol(g) es un subgrupo propio de O(m).

Esto ocurre cuando g es compatible con alguna estructura
geométrica adicional en M.

Ejemplo. Sea (M, g) una variedad de Kahler, es decir, existe una
estructura compleja J en M tal que:

° g(JXaJY) :g(Xa Y)a X,Y e %(M),

® wy :=g(J-,-) es una 2-forma cerrada.

En este caso, dim M = 2ny Hol(g) C U(n) C SO(2n).
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Grupo de holonomia de una métrica Riemanniana

(M, g) se dice

@ reducible si es localmente isométrica a un producto
Riemanniano;

@ irreducible si no es reducible;

@ localmente simétrica si VR = 0.

(M, g) es irreducible <= la accién de Hol,(g) en T,M es
irreducible.
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Clasificacién de los grupos de holonomia Riemanniana

Teorema (M. Berger, 1955)

Si (M, g) es Riemanniana irreducible, simplemente conexa y no es
localmente simétrica (dim M = m), sea H =Hol(g). Entonces
H es alguno de los siguientes grupos:

Q@ H=S50(m), M es orientable,

@ m=2n, H=U(n), Kahler,

©@ m=2n, H=S5U(n), Calabi-Yau,

Q@ m=4n, H= 5p(n), hiper-Kahler,

@ m=4n, H=5p(1)- Sp(n), cuaterniénica Kahler,
Q@ m=7, H= G,

@ m =38, H= 5pin(7),

Q@ m =16, H = Spin(9).

C. Olmos [Annals of Math., 2005] dio una demostracién
geométrica de este teorema.
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Propiedades cohomoldgicas de las variedades compactas

Kahler

@ Si M es compacta Kahler = by 1(M) =0 (mod 2).

Teorema (Hard Lefschetz)

Sea M?" una variedad compacta Kahler con forma de Kahler w.
Entonces, para cada j = 0,1,...,n, la aplicacion

L/ : H™ (M) — H™ (M)

es un isomorfismo, donde L, ([Y]) = [w A 7].
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Algunos resultados sobre nilvariedades

Una nilvariedad [Mal'cev, 1949] es un cociente '\G de un grupo
de Lie nilpotente simplemente conexo G por un reticulo I' (i.e., un
subgrupo discreto co-compacto).
@ G posee reticulos <= g tiene una base respecto de la cual las
constantes de estructura son racionales.

{ reticulos en G} «— { formas racionales de g}

Thurston (1976) describié el primer ejemplo de variedad
simpléctica no Kahler: la nilvariedad S! x 1\ H3, donde

1
Hs = 0 ra,b,c€R
0

o~ o
= O 0

es el grupo de Heisenberg de dimension 3y 1 es el subgrupo de
matrices en Hz con coeficientes enteros.

M.L. Barberis Estructuras geométricas en nilvariedades



Para cada k € N se define el siguiente reticulo ', en Hs:
1 a c/k
e = 01 b ca,b,ceZ
00 1
[ CTj siysoélosi idivideaj.
@ 1\ H3 es un cubrimiento de '\ H; para todo k > 1.

] I‘k/[l'k, I'k] = Z2 D Zy.

Las nilvariedades St x I\ H3 tienen grupo fundamental 73 & 7y,
en particular, son no homeomorfas. Todas son simplécticas no
Kahler.
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Durante 1983-86, varios autores (Abbena, Cordero, Fernandez,
Gray, de Ledn, entre otros) obtuvieron familias de variedades
simplécticas no Kahler generalizando el ejemplo anterior.

Teorema (Ch. Benson-C. Gordon, 1988)

Si N =T\G es una nilvariedad Kahler, entonces G es abeliano y N
es difeomorfa a un toro.

@ La cohomologia de de Rham de '\ G se identifica con la
cohomologia de g (Teorema de Nomizu).

@ Benson-Gordon muestran que si g es nilpotente, Hard
Lefschetz implica g abeliana.
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Mas precisamente, Benson-Gordon muestran que si g es nilpotente
y no abeliana, la aplicacién

L,""t HY(g) — H*"(g)

no es suryectiva.

En un trabajo reciente (en colaboracién con |. Dotti y M.
Verbitsky) demostramos un resultado andlogo al de Benson-Gordon
para nilvariedades hiper-Kahler con torsién (HKT).

Una estructura hiperhermitiana en una variedad M es
({Jata=1,23,&), donde
Q@ {Ja}a=1,2,3 son estructuras complejas tales que

I =—hh = Ak,

@ g es una métrica Riemanniana tal que
g(JX,JY)=g(X,Y), a=1,2,3 X,Y € X(M).
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Métricas hiper-Kahler con torsién

Dada una estructura hiperhermitiana ({Js }a=123,&) en M,
considerar la siguiente 2-forma Q en M:

Q=ws+ iws

e Q es de tipo (2,0) con respecto a J;.

Sea 0 : /\3;0(/\4) — /\3;0(/\/1) el operador de Dolbeault en (M, J;).
g se dice hiper-Kahler con torsion (HKT) si
0(Q2) = 0.

Estas métricas fueron introducidas por P.S. Howe -
G.Papadopoulos (1996).

M.L. Barberis Estructuras geométricas en nilvariedades



Si (M, {Ja}a=123,8) es hiperhermitiana, g es HKT si y sélo si
existe una conexidon V en M que satisface

QO Vg=0, VJ)p=0,a=1,23,

@ el tensor ¢(X,Y,Z) =g(X, T(Y,Z)) es antisimétrico, donde
T es la torsién de V.

@ Si tal V existe, es Unica.

@ La estructura HKT se dice fuerte o débil dependiendo de que
¢ sea cerrada o no.
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@ Una estructura compleja J (resp. métrica) en un grupo de Lie
G se dice invariante a izquierda si las traslaciones a izquierda
Ly, x € G, son difeomorfismos holomorfos (resp. isometrias).

La misma definicién se aplica al caso de estructuras
hipercomplejas, hiperhermitianas y HKT en G.

@ Si N =T\G es una nilvariedad y G tiene estructura invariante
a izquierda (compleja, hipercompleja, hiperhermitiana, HKT),
N hereda dicha estructura. Cuando nos referimos a una
nilvariedad compleja (hipercompleja, hiperhermitiana, HKT)
se sobreentiende que la correspondiente estructura esta
inducida por una invariante a izquierda en G.
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Una métrica hiperhermitiana inv. a izq. en un grupo de Lie G es
HKT si y sélo si
g([hX, hY]. Z)+ g([hY, hZ]. X) + g([hZ, hX].Y)
= g([LX, LY],Z)+g([LY,hZ],X)+ g([)2Z, )2X], Y)
= g([J3X,J3Y],Z) + g([J3Y,J3Z],X) —I—g([J3Z, J3X], Y).

para todo X, Y, Z € g, el dlgebra de Lie de G.

Una estructura compleja (resp. hipercompleja) inv. a izq. se dice
abeliana cuando [JX,JY] = [X, Y] para todo X, Y € g
(resp. [JoX, Y] =[X,Y], a=1,2,3).

Dada una estructura hipercompleja abeliana, cualquier métrica
hiperhermitiana es HKT (y siempre resulta débil).
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Familias de estructuras HKT fuertes:

@ Grupos de Lie reductivos con factor semisimple compacto
[Grantcharov-Poon, 2000].

@ Construccién de nuevos ejemplos a partir de representaciones
cuaternidnicas de grupos de Lie compactos [B -Fino, 2008].

Hay obstrucciones para la existencia de estructuras complejas
abelianas en un algebra de Lie. Por ejemplo:

@ Si g es un algebra de Lie que admite estructura compleja
abeliana, entonces g es 2-pasos soluble [Petravchuk, 1988].
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Una estructura compleja J inv. a izq. en G induce una
descomposicién
_ 1,0 0,1
gc =49 @ g,

donde g0, g% son los autoespacios de J en gc.

o J es abeliana <= g'° es una subalgebra abeliana de gc.

Teorema (Dotti - Fino, 2002)

Si G es un grupo de Lie 2-pasos nilpotente Lie con una estructura
HKT ({Ja}a=123,8&) invariante a izquierda, entonces {Jy}a=123
es abeliana.

@ Problema. ;El resultado anterior vale para un grupo de Lie
nilpotente arbitrario?
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Un resultado para nilvariedades HK'T

Teorema (B - |. Dotti - M. Verbitsky, 2007)

Sea (N, {Ja}ta=1,2,3,8) una nilvariedad HKT. Entonces {Jy}a=123
es abeliana.

El primer paso en la prueba del teorema es demostrar el siguiente
andlogo del Teorema de Hard Lefschetz para la cohomologia de
Dolbeault de una nilvariedad HKT:

o Sea (N*", {Jn}a=123,g) una nilvariedad HKT y Q la
correspondiente (2, 0)-form en (N, J;). Entonces, para cada
j=0,1,....2m

Lh - Hy PN, ) — HY"O(N, )

es un isomorfismo, donde Lq ([y]) = [2 A 7]
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El objetivo es demostrar que g''© es abeliana (esto equivale a J
abeliana).

0 n
AO(ge, ) —— A*O(ge, h) N0 (g, Ji)

l l I l

Alglo d A2gL0 A2ngL0

g0 es nilpotente. Si fuera no abeliana, el mismo argumento de

Benson-Gordon aplicado a la fila inferior del diagrama anterior
daria que

Lt HY(gh0) — H2™1(g10) no es suryectiva.
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Lo anterior equivale a
LEY HYO(N, ) — HE"MO(N, 1) no es suryectiva,

lo cual contradice Hard Lefschetz.

o El teorema responde en forma parcial la pregunta planteada
anteriormente, en el caso de grupos de Lie nilpotentes que
admiten reticulos.

@ Dada una estructura hipercompleja arbitraria en M compacta,
ies siempre posible encontrar una métrica HKT compatible?
[Grantcharov-Poon, 2000]

@ No: Fino-Grantcharov (2004) exhibieron una familia de
nilvariedades 2-pasos nilpotentes con estructura hipercompleja
no abeliana (Dotti-Fino, 2003).

@ Exhibimos a continuacién una familia de nilvariedades
hipercomplejas k-pasos nilpotentes (k arbitrario) que no
admiten métricas HKT.
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Una familia de ejemplos

Sea A un algebra asociativa de dimensién finita y aff(A) el dlgebra
de Lie A® A con corchete:

[(a,b),(d,b)] = (ad’ — d'a,ab’ — d'b), a,b,a, b € A.

Estas algebras de Lie han sido consideradas en trabajos anteriores
[B -Dotti, 2004].

e aff(A) es nilpotente como algebra de Lie <= A es nilpotente

como algebra asociativa.

@ Si A es conmutativa = aff(A) es 2-pasos soluble.
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Sea J; el endomorfismo de aff(A) definido por:
Ji(a, b) = (b, —a), a,beA.

Se puede mostrar que J; define una estructura compleja en aff(A).

Si, ademas, A es un dlgebra asociativa compleja, podemos definir
J> en aff(A) por:

J(a, b) = (—ia, ib), a,beA
Como J, también es una estructura complejay J1h = — b,
definiendo J3 = J1J» se obtiene una estructura hipercompleja

en aff(A).

Observacion. {J,}q=123 es abeliana <= A es conmutativa.
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Una familia de ejemplos

Sea Ty el algebra de matrices (k + 1) x (k + 1) estrictamente
triangulares superiores con coeficientes complejos.

Considerar el grupo de Lie simplemente conexo Aff(Ty) con
algebra de Lie aff(Tx), que es k-pasos nilpotente.

Las constantes de estructura con respecto a la base candnica de
aff( Tx) son enteros, por lo tanto existe un reticulo 'y en Aff(Ty) y
resulta:

@ La nilvariedad hipercompleja Ny = ' \Aff(Tyx) no posee
métrica HKT.
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