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1 Monoides y grupos conmutativos

Un monoide conmutativo es un conjunto A dotado de una operacién interna *, que es asociativa,
conmutativa y tiene neutro. Asi se satisface

(1) (axb)*c=ax(bxc) para todo a,b,c € A,

(2) a*b="bxa para todo a,b, € A,

(3) existe e € A tal que e *xa = a para todo a € A.
El neutro e de A es tinico, ya que si €’ satisface la misma propiedad, entonces ¢/ = e *x e’ = e,
donde la primera igualdad se sigue de la propiedad de e y la segunda, de la propiedad de €.

Por ejemplo el conjunto IN de los niimeros naturales con la operaciéon de producto es un
monoide comutativo, mientras que el conjunto INy de los nimeros naturales extendidos es un
monoide, tanto con la operaciéon de suma como con la de producto.

Un conjunto A puede tener muchas operaciones * distintas que lo convierten en un monoide
conmutativo. A pesar de eso muchas veces hablaremos simplemente del monoide conmutativo
A cuando sea claro a que operacién nos estamos refiriendo. En este caso seguiremos denotando
también con A al conjunto subyacente de A.

Un elemento a € A es inversible si existe b € A tal que a * b = e. Este b es tinico pues si ¢
satisface la misma propiedad, entonces ¢ = cxe =c#* (a*b) = (c*xa)*b=e*xb = b. Esto nos
autoriza a denotar al inverso de a con a'.

Proposition 1.1. En cada monoide conmutativo vale lo siguiente:
(1) e es inversible y e’ = e.
(2) Sia es inversible a’ también lo es y (a') = a.
(3) Sia yb son inversible, entonces a b también lo es y (a*b) =a' x V.
Proof. Los items (1) y (2) son triviales. Como
(b xa")*(axb)=b*((a'xa)xb) =V *(exb) =b xb=e,

el item (3) también vale. O
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Un morfismo de un monoide conmutativo A, llamado dominio, en otro B, llamado codominio,
es un terna (A, B, f), donde f: A — B, es una funcién que satisface

f(ay1 xaz) = f(a1) * f(az) paratodo aj,as € A y fle) =e,

donde e denota tanto al neutro de A como al de B. Notemos que tanto el dominio como el
codominio son parte de la definicién de morfismo. Sin embargo, cuando no haya posibilidad de
confusién hablaremos simplemente de un morfismo f: A — B. Valen las siguiente propiedades

(1) Para cada monoide conmutativo A, la identidad I4: A — A, definida por 14(a) = a, es
un morfimo de monoides conmutativos.

(2) Si f: A— By g: B— C son morfismos de monoides conmutativos, entonces también
lo es la composicién go f: A — C.

(3) Si f: A — B es un morfismo biyectivo de monoides conmutativos, entonces f~1: B — A
también lo es.

En efecto, la primera de estas propiedades es obvia, mientras que la segunda vale pues

9(f(ar xaz)) = g(f(ar) * f(a2)) = g(f(ar)) * g(f(az))-
Probemos la tercera afirmacién. Como evidentemente f~!(e) = e s6lo debemos probar que
FHbyxby) = f7Hby) * f71(by)  para todo by, b € B.
lo cual se sigue de que f es inyectivo y de que
FOUFTHb1 % b2)) = bix by = F(f7H(B1)) % f(F7H(b2)) = F(F7H(b1) % F 7 (B2)).

Proposition 1.2. 57 f: A — B es un morfismo de monoides conmutativos y a € A es inversible,
entonces f(a) también lo es y f(a) = f(da').

Proof. Pues f(a') x f(a) = f(a’ xa) = f(e) =e. O

Un submonoide de un monoide conmutativo A, es un subconjunto B de A que contiene al
neutro e de A y que es cerrado para la operacién de A. Claramente B, provisto de operacién
obtenida restringiendo la operacién de A a B, es en si mismo un monoide conmutativo y la
inclusiéon canénica de B en A es un morfismo de monoides conmutativos. Puede ocurrir que
un elemento de B sea inversible en A, pero no en B. Por el contrario, si un elemento de B es
inversible en B, entonces también lo es en A y con la misma inversa. Esto se sigue de la Pro-
posicién 1.2 aplicada a la inclusién candnica de B en A.

Se suelen usar dos notaciones para monoides conmutativos. La aditiva, en la que la operacion
se denota con + y el neutro se denota con 0, y la multiplicativa, en la que la operacién se denota
simplemente con la yuxtaposicién y el neutro con 1. En la notacién aditiva al inverso de un
elemento a se lo llama opuesto y se lo denota con —a, mientras que, en la notacién multiplicativa,

se lo denota con a™1.

Un monoide conmutativo es un grupo si todos sus elementos son inversibles. Un morfismo de
grupos conmutativos es un morfismo de monoides cuyo dominio y codominio son grupos conmu-
tativos. Finalmente un subgrupo de un grupo G es un submonoide H de G que en si mismo es
un grupo. Como hemos visto arriba, en este caso, la inversa de cada h € H en H, es también la
inversa de h en G. En otras palabras, un subgrupo de un grupo conmutativo GG es un submonoide
de G, que con cada uno de sus elementos contiene a su inversa. Por ejemplo Z con la operacién de
suma es un grupo conmutativo y Ny es un submonoide (pero no un subgrupo) de Z. El conjunto
de los nimeros pares es un subgrupo de Z.

Para cada monoide A, el conjunto U(A) de los elementos inversibles de A es un submonoide
de A, que ademds es un grupo conmutativo, llamado el grupo de unidades de A. Por ejemplo Z,
con la operacién de producto, es un monoide conmutativo cuyo grupo de unidades es {1, —1}.
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2 Anillos conmutativos y cuerpos

Un anillo conmutativo es un conjunto provisto de dos operaciones, llamadas suma y producto, y
denotadas de manera aditiva y multiplicativa respectivalente, tal que
(1) A con la suma es un grupo conmutativo, llamado el grupo aditivo de A.
(2) A con el producto es un monoide conmutativo, llamado el monoide multiplicativo de A.
(3) a(b+ c) = ab+ ac para todo a,b,c € A.
El conjunto {0} dotado de la tinica suma y el inico producto posibles es un anillo conmutativo,

llamado 0. Otro ejemplo de anillo conmutativo es Z, con la suma y el producto usuales.

Proposition 2.1. En cada anillo conmutativo vale lo siguiente:
(1) Sia+c=0b+c, entonces a =b.
(2) a0 =0 para todo a € A.
(3) a(—=b) = —ab y (—a)(—b) = ab para todo a,b € A.

Proof. (1) Puesa=a+0=(a+c)+(—c)=(b+c¢c)+(—c)=b+0=h.

(2) Por el item 1) y porque 0+ a0 = a(0 + 0) = a0 + a0.

(3) Por que, debido al item (2), sabemos que ab+ a(—b) = a(b+ (=b)) = a0 = 0, de lo cual se
sigue que (—a)(—b) = —((—a)b) = —(—(ab)) = ab. O

Puede ocurrir que en un anillo conmutativo A el 1 coincida con el 0, pero entonces, por el
item (2) de la proposicién anterior, a = al = a0 = 0, para todo a € A, de modo que A = 0.

Un elemento a de un anillo conmutativo A es divisor de cero si existe b € A\ {0} tal que
ab = 0. Es evidente que 1 no es divisor de cero y que 0 es divisor de cero si y sélo si A # 0. Para
cada a € A son equivalentes:

(1) a no es divisor de cero.
(2) Siab = ac, entonces b = c.

En efecto, es evidente que (2) implica (1) pues, en este caso, si ab = 0, entonces ab = a0 y, por lo
tanto, b = 0. Supongamos reciprocamente que a no es divisor de cero y que ab = ac. Entonces
a(b—c¢) =0, de lo cual se sigue que b = c.

Proposition 2.2. Para cada a,b € A son equivalentes:

(1) a y b no son divisores de cero.

(2) ab no es divisor de cero.

Proof. En efecto, supongamos que (1) vale y que abc = 0. Como a no es divisor de cero, se sigue
de esto que bc = 0. Por lo tanto, dado que b no es divisor de cero, obtenemos que ¢ = 0. Esto
prueba que ab no es divisor de cero. Supongamos ahora que vale (2) y que bec = 0. Entonces
(ab)e = a(bc) = a0 = 0, de lo cual se sigue que ¢ = 0 ya que ab no es divisor de cero. Esto prueba
que b no es divisor de cero. Similarmente, a no es divisor de cero. ]

Como 1 no es divisor de cero se sigue de la proposicion anterior, que el conjunto de no divisores
de cero de un anillo conmutativo A, es un submonoide del monoide multiplicativo de A.

Un elemento a de un anillo conmutativo A es inversible si lo es como elemento del monoide
multiplicativo de A. Como ya vimos el conjunto de elementos inversible de A es un grupo U(A),
que llamaremos el grupo de unidades de A. Claramente 0 es inversible si y sélo si 1 = 0. Notemos
que si a es inversible, entonces a no es divisor de cero, pues, en este caso, de ab = 0, se sigue que

=a"Y(ab) = a0 =0.
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Un anillo conmutativo A distinto de cero, es un dominio si no tiene divisores de cero no nulos,
y es un cuerpo si todos sus elementos no nulos son inversibles. Es evidente un anillo conmutativo
A # 0 es un dominio si y sélo si el conjunto A\ {0} es cerrado por productos (es decir si y
s6lo si A\ {0} es un submonoide del monoide multiplicativo de A), y es un cuerpo si y sélo si
U(A) = A\ {0}. Por tltimo, debido a lo que probamos arriba, todo cuerpo es un dominio.

Un morfismo de un anillo conmutativo A, llamado dominio, en otro B, llamado codominio, es
un terna (4, B, f), donde f: A — B, es una funcién que es un morfismo de grupos conmutativos
para la suma y de monoides conmutativos para el producto. Notemos que tanto el dominio como
el codominio son parte de la definicién de morfismo de anillos conmuativos. Sin embargo, cuando
no haya posibilidad de confusién hablaremos simplemente de un morfismo f: A — B. Valen las
siguiente propiedades

(1) Para cada anillo conmutativo A, la identidad I4: A — A, definida por 14(a) == a, es un
morfimo de anillos comutativos.

(2) Si f: A— By g: B — C son morfismos de anillos conmutativos, entonces también lo
es la composicién go f: A — C.

(3) Si f: A — B es un morfismo biyectivo de anillos conmutativos, entonces f~1: B — A
también lo es.

Un subanillo de un anillo conmutativo A, es un subconjunto B de A que es tanto un subgrupo
del grupo aditivo de A como un submonoide del monoide multiplicativo de A. Claramente B,
provisto de las operaciones obtenidas restringiendo las operaciones de A a B, es en si mismo un
anillo conmutativo y la inclusién canénica de B en A es un morfismo de anillos conmutativos.
Es evidente que un subanillo de un dominio es un dominio.

3 Anillo conmutativos ordenados

Un anillo conmutativo ordenado es un anillo conmutativo K provisto de un orden total que sa-
tisface:

(1) Sia < b, entonces a+ ¢ < b+ ¢ para todo ¢ € K.
(2) Sia<by0<c, entonces ac < be.

Al primero de esto axiomas se lo llama compatibilidad del orden con la suma, mientras que al
segundo se lo llama compatibilidad del orden con el producto.

Proposition 3.1. Para cada a,b € K wale lo siguiente:
a<bes0<b-—ae —b< —a.

Proof. Sumando —a a la desigualdad a < b, obtenemos que 0 < b — a. Sumando ahora —b a esta
desigualdad, obtenemos que —b < —a. Por ultimo, sumando a + b a la desigualdad —b < —a,
obtenemos que a < b. Por lo tanto las tres desigualdades del enunciado son equivalentes. O

Un numero a es positivo si 0 < a y es negativo si a < 0. Denotemos con P al conjunto de los
numeros positivos y con —P al de los niimeros negativos. De la proposicién anterior se sigue en
particular que 0 < a < —a < 0, es decir, que a € P siy sélo si —a € —P. Cada a € K \ {0}
pertenece necesariamente a P o a —P, pero no a ambos. Asi K = PU—PU{0} y esta unién es
disjunta.

Proposition 3.2. Sia <b yc<d, entonces a+c<b+d.
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Proof. Sumando c a la desigualdad a < b, obtenemos que a + ¢ < b+ ¢, mientras que, sumando b
a la desigualdad ¢ < d, obtenemos que b+ ¢ < b+ d. Asi, por la propiedad transitiva del orden,
a+c<b+d. O

Corollary 3.3. El conjunto P es cerrado por sumas.

Proof. Aplicar la proposicién anterior con a = ¢ = 0. g

Proposition 3.4. Sia < b yc <0, entonces be < ac.

Proof. Como vimos arriba de ¢ < 0 se sigue 0 < —c. Por lo tanto, debido a la compatibilidad
del orden con el producto, —ac < —be. Asi, de la Proposicién 3.1 se sigue que bc < ac. ]

Proposition 3.5. Si0<a<by0<c<d, entonces 0 < ac < bd.

Proof. Multiplicando las desigualdades 0 < a < b por ¢, obtenemos que 0 < ac < bc, mientras
que, multiplicando la desigualdad ¢ < d por b, obtenemos que bc < bd. Asi, por la propiedad
transitiva del orden, 0 < ac < bd. O

Proposition 3.6. Para cada par a,b, de elementos no nulos de K, vale lo siguiente:
(1) Sia,be P oa,be —P, entonces ab € P.
(2) Siae P ybe —P, entonces ab € —P.

Proof. (1) Si0 < ay 0 < b, entonces por la proposicién anterior, 0 < ab. Asi, sia,b € P, entonces
ab € P. Por otro lado, si a,b € —P, entonces —a, —b € Py, por lo tanto, ab = (—a)(—b) € P.

(2) Sia e Pybe —P, entonces a, —b € Py, por lo tanto, —ab = a(—b) € P. Asi,abe —P. O
Corollary 3.7. Todo anillo ordenado es un dominio.

Proof. Siay bson elementos no nulo de A, entonces los dos estdn en P, o uno de ellos estd en Py
el otro en —P, o los dos estan en —P. Por la proposicion anterior, en todos los casos el producto
ab es distinto de cero. ]

Corollary 3.8. Las sumas de cuadrados de elementos no nulos de K estdn en P.

Proof. Por la Proposicién 3.6(1) y por el Corolario 3.3. O

En particular 1 = 12 € P. Es decir que 0 < 1. Asi a < a + 1 para todo a € A. Por lo tanto
0<1<2<3<4<5<....
Proposition 3.9. Tomemos a € K inversible. Entonces a € P si y sélo si a™' € P.

Proof. De la Proposicién 3.6 se sigue que sia € Py a~! € —P, entonces 1 = aa~! € —P. Pero
como acabamos de ver, esto es falso. Por lo tanto a € P si y sélo si a™! € P. O

Proposition 3.10. Para cada par a,b € P de elementos inversibles vale lo siguiente:

a<bel<bateb!<al
Proof. Multiplicando por a~! la desigualdad a < b, obtenemos que 1 < ba~!. Multiplicando aho-
ra esta desigualdad por b~!, obtenemos que b=! < a~!. Por tltimo, multiplicando la desigualdad
b= < a~! por ab, obtenemos que a < b. Por lo tanto las tres desigualdades del enunciado son
equivalentes. O
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Remark 3.11. Hemos visto que el subconjunto P de los niimeros positivos de un orden total
y compatible con la suma y el producto, definido sobre un anillo K, es cerrado por sumas y
productos y que ademds K es la unién disjunta de P, {0} y —P := {x € K : —x € P}. Recipro-
camente, cada subconjunto P de K, cerrado por la suma y el producto, y tal que K es la unién
disjunta de P, {0} y —P, determina un orden total y compatible con la suma y el producto, via
x <ysiy—ax € P. Es facil ver que estas construcciones son reciprocas una de la otra. Dejamos
los detalles al lector.

Un subconjunto A de K es inductivosil € Ay a+ 1 € A para todo a € A. Por ejemplo
P es un subconjunto inductivo de K. En efecto, ya vimos que 1 € P y del Corolario 3.3 se
sigue inmediatamente que a + 1 € P para todo a € P. Es facil ver que la interseccién de
subconjuntos inductivos de K es un subconjunto inductivo de K. Por lo tanto hay un minimo
subconjunto inductivo de K, que es la interseccion de todos los subconjuntos inductivos de K,
y que denotaremos con IN. Como a < a + 1 para todo a, ningiin subconjunto inductivo de K
puede tener maximo.

Theorem 3.12. Vale lo siguiente:
(1) NC P y1<mn para todon € N.

(2) Si m,n € N, entonces m +n € IN.
(3
(4

(5

Sim,n € N, entonces mn € IN.

Sim,n € N ym <n, entoncesn —m € IN.

)
)
)
) Sim,nelN ym<n<m+1, entonces n =m+ 1.

Proof. (1) Que N C P se sigue inmediatamente de que P es inductivo. Para ver la segunda afir-
macién basta probar que {a € K : a > 1} es un conjunto inductivo, lo que vale ya que si a > 1,
entonces a + 1 > 1 debido a la Proposition 3.2 y a que 1 > 0.

(2) Serd suficiente probar que para cada m el conjunto A := {n € IN: m +n € IN} es inductivo.
Veamos que esto es asi. Como m € IN y IN es inductivo, m + 1 € IN. Por lo tanto 1 € A. En
consecuencia para terminar la demostracién sélo debemos ver que si n € A, entonces n+ 1 € A.
Pero n € A significa que m +n € N y asi, como IN es inductivo, m +n + 1 € IN, lo que significa
quen—+1¢€ A.

(3) Sera suficiente probar que para cada m el conjunto A := {n € IN : mn € IN} es inductivo.
Veamos que esto es asi. Como ml = m e evidente que 1 € A. En consecuencia para terminar
la demostracién sélo debemos ver que si n € A, entonces n + 1 € A. Pero n € A significa que
mn € N y asf, por el item (1), m(n+1) = mn +m € I, lo que significa que n + 1 € A.

(4) Probaremos primero el caso m = 1. Para ello bastard ver que el conjunto

A={1}U{neN:1<nyn—1€N}

es inductivo. Como obviamente 1 € A sélo debemos probar que si n € A, entonces n + 1 € A.
Pero esto es trivial porque 1 <n+1y (n+1)—1=n € A CN. A continuacién probaremos el
caso en que m es arbitrario. Para ello bastara ver que el conjunto

B:={meIN:n—m e N para todo n > m con n € N}

es inductivo. Por lo que ya hemos probado 1 € B. Resta ver que si m € B, entonces m+ 1 € B.
Supongamos asi que m € B y tomemos n > m + 1 en IN. Como n > 1 se sigue nuevamente de
lo que ya hemos probado, que n —1 € IN. Como ademas n —1 > m y m € B, obtenemos que
n—(m+1)=(n—1)—m € Ny, en consecuencia, m + 1 € B, como queremos.

(5) Debemos ver que el conjunto

A::{me]N:sineNym<n§m+17entoncesn:m+1}
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es inductivo. Como evidentemente {1} U {a € K : a > 2} es inductivo, ya sabemos que 1 € A.
Tomemos m € Ay veamos que m+ 1 € A. Supongamos quen € Ny que m+1<n < m+ 2.
Como n > 1 se sigue del item (4) que n—1 € IN. Dado que ademéds m <n—1<m+1lymé€ A,
obtenemos que n — 1 =m + 1 y, por lo tanto, n = m + 2. Asi m+ 1 € A, como queremos. [

Denotemos con INg al conjunto INU {0}.

Theorem 3.13. Vale lo siguiente:
(1) NC PU{0} y 0 <n para todo n € Ny.
(2
(
(

Sim,n € Ng, entonces m +n € INg.
Sim,n € Ny, entonces nm € INy.
Sim,n € Ng ym <n, entonces n —m € INy.

Sim,n € Ng ym<n<m++1, entoncesn=m + 1.

Proof. (1) Por el item (1) del Teorema 3.12 y porque 0 < 1.

(2) Por el item (2) del Teorema 3.12 y porque n + 0 = n para todo n € Ny.

(3) Por el item (3) del Teorema 3.12 y porque n0 = 0 para todo n € INy.

(4) Por el item (4) del Teorema 3.12 y porque n —0 =n y n —n = 0 para todo n € INo.

(5) Por el item (5) del Teorema 3.12 y porque 0 < 1. O

Consideremos un subconjunto Y de un conjunto parcialmente ordenado X. Decimos que un
elemento y € Y, es un elemento minimal de Y, si Y no tiene ningin elemento menor que y.
Cuando X es totalmente ordenado, entonces Y no puede tener més de un elemento minimal,
que, en caso de existir, serd menor que todos los demads elementos de Y, y que llamaremos minimo
o primer elemento de Y. Similarmente decimos que un elemento z € Y es un elemento mazimal
de Y si no existe en Y ningun elemento que sea mayor que z. Analogamente a lo que ocurre con
los elementos minimales, cuando X es totalmente ordenado, entonces Y no puede tener mas de
un elemento maximal, que en este caso de existir, llamaremos mdzimo o ultimo elemento de Y, y
que resultard ser mayor que todos los demas elementos de Y. Un conjunto totalmente ordenado
X esta bien ordenado si cada subconjunto no vacio Y de X tiene primer elemento.

Para cada n € INg denotamos con I} al conjunto {i € Ng : i < n}. Asf If = {0}, I = {0,1},
I = {0, 1,2}, etcetera.

Theorem 3.14. El conjunto Ny estd bien ordenado.

Proof. Tomemos A C INy no vacio y consideremos el subconjunto X de INy formado por los
n € Ny tales que I N A =(. Si 0 € A, entonces 0 es el primer elemento de A. As{ podemos
suponer que 0 ¢ A, lo que significa que 0 € X. Como A # () existe n € Ay asi n ¢ X. Por lo
tanto X # INy y como 0 € X, necesariamente existe m € Ny tal que m € X y m+ 1 ¢ X. Pero
entonces I, NA=0 y I} ., NA#0D, porlo que m+ 1 es el primer elemento de A. O

Theorem 3.15. Si X C INg es tal que 0 € X yn+1 € X para cada n € Ny tal que I} C X,
entonces X = INg.

Proof. Debemos probar que Y := INo\ X es vacio. En caso contrario existirfa un primer elemento
n €Y. Dado que 0 € X, necesariamente n € N. Asi} | C Xyn=(n-1)4+n¢ X, lo
que se contradice con la hipdtesis. O

Denotemos con Z al conjunto Ng U —IN, donde —IN := {—n : n € IN}. Notemos que esta unién
es disjunta pues Ny C P U {0}, mientras que —IN C —P.

Theorem 3.16. El minimo subanillo de K es Z.
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Proof. Supongamos que A es un subanillo de K. Como 0,1 € A y A es cerrado para la suma,
Ny C A. Dado que ademaés A es cerrado para la operacién de tomar opuestos, también —IN C A
y, por lo tanto, Z C A. Como 0,1 € Z y Z es cerrado para la operacién de tomar opuestos, para
terminar la demostracién sélo debemos ver que Z es cerrado para sumas y productos. Veamos
primero que Z es cerrado para el producto. Tomemos m,n € Z. Ya sabemos que si m,n € Ny,
entonces mn € INg. Supongamos ahora que m € Ny y n € —IN. Entonces m,—n € INg y asi
—mn = m(—n) € Ny, de donde mn € Z. El caso en que m € —IN y n € Iy se sigue del
anterior y de que mn = nm. Finalmente si m,n € —IN, entonces —m, —n € IN y, por lo tanto,
mn = (—m)(—n) € IN. Veamos ahora que Z es cerrado para la suma. Tomemos m,n € Z. Ya
sabemos que si m,n € Ny, entonces m +n € Ny; y que si m € Ng, n € —IN y —n < m, entonces
m+n =m — (—n) € Ng. Supongamos ahora que m € Ny, que n € —IN y que m < —n. Si
m = 0, entonces evidentemente m +n € —IN. En caso contrario, —n € N, —-m € —IN,m < —n y,

en consecuencia, por lo que ya hemos visto, m +n = —((—n) —m) € —INU {0}. Hemos probado
que sim € Ny y n € Z, entonces m+n € Z. Finalmente, sim € —IN y n € Z, entonces —m € IN
y, por lo que acabamos de probar, m +n = —(—m —n) € Z. O

Remark 3.17. Todo subconjunto no vacio Y de Z y que estd acotado inferiormente en Z tiene
primer elemento. En efecto supongamos que ng € Z es una cota inferior de Y. Entonces el
conjunto Y’ := {n —ng : n € Y} estd incluido en INq y, por lo tanto, tiene primer elemento ny.
Entonces nj, + ng € Y y es el primer elemento de Y.

Definition 3.18. En cada monoide conmutativo y multiplicativo A, definimos a™ paraa € Ay
n € Ny, recursivamente por a” := 1y a”*! := a"a para todo n € INy.

Proposition 3.19. En cada monoide conmutativo y multiplicativo A vale lo siguiente:
(1) a™*t™ =a™a™ para todo a € A y todo m,n € INy.
(2) (a™)™ =a™ para todo a € A y todo m,n € Ny.
(3) (ab)™ = a™b™ para todo a,b € A y todo m € WNy.
(4) Sia es inversible, entonces a™ es inversible y (a™)~! = (a=*)™ para todo m € WNy.
Proof. (1) Fijemos m € INy. Cuando n = 0 la igualdad del enunciado es trivial. Veamos que vale

para todo n € IN. Para ello es suficiente probar que el conjunto X := {n € N : a™™" = g™a"}
es inductivo. Es evidente que 1 € X. Supongamos que n € X. Entonces

am+(n+1) — am+ (n+1)’

"a=(a"a")a=a"(a"a) =a"a
porloquen+1¢€ X.

(2) Fijemos m € INy. Cuando n = 0 la igualdad del enunciado es trivial. Veamos que vale para
todo n € IN. Para ello es suficiente probar que el conjunto X = {n € N : (a™)" = a™"} es
inductivo. Es evidente que 1 € X. Supongamos que n € X. Entonces

(am)n+1 — (am)nam = a™q™ = amn+m _ am(n+1),

porloquen+1¢€ X.

(3) Fijemos n € Ny. Cuando m = 0 la igualdad del enunciado es trivial. Veamos que vale para
todo m € IN. Para ello es suficiente probar que el conjunto X = {m € IN : (ab)™ = a™b™} es
inductivo. Es evidente que 1 € X. Supongamos que m € X. Entonces

(ab)™ 1 = (ab)™ab = a™b"ab = a™ab™b = a™TLpm L,
por loque m+1 € X.

(4) Pues, por el item (3), tenemos a™(a~!)™ = (aa~ )™ = 1™ = 1. O
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Definition 3.20. En cada grupo conmutativo y multiplicativo A, definimos ¢~ para a € Ay
n €N, por a=" == (a™)~ L.

Proposition 3.21. En cada grupo conmutativo y multiplicativo A wvale lo siguiente:

(1) a™*t™ = a™a™ para todo a € A y todo m,n € Z.

(2) (@™)™ =a™" para todo a € A y todo m,n € Z.
(3) (ab)™ = a™b™ para todo a,b € A y todo m € Z.
(4) (a™)~t = (a=HY™ para todo m € Z.

Proof. (1) El caso en m,n € Ny ya fue probado antes. Supongamos que m € Ny, n € —IN
y m +n € Ng. Entonces a™t"a™" = a™, por lo que a™*" = a™a™. Supongamos ahora que
m e No, n € =Ny m+n € —IN. Entonces a™" = a™a~ ("t de donde a™t" = a™a".
Finalmente si m,n € —IN, entonces a~"a~"™ = a~(™*") 1o cual implica que a”t" = a™a™.

(2) El caso en m,n € Ny ya fue probado antes. Supongamos que m € Ny y n € —IN. Entonces
(a™)~" = a~™", de donde tomando inversos, obtenemos que (a™)™ = a™". Supongamos ahora
quem € —INyn € Ny. Entonces (a=™)" = a~™", de donde por el item (4) de la Proposition 3.19,
tomando inversos obtenemos que ™" = ((a=™)71)" = (a™)". Finalmente, si m,n € —IN, en-
tonces (a=™)"" = a(=™(=") = g™ lo que, nuevamente por el item (4) de la Proposition 3.19,
implica que ™" = ((a=™)~1)" = (a™)".

(3) El caso en m € Ny fue considerado en la Proposition 3.19(3). Supongamos que m € —IN.
Entonces (ab)™™ = a~™b~™, por lo que, tomando inversos obtenemos que (ab)™ = a™b™.

(4) Pues, por el item (3), tenemos a™(a=*)™ = (aa=H)™ = 1™ = 1. O
Una funcién f: A — B entre conjunto ordenado A y B es estrictamente creciente si de a < o
se sigue que f(a) < f(a').

Proposition 3.22. Consideremos un anillo conmutativo ordenado K y denotemos con P al con-
Junto de sus nimeros positivos. Para cada n € N la funcién f,: PU{0} — P U{0}, definida
por fn(a) == a", es estrictamente creciente.

Proof. Serd suficiente ver que X := {n € IN : ¢ < b™ para todo a < b en Py} es inductivo. Es ob-
vio que 1 € X. Supongamos que n € X. Entonces 0 < a” < b™ para cada a < b en Py, asi, se si-
gue de la Proposicién 3.5, que 0 < a"*! < "1, por lo que n+ 1 € X, como queremos. ]

Remark 3.23. Consideremos un anillo conmutativo ordenado K y tomemos a > 0 en K.
- Sia < 1, entonces a™*! < a™ para todo n € IN.
- Sia > 1, entonces a"*!' > a” para todo n € IN.

En efecto, la primera afirmacién se sigue multiplicando la desigualdad a < 1 por a” y la segunda
es similar.

Proposition 3.24 (Desigualdad de Bernoulli). Sixz > —1 yn € Ny, entonces (1+z)" > 1+ nax.

Proof. Procedemos por induccién sobre n. Los casos n = 0y n = 1 son triviales. Supongamos
por hipétesis inductiva que (1+2)™ > 1+ nz. Dado que 1+ x > 0, se sigue de la compatibilidad
del orden con el producto que

A4+z2)" "M =Q4+2)"01+2)>A+nx)1+2)=14+nz+z+nz®>1+(n+1)z,
COMO queremos. O

Definition 3.25. Definimos el valor absoluto |z| de un elemento z € K, por |z| = max{z, —z}.
Por lo tanto |z| =xsiz € PU{0} y |z| = —zsiz € —P.
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Tomemos a, b,z € K. Claramente
a—b<z<a+bs -b<zrx—a<b&|r—al <h
y lo mismo vale con < reemplazado por <.

Theorem 3.26. Vale lo siguiente:
(1) Jz+yl <[]+ ]yl
(2) lzyl = l=llyl.
@) [zl =yl < |z —yl.
Proof. (1) Como —|z| <z <|z|y —|y| <y < |y| se sigue de la Proposition 3.2, que
—lzl =yl <z +y <]+ yl.

Ast |z +y| < |2 + [yl.

(2) Siz,y € PU{0}, entonces |z|ly| = xy = |zy|, donde la ultima igualdad se sigue de la Pro-
posicién 3.6(1). Six € PU{0} e y € —P, entonces |z|ly| = z(—y) = —(zy) = |zy|, donde la
dltima igualdad se sigue de la Proposicién 3.6(2). El caso en que x € —P e y € P U {0} se
sigue del caso anterior y de que |z|ly| = |y||z| y |zy| = |yx|. Finalmente, si z,y € —P, entonces
|z|ly] = (—x)(—y) = |zyl|, donde la ultima igualdad se sigue nuevamente de la Proposicién 3.6(1).
(3) Del item (1) se sigue que |z| < |z —y|+ |yl e ly| < |y — x| + |x|. Asl |z] —|y| < |z —y|y
lyl = |z| < |y — z|. Como |y — z| = |z — y|, se sigue de esto que ||z| — |y|| < |z — yl. O

4 Cuerpos ordenados

Un cuerpo ordenado es un anillo conmutativo ordenado que es un cuerpo. Dado un cuerpo or-
denado K consideremos el subconjunto Q de K definido por Q := {pg~! : p € Z y ¢ € N}.

Theorem 4.1. Consideremos un cuerpo ordenado K. El minimo subcuerpo de K es Q.

Proof. Supongamos que A es un subcuerpo de K. Como Z es el minimo subanillo de K, clara-
mente Z C A. Pero entonces, como A es un cuerpo ¢~ ! € A, para todo ¢ € IN y, en consecuencia,
pq~! € A para todo p € Z y todo ¢ € IN. Por lo tanto Q C K. Para terminar la demostracién
debemos probar que Q es cerrado por sumas y productos y que cada elemento no nulo de @ tiene
inverso en Q. Que @ es cerrado por suma y producto se sigue de que

s grgTtsT = (ps+ar)(as)™h vy paTlrsTh = (pr)(gs) T
Veamos finalmente que que cada elemento no nulo de @ es inversible en Q. Para ello tomemos
p€Zyqéc N tales que pg~! # 0. Entonces p # 0, y si p € P, entonces gp~ ' € Q es la inversa
de pg—!; mientras que si p € —P, entonces (—q)(—p)~! € Q es la inversa de pg—'. En efecto,
esto se sigue de que, en el primer caso, pg~tgp~! = pp~! = 1; mientras que, en el segundo caso,
pg H(=a)(=p) P =pg  (-Dg(-1)"Tpt =pgigpt = 1. O

pg s = psqg

Remark 4.2. Para cada par z < y, de elementos de @, tenemos = < (z + y)/2 < y. En efec-
to sumando z a la desigualdad = < y obtenemos 2z < x + y y similarmente sumando y a la
desigualdad = < y obtenemos x 4+ y < 2y. En consecuencia 2z < x + y < 2y. Multiplicando por
1/2 esta desigualdad y usando que 0 < 1/2, obtenemos que z < (x +y)/2 < y. En particular,
entre dos ntiimeros racionales siempre hay otro ntimero racional. Notemos que z :== (z +y)/2 es
el punto medio de z e y (es decir que y — z = z — ).

Un subconjunto Y de un conjunto totalmente ordenado X estd acotado superiormente si existe
z € X tal que y < z para todo y € Y. A este elemento z se lo denomina una cota superior de Y.
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Una cota superior de Y se llama supremo de Y si es una cota superior minima. Obviamente un
supremo si existe es tinico. Notemos que para z en Y son equivalentes

(1) z es el méximo de Y,
(2) z es el supremo de Y,
(3) z es una cota superior de Y.

Similarmente decimos que Y estd acotado inferiormente si existe z € X tal que z < y para todo
y € Y. A este elemento z se lo denomina una cota inferior de Y. Una cota inferior de Y se llama
infimo de Y si es una cota inferior médxima. Obviamente un infimo si existe es tnico. Notemos
que para z en Y son equivalentes

(1) z es el minimo de Y,
(2) z esel infimo de Y,
(3) z es una cota inferior de Y.

Theorem 4.3. Para cada cuerpo ordenado las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(1) IN no estd acotado superiormente.
(2) Para cada par de elementos y,z € K con y > 0 existe n € IN tal que z < ny.
(3) Para cada y >0 en K existe n € N tal que L <y.

Proof. (1) = (2) Como IN no estd acotado superiormente existe n € IN tal que £ < n. Dado que
y > 0 se sigue de esto que z < ny.

(2) = (3) Por hipétesis existe n € IN tal que ny > 1. Por lo tanto 1 < y.

(3) = (1) Por hipdtesis para cada y > 0 existe n € N tal que = < % Por lo tanto n > y. Esto
muestra que ningin numero positivo de K es una cota superior de IN. Es obvio que de esto se
sigue que el item (1) vale. O

Un cuerpo ordenado es arquimediano si satisface las propiedades equivalentes del teorema
anterior.

Existen cuerpos K que no son arquimedianos, es decir cuerpos en los que el conjunto IN, de los
numeros naturales, estd acotado. Uno de ellos es el cuerpo de funciones racionales Q(X), con el
orden obtenido definiendo el conjunto P de las fracciones positivas por: % € P si el coeficiente
principal de p(z)q(x) es positivo. Es obvio que n < x para todo n € IN. Si bien el conjunto de
los nimeros naturales puede estar acotado en K, lo que no puede ocurrir es que tenga supremo.
Porque si s es el supremo de IN en K, entonces existe n € IN tal que s — 1 < n (porque s —1 < s)
v, asi s < n+ 1, lo que se contradice con el hecho de que s es cota superior de IN.

Definition 4.4. Un subconjunto A de un cuerpo ordenado es denso en K si para todo x < y en
K existe z € Atal que z < z < y.

Theorem 4.5. Si K es un cuerpo ordenado arquimediano, entonces Q es denso en K.

Proof. Debemos ver que para cada © < y en K, existe z € Q tal que z < z < y. Dado que K es
arquimediano existe n € IN tal que % < y—2a. Consideremos el conjunto Y := {m € Z : yn < m}.
Por la Nota 3.17 el conjunto Y tiene un primer elemento mg. Como my—1 < mg, necesariamente
mo—1 < yn. Afirmamos que xn < mg—1. En efecto, en caso contrario, mg—1 < xn < yn < mg,
lo que es imposible pues 1 < (y — 2)n. En consecuencia, x < mOT_l < 4, COMO queremos. (|
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5 Cuerpos ordenados completos

Theorem 5.1. Para cada conjunto totalmente ordenado X las siguientes afirmaciones son e-
quivalentes:

(1) Todo subconjunto no vacio y acotado superiormente de X tiene supremo.

(2) Todo subconjunto no vacio y acotado inferiormente de X tiene infimo.

Proof. (1) = (2) Supongamos que Y es un subconjunto no vacio y acotado inferiormente de X.
Denotemos con Z al conjunto de las cotas inferiores de Y. Por hipétesis Z # () y ademds todos
los elementos de Y son cotas superiores de Z. Nuevamente por hipdtesis Z tiene supremo w. Asi,
por un lado w < y para todo y € Y (pues estos y son cotas superiores de Z y w es el supremos
de Z), de manera que z es una cota inferior de Y; mientras que, por otro lado, si z es una cota
inferior de Y, entonces z € Z y, por lo tanto, z < w, lo que muestra que w es el infimo de Y.

(2) = (1) Es similar a la prueba de que (1) = (2). O

Un conjunto totalmente ordenado es completo si satisface las propiedades equivalentes del
teorema anterior. Un cuerpo ordenado es completo si lo es como conjunto ordenado. Por el co-
mentario al final de la subseccién anterior, todo cuerpo ordenado completo es arquimediano.

A continuacién vamos a probar que en todo cuerpo ordenado completo los nineros positivos
tiene raices cuadradas.

Theorem 5.2. Supongamos que K es un cuerpo ordenado completo. Entonces, para cada a > 0
en K existe un tinico b > 0 en K, tal que b> = a.

Proof. Por la Proposition 3.22 existe a lo sumo un tnico b € P tal que b> = a. Veamos ahora
que efectivamente existe un tal b. Escribamos X, :={z >0:22 <a} e Y, = {x >0:2% > a}.
Estos conjunto no son vacios pues 0 € X, y a+1 € Y, (si a < 1, entonces (a +1)? > 12 > a
y si a > 1, entonces (1 +a)? > a® > a). Ademds si z € X, e y € Y, entonces x < y (pues si
y < x, entonces y? < x2, lo que se contradice con que 22 < a e y? > a). En particular X, estd
acotado superiormente. Denotemos con b al supremo de X,. Afirmamos que b?> = a. Haremos
esto por el absurdo. Supongamos primero que b < a (en otras palabras que b € X,). Vamos a
ver que entonces existe € > 0 en Q tal que b+ ¢ € X, (lo que es imposible pues se contradice con
el hecho de que b es el supremo de X, ). Debemos ver asi que podemos elegir € > 0 en Q tal que
(b+ €)% < a. Tomemos 0 < ¢ < min(1, (a — b?)/(2b+ 1)). Entonces

(b+e)?=b*+2b+ e <b* +2b+e=b>+e2b+1)<b>+a—b*=a,

como queremos. En consecuencia necesariamente b?> > a. Asi para terminar la demostracién
sélo debemos ver que b? > a es imposible. Vamos a ver que entonces existe € > 0 en Q tal que
b— ¢ €Y, (lo que es imposible pues como los elementos de Y, son cotas superiores de X, con
esto se contradice que b es el supremo de X,). Debemos ver asi que podemos elegir € > 0 en Q
tal que (b — €)? > a. Tomemos 0 < € < (b? — a)/2b. Entonces

(b—€)? =b* — 2eb+ €% > b* — 2¢b > b? — (b* — a) = a,
nuevamente como queremos. O

Nuestro préximo objetivo es probar que dos cuerpos ordenados completos K y K’ son candnica-
mente isomorfos (concretamente vamos a ver que hay un unico morfismo de K en K’ y que
ademds este morfismo es un isomorfismo que respeta el orden). Notemos para empezar que si K
y K’ son cuerpos ordenados, K es completo y f: K — K’ es un morfismo de cuerpos, entonces
f respeta el orden. En efecto si a < b € K, entonces existe ¢ € P tal que b—a = c2. Por lo tanto
f(b) — f(a) = f(c)®> > 0y, en consecuencia, f(a) < f(b). Asf sélo debemos probar que si K y
K’ son cuerpos ordenados completos, entonces hay un tnico morfismo de K en K’ de cuerpos
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ordenados, y que ademds este morfismo es un isomorfismo. Comenzaremos con los siguientes
resultados.

Proposition 5.3. Consideremos dos cuerpos ordenado K y K' y denotemos con Q al minimo
subanillo de K. Supongamos que K es arquimediano y que f: Q — K’ es una funcidn creciente.
Entonces vale lo siguiente:

(1) Si K’ es completo, entonces existe una funcion creciente f: K — K’ que extiende a f.

(2) Si f: K — K' extiende a f y [ es estrictamente creciente, entonces f también lo es.

(3) Si f(Q) es denso en K', entonces existe a lo sumo una funcién creciente de K en K’
que extiende a f.

Proof. (1) Para cada a € K escribamos con

o ={0€Q:q<a} vy  f(Dd)={fla):q¢€Qyq=<a}.
Es evidente que f(D,) no es vacio. Afirmamos que f(D,) estd acotado superiormente. En efecto,
si ¢ € Q es tal que a < ¢, entonces f(q) < f(¢') para cada g € D, y, por lo tanto, f(q’) es
una cota superior de f(D,). En consecuencia, dado que K’ es completo, f(D,) tiene supremo.
Definimos la funcién f por f(a) := sup f(D,). Notemos ahora que, como f es creciente,

f(d')=sup f(Dy) =sup{f(q): ¢ € Qy q<q'} = f(q) paratodo ¢ € Q.

Adem4s es evidente que si a < @, entonces

?(a) = sup f(Da) < sup f(Da/) - ?(a/)a
yva que D, C Dg.
(2) Tomemos a < a’ en K. Por hipdtesis existen ¢ < ¢’ en Q tales que a < g < ¢’ < a’. En con-
secuencia

fla) < fla) = f(a) < f(d) = f(d') < fld),
por lo que f es estrictamente creciente.

(3) Supongamos que f: K — K’ es una funcién creciente que extiende a f. Para cada a € K
escribamos

f(Da)={f(¢):a€Qya<a} y Di={f(g):q€Q
Es evidente que f(D,) C DI ya que si ¢ € D,, entonces f(q) = f(q)

sup f(Da) < sup D] = f(a),
donde la dltima igualdad se sigue de f(Q) es denso en K’. En consecuencia, para terminar la
demostracion bastara ver que sup f(D,) = sup D/ (porque esto mostrard que f estd determinada
por f). Supongamos que sup f(D,) < f(a). Dado que f(Q) es denso en K’ existe ¢ € Q tal que
sup f(D,) < f(q) < f(a). Entonces, por la definicién de f(D,), necesariamente a < . Asi, como
f es creciente, f(a) < f(q) = f(q), lo que es una contradiccién. O

(9) < f(a)}.

f
f(a). Por lo tanto

y
<

Para cada par de subconjuntos A y B de un anillo K, escribimos
A+B:={a+b:acAybe B} y AB:={ab:a€ Aybe B}.
Lemma 5.4. Consideremos un cuerpo ordenado completo K.
- Para cada a € K escribamos D, == {q € Q : ¢ < a}.
- Para cada a € P escribamos D} :={q€Q:0< q < a}.
Se satisfacen las siguientes afirmaciones:
(1) a+b=sup(D, + Dy) para todo a,b € K.
(2) ab =sup(DJ D;") para todo a,b € P.
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Proof. (1) Claramente a 4+ b es una cota superior de D, + D;,. Para terminar la demostracién
debemos ver que si ¢ es una cota superior de D, + Dy, entonces a + b < ¢. Tomemos n € IN.
Como Q es denso en K existen x € D, e y € Dy, tales que a — 1/2n < x y b—1/2n < y. Por
lotantoa+b—1/n<zxz+yyasia+b—1/n < ¢ lo que implicaquea+b<c (sic<a+b,
entonces existen u < v en @ tales que c<u<v<a+by asi,sin € Nestal que 1/n <v—u,
entonces ¢ < a +b—1/n).
(2) Claramente ab es una cota superior de D D;. Para terminar la demostracién debemos ver
que si ¢ es una cota superior de DjD;', entonces ab < ¢. Tomemos n € IN arbitrario. Afirmamos
que existen z € D ey € Db+ tales que ab — 1/n < zy. En efecto, dado que @ es denso en K,
cualquiera sea m € N, existen z € Df e y € DZF tales que a —1/m <z yb—1/m < yy, en
consecuencia, para verificar que vale lo afirmado, bastara ver que se puede elejir m de modo que
ab—1/n < (a—1/m)(b—1/m). Pero esto es asi, pues

ab—l< (a—i)(b—i> @—l<—a+b+ L ®a+b< !

n m m n

1
m m2 m n  m2’

y, por lo tanto, basta tomar m > (a+b)n. Notemos ahora que de la existenciade x € D} ey € Dl'f
tales que ab — 1/n < xy se sigue que ab— 1/n < ¢y, que como n es arbitrario, de esto se sigue a
su vez que ab < c. O

En la siguiente nota establecemos el resultado de unicidad prometido.

Remark 5.5. Consideremos dos cuerpos ordenados completos K y K’ y denotemos con Q y @’
a los minimos subanillos de K y K’ respectivamente. Es facil ver que hay un tinico morfismo de
cuerpos f: Q — Q' y que este morfismo es un isomorfismo de cuerpos ordenados. Denotemos
con g: @ — Q a la inversa de f. Por la Proposition 5.3 los isomorfismos f y ¢ se extienden de
manera tinica a funciones estrictamente crecientes f: K — K’ yg: K’ — K. Comogof: K — K
extiende a la identidad de @ necesariamente g o f = idx (porque la identidad de K es la tinica
funcién estrictamente creciente de K en si mismo que extiende a la identidad de Q). Similarmente
fog = idg,. Afirmamos que f es un isomorfismo de cuerpos. Para cada a € K y cada a’ € K’ es-
cribamos
D, ={¢eQ:q<a} 'y Eys={qecQ:q<d}

Como f es un isomorfismo de érdenes es evidente que f(D,) = E?(a) para todo a € K. Por lo tan-
to, debido al item (1) del lema anterior,

fla+b) = f(sup(Da + Dy)) = sup f(Dq + Dy) = sup(f(Da) + f(Ds)) = f(a) + f(b),
para todo a,b € K. En particular f(—a) = —f(g) para todo a € K. En consecuencia para ter-

minar la demostracién bastard ver que f(ab) = f(a)f(b) para todo a,b € P. Nuevamente como
en el lema anterior para cada a > 0 en K y cada a’ > 0 en K’ escribamos

Dl ={qeQ:0<qg<a} y Ef ={qeQ :0<qg<d}.

Como f es un isomorfismo de érdenes es evidente que f(D}) = E%r(a) para todo a € K. Por lo

tanto, debido al item (2) del lema anterior,

Fab) = Flsup(D{ DY) = sup f(DF DF) = sup(F(DF)F(DF) = supl(E B, ) = Fa) (),

para todo a,b € P.

Asi, salvo isomorfismos canénicos hay a lo sumo un tnico cuerpo ordenado completo. Se puede
probar que efectivamente hay un cuerpo ordenado completo al que llamaremos cuerpo de los nt-
meros reales y al que denotaremos con R.

A continuacion generalizamos el Teorema 5.2 mostrando que en R los niimeros positivos tiene
raices n-ésimas, para n € IN arbitrario. Necesitaremos el siguiente lemma.
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Lemma 5.6. Para cada b >0 y cadan € W existe A, > 0 tal que (b+ €)™ < b™ 4+ Ane para todo
0<e<l.

Proof. Por induccién en n. El caso n = 1 es trivial. Supongamos que el resultado vale para n.
Entonces

(b4 )" L < (b + Ape)(D+€) = " 4 (Ab+ 0" + Ape)e < b (Ab+ 0" + Ay)e,
de modo que podemos tomar A, 41 = A,b+b" + A,. O

Theorem 5.7. Supongamos que K es un cuerpo ordenado completo. Entonces, para cada a > 0
en K y cadan € N existe un unico b > 0 en K, tal que b = a.

Proof. Por la Proposition 3.22 existe a lo sumo un dnico b € P tal que b = a. Veamos ahora
que efectivamente existe un tal b. Escribamos X, :={x >0:2" <a} eY, :={z >0:2" > a}.
Estos conjunto no son vacios pues 0 € X, ya+1 €Y, (si a <1, entonces (a +1)" > 1" > a
y si a > 1, entonces (a + 1)™ > a™ > a). Ademds si x € X, e y € Y, entonces x < y (pues si
y < x, entonces y" < z™, lo que se contradice con que 2™ < a e y" > a). En particular X, estd
acotado superiormente. Denotemos con b al supremo de X,. Afirmamos que 0" = a. Haremos
esto por el absurdo. Supongamos primero que b < a (en otras palabras que b € X,). Vamos
a ver que entonces existe € > 0 en Q tal que b+ ¢ € X, (lo que es imposible pues se contradice
con el hecho de que b es el supremo de X,). Debemos ver asi que podemos elegir ¢ > 0 en Q tal
que (b+ €)™ < a. Tomemos 0 < € < min(1, (a —b")/A,,), donde A,, es como en el lema anterior.
Entonces
a—0b"
(b+e)" <b"+Ane<b”+AnT =b"4+a—-b"=a,
n

como queremos. En consecuencia necesariamente b™ > a. Asi para terminar la demostracién
sé6lo debemos ver que b” > a es imposible. Vamos a ver que entonces existe ¢ > 0 en Q tal que
b—e€ €Y, (lo que es imposible pues como los elementos de Y, son cotas superiores de X, con
esto se contradice que b es el supremo de X,). Debemos ver asi que podemos elegir € > 0 en Q
tal que (b— €)™ > a. Tomemos 0 < ¢ < min(b, (b" — a)/nb"~1). Entonces, por la desigualdad de
Bernoulli,
b —a

nbn—1
nuevamente como queremos. O

(b—ey =b"(1- g)” 26”(1—71%) — 0" — b le > b — b ="~ +a=a,

Remark 5.8. Al elemento b obtenido en el teorema anterior se lo denomina raiz n-ésima de a y
se lo denota {/a o a'/™. También definimos {/0 como 0. Claramente ({/a)” = {/a™ = a para
cada a > 0y cadan € IN.

Proposition 5.9. Tomemos q,s € N, p,r€e Z ya >0 en R. Si g = L, entonces v/aP = v/a".
Proof. En efecto,

(\VLT”)‘IS _ (ap)s — P — "l — (ar)q _ (W)qs,
de donde ¥aP = v/a". ]

oy ’ . m
Definition 5.10. Para cada a > 0 y cada niimero racional * se define a = por {/a™ (por la pro-
posicién anterior esta definicién es correcta).

Proposition 5.11. Se satisfacen las siguientes igualdades:



16 JORGE A. GUCCIONE AND JUAN J. GUCCIONE

4) Sia#0, entonces an # 0y (a%)fl =(a"H)w,

5) Si0<a<b, entonces 0 < a» < b= para todo >0 enQ.
6) Si0<a<ly™< TT',’ entonces a™ > an’ .
)

7) Sil<ay< m_entonces an < an .

n'’

(
(
(
(

Proof. (1) En efecto,

m_ m!\nn’ [ "t mynn' , m/\nn’ m m/\nn

(an+n/) :amn-‘rmn:amnamn:(an) (an’) :(anan’) s
de dond ermi/' m LL,'
edonde an T =anan’.

(2) En efecto,

de donde (a%)%’/ —qn .
(3) En efecto,

de donde (ab)® = a™ b7 .
(4) En efecto, por el item 3) tenemos a™ (a™1)

% = (aail)% = 1% = 1.
(5) Supongamos que b» < a* . Por la Proposicién 3.22,
b= (0%)" < (a%)" ="

lo que se contradice con la Proposicién 3.22.

)

(6) Como mn’ < m'/n se sigue del primer item del Remark 3.23 que
(a%)nn —a™ > ™" = (a%)nn
Asia™ > a™n.

(7) Como mn’ < m/n se sigue del segundo item del Remark 3.23 que

(a%)nn/ =™ < g™ = (a%’)nn/
Asiaw < ol g
Para cada a < b en un conjunto totalmente ordenado K se definen el
- intervalo abierto y acotado (a,b), por (a,b) :={x € K : a < x < b}.
- intervalo abierto a izquierda, cerrado a derecha y acotado (a,b], por (a,b] := (a,b) U {b}.
- intervalo cerrado a izquierda, abierto a derecha y acotado [a,b), por [a,b) = (a,b) U{a}.
- intervalo cerrado y acotado [a,b], por [a,b] == (a,b) U {a, b}.

También definimos el intervalo cerrado y acotado [a,al, por [a,a] := {a}. Finalmente para cada
a € K defnimos la

- semirecta a derecha abierta (—oo,a), por (—o0,a) = {zx € K : x < a}.

- semirecta a derecha cerrada (—oo,al, por (—o00,al = (—o0,a) U {a}.

semirecta a izquierda abierta (a,0), por (a,00) = {z € K : a < x}.
- semirecta a izquierda cerrada ([a,o0), por [a,0) = (a,00) U {a}.
Theorem 5.12 (principio de intervalos encajados). Si J; D Jo D J3 D Jy D ... es una sucesion

decreciente de intervalos cerrados y acotados Jy, ‘= [an,by| de R, entonces (), o Jn = [a,b], don-
de a = sup{a, : n € N} y b= inf{b, : n € N} (en particular (\J, #0).
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Proof. Es evidente que
ap<az <o <ap << by <o Kb < by

En particular {a,, : n € IN} estd acotado superiormente y, asi, existe a := sup{a,, : n € IN}. Como
cada by, es una cota superior de {a,, : n € IN}, sabemos que a < b,, para todon € IN. Por lo tanto,
existe b := inf{b, : n € N} y a < b. Es obvio que [a,b] = (,cn[a@n, bn], pues € J,, para todo n
equivale a que a,, < x < b, para todo n, lo que significa que a < z < b. O

Es obvio que dado un intervalo cerrado y acotado [a,b] con a < ben Ry un z € [a, b] existe
otro intervalo cerrado [¢,d] con a < ¢ < d < b, tal que x ¢ [c,d]. Vamos a usar esto y el teorema
anterior para probar el siguiente teorema.

Theorem 5.13. Para cada a < b en R el conjunto [a,b] no es numerable.

Proof. Supongamos que {x1,z2,23,...} C [a,b]. Vamos a ver que esta inclusién necesariamente
es propia. Afirmamos que existen

a=ayp<a;<ag < <Kap < Kby <o <by < by <bo =0,

en R tales que {z1,...,2,}N[an, by] = 0. En efecto, una vez elejidos a,, < b, que satisfacen esta
condicidn, se sigue inmediatamente de la observacién anterior que existen a,, < ap41 < bpt1 < by
tales que op41 & [ant1,bn+1] y, por lo tanto, {z1,..., Tni1} N [ant1,bnr1] = 0. Es obvio asi que

{z1,22,23,...} N ﬂ [an, bn] = 0.
neN

Dado que por el teorema anterior (), c[@n, bn] # 0, el conjunto {x1, 2, z3, ... } estd propiamente
contenido en [a, b]. O



