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Clase 3 Extrapolacién

Estimacién del error

Por el desarrollo de Taylor
si.a = fi(to,zo0) + fz(to, o) f(to, o)
z(ty) = zo + hf(to, zo) + h?/2a + O(h?)
xr1 = X9+ hf(t(), :L‘())
1 =x0+ hf(t(), .%'0) + h2/4a + O(h?’)

Los errores verifican

€1 = :L‘(tl) — T = h2/2a+0(h3)
& =xz(t) — 2 =h*/da+ O(h?)
T1— X1 =€ — € = h2/4a+0(h3) = 1/261 —|—O(h3)
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Clase 3 Extrapolacién

Euler modificado

Por la estimacion del error local de trucamiento

€1 = z(t) — 21 = h*/2a + O(R®)
& =xz(t) — % = h*/da+ O(h?)
i1 —x1 = h?/da+ O(h?)

Obtenemos €1 = 2(#1 — z1) + O(h?)

Método de Euler modificado:
T =21+ 2(1‘1 — 581) =271 —x1

Error de Euler modificado: €; = z(t1) — 71 = O(h?)
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Clase 3 Extrapolacién

Euler modificado: ejemplo

Problema: 2 (t) = 3x(t) — 322(t), (0) = 0.01
Solucién exacta: z(t) = 0.01e3 /(1 +0.01 (&3 — 1))

Soluciones numéricas y errores para h = 0.05
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Clase 3 Métodos Runge-Kutta

Método Runge-Kutta de segundo orden

kl = f(t07 170)
ko = f(to + h,zo + hk1)
Desarrollo de Taylor

ko = f(to,l’o) + hft(to,xo) + hfx(to, wo) k1 + O(h2)
= f(tO)xO) + h (ft(t()a:EO) + fm(t[)a :1:0) f(th IEO)) + O(h2)

(k1 +k2)/2 = f(to, x0) + h*/2 (fi(to, x0) + fu(to, xo) f(to, 0))
Definimos z1 = xo + (k1 + k2)/2

Error local de truncameinto: x(t1) — x1 = O(h?)
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Clase 3 Métodos Runge-Kutta

Método Runge-Kutta de cuarto orden

f(to, o)
f(to+h/2,20+h/2ky)
flto+h/2,20 4+ h/2k9)
ky = f(to+ h,z0 + hks)

Definimos
h
T =20+ - (k:1 +2ky + 2 k3 + kg)

Error local de truncamiento: x(t1) — x1 = O(h®)
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Clase 3 Métodos Runge-Kutta

Método Runge-Kutta de cuarto orden: verificacion

Problema: &(t) = x(t),z(0) =1
Solucién: z(t) = et

z(t)) =x(h) = =1+ h+h?%/2+ h3/6 + h*/24 + O(RP)
k=1

ky=1+h/2k =1+ h/2

ks=14h/2ky =1+h/2+h?/4
ky=1+hks=1+h+h?/2+h3/4

21 =1+ 8(ki +2ky +2ks + ka) =1+ h+ h%/2+ 1% /6 + h*/24

Error local de truncamiento: x(t;) — x1 = O(h?)
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Clase 3 Métodos Runge-Kutta

Errores de Runge-Kutta (orden 2 y 4)

Problema: @(t) = x(¢),z(0) =1, h = 0.1,0.01
Gréfico de errores
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Clase 3 Métodos Runge-Kutta

Métodos de un paso

Método general: z, = 1 + h®(h,t,—1,2_1)
Consistencia:
e(h,t) = 2(t +h) —z(t) — h®(h,t,z(t)) = O(hPT)
Condicién de Lipschitz:
|®(h,t,x) — P(h,t,z)| < L|lx — 7|
Convergencia:

E, = |z(ty) — xn| < e(h,tn-1)+ (1+ Lh)E,—1

LT
et —1 e(h,tn_1)
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Clase 3 Métodos Runge-Kutta

Métodos de un paso

m Método de Euler:
O(h,t,z) = f(t,x)
e(h,t) = O(h?), Lo = Ly

m Método de Euler modificado:

O(h,t,z) = f(t+h/2,x+ h/2 f(t,x))

e(h,t) = O(h®), Lo = Ly(1+h/2Ly)

m Runge-Kutta de orden 2:
(ft,z)+ f(t+h,z+ h f(t,z)))
(h*), Le = Ly(1 +h/2Ly)

O(h,t,x) =

1
2
e(h,t) =0
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Clase 3 Métodos Runge-Kutta

Métodos de un paso

m Runge-Kutta de orden 4:

k1 = ®1(h,t,x) = f(t,x)

ko = ®o(h,t,x) = f(t+ h/2,x + h/2P1(h,t,x))
ks = ®3(h,t,x) = f(t + h/2,x + h/2Dy(h,t,z))
ky = ®4(h,t,x) = f(t + h,x + h®3(h,t,z))

m Constante de Lipschitz
Ly, = L¢
Loy, = Li(1+h/2Le,) = Li(1+h/2Ly)
Loy = Li(1+h/2Le,) = Li(1+h/2Ly(1+h/2L))
Ly, =L;(14+hLy,)=Ls(1+hLy(1+h/2Ls(1+ h/2Ly)))
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Clase 3 Métodos Runge-Kutta

Métodos de un paso

m Runge-Kutta de orden 4:
1
O(h,t,x) = 6((1)1(h’ t,x)+2®1(h,t,x) + 2P (h,t,z) + P1(h,t,x))

m Constante de Lipschitz

1
h h? h3 ehly — 1
=Ly+ L5+ —L}+ L} <
e B Ve
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