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Ejercicio 1
Considerar la ecuacion diferencial
ycos(zy) dx + (x cos(zy) — sin(zy) tan(y)) dy = 0.

Demuestre que no es exacta, pero se puede convertir en exacta multiplicando por un factor inte-
grante adecuado. Encuentre (implicitamente) todas soluciones de la ecuacion.

Ejercicio 2

Hallar todas las curvas y = f(x) tales que en todo punto (xo,yo) se satisface la siguiente
condicion geométrica: Si P es el punto de interseccion de la recta tangente a la curva en (o, yo)
con el eje y, entonces la distancia de P a (x¢,yo) coincide con la distancia de P al origen.

Ejercicio 3
a) Hallar todos los valores de k para que todas las soluciones de la ecuacion diferencial
y'+(k+2)y +(k+1)y=0
tiendan a 0 cuando v — o0.

b) Para k = 1, resolver el problema con condiciones iniciales
{y" +(k+2)y +(k+1y=e,
y(0) =1, y/(0) = -2
Ejercicio 4

Dado el sistema lineal

¥ =—x—4y

Yy =-x+2
a) Encontrar la solucion general y esbozar el diagrama de fases correspondiente. s FExisten

soluciones que satisfacen que tlim (x(t),y(t)) = (0,0)? En caso afirmativo, indicar cuales
—00
son.

b) Hallar la curva solucion del sistema que satisface la condicion inicial (x(0),y(0)) = (0, —3).

Justifique todas las respuestas, no omita detalles y sea claro al escribir.



Respuestas a los ejercicios

Ejercicio 1
Veamos que la ecuacion

ycos(zy) dx + (x cos(zy) — sin(zy) tan(y)) dy = 0 (1)

no es exacta. Sean M (z,y) = ycos(zy) y N(z,y) = x cos(xy) — sin(zy) tan(y). Entonces,

oM
——(x,y) = cos(zy) — xysin(zy)
dy
ON :
5, (@ y) = cos(ay) — zysin(wy) — ycos(zy) tan(y).
x
Como %—A;(:r,y) — %—]Z(x,y) = —ycos(zy) tan(y) # 0, la ecuacién no es exacta. Supongamos que

existe un factor integrante de la forma u(x,y) = h(y) tal que la ecuacion
h(y)y cos(zy) dz + h(y)(x cos(zy) — sin(zy) tan(y)) dy = 0 (2)
sea exacta. Si llamamos M (z,y) = h(y)M(z,y) y N(z,y) = h(y)N(z,y), debe cumplirse que

oM ON
8—y(907y) = %(x,y)-

esto es,
W (y)M(z,y) + h(y)My(x,y) = h(y)No (2, y)
M (z,y)h (y) + (My(2,y) — No(2,y))h(y) =0

y cos(zy)h'(y) + y cos(zy) tan(y)h(y) = 0

W (y) + h(y) tan(y) = 0
esta ultima es una ecuacion separable que se puede reescribir como

R (y)
h(y)

de donde se obtiene que In |A(y)| = In |cos(y)|+C, es decir, h(y) = K cos(y). Elegimos la constante
K =1y nos quedamos con el factor integrante h(y) = cos(y).
Al multiplicar la ecuacién (1) por este factor nos queda

— — tan(y)

y cos(zy) cos(y) dx + (x cos(zy) cos(y) — sin(zy) sin(y)) dy = 0
la cual es exacta, por lo que existe f(z,y) tal que

g—i(:ﬁ, y) = ycos(xy) cos(y) (3)
g—i(x, y) = x cos(zy) cos(y) — sin(zy) sin(y) (4)



Integrando la ecuacién (3) con respecto a x se obtiene que

f(x,y) = sin(xy) cos(y) + g(y)
pero

x cos(zy) cos(y) — sin(zy) sin(y) = % = x cos(xy) cos(y) — sin(zy) sin(y) + ¢ (y)

de donde g(y) = k constante. Por lo tanto, la solucién general de la ecuacién diferencial (1) es

f(z,y) = sin(xy) cos(y) = C.
Observacion: La ecuacién (1) también se puede resolver considerando un factor integrante de la

forma p(z,y) = A(zy).

Ejercicio 2
Sabemos que la ecuacién de la recta tangente a la curva dada por y = f(z) en el punto (x¢, yo)
es

Y —yo =Y (20)( — z0).
Luego, si hacemos x = 0 obtenemos la ordenada del punto P = (0,%), la cual estd dada por
y1 = Yo — oy (zo). Al igualar las distancias de P a (x¢,yo) y de P al origen queda lo siguiente

d((0,41), (w0, %0)) = d((0,91), (0,0))
\/x% + (y1 — 40)? = |1

VB + (@0 y'(@0)? = lyo — 0/ (w0)

lo cual se convierte en

g + x5 (Y (20))* = ¥ — 2y0moy (z0) + 23y (20))?

x5 = Y5 — 200y’ (20)

2 2
' Yo — 2o
Y(xo) =
( 0) 2y0To

Como queremos que esto valga en todo punto de la curva, tenemos la siguiente ecuacion diferencial

2 2
r Yy -
y =
2zy
2 2
, .z _ y‘—z ,
Aqui observamos que la funcién f(z,y) = T homogénea de grado cero, con lo cual
podemos reescribir la ecuacién en la forma
2
/ (y/ x) -1

2(y/x)
y hacer la sustituciéon v = y/x y vz + v = ¢’ resultando

w? —1
2u

u’x—i—u:

, o ut—1 —1 —u?
u'r = —U = —
2u 2u




1+ = da
In(1+u*) = —Injz| +C
14+u? =Kz !
si devolvemos el cambio obtenemos )
1+ % = Ko™t
2?4+ =Kz

Asi que las curvas que satisfacen la condicién geométrica del enunciado son de la forma
y(r) = £V Kz — 22
Ejercicio 3
a) El polinomio caracteristico asociado a la ecuacién diferencial es
N4 (k+2)A+ (k+1)=0.

y sus raices estan dadas por

C —(k+2)E(k+22—4(k+1)

\ k24Kt 4k +4—4k—4 —k-2+k

2 2 2
de donde obtenemos A\; = —1y Ay = —k — 1. Para que la solucién tienda a 0 cuando t — oo
debe ocurrir que ambos aulovalores sean negativos, es decir, —k — 1 < 0 y por lo tanto
k> —1.

b) Para k = 1, resolvemos primero la ecuacién homogénea asociada
y" + 3y + 2y =0.

Las raices del polinomio caracteristico en este caso son A\; = —1 y Ay = —2, por lo tanto la
base de soluciones de la ecuacién es {e*, e~}

Luego, la solucién general de la ecuacién homogénea es yy(t) = Cre™" + Che 2.

Busquemos ahora una solucién particular de la ecuacion no homogénea usando el método
de coeficientes indeterminados. Supongamos que la solucién es de la forma y,(t) = Ae 3.
Entonces y,,(t) = —3Ae™, y/(t) = 9Ae . Reemplazando en la ecuacién no homogénea

obtenemos
9Ae 3 —9Ae™ 4 2473 = ¥

de donde A = 1/2. Es decir, que y,(t) = 3¢ y la solucién general de la ecuacién no
homogénea es

1
y(t) = Cre™" + Coe ™ + 56_3t.

Usando las condiciones iniciales y(0) = 1y ¢/(0) = —2 obtenemos el siguiente sistema de
ecuaciones para C y Cs:

Ci+Cy+5=1
—Cy — 20, — 3 = -2



O sea,
Ci+Cr=1
—Cl — 202 = —

1
2
de donde se sigue que C = % y Cy = 0.

Finalmente, la solucion que satisface las condiciones iniciales es
1 1
t)=—e "+ e
y(t) =3 5
Ejercicio 4

a) Planteamos el sistema en forma matricial:
2\ (-1 —4)\ (x
y) \-1 2)\y

-1 —4 . . :
1 9 la matriz de coeficientes. Busquemos los autovalores de A, es decir,
las raices del polinomio caracteristico:

y sea A =

xa(\) = det(A — XI) = det (‘1_1 A 2‘_‘&) = A2 -\ -6,

de aqui obtenemos que Ay = 3 y A\ = —2 son los autovalores de A. Ahora buscamos los

autovectores correspondientes.
—4 —4 U1\ 0
-1 -1 (%) o 0

. . . -1
en consecuencia, v; = —uvy, el autoespacio asociado es Sy, = << 1 con lo cual un

—1
autovector es ( 1).

Para A1 = 3 tenemos

Para Ay = —2 tenemos
1 —4 U1\ 0
—1 4 Vo - 0
. . . 4
en consecuencia, v; = 4wvs, el autoespacio asociado es S, = <( 1 )> con lo cual un

4
autovector es ( 1 )

Con base en lo calculado, la solucién general del sistema lineal es:

() - (s ()

Un esbozo del diagrama de fases correspondiente a las soluciones es:



20 -

-20 +

1 L
-20 -10 0 10 20

ST existen soluciones que satisfacen la condicién tlim (z(t),y(t)) = (0,0), y son todas las de
—00

la forma

b) Queremos que (z(0),y(0)) = (0, —3), lo cual nos lleva a plantear el sistema

—Cy+4Cy, =0
Ci+Cy =-3

cuya solucion es Cy; = —12/5y Cy = —3/5.

Por lo tanto, la solucién que satisface la condicion inicial dada es

(i) =5 (3= =5 (1)



