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Practica 1: Preliminares

1. Resolver las siguientes inecuaciones:

(a) [x+3| <1 () 13z — 1| < |z — 1| () |Jx—3]>1
(@) o] > 2+ 3] (0| 272 <
* * € 3r+ 1| —

2. Representar los siguientes conjuntos en la recta real:
A={zeR: |z -1 <1,z ¢Z}
B={zeR:|z-3<|2—z|}
C={reR:0<2?<2%}
D={zeR:|z+3|+ |z -9 > 2}
E={zeR:|lz+2[—|z—-1|| <1}
F={zeR:|z® -1+ 2-2% =1}

3. Suponiendo que a > 0 determinar para qué valores de b € R se verifican cada una
de las siguientes condiciones:

(a) |a+ 0] = [a| + [b] (b) la+b| < |af + [b]
(¢) la — b = [a] + [b] (d) |a — bl <a] + [b]
(e) [lal = [b]] = |a — 0] (f) [lal = 1bl| < |a — 0]
4. Decidir para qué valores reales de a y de b son validas cada una de las siguientes
afirmaciones:
(a) a < a? (b) a <b=a*<V?
(c)a>0=ab>b (d) a + b > max{a,b}

5. Sean 0 < z < y. Probar que
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6. (a) Demostrar que los siguientes conjuntos no son acotados superiormente:
i. (0,+00)
ii. {n € N:3m €N tal que n =m?}
(b) Demostrar que los siguientes conjuntos no son acotados inferiormente:
i. Z
ii. {z7':2 <0}
iii. Im(f), para f(z) = —2*+ 2z + 1.

7. Hallar, si existen, el supremo, el infimo, el maximo y el minimo de los siguientes

conjuntos:
A={l:neNy20<n<35} B={"Y " neN}
C={%:neN} D={":neN}

8. (a) Calcular el supremo del conjunto A = {a € Q : a*> < 2} C R. Concluir que A
no tiene maximo.

(b) Calcular el infimo del conjunto B = {a € Qs : a*> > 2} C R. Concluir que B
no tiene minimo.

9. Calcular
(a) sup{g—i :n € N} (b) sup { {5‘:”1 :n € N}
(c) inf {%3 :n € N} (d)inf {n® —9n — 10 : n € N}

10. Decidir si las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas, y justificar la respuesta
anterior con una demostraciéon o un contraejemplo respectivamente.
(a) Si lim a, =2 = a, >0 (Vn € N).

n—oo

b) Si lim a, =2 = I ng € N tal que a, > 0 (Yn > ny).

n—oo

)
)
(c) Sia, <2 (¥n € N) es una sucesion convergente = lim a, < 2.
n—oo
)

(d) Sia, <2—2% (VneN) es una sucesién convergente = lim a, < 2.
n—oo

1
11. Calcular lim n

n—o0 n

= /.

Determinar, para cada € > 0 de la siguiente tabla, un valor ny = ng(e) tal que
|2l — 4] < e sin > ny.

e | 0,1]0,027 | 0,00001 | 10~°
ml o[ |
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12. Dadas las sucesiones

1 1 1
an:——|— —'— .+_
vnoovn+1 V2n
1 1 1
b, = +

Probar que:

(a) nh_)rrolo a, = +0o0

(b) lim b, = 1.

n—oo
Sugerencia: Notar que a, y b, constan de n + 1 términos. Usar el principio de
comparacion.

13. Sea a, = %.

(a) Hallar un ng € N tal que para todo n > ngy se cumpla que 3 < a,, < 5.
(b) Hallar, si existen, max{a, : n € N} y min{a, : n € N}.

14. Sean ag,by € R tales que a, > by > 0, v (an)nen ¥ (bp)nen sucesiones definidas
recurrentemente por:

an + by,
1 = —— YV bpr1 = Vagb, (Vn € Np).

Demostrar las siguientes afirmaciones:

(a) a, > b, para todo natural n.
(b) (an)nen es decreciente y (b, )nen €s creciente.

(¢) (an)nen ¥ (bn)nen son sucesiones convergentes y lim a,, = lim b,.
n—oo n—oo

15. Sea ag un ntimero positivo. Se define la siguiente sucesion dada por recurrencia:
a1 = sen(a,) (Vn € Nyp).

Probar que (a,)nen €s una sucesion convergente. Calcular su limite.

1— qn+1

16. Prob I =
(a) Probar que Zq -

=0
7 3

(b) Calcular 22—3 y ZE
=0 j=2

- 1
17. (a) Probar que Zj = @

j=1
Sugerencia: Sumar, agrupando, el primer término con el ultimo, el segundo
con el pentltimo, etc.
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(b) Sea (kp)nen, una sucesion de ntmeros naturales estrictamente creciente.

Definimos
kit kg

Qy, 2
Probar que Ve > 0, existe un ng tal que para todo n > ng se tiene que a,, <
1/2+¢.

Métricas y Topologia en R

18. Resolver las siguientes ecuaciones e inecuaciones en R?. Representar las soluciones

en el plano.
a) {(z,y) ER* :w —y? <2} b) {(z,y) e R*: |z —y| > 2}

¢) {(z,y) eR?: 2? +y* < 1} d) {(z,y) e R?: 2? +y* =1}

e) {(z,y) €R?: |z] + |y| < 3} HNAly) eR |z =2+ |y +1] > 1}
9) {(z,y) € R? : max{|z[; |y[} = 1} h) {(z,y) € R* : max{|z[; [y} < 1}

n

Y a? y ol = max{lz;| i =1,..,n}.

i=1

19. Para cada € R”, se define ||z|s =

Mostrar que si x € R", se tiene que
(a) |z;| < ||z|lo, sii=1,...,m;
(b) [lzll2 < v/ [|]|oo:
©) [z]le < ||Z|l2 < /N ||Z||00- Describir geométricamente esta doble desigualdad.
20. Representar graficamente los siguientes conjuntos A.
(r,y) e R? : 222 + (y — 1)? < 3}
(z,y) €R* 1 y® <Sa}U{(z,y) eR* 1o =1, |y| < V5}
(¢) A={(z,y) eR?: a2 - £ <1}
(d) A={(z,y,2) eR¥: 22+  —z < 1A+ y* + (2 +1)? < 1};
() A={(z,y,2) eR*:2? +y* <1 A2*+y*>1/2}.

21. Determinar cudles de los siguientes subconjuntos de R? son abiertos, cerrados y/o
acotados:

(a) K1 = Bi(0) = {(z,y) e R? : 2® + 3> < 1};
(b) Ky ={(z,y) e R?: 2 +y> < 1}
(c) Ksy={(z,y) eR*:2>0Ay > 0};

4
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(d) Ky ={(0,%):n e N};

n

() Ks={(z,y) eR?*: 0<z<1Ay=0}.
22. Calcular 9A, A, A\ Ay A\ OA para los conjuntos A que aparecen en el Ejercicio
21.

(Recordar que los simbolos significan: 9A =borde de A, A =clausura de A, y
\ =resta, en este caso de conjuntos.)



