TALLER DE CALCULO AVANZADO - VERANO 2017

Practica No. 1

1. A partir de los axiomas de cuerpo demostrar las siguientes propiedades cualesquiera sean a, b, ¢, d €

Siab=0entoncesa=0 b=0

(—a)b = —(ab) y (—a)(=b) = ab.

i)
ii)
iii) Si ab=acy a # 0, entonces b = c.
iv)
v) Sib# 0y d#0 entonces bd # 0y (ab=!)(cd™!) = (ac)(bd)~*

2. A partir de los axiomas de cuerpo ordenado demostrar las siguientes propiedades cualesquiera
sean a,by ¢ € R:

i) Sia<byc>0,entonces ac < be.

ii) Si a < b entonces —b < —a.
iii) Si @ # 0 entonces a? > 0.

Si a2 + b% = 0 entonces a = b = 0.

)
)
)
iv) Si ab > 0 entonces a y b son ambos positivos o ambos negativos.
v)
)

vi) Sia <byb<aentonces a =b.

3. Sea A un subconjunto no vacio de R y sea s € R. Probar que las siguientes afirmaciones son
equivalentes:

i) s satisface las siguientes dos condiciones:

(a) Va € A se tiene s > q;
(b) si t > a para todo a € A entonces t > s.

ii) s satisface las siguientes dos condiciones:
(a) Va € A, se tiene s > a;
(b) Ve >0, Ja. € A tal que s — ¢ < a..
iii) s satisface las siguientes dos condiciones:

(a) Ya € A, se tiene s > a;
(b) existe una sucesion (a,)pen contenida A tal que lim a, = s.
n—oo

Enuncie caracterizaciones andlogas para el infimo de A y demuestre su equivalencia

4. Sean Ay B C R dos conjuntos no vacios, tales que A C B.

a) Suponiendo que A y B estdn acotados superior e inferiormente. Establezca y demuestre las
relaciones de orden que hay entre los nimeros sup(A), inf(A), sup(B), inf(B).

b) (Qué sucede cuando A o B no estd acotado superior o inferiormente?



5. Hallar, si existen, supremo, infimo, maximo y minimo de los siguientes subconjuntos de R:

6.

10.

11.

A1 = (CL, b]

1
AQZ{Qn,neN}

)
)
(c) Az = Ay U{0}.
)
)

(a
(b
(d
(e

A4:{x€(@ :OSxS\/Q}.
A5:{m2—a:—1:a:€]R}.

(f) A6:{;+;:n,m€N}.
(g) A7 ={a® —5z+4:zec[2,4)}.
(h) As = 0.

Si A C R es no vacio, para cada ¢ € R se definen los conjuntos

cA={cx:z €A} y —A=(-1).A
Probar las siguientes afirmaciones:

i) Si A estd acotado superiormente entonces —A estd acotado inferiormente y se tiene que
inf(—A) = —sup A.
ii) Sic> 0y A estd acotado superiormente entonces ¢.A también lo estd y sup(c.A) = csup A.
iii) ;Qué se puede decir en el caso que ¢ < 07

iv) Enuncie resultados anédlogos a los anteriores para inf(c.A) (y demuestre alguno(s)).
Si A, B C R ambos no vacios se definen los conjuntos
A+ B :={a+b:acAbeB} y AB :={ab:a€ A be B}.

i) {Qué condiciones deben satisfacer A y B para que exista sup(A+ B)? Cuando se cumplen,
estudiar la relacién entre sup(A + B) y sup(A) + sup(B).

ii) Realice el mismo andlisis para el conjunto A.B y los nimeros sup(AB) y sup(A).sup(B).

. Sean a,b € R tales que a < b. Probar las siguientes afirmaciones:

a) Existe un tnico entero n tal que n < a < n + 1. Llamamos a n la parte entera de a.
b) Existe ¢ € Q tal que a < ¢ < b.
¢) Probar que para cada z € R existe una sucesion (¢, )nen C Q estrictamente decreciente tal
que lim ¢, = z.
n—oo
A raiz de este hecho decimos que Q es denso en R.

Sea (an)nen una sucesiéon de niimeros reales tal que lim a, = a. Probar que lim a,? = a2

n—oo n—oo
Sea (ap)nen una sucesién de numeros reales no negativos tal que lim a, = a. Probar que

. n—o0
AR, Vn = V&

Sea (an)neny una sucesion definida recursivamente por ap = V2 YV ant1 = V2 + an para cada
n > 0. Muestre que (ap)nen €s mondtona y que estd acotada superiormente por 2. Determine
su limite.



12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

Hallar los puntos limites y los limites superior e inferior de las sucesiones:

@1-- o) (-1 @ oos (22)
@ (rd) @nbRbibAE. (pRrCT

Sean (an),en ¥ (bn),en Sucesiones acotadas de nimeros reales tales que a, < b, Vn € N.
Entoces

limsup a, < limsup b,.

n—oo n—oo
Si (@n)peny ¥ (On)nen SO sucesiones acotadas de nimeros reales, determinar y demostrar las
relaciones de orden entre los siguientes cuatro nimeros:

liminf (a, + by) limsup (an, + by)
n—oo n—oo

lim sup a, + limsup b, lim inf a,, + liminf b,
n—oo n—oo n—oo n—oo

An41
an

a) Sea (an)nen una sucesion de términos positivos tal que lim sup = [ < 1. Probar que

n—0o0
lim a, = 0.
n—oo

b) Usando este resultado mostrar que:
i) Si @ > 0 entonces lim %1 =0.
n—o0 °
D) L % —0.
W,

iii) Si0<a < 1ykE&EZentonces lim nFa™ = 0.
n—oo

Sea (an)nen una sucesién acotada superiormente. Probar que M € R es el limite superior de
esta sucesion si y sélo si para todo € > 0

i) existen infinitos n € N para los que a,, > M — €,y

ii) existe solamente una cantidad finita de n € N para los que a,, > M + €.

Sea (an)nen una sucesion acotada superiormente. Probar que el limite superior es el maximo de
los puntos limites de la sucesion.

Dadas (an),cn Y (bn),en dos sucesiones acotadas de niimeros reales, se define la sucesion (c;,)
de la siguiente manera:

neN

Cop = Gn Y Cop—1 = b, para todon € N.
;Cudl es la relacién entre el limite superior de (cy), ey ¥ 10s de (an),cn ¥V (bn)pen?

Sea (an)nen una sucesién de nimeros reales tal que lim a, = L.
n—oo

Probar que si r < L, existe ng € N tal que a,, > r Vn > ng.

(a)
(b) Andlogamente, si r > L, existe ng € N tal que a,, <1 Vn > ny.
(c)

)

(d) {Qué puede decirse de L si se sabe que existe ng € N tal que a,, > r Vn > ng?

i Puede reformularse (a) i. si se sabe que r < L?




