ANAL1SIS MATEMATICO I (LIC. EN Cs. BIOLOGICAS)
Verano de 2016

Préctica 5: Regla de L'Hospital - Estudio de funciones

Ejercicio 1. Decidir si las siguientes funciones satisfacen las hipotesis del Teorema de Rolle en

los intervalos indicados en cada caso:

(@) f(x) =16x* —32x3+24x2 —8x+17 en  (¢) f(x) = |x| en [-1;1].

—-1;1].
[ ] { x2 six <1

d) f(x)= en [—3;5].

2x —1 six>1
(b) f(x) = 16x* —32x> +24x> — 8x + 17 en

[0;1]. @ flx)=(x—-2)

2
3

en [0;4].

Ejercicio 2. Se considera la funcion f : [—2;2] — R definida por

{ x? sixe[-21]

fx) = 3x—2 sixe (1;2]

(a) Verificar que f(x) es continua en [—2;2],y que f(—2) = f(2).
(b) Comprobar que f no es derivable en xo = 1.
(¢) Verificar que f'(0) =0

(d) ¢Contradice este ejemplo el Teorema de Rolle?

Ejercicio 3. Dada la funcién f(x) = x(x +1)(x + 2)(x + 3) mostrar que la ecuacién f'(x) = 0

tiene exactamente tres soluciones reales distintas.

Ejercicio 4. La temperatura (en grados centigrados) de un pequefio animal sometido a un proceso
infeccioso varfa en un lapso de 4 horas de acuerdo con la siguiente ley: T(t) = 30 + 4t — 2,
donde T es la temperatura y t el tiempo medido en horas.

Sin usar la derivada de T, mostrar que en algun instante del lapso [0;4] la velocidad de variacién

de T fue nula.

Ejercicio 5. Decidir si las siguientes funciones satisfacen las hipétesis del Teorema de Lagrange

en los intervalos indicados en cada caso. Si la respuesta es afirmativa determinar ¢ perteneciente
f() — f(a)
b—a

al correspondiente intervalo abierto tal que f'(c) = y graficar.
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(@) f(x)=2x>—6xen[-2;2].

(B) f(x) = (x—2)3 en [0;5].

(©) f(x)=(x—1)2en[0;3].

(@) f(x)=(x—1)*en [3;5].

Ejercicio 6. Mostrar que valen las siguientes desigualdades aplicando el teorema de Lagrange.

(@)

(b) |senx —seny| < |x —y|,

senx <x, Vx>0.

Vx > 0.

Vx,y € R.

Ejercicio 7. Calcular los siguientes limites aplicando la Regla de L'Hospital, siempre que ello sea

() In(1+4+x) <x,
posible:

. Inx

@ M1

() 1im — 5% (4
x—0 X
X2 —2x+1

© }1(13% 3x24+2x -5
. X —sen x

@

() lim tg x —sen x (%)

()

(k)

(m)

x—=0 X —sen x

) e2X _ p72X _ 4y
Iim —M—
x—0 X —Ssen x

In(sen x)

(%)

lim
x—I T—2x
In(sen x
iy D(sen x)
x—0+ 7T — 2X
te x
im g
x—>% tg 5x

x—07t

1
lim x%ex (x)
x—0~

(»)

@)
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(x)

x—0 cotg x

lim(x —sen x)In x
x—0

o x+Inx
lim
x—+oo xln x

) 1
lim (Cotgx — x> ()

x—0

(%)

lim x*
x—07t

lim (1 + x)<°'8*
x—0

lim x5 * (%)
x—0t

1
lim xx
X—+o00

lim (In x)lf1m (%)
X—r+00
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Ejercicio 8. ;Es aplicable la regla de L’'Hospital para calcular el siguiente limite?

2 1
x“sen (3
lim x7sen (3)
x—0 sen x
Si la repuesta es afirmativa, aplicar la regla y calcule el limite. Si la respuesta es negativa, explicar

por qué no se puede aplicar la regla y calcular el limite de otra manera.

sin(x) + cos(x)
cos(x) —sin(x)

Ejercicio 9. (x) Calcular el limite 1im,_,o

Ejercicio 10. (*) En cada uno de los siguientes casos, estudiar la derivabilidad de f en R.

3xe¥ 4 six <4
(a) f(x) = 20 sen(x ;‘i);n(ix —2) +12 six >4
, sen x
® f0=1{" (rem) 90
x six <0

Ejercicio 11. Calcular (si existe) f'(0) para las siguientes funciones

14+x2 six<0

o s={ 17

1 six <0
1

six >0 six >0

o -]

(cos x)

Ejercicio 12. Determinar los méximos y minimos absolutos de las siguientes funciones:
(@) f(x)=3x+1en [-1;3]
(b) f(x) =sen(2x) en [0; 7]
(©) f(x)=[x—=2] en [-1;1]
Ejercicio 13. Decidir si xp es un extremo local de f en cada caso:
@ f(x)=x*+1, x=0. () f(x)=x°+5 x=0.
b f(x)=|x—2|, xp = 2. d) f(x) =23, xp = 0.
Ejercicio 14. Determinar todos los extremos relativos de cada una de las siguientes funciones:

@ f(x)=x3—6x+2 (¢) f(x) =xInx (x>0)

(b) f(x)=x?* @ f(x)=x
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© flx)=x+71 (x£0) ) f() = 1oy ()
(f)f(x)zm(x#l)(*) (h) f(x)=%+$(07éx7é1)(*)

Ejercicio 15. Hallar y clasificar los extremos locales de las siguientes funciones. Graficar.

2x2 —2x—2 six <2

X six >2

x2 six <1

(x —2)? six>1

(@) f(x)= { b) f(x) = {

Ejercicio 16. (x) Sea f : R — R una funcién derivable en todo punto y que ademds cumple las

siguientes condiciones:
O f(-)=F(=2)=f0O=F3G) =0
(i) {xeR:f(x) >0} =(—00;—1)U(0;3).
(i) {xeR:f'(x) <0} =(-1L-3)U(=%0)U (3 +o0)
A partir de todos estos datos determinar todos los maximos y minimos locales de la funcién f.

Justifique sus afirmaciones. Graficar una funcién que cumpla con estas condiciones.

Ejercicio 17. Para cada una de las siguientes funciones estudiar el dominio natural, las posibles
asintotas. Determinar los médximos y minimos locales, los intervalos de crecimiento y decreci-
miento. Analizar el sentido de la curvatura y los puntos de inflexién. Sobre la base de todos

estos datos, hacer un grafico aproximado de f.

(11) f(X) = 12x2(x+ 1) (]) f(x) — xe ¥
® J) = et~ 3 © £ = pey
(C) f(x) — 1 _xx (l) f(x) _ ex(x2_|_2)
(@ f(x)=x3(1=x) en[-1;1] m 10 =2
x*—1
e X) = xz_
()f() X (n) f(x):xz_;l
_ ¥ +2-3
v - ) flx) =52
© fx) = 5—
o @ 1=
mam (x—3)
(i) f(x)=xlnx ) f(x)= 1 3)
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(@) f(x)=xe* 5) f(x)=x—In x
(1 f(x) =%+ |x]

Ejercicio 18. Mostrar que se verifican las siguientes desigualdades entre las funciones dadas.

(@) senx >x Vx <O0. x?

(d) 1—cosx§? Vx e R.

(b) ¥ >1+x VxeR
X
(C) lnxgz(ﬁ_l) Vx> 1. (6) ln(]."‘X) >m Vx > 0.
t

" 2012+ 50¢ + 80
traciéon en sangre de una droga t horas después de haber inyectado una determinada dosis.

Ejercicio 19. (x) La funcién f(t) (definida para t > 0) expresa la concen-

Analizar las variaciones de dicha concentracién con el paso del tiempo, indicando los intervalos

de tiempo en los cuales la concentracién aumenta y aquellos en los cuales disminuye.

Ejercicio 20. (x) La densidad del agua a 0°C es de 1g/cm? pero varia levemente al variar la

temperatura de acuerdo con la expresion:
S(t)=1+45,3-10"t — 6,53 - 107 %> +1,4- 10784

donde 0 < t < 100 que mide la temperatura en grados centigrados, y S(t) es la densidad o peso
especifico del agua a la temperatura t. Sobre la base de dicha expresién, analizar el crecimiento

y decrecimiento de la densidad en funcién de la temperatura del agua.

Ejercicio 21. ()

(a) Mostrar que una funcién ctibica f(x) = ax® + bx? + cx +d (con a # 0) puede tener a lo

sumo dos extremos relativos.
(b) Dar un ejemplo de una tal funcién con dos extremos relativos.
(c) Dar un ejemplo de una tal funcién sin extremos relativos.

(d) ¢Puede una tal funcién tener un tinico extremo relativo? ;Por qué?
Ejercicio 22. Expresar el nimero 16 como suma de dos ntimeros cuyo producto sea maximo.

Ejercicio 23. De una pieza rectangular de cartén de 25cm de largo y 10cm de ancho se recortan
cuatro cuadrados de lado x en sus esquinas para hacer una caja con el remanente. Considerando
los posibles valores de x, ;cudl es el valor que hace méximo el volumen o capacidad de la caja

(construida sin tapa)?

5/8



Anadlisis Matematico I (Lic. en Cs. Bioldgicas) — Verano de 2016 Practica 5

Ejercicio 24. Un rectdngulo estd inscripto en un semicirculo de radio 10 (es decir que sus cuatro
vértices estan en el perimetro del semicirculo). Calcular las dimensiones del rectdingulo que hacen

maxima su area.

Ejercicio 25. (*) Si hacemos girar en el espacio un tridngulo rectangulo alrededor de uno de sus
catetos, genera, en su rotacién, un cono circular recto. ;Cudl serd el mayor volumen V de un

cono generado de esta manera por un tridngulo cuya hipotenusa mide 6 cm?

(Volumen del cono: % (sup. de la base) - (altura).)

Ejercicio 26. (x) Entre todos los rectdngulos de drea A determinar:
(a) aquél que tiene perimetro minimo.

(b) aquél que tiene la diagonal maés corta.

Ejercicio 27. Dada la recta de ecuaciéon y = 3x + 7 determinar cudl de sus puntos estd mds

préoximo al origen de coordenadas.

Ejercicio 28. (*) Se desea construir una caja de base cuadrada con tapa, y que tenga 1dm? de
capacidad. ;Cuales deberan ser las dimensiones de dicha caja para que la cantidad de material

utilizado en su confeccién sea minima?
Ejercicio 29. ;Cudndo es minima la suma de un ndmero x con x~2?

Ejercicio 30. Se realizaron 10 mediciones de una magnitud fisica y se obtuvieron los valores
2 1,9 2,2 2,3 2 1,8 1,9 2,1 2 1,8.

Para cada valor x atribuido a dicha magnitud llamamos S(x) a la suma de los cuadrados de los

errores cometidos por dichas mediciones, es decir:
S(x)=(x=2"+(x—1,9°+ (x —2,2)° +- -

Verificar que S(x) es minima cuando x es el promedio de las mediciones obtenidas.

Ejercicio 31. (*) Consideremos la funcién log, (x) = max{0,log(x)}, es decir, dado x, la funcién
log_ (x) es el mayor valor entre 0 y log(x). Por ejemplo, f(3) = log(3), f(3) = 0 pues 0 es

mds grande que log(3).

(a) Determinar el dominio de definicién de log, . ;Qué tipos de discontinuidades tiene? De

tener una discontinuidad evitable, redefinir la funcién para que quede continua.
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(b) Estudiar la derivabilidad de log, .

(c) Considermos la funcién g(t) = log, (s +t) —log, (s) —log, (t) para t > 0 y s algtn

numero real positivo fijo. Estudiar los médximos de g(t).

(d) Hacer lo mismo del item anterior pero para h(s) = log, (s +t) —log, (s) —log, (t) para

s > 0 y t algtin nimero real positivo fijo.

(e) Concluir® de los ftems anteriores que log, (s +t) —log, (s) —log, (t) < log(2) para todo
s,t >0.

Ejercicio 32. La siguiente funcién describe (en millones de habitantes) la poblaciéon de un pais

como funcién del tiempo t medido en afos (1950 < t < 2000).

80

_ t=1950

P(t) = —
1+3e 10

(a) Determinar la tasa instantanea de crecimiento de P en el afio ¢.

(b) ¢En qué momento P tuvo la méxima tasa instantdnea de crecimiento?

Ejercicio 33. (x) Un Laboratorio vende una droga hasta 100 gramos por comprador, con un
minimo de 40 gramos por compra. El precio es de $15 por gramo al comprar 40 gramos, pero
se ofrece bajar el precio individual en $0,10 por cada gramo que exceda los 40. Por ejemplo, al
comprar 50 gramos, cada gramo cuesta $14. ;Cudl es el maximo precio posible de una compra

individual?

Ejercicio 34. (x) En la produccién y comercializacion de un producto la funcién de demanda y

la funcién de costo dependen de la cantidad x (con 0 < x < 15) respectivamente por:

2
f(x):70—37x—%,— C(x) = 50x + 5

Si la funcién de ganancias de la operacion estd dada por G(x) = xf(x) — C(x) determinar el

valor de x para el cual se obtiene la mayor ganancia.

Ejercicio 35.

a econstruir un polinomio X e graao e ue sabemos que = z, =0,
(@) R ir un polinomio P(x) de grado 3 del que sab que P(0) =2, P'(0) = 3
P"(0) =6y P"(0) = —4.

'El objetivo de este ejercicio es mostrar que las técnicas de hallar méximos y minimos pueden usarse incluso para
funciones en mas de una variable. La desigualdad probada en este ejercicio estd relacionada con lo que se conoce

como el primer teorema principal de la Teoria de Nevanlinna
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(b) Sea Q(x) un polinomio de grado 2 tal que Q(2) = —1, Q'(2) =3 y Q"(2) = 4. Expresar

dicho polinomio en potencias de (x —2).

(c) Expresar el polinomio Q(x) en la forma habitual, es decir en potencias de x.

Ejercicio 36. Para cada una de las siguientes funciones calcular el polinomio de Taylor de grado

pedido, en el punto indicado.

(@) f(x)=Inx grado4,a=1. d f(x)=¢e" grado 4, a=1.
(b) f(x) =cosx  grado 6, a=0. (e) f(x)=e* grado 4, a=0.
(¢) f(x)=sen x  grado 7, a=0. () f(x) =sen x  grado 4, a=7F.

Ejercicio 37.
(a) Utilizando la parte (e) del problema anterior, calcular aproximadamente ¢%2.

(b) Utilizando la parte (a) del problema anterior, calcular aproximadamente In(0,9).

(c) Calcular los valores mencionados en (a) y (b) con una calculadora. Comparar con los valores

obtenidos anteriormente.

Ejercicio 38. Sea f : R — R una funcién cuatro veces derivable tal que su polinomio de Taylor

de grado 3 centradoen x =0 es P(x) = x> —5x2 +7.

(a) Calcular £(0), f'(0), f"(0), f"(0).

(b) Sea h:R — R definida por h(x) = f(x?> —3x +2). Calcular 1'(2) y h"(2).

Ejercicio 39. Sea f : R — R una funcién cuatro veces derivable tal que su polinomio de Taylor
de grado 3 centrado en x =2 es P(x) = —1x% 4+ 2x 4 3.

() Caleular £(2), f'(2), f'(2), f"(2).

(b) Sea h:R — R definida por h(x) = x2f(x* +1). Calcular 1'(—1) y h"(-1).
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