Departamento de Matemadtica - Facultad de Ciencias Exactas y Naturales - UBA 1

MATEMATICA 2 - Verano de 2015

Practica 5 - Diagonalizacion y subespacios invariantes

Ejercicio 1.

i) Calcular el polinomio caracteristico, los autovalores y los autovectores de la matriz A en cada
uno de los siguientes casos (analizar por separado los casos K =R y K = C).

2 4 3 1 0 010 1
“)A_<1 —1) d) A= -4 -1 0 gt oo
0 a 4 -8 -2 NA=10 101
b)A:(—a 0>"zER 000 0 1010
0 2 1 1000 a 1 1
o) A=|-2 0 2 DA=10 1 0 0 9 A=|[1 a 1
-1 -2 0 000 1 1 1 a

ii) Para cada una de las matrices del item anterior, decidir si A es diagonalizable sobre K, para
K =R y K = C. En caso afirmativo, exhibir una matriz inversible C' € K™*" y una matriz
diagonal D € K™ tales que A= C.D.C™.

Ejercicio 2. Sea f : R? — R3 la transformacion lineal f(x,y, 2) = (—22—2y+62,4y, —x —3y+32).

i) Encontrar una base B de R? tal que |f|p sea diagonal.

-2 -2 6\"
ii) Calcular [ 0 4 0] , VneN.
-1 -3 3
-2 -2 6
iii) Hallar, si es posible, una matriz M € R3*3 tal que M2 = [ 0 4 0
-1 -3 3

Ejercicio 3. Sea f : K™ — K" un proyector con dim(Im(f)) = s. Probar que f es diagonalizable
(Sugerencia: ver Practica 3). Calcular X.

Ejercicio 4. Sea § : C*°(R) — C*°(R) la transformacién lineal derivacién. Mostrar que para todo
A € R, la funcién f(x) = e es un autovector de § asociado al autovalor \. (Observar que entonces
J tiene infinitos autovalores.)

Ejercicio 5. Sea A € K"*",
i) Probar que A y A! tienen los mismos autovalores. Dar un ejemplo en el que los autovectores
sean distintos.
ii) Probar que A es inversible si y s6lo si 0 no es autovalor de A.
iii) Probar que si A es inversible y v es un autovector de A, entonces v es un autovector de A~1.

a b

Ejercicio 6. Sea A = <0 c> € K?*2. Determinar todos los a,by ¢ € K tales que A es diagona-

lizable.
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Ejercicio 7. Hallar todos los valores de k € R tales que la siguiente matriz sea diagonalizable:

k 1 E+ k2 —k2

o k+1 0 k
A=10 1 k 1
0 0 0 k+1

1/2 1/4

Ejercicio 8. Dada A = < € R?*2 calcular lim A™.

1/2 3/4 n—00
Sugerencia: No es necesario calcular A™ para todo n € N explicitamente.

Ejercicio 9.
i) Se define la sucesién de Fibonacci {ay, }nen, de la siguiente manera:

apg = 0, a] = 1
Unt2 = Qpt1 +an VN € Np.

a) Sea A = 0 1 . Verificar que, para cada n € Ny, A. tn — ( 9nt+1 )
11 Gp41 Gn4-2

b) Probar que, para todo n € N, A™. <O> = < n >
1 Gnp+1

¢) Encontrar una matriz inversible C tal que C~!.A.C sea diagonal.
d) Hallar la féormula general para el término a,, Vn € Ny.

ii) Se define la sucesién {ay }nen, de la siguiente manera:

ap=0,a1 =1, a0 =1
an+3 = 6apyro — 1lay41 +6a, Vn e Ny

Hallar una férmula general para el término a,, Vn € Ny.

Ejercicio 10.

i) Resolver el sistema de ecuaciones diferenciales

con condiciones iniciales z(0) = 3, y(0) = —1.
6 2

Sugerencia: Hallar una matriz inversible C € R?*? tal que C! 9 3

hacer el cambio de variables (Zég) o (; Eg )

ii) Probar que {f € C¥R): f" = f} =<e”, e " >.

> C sea diagonal y

=

Sugerencia: Llamar g = f’ y considerar el sistema de ecuaciones {g' B ?

Ejercicio 11. Utilizando el Teorema de Hamilton-Cayley:

i) Calcular A0

_= O O
S O O

1
para A= |1
0
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ii) Calcular (le _21> Vn eN.

1

iii) Dada A = <_1 4

>, expresar A~! como combinacién lineal de A y de Is.

Ejercicio 12.

i) Sea f:R? — R? la transformacién lineal definida por f(z,y) = (z+3y, 3z — 2y). Hallar todos
los subespacios de R? que sean f-invariantes.

cos —senf

senf)  cos6

que, para todo 6 # k.7 (k € Z), fo no es diagonalizable. Hallar todos los subespacios de R?

que sean fy-invariantes.

ii) Sea fy : R? — R? la rotacién de angulo 6, definida por |fy|r = < > . Probar

iii) Sea # € Ry gy : C2 — C? la transformacién C-lineal cuya matriz en la base canénica es

cosf) —senb
|99|E = .

senf  cosd
.Es gg diagonalizable? Hallar todos los subespacios de C? que sean gg-invariantes.
-1 -1 -1 -1
0 -5 —-16 -22

0 3 10 14
4 8 12 14

i) Probar que el subespacio < (2,-1,0,0), (=1,2,—1,0) > es fs-invariante.

Ejercicio 13. Sea A = € R¥4,

ii) Encontrar una base B de R* tal que

|falB =

oo o 9
O O~ o
I QO
—~. > Q,

Ejercicio 14.

i) Sea A € R3*3 tal que Xa(z) = (x—a)(z—2)(x—2),cona € Ry z € C\R. Sea f4 : R? — R3
(resp. ga : C* — C3) la transformacién lineal cuya matriz en la base canénica de R? (resp.
C3) es A.

a) Probar que existe v1, autovector de g4 de autovalor «, con todas sus coordenadas reales.

b) Sea w = vg + ivs, con vy, vy € R3, un autovector de g4 asociado al autovalor z. Probar
que W = vy — iv3 es un autovector de g4 de autovalor Z.

¢) Probar que < vp,v3 > C R3 es un subespacio fa-invariante de dimensién 2.
d) Sea B = {v1,vs,v3}. Verificar que B es una base de R? y hallar |f4|p.

-1 0 2
i) Sea A= 5 4 2 | eR¥>3
-4 -3 -2

Hallar subespacios propios S y T de R?, fs-invariantes, tales que S @ T = R3.

Ejercicio 15. Sea f : R> — R® la transformacién lineal definida por
f(z1, 9, 23, 14, 75) = (T2, T3, 74, 75,0).
i) Hallar, para cada 0 < i < 5, un subespacio S; de R® con dim(S;) = i que sea f-invariante.

ii) Probar que no existen subespacios propios f-invariantes S y T de R® tales que R = S @ T.



