TALLER DE CALCULO AVANZADO - CURSO DE VERANO 2014
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Practica b

b

Analizar en cada caso la existencia de [ f da y calcularla cuando corresponda.
a

(a) «:[a,b] — R una funcién arbitraria y f una funcién constante sobre [a, b].
a

(b)

: [a,b] — R una funcién continua con a(a) = ag , a(b) = bg; ¢ € (a,b) y

5 six € [a,c)

f:]a,b] - R dada por f(z):= 3 six=c
-1 sixz € (c?]

., Qué sucede si en lugar de tomar « continua sdlo se sabe que « es continua en

un entorno de ¢?

. . [ 1 size]a,(]
(c) f como en el item anterior y a(z) = { 1 osize(ed]
(@ (@)=, afa) =2 y [a,8] = [-1,3]
(e) f(z) =alz) =c y [a,0] = [0, 7.
Sean f,« : [a,b] — R, tales que f es continua e integrable respecto de « en [a,b] y
sea c en (a,b). Si f: [a,b] — R satisface B(x) = a(z) para todo = # ¢, probar que

b b
feRPB)enlab]y [fda=[fds.
.Qué sucede si c =a o c = b7.
Dadas las funciones siguientes definidas en el intervalo [0,2]: f(z) = |z —1|,
2

) sizx=0
a(r) = { et size (0,2, demostrar que f € R(«) en [0,2] y calcular Off dao.

Sean f,« : [a,b] — Ry sea c € (a,b) tales que f € R(«a) en [a,c] y [ € R(a) en [, ]].
b c b
Demostrar que f € R(a) en [a, by [ fda= [fda+ [ f da.
a a C
b
Supongamos que [ fda existe y es igual a 0 para toda funcién mondtona creciente
a
f- i Qué puede decir sobre la funcién a?
Sugerencia. Para cada ¢ € [a,b] considere la funcién mondtona f. definida como
felx)=0sia<z<cy fozr)=1 sino.
Sean f,« : [a,b] — R. Para cada particién © = {xy, ..., 2} del intervalo [a,b], se
n
define sy := Y f(tg)[a(zr) — a(xg—1)], donde ty € [zr_1,zk].
k=1

Demostrar que si f € %() entonces existe una sucesién de particiones (7, ),y que
cumple las condiciones:



10.

(a) (Tm)men € mondtona en el sentido siguiente: si m < m' entonces 7, C mpy.
(b) lim || 7 ||=0.
m—oo

b
(¢) lm s, = [ f da, independientemente de la eleccién de los tj; en cada suma
m—0oo

a
St

(d) Toda otra sucesion (0y,),,cy monétona de particiones tal que 7, C oy, para
todo m € N suficientemente grande cumple las condiciones (b) y (c) precedentes.

Si ahora g¢,( : [a,b] — R son otras funciones, tales que g € R(3) y para cada
n
particién 7 notamos r := > g(tx)[5(zx) — B(xk—1)], donde ty € [zk—1,zk], deducir
k=1
b
que entonces existe una sucesion de particiones (7,,),,cy tal que lim s, = f fda
m—0o0
a
b
y lim rr = [gdp.
m—oQ a

Sea f:[a,b] = Ry sea a: [a,b] — R mondtona creciente.
Demostrar que si f € R(«) en [a,b] y [¢,d] C [a,b], entonces f € R(a) en [c, d].

Sea f :[a,b] — R continua y sea « : [a,b] — R mondtona creciente.

(a) Demostrar que existe ¢ € (a, b) tal que jzf da = f(c) (a(b) — ala)).

a
(b) Suponiendo que « es ademds derivable en (a,b),(pero no necesariamente de
clase C'), demostrar que la funcién

w(w)z/;f do

es derivable en (a,b) y que ¢/'(x) = f(z)d/(x) para todo x € (a,b).
Sean f,g : [a,b] — R y sea « : [a,b] — R monétona creciente. Demostrar que si

b b
frg € R(a)y f(z) < g(x) para todo z € [a,b] , entonces [ f da < [ g do.

b
Deducir que si f € R(a) entonces ‘fff da‘ < [1f] dev.

Para cada x € R vamos a notar con |x] a la parte entera de z, es decir: |z| :=
max{n€Z /n<z}.

Analizar la existencia de las integrales que siguen y en caso afirmativo calcularla:

4 2 2
(a) {xz d(|x]) (b) ({x d(z — |z]) (c) 0fw2 d(f])
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Sea f : [a,b] — R. Para cada particién 7 de [a,b] (si 7 = {z¢, z1,...,2,}) se define
m(f) =D If (k) = flox)l,
k=1

Demostrar que si 1 C o son dos particiones de [a, b], entonces m1(f) < ma(f).

Estudiar si las funciones que siguen son de variacién acotada en el intervalo [a, b]
correspondiente y en el caso afirmativo dar una mayoraciéon para Vy(a,b).

i si 0<ax<1
@ f@)=esen 037 ) @ ={ 5 %05

2 . T 2
(© fla) =26 =32 en [-1.2] (@) fla) = { T E) 0 <o S
En el caso (d) estudiar también la derivabilidad de f.

Demostrar que si f y g son funciones de variacién acotada en [a,b] entonces fg
también lo es.

Para las funciones de variacién acotada que siguen, hallar la funcién V; (recordamos
que Vi(a) =0y Vi(xz) = Vi(a,x) sia <z < b):

z+1 —-1<x<0
(a) f(z)= x 0<z<l1 (b) f(z)=sinxz en [0,27]
l—a 1<x<2

Para cada funcién encontrar explicitamente funciones mondétonas crecientes g1 y go
tales que f = g1 — go.

Demostrar que si f : [a,b] — R es una funcién de variacién acotada entonces es
integrable Riemann.

Sea f : [a,b] — R una funcién de clase C! en [a,b]. Demostrar que f es de variacién

b
acotada y que vale la igualdad V¢(a,b) = [ |f'(z)| dz.
a

Sea f,« : [a,b] — R tales que f es una funcién continua y « es de variacién acotada.
(a) Demostrar que |f| € R(V4).

b
(b) Demostrar que vale la desigualdad ‘fabf da‘ < [|f] dV,. Sugerencia. Tener

en cuenta el Ejercicio 77.

(c) Deducir de (b) que fabf da‘ < Vu(a,b) rél[a)l()] |f(z)].

(d) Paracadaz € [a,b] se define ¢)(x) = [ f do (observar que 1 estd bien definida).
Probar que 9 es de variacion acotada.

(e) Si « es Lipschitz en [a, b], probar que la funcién 1 definida en el item anterior
también es Lipschitz en [a, b].



