Polinomios

1. Estructuras algebraicas.

Sea (G un conjunto y sea * una operacion en G, es decir, una funcién de G x G en G que
a cada par de elementos g,h € G le asigna un elemento de G al que denotaremos gxh.
Diremos que (G, *) es un grupo si se satisfacen:

i) gx(hxp) = (gxh)*p Vg,h,p € G (x es asociativa)
ii) Existe g € G tal que hxgg = goxh = h para todo h € G (hay un elemento neutro)
iii) Para todo g € G existe h € G tal que gxh = hxg = g¢ (todo elemento tiene inverso)

Es ficil ver que si (G, x) es un grupo entonces el elemento neutro y el inverso de cada
g € G son 1nicos.

Diremos que un grupo (G, *) es abeliano (o conmutativo) si x es conmutativa, es decir,
gxh = hxg Vg,h € G.

Ejemplos.

) (Z,+), (Q,+) (IR,+) y (C, +) son grupos abelianos

2) (IN,+) no es un grupo (no hay elemento neutro)

3) (INU{0}, +) no es un grupo (no todo elemento tiene inverso: el tinico elemento inversible
es 0).

4) (@ —{0},.), IR —{0},.) y (€C—{0},.) son grupos abelianos

5) (Z — {0},.) no es un grupo (no todo elemento tiene inverso: los tnicos elementos
inversibles son 1y -1).

6) (Gy,.) es un grupo abeliano

Sea A un conjunto y sean + y . dos operaciones en A. Diremos que (A, +,.) es un anillo
(con identidad) si se satisfacen:

i) (A, +) es un grupo abeliano

ii) . es asociativa

iii) . tiene un elemento neutro y 1 # 0, donde 1 denota el elemento neutro de . y 0 denota
el elemento neutro de +

iv) a.(b+¢)=a.b+acy (a+b).c=a.c+bec, Va,b,ce A (propiedades distributivas)

Ejercicio. Sea (A, +,.) un anillo. Probar que a.0 = 0 para todo a € A.

Diremos que un anillo (A,+,.) es conmutativo si . es conmutativa, es decir, a.b = b.a

Ya,b € A.

Ejemplo. Si A es el conjunto de matrices de 2x 2 con coeficientes reales y + y . son la suma,
y el producto de matrices respectivamente, entonces (A, +,.) es un anillo no conmutativo.
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Diremos que un anillo (A, +,.) es integro si Va,b € A vale: a.b=0<=a=00b=0.
Notar que esto es equivalente a decir que si a # 0 y b # 0 entonces a.b # 0.

Sea (A, +,.) un anillo. Diremos que a € A es una unidad si a es inversible respecto del
producto, es decir, si existe b € A tal que a.b = b.a = 1. Si a es inversible respecto
del producto entonces el inverso de a es tinico. Denotaremos por U(A) al conjunto de
las unidades de A, es decir, al conjunto de todos los elementos de A que son inversibles
respecto del producto.

Si (A, +,.) es un anillo y a € A, denotaremos por —a al inverso de a respecto de + y por
a~! al inverso de a respecto de . cuando a € U(A).

Ejemplos. (7Z,+,.), (Q,+,.) (IR,+,.) y (C,+,.) son anillos conmutativos e integros. Sus
unidades son U(Z) = {1, -1}, U(®Q) = Q — {0}, U(IR) =R — {0}, y U(C) = C— {0}.

Sea n € IN, n > 1. Si consideramos el conjunto de los posibles restos en la divisiéon por n
Z,={0,1,2,3,....,n—1}
y definimos la suma +,, y el producto .,, de dos elementos de Z,, en la forma
a+n,b=r,(a+0b)
a.nb =1ry(a.b)
entonces (Zy,, +n,.n) €s un anillo conmutativo.
Ejemplos.

1) Calculemos las tablas de suma y producto para Z,4

CO[\DI—‘O-I-
WIN| = OO
O| W DN = =
O NN
DO = O W w
W= O s
o) Ren) Nen) Hen) Ne}
WIN| =D =
NIOIN O N
N W O W

Como se observa en la tabla del producto, Z4 no es integro. Ademds, las unidades de 74
son U(Z4) = {1, 3}.

2) Calculemos las tablas de suma y producto para Zs

+5 0 1 2 3 4 .5 0 1 2 3 4
0 0 1 2 3 4 0 0 0 0 0 0
1 1 2 3 4 0 1 0 1 2 3 4
2 2 3 4 0 1 2 0 2 4 1 3
3 3 4 0 1 2 3 0 3 1 4 2
4 4 0 1 2 3 4 0 4 3 2 1
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Como se observa en la tabla del producto, Zs es integro. Ademas, las unidades de Zs son
U(Zs) ={1,2,3,4}.

3) Z15 no es integro pues 3 # 0, 5 # 0y 3.155 = r15(3.5) = 0. Dejamos como ejercicio
verificar que U(Zq5) = {1,2,4,7,8,11,13,14}.

Proposicion. Sea n un nimero natural mayor que 1. Entonces a € 7,, es una unidad si
y s6lo si a y n son coprimos, es decir, U(Zy,) = {a € Zy, / (a : n) = 1}.

Demostracion: a € U(Zy,) siy s6lo si 3b € Z, tal que a.,b = 1 siy sélo si 3b € Z,
tal que r,(a.b) = 1 si y sélo si 3b € Z,, tal que a.b = 1 (n) si y sélo si la ecuacion de
congruencia ax =1 (n) tiene solucién, siy sélosi (a:n)|1siysélosi(a:n)=1.0

Sea IK un conjunto y sean + y . dos operaciones en IK. Diremos que (IK, +,.) es un cuerpo
si se satisfacen:

i) (K, +,.) es un anillo conmutativo

ii) Todo a € K no nulo es inversible respecto del producto, es decir, si U(IK) = IK — {0}.
Ejemplos.

1) (@ +..) (R,+,.) y (€, +,.) son cuerpos

2) (Z,+,.) no es un cuerpo

Ejercicio. 1) Probar que si (IK, +,.) es un cuerpo entonces es un anillo integro.
2) Probar que 7, es integro si y sé6lo si n es primo.
3) Probar que Z,, es un cuerpo si y sélo si n es primo.

Sea (IK,+,.) un cuerpo. Diremos que IK tiene caracteristica cero si I+1+---+1#0

n sumandos
para todo n € IN.

Ejemplos.

1) (@, +,.) (IR,+,.)y (C,+,.) son cuerpos de caracteristica cero
2) (Zy,+,.) (p primo) no es un cuerpo de caracteristica cero pues 1 +1+4---+1=10

-~

p sumandos

2. El anillo de polinomios.

Sea (A,+,.) un anillo conmutativo (por ejemplo, A = Z,7,,,®,1R o C) y sea X una
indeterminada sobre A, es decir, X satisface

a0+a1X+---+anX":b0+le+---+mem<:>a0:bo,a1:bl,azzbz,...

(Por ejemplo, si A = @ entonces los niimeros reales e y 7 satisfacen esta propiedad).
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Definimos el anillo de polinomios con coeficientes en A, al que denotaremos por A[X], en
la forma

AX|={ag+ a1 X+ +a, X" /neNgya; € A(0<i<n)}

con las operaciones + y . definidas por

n max {n,m}

=0 1=0 =0
n m n+m

(Z%’Xl) : <Zb¢Xi> = Z Z aib; | X*
=0 1=0 k=0 i+j=k

donde a; = 0 para i >n y b; = 0 para i > m y, por convencién, X° = 1.
A los elementos de A[X] los llamaremos polinomios con coeficientes en A.

Ejercicio. Probar que (A[X],+,.) es un anillo conmutativo.

Si f € A[X] es el polinomio f = Z a; X", el elemento a; € A se llama el coeficiente de X
i=0
de f.

n

Observaciéon. A C A[X] ya que si a € A entonces a = ZaiXi donde ap =ay n =0.
i=0

Ademds, la suma y el producto de elementos de A es la misma vistos como elementos de

A o como elementos de A[X].

n m

Observacidén. Sean f,g € A[X]. Si f = ZaiXi yg= ZbiXi entonces f = g si y sélo
i=0 i=0

si a; = b; para todo 7. En particular, f = 0 si y sélo si a; = 0 para todo 1.

Ejemplos.
1) Sean f, g € Z[X] los polinomios

f=X*4+2X34+3X2-2X+1
g=3X*+5X -7
Entonces
fHg=X142X34+6X2+3X -6
fg=3X4+(154+23)X5+ (1.(=7)+2.5+3.3) X+ (2.(=7) + 3.5+ (-2).3) X3+

+ (B3.(=7) + (=2).5+ 1.3) X2+ ((=2).(-7) + 1.5 X + 1.(-7) =
=3X0+11X°+12X*—5X%—28X%24+19X — 7
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2) Sean f, g € Z3p[X] los polinomios

f=21X249
g=20X*+10X

Entonces

f.9 = 21.3020X6 + 9.3020X* + 21.3010X 3 + 9.3010X =
= 130(21.20) X ® + 730(9.20) X* + 730(21.10) X > 4 73¢(9.10) X =
=0X°+0X*+0X?+0X =0

Como vemos, en Zso[X| el producto de dos polinomios no nulos puede ser el polinomio
nulo. Luego, Zs3o[X] no es integro.

Proposicién. A[X] es integro si y sélo si A es integro.

Demostracion: (=) Sean a,b € A tales que a # 0y b # 0. Como a,b € A[X]y A[X] es
integro entonces a.b # 0.

(<) Sean f,g € A[X] tales que f # 0y g # 0. Entonces, f = a, X"+ -+ a1 X +ag con
an Z0y g =0, X"+ -4+ b1 X 4 by con b, # 0. Como A es integro entonces a,,.b,, # 0.
Luego

n+m n+m-—1
fa= 30 [ 5 o) 6 ot 355 |
k=0 i+ji=k k=0 i+ji=k

Por lo tanto, f.g # 0 pues el coeficiente de X" es a,,.b,, # 0. ©
Corolario. Si A=7,01R,Co Z, (p primo) y f,g € A[X] son no nulos entonces f.g # 0.

Ejercicio. Sea A un anillo integro y sean f, g, h € A[X]. Probar quesi f.g = fhy f#0
entonces g = h.

Sea A un anillo conmutativo y sea f € A[X]. Si f = ap X"+ ap_ 1 X" 1+ + a1 X + ao,
donde a,, # 0 entonces decimos que n es el grado de f y escribimos gr f = n. Ademas
diremos que a,, es el coeficiente principal de f y, diremos que f es mdnico si a,, = 1.

Proposicién. Sea A un anillo integro (por ejemplo, A = 7, Q, IR, C o Z,, con p primo).
Si f,g € A[X] son no nulos entonces

i) fg#0yer(fg)=grf+ery.

ii) Para todo k € IN vale f* # 0y gr (f*) = k.gr f

iii) Si f 4+ g # 0 entonces gr (f + ¢g) < max{gr f,grg}

iv) Si gr f # grg entonces f+ g # 0y gr(f + g) = max{gr f,erg}

Dejamos la demostracién como ejercicio.
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Observacidén. Si A no es integro entonces dados f, g € A[X] no nulos puede ocurrir que
f.g = 0y también que f.g # 0 pero gr(f.g) < grf + grg. Por ejemplo, si A = Zy4 y
f,g € A[X]son los polinomios f = 2X°+3y g = 7X3+ X entonces f.g = 2X°+7X3+3X,
que tiene grado 6 < 8.

Ejemplo. Hallemos todos los f € C[X] tales que X f2 — X3 = (2X — 1)f + 1.

Sea f € (JX], tal que X f2— X3 = (2X —1)f+1ysean = gr f (notar que f # 0). Entonces,
tomando grado en ambos miembros de la igualdad, gr (X f2 — X3) = gr ((2X — 1)f + 1).
Si n > 1 entonces, por i) y ii), gr(Xf?) = grX + 2.grf = 1+ 2n > 3. Luego, por
iv), gr (Xf? — X3) = 1 + 2n. Ademés, como gr((2X — 1)f) = 1 +n > 0, entonces
gr(2X —1)f+1)=gr((2X +1)f =1+ n por iv).

Por lo tanto, 1 +2n = gr (X f2 — X3) = gr ((2X — 1)f +1) = 1 + n, pero esto no puede
ocurrir pues n > 1. Hemos probado entonces que gr f < 1, es decir, f = aX + b para
ciertos a,b € C. Ahora determinemos a y b.

XfP-X3=02X - 1f+1+= XX +b0)*-X>=02X - 1)(aX +b) +1
= (a® - 1)X>+2abX* + V’X = 2aX? + (2b —a)X —b+ 1 <
«—=a2-1=0,2ab=2a,0*=2b—ay —b+1=0<=a=1=b

Luego, el tinico polinomio que satisface lo pedido es f = X + 1.

Proposicién. Sea A un anillo integro (por ejemplo, A = 7, Q, IR, C o Z,, con p primo).
Entonces U(A[X]) = U(A).

Demostracion: Es trivial que U(A) C U(A[X]). Veamos la otra inclusién: sea f € U(A[X]).
Entonces existe g € A[X] tal que f.g = 1. De esta igualdad resulta que f,g # 0y
gr(f.g) = 0. Luego, por la proposicién anterior, gr f + grg = 0 de donde resulta que
grf=0=grg. Luego, f,g€ Ay f.g=1, por lo tanto f € U(A). o

Ejemplos.

D) UZIX]) = {1, -1}

2) Si K es un cuerpo (por ejemplo, IK = Q, IR, C o Z,) entonces U(IKK[X]) = IK — {0}, es
decir, las unidades de IK[X] son los polinomios no nulos de grado cero.

3) 2X"™ +1 € U(Z4[X]) para todo n € IN pues (2X" +1)(2X™+1) = 1. Luego, si A = 74
entonces en A[X] hay unidades de grado tan grande como se quiera. Esto se debe a que

A = 7.4 no es integro. En general, si A no es integro, hallar 4 (A[X]) no es un problema
facil.

3. Aritmética en IK[X].

Sea IK un cuerpo (por ejemplo, IK = @, IR, € 0 Z,, con p primo). Veremos en esta seccién
nociones de aritmética andlogas a las que vimos para los enteros, que también pueden
definirse en IK[X] tales como divisibilidad, congruencia, méximo comun divisor, etc.
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Divisibilidad. Dados f, g € IK[X] decimos que f divide a g (y escribimos f | g) si existe
h € K[X] tal que g = f.h.

Ejemplos.
1) SilKK = ®Q entonces X — 1| X3 —1pues X3 -1=(X-1)(X2+ X +1)
2) SiKK = O, IR o Centonces 2X%+1 | X3 —2X2 + 1 X — 1 pues

X3 -2X%+ %X —1=(2X2+ 1)(%){ —-1)
3) Si K = Zs entonces 3X2 +2X +1| X° +4X%+ X3+ X2+ 3X pues
X5 44X  + X3+ X2 43X = (3X%2 42X +1)(2X3 + 3X)
A continuacién veremos que las propiedades de la divisibilidad en IK[X] son semejantes
a las propiedades de la divisibilidad en 7, teniendo en cuenta que ahora IK — {0} (los

polinomios no nulos de grado cero) juegan el papel que en 7Z jugaban 1y —1. Esto se debe
aque {1,-1} =U(Z) y KK — {0} = U(KK[X]). Ademds, |a| para a € Z se traduce en gr f

para f € IK[X].

Propiedades de la divisibilidad.

En Z

i) tala VaeZ
ii)albyb|lc=a]lc

VeeZ
ivia|byalc=a|b+c

v) £1]a VaeZ

vi)a |+l = a= %1

vil)a |0 Va€eZ

viii) 0 |a <= a =0

ix) Sib# 0y a|bentonces |a| < |b]
x)a|byb|a<=a==b

ili)a|b=a|b.c

xi)a|b<= —a | b=
= a|-b<= —al|-b

Dejamos las demostraciones como ejercicio.

En K[X]

V)ef|f VfeK[X],ceK-{0}
i) flgyglh=f|h
i) flg=f|g.h VheK[X]
W) S gy flh=flg+h
v)cel| f VeeK—{0},f e K[X]
vi') flecconce K — {0} = fe€IK— {0}
Vi) £10 Vf e K[X]
Vi) 0 | f <= f=0
ix’)Sig#0y f|gentonces grf <grg
X)flgyglf+=3ceK-{0}/f=cyg
xi') flg<=cflg=[ldg<—=
<~ cf|ldg Ve, deK—{0}
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Irreducibles. Sean f,g € IK[X]. Diremos que f y g son asociados si ¢ € IK — {0} (es
decir, una unidad de K[X]) tal que f = c.g (notar que si f = c.g <= g = c~1.f, donde
¢! € KK — {0}). Observemos que f y g son asociados si y sélosi f|gyg|f.

Observacion. Asi como todo entero a siempre es divisible por 1, —1, a y —a, todo
polinomio en f € IK[X] siempre es divisible por las unidades de IK[X] y por los asociados
de f (propiedades i’) y v")).

Sea f € IK[X]. Diremos que f es irreducible si f # 0, f no es una unidad y f es divisible
sélo por unidades de IK[X] y asociados de f. Notemos que la nocién de irreducible en
IK[X] es andloga a la nocién de primo en Z: p € Z es primo si y sélosip #0,1,—1y p
es divisible sélo por 1,—1, p y —p.

Proposicién. Sea f € IK[X], f #0. Si gr f = 1 entonces f es irreducible.

Demostracion: Sabemos que f # 0y, como gr f = 1 entonces f no es una unidad. Veamos
cudles son los divisores de f: sea g € IK[X] tal que ¢g | f. Entonces f = g.h para algin
h € IK[X]. Ahora, tomando grado en esta igualdad, resulta que 1 = gr f = grg + grh.
Luego grg =00 grg = 1. Si grg = 0 entonces g es una unidad. Y si grg = 1 entonces
grh = 0 de donde resulta que h es una unidad y por lo tanto f y g son asociados ya que

f=g.h. o
Ejercicio. Probar que f esirreducible si y sélo si se verifican las dos siguientes condiciones:

) f#0ygrf=>1
ii) Dado g € IK[X], si g | f entonces grg =00 grg =gr f

Recordemos que todo entero a # 0,1,—1 es divisible por algin primo. La siguiente
proposicién es el resultado andlogo para IK[X].

Proposicién. Sea f € IK[X] tal que f # 0y grf > 0 (es decir, si f no es cero ni una
unidad). Entonces existe h € IK[X] irreducible tal que h | f.

Demostracién: Notemos que si g | f entonces g # 0 pues f # 0. Por lo tanto, para todo g
que divide a f esta definido grg. Sea

S={grg/geK[X], g|fygrg=>1}

Entonces S es un subconjunto no vacio de IN pues gr f € S y por lo tanto, por el principio
de buena ordenacién, posee un primer elemento n. Es decir, n € S y n < m para todo
m € S.

Como n € S entonces n = grh para algtin h € IK[X] tal que h | f y grh > 1. Veremos que
h es irreducible.

Es trivial que h satisface la condicién i) del ejercicio anterior, veamos que también satisface
ii). Sea g € IK[X] tal que g | h. Debemos probar que si grg # 0 entonces grg = gr h.
Supongamos que grg # 0. Entonces, grg > 1y como g | hy h| f entonces g | f. Luego,
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m=grg € Sy por lo tanto grh =n < m = grg. Pero como g | h entonces grg < grh, de
donde gr g = gr h como queriamos probar. Luego, h es irreducible y h | f. o

Algoritmo de division. El algoritmo de divisién en Z dice que dados a,b € 7Z, b # 0,
existen tnicos q,7 € Z /a = b.q+r y 0 < r < |b|. Teniendo en cuenta que el valor absoluto
de un nimero entero se traduce para los polinomios en la nocién de grado, el resultado
andlogo para IK[X] es el siguiente

Teorema. Sean f,g € K[X], g # 0. Entonces existen unicos ¢,r € IK[X] tales que
f=gq+ryr=0o0grr <grg.
Demostracion: Existencia: Si g | f entonces existe h € IK[X] tal que f = g.h. En este caso

basta tomar ¢ = h y r = 0. Supongamos ahora que g J f. Entonces f — g.q # 0 para todo
q € IK[X] y por lo tanto esta definido gr (f — g.q) para todo q € IK[X]. Sea

S ={egr(f—-g.4q)/qecK[X]}

Entonces S es un subconjunto no vacio de INy pues gr f € S y por lo tanto posee un primer
elemento n (si 0 € S entonces 0 es el primer elemento de S y si 0 ¢ S entonces S es un
subconjunto no vacio de IN y por lo tanto posee un primer elemento). Luego n € Sy
n < m para todo m € S.
Como n € S entonces n = gr(f — g.q) para algin ¢ € IK[X]. Luego, tomando r = f — g.q
se tiene grr =ny f = g.¢ + r. Debemos probar que n < grg. Sea m = gr g, entonces
r=ap, X"+ ap_1 X" '+ 4+ a1X + ag, cona, #0
G=bp X™ 4+ b1 X™ L+ 451X + by, con by, #0
Si fuese n > m entonces n —m > 0 y tomando r’ = r — apb, "' X?"™.g se tiene que
=1 —apby, X" g =
= X" a1 X" ar X 4 ap—
. anbm—lX’n—m.(mem + bm—le_l 4+ 4 le + bO) —
= X"+ a1 X" i X +ag — an X" — b by X —
— Apby, O X —a,by, T X =
= a1 X" 4 e X 4 a0 — Anb b X - —
— by, O X — by T X

de donde grr’ < n. Pero esto no puede ocurrir pues n era el primer elemento de S y
grr’ € S ya que

=7 —apby, X" g =f —g.g— apby, X" "g=f— g.lg+ anbm_lX"_m]

Por lo tanto gr f =n < grg.
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Unicidad: Supongamos que f = g.q; + 71, con q1,71 € K[X]yri =00 grr; < grgy
que f = g.q2 + ro, con go, 72 € IK[X] y ro =0 0 grry < grg. Debemos ver que r1 =19 y
a1 = q2.

Si ry = ry entonces g.q1 = f = g.qa2, de donde g(¢1 — g2) = 0 y como g # 0 y IK[X] es
integro entonces resulta que ¢; — q2 = 0, es decir, q; = gs.

Supongamos ahora que r1 # ry. Como g.q1+7r1 = g.ga2+72 entonces g(q1 —q2) = ro—7r1 # 0.
Luego, tomando grado en esta igualdad, resulta que gr g+ gr (¢1 — ¢q2) = gr (r1 —r2). Como
gr(qr —qa2) >0, gr(ry —re) < max{grry,grra}, grry < grgy grre < grg entonces

grg <grg+gr(q1—ga) =gr(r1 —r2) < max{grry,grra} < grg
lo que es una contradiccién. o

Observacidén. Si f,g € Z[X], g # 0 entonces, en particular, f,g € Q[X] y por lo tanto
existen ¢,r € Q[X] tales que f = g.¢+r con r =0 o grr < grg. Pero, en general, q y
7 no son polinomios con coeficientes enteros. Por ejemplo, si f = X2 +3yg=2X+1
entonces q = %X — % yr = %. Pero si g es moénico (es decir, su coeficiente principal es
igual a 1) entonces resulta que ¢,r € Z[X]. Més generalmente, si A es un anillo integro,
dados f,g € A[X], g = byu X™ + byt X™ 1 + -+ + b, X + by, con b, € U(A) entonces
podemos repetir para f y g la demostracién del teorema anterior. Por lo tanto podemos
concluir que dados f,g € A[X], g # 0, si el coeficiente principal de g es una unidad de A

entonces existen unicos ¢,r € A[X] tales que f =g.g+ryr=0o0grr < grg.

Los polinomios ¢ y r del teorema anterior se llaman el cociente y el resto de la divisién
de f por g. Notar que por la unicidad del cociente y el resto, si f = g.g+r conr =0 o0
grr < grg entonces necesariamente g y r son, respectivamente, el cociente y el resto de la
divisiéon de f por g.

Ejemplos.

1) Sean f,g € R[X], f =2X*+3X? - X +5y g= X3+ X2+ 1. Entonces el cociente y
el resto de la divisién de f por gson ¢ =2X —2yr=5X2-3X + 7.

2) Sean f,g € Zr[X], f =2X*+3X3+2X + 4, g = 3X2 + 5. Entonces el cociente y el
resto de la divisién de f por g son ¢ =3X2 + X +2yr =4X + 1.

Ejercicio. Sea f € C[X], sea g € C[X] tal que g # 0 y sean ¢,r € C[X] el cociente y el
resto de la divisién de f por g. Probar que

i) Si f,g € R[X] entonces ¢,r € R[X]

ii) Si f,g € Q[X] entonces ¢, € Q[X]

n

Sea f € K[X], f = ZaiXi y sea ¢ € IK. Llamaremos especializacién de f en ¢ al
i=0
elemento de IK

10
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Propiedades de la especializacién. Para todo f,g € IK[X], ¢ € KK se verifican

i) (f +9)(c) = f(c) +glc)
i) (f.9)(c) = f(c).g(c)

Dejamos la demostracién como ejercicio.

Teorema del resto. Sea f € IK[X] y sea a € IK. Entonces el resto de la divisién de f
por X —aes f(a).

Demostracién: Por el algoritmo de divisién, 3! ¢, r € IK[X] tales que f = (X —a).q+7ry
r=0o0 grr < 1. Ahora, especializando en a resulta que f(a) = (a — a).q(a) + r(a) = r(a)
y como r = 0 o grr = 0 entonces r(a) = r. Por lo tanto r = f(a). o

Ejemplo. Sea f € Q[X]. Sabiendo que f(1) =2, f(—-1) =1y f(—2) = —1 podemos
hallar el resto de la divisiéon de f por g = (X — 1)(X + 1)(X + 2). Notar que, por el
teorema del resto, esto es lo mismo que decir que si conocemos el resto de la divisién de f
por X — 1, por X +1 y por X + 2 entonces podemos calcular el resto de la divisiéon de f
por g = (X — 1)(X 4+ 1)(X + 2). (;Esto no le recuerda el teorema chino del resto?)

Por el algoritmo de divisién, f = g.q+7,conr =00 grr < 3. Luego, r = aX? +bX + ¢
donde a,b,c € ®. Como g(1) = g(—1) = g(—2) = 0 entonces, especializando en 1, —1 y
—2 se tienen el sistema de 3 ecuaciones con 3 incégnitas

2=a+b+c
l=a—-b+c
—1=4a—-2b+c
cuyas soluciones son a = —%, b= % y ¢ = 2. Luego, el resto buscado es —%XZ + %X + 2.

Congruencias. Dados f,g,h € K[X] decimos que f es congruente a g mddulo h, y
escribimos f =g (h), si h | g — f. En tal caso escribimos f = g (h)

Propiedades de la congruencia.

f (h) para todo f,h € IKK[X]

1) f

2)ng(h):>g— (h)

3)f=g()yg=p(h)= f=p(h)

4) f=g(h) = f+p=g-+p(h) para todo p € K[ X]

5) f=g (h) = f.p=gp (h) para todo p € K[X]
G)ng(h)yp—Q():>f+p—g+q()yf-ng-Q(h)

7Y f=g(h)= f" =g" (h) para todo n € IN

8) Si h # 0y r es el resto de la division de f por h entonces f =r (h)

9)Sih#0y f=r(h) donde r =0 o grr < grh entonces r es el resto de la divisién de f
por h
10) f=0(h) <= h|f

11
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11) f = f + hq (h) para todo g € K[ X]
12) Sea p € IK[X]. Entonces f =g (h) <= f.p=g.p (h.p)
Dejamos las demostraciones de estas propiedades como ejercicio.

Ejemplo. Sea f € Q[X], f = 3X0! —15X16 - 2X7 - 5X* + 3X3 + 2X2 + 1. Hallemos el
resto de la divisién de f por X2 + 1

Como X3 = —1 (X3 + 1) entonces
XlOl — (X3)33X2 = (—1)33X2 — _X2 (X3 + 1)
X0 = (X3°X = (-1)°X =-X (X*+1)
X"= (X)X =(-1)’X=X (X®+1)
X'=X3X=-X (X3+1)

Luego, médulo X3 + 1,

f=3X101 _15X16 _2X7 —5X*+3X34+2X%2+1=

= 3X2+15X —2X +5X —34+2X%+1=
= —X?418X -2

Como f=—-X24+18X -2 (X3+1)ygr(—X2+18X —2) =2 < 3 = gr(X3+1) entonces
el resto de la divisiéon de f por X2 +1es —X2 4+ 18X — 2

Proposicién. Sea f € IK[X] y sea ¢ € IK. Entonces existen dnicos ag, a1, ...,a, € K

f= Za, —c)’

Notemos que esta proposicion es el resultado andlogo al desarrollo en base s para nimeros

tales que

enteros.

Observacion. La proposicién anterior puede formularse de la siguiente manera: Sea
f € K[X] y sea ¢ € IK. Entonces existe un tnico g € IK[X] tal que f = g(X — ¢).

Ejemplo. Escribamos a f = X3 — 11X2 4+ 19X + 20 € @Q[X] en potencias de X — 3, es

decir, hallemos ag, ay,...,a, € Q tales que f = Z a; (X — 3

=0
Tal como haciamos para hallar el desarrollo en base s de un niimero entero, los a; son los

restos de divisiones sucesivas por X — 3

X3 —11X2 419X +20= (X —3).(X*-8X —5)+5
X2 -8X —5= (X —-3).(X —5)+(—20)
X-5=(X-3).14+(-2)

12
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de donde
f=X3—11X?4+19X +20 = (X —3).(X?—-8X —5) +5 =

X —3).[(X —3).(X —5) —20] +5 =

X -3)2(X -5 —20(X -3)+5=

X -3)2[(X-3)-2]-20(X -3)+5=
X -3 -2(X -3)2-20(X —3)+5

(
(
(
(

~— ~— ' N

n
Luego, tomando ag = 5, a; = —20, ap = —2 y a1 = 1 se tiene que f = Zai(X — 3)¢

i=0
Observacién. Notemos que si f € Z[X] y ¢ € 7ZZ entonces los cocientes y los restos de
las sucesivas divisiones por X — ¢ son polinomios con coeficientes enteros ya que X — c es
monico. Luego, los a; asi obtenidos son ntiimeros enteros.

Maximo comun divisor. Si a,b € 7, alguno de ellos no nulo, habiamos definido el
maximo comun divisor entre a y b como el tnico d € 7 tal que

i)de N

ii)d|ayd|b

ii)clayec|lb=c|d

Si queremos dar una definicién andloga para dos polinomios f,g € IK[X], estd claro que
las dos tltimas condiciones se traduciran en

2)d|fydlg

A hifyhlg=h|d

pero necesitaremos reformular adecuadamente la condicién 1).

Si repasamos la demostracion de la existencia y unicidad del méximo comun divisor en 7
observamos que i) sélo se usa para demostrar la unicidad: probamos que si d y d’ satisfacen

/

ii) y iii) entonces d | d" y d' | d lo que implica que d = d' o d = —d’, es decir, d = u.d’

donde u € U(ZZ). De la misma manera se ve que si d, d" € IK[X] satisfacen 2) y 3) entonces
d|d yd|d, de donde resulta que 3¢ € IKK — {0} = U(IK[X]) tal que d = c.d’, es decir, d
y d' son asociados. Para garantizar la unicidad pediremos entonces que d sea moénico, ya
que si d = c¢.d’ y ambos son mdénicos entonces necesariamente ¢ = 1 y por lo tanto d = d’.

Por lo tanto, dados dos polinomios f,g € IK[X], alguno de ellos no nulo, definimos el
méximo comun divisor entre f y g como el inico d € IK[X] que es ménico y satisface las
condiciones 2) y 3).

El siguiente teorema garantiza que un tal d existe y es 1nico.

Teorema. Sean f, g € IK[X] tales que f # 0 0 g # 0. Entonces 3!d € IK[X] que satisface:

1) d es ménico

2)d| fydl|g
3)h|fyhlg= h|d

13
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Dejamos la demostracién como ejercicio. Para probar la existencia probar que el conjunto
H={gr(ft+g.s)/t,se K[X]y ft+g.ses mbnico}

es un subconjunto no vacio de INg y por lo tanto posee un primer elemento n. Luego, existen
t,s € IK[X] tales que n = gr(f.t + g.s) y f.t + g.s es ménico. Probar que d = f.t + g.s
satisface 1), 2) y 3).

Notacién. Denotaremos por (f : ¢g) al mdximo comin divisor entre f y g, es decir, al
tnico d € IK[X] que satisface las condiciones 1), 2) y 3) del teorema.

Corolario. Sean f,g € IK[X] tales que f # 0 0 g # 0. Entonces 3¢, s € IK[X] tales que
(f:9)=ft+g.s.

Observacion. Los polinomios ¢ y s del corolario no son tinicos.
Diremos que f y g son coprimossi (f : g) = 1.

Ejercicio. Probar que f y g no son coprimos si y sé6lo si existe un irreducible moénico
peK[X]talquep|fyplg.
Los irreducibles ménicos en IK[X] son andlogos a los primos positivos en ZZ.

Propiedades del maximo comiin divisor. Sean f,g € IK[X] tales que f # 0 0 g # 0.
Entonces valen

1) (f:9)=1(9:F)
2) Si fy f' son asociados y g y g’ también son asociados entonces (f :g) = (f':g’)
3) Si p es un irreducible ménico entonces

(F:m= {2 52l

1 en otro caso

4) Si f | g entonces (f : g) = a~.f, donde a es el coeficiente principal de f. En particular,
(f:0)=a"'.f, donde a es el coeficiente principal de f.

5) f y g son coprimos si y sélo si Ar, s € IK[X] tales que 1 = rf + sg

6) Sid=(f:g) entonces £ 52 e K[X]y <§ : 3) =1

7) Sean a,b € IK. Si a # b entonces los polinomios X —a y X — b son coprimos.
Dejamos las demostraciones como ejercicio.

Proposiciéon. Sean f,g € K[X]|, g # 0. Si f = g.q+ r, con q,r € K[X], entonces
(f:9)=1(g:7).

Demostracion: Es igual que la de la proposicién andloga para los enteros. o

Algoritmo de Euclides. Sean f,g€c Q[X], f = X*+2X3 - X2 - X +1yg=X3+1.
Veamos como calcular (f : g) y escribirlo como combinacién lineal de f y g.
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f=g(X+2)+(-X*-2X - 1)
g=(-X?—-2X —1)(-=X +2) + (3X +3)

1 1
—X?-2X-1=(3X+3) <—§X—§>+0

Luego, por la proposicién anterior,
(f:g)=(g:-X*—2X-1)=(-X?-2X -1:3X+3)=3X+3:0)0=X+1

En general, si h es el ultimo resto no nulo y ¢ es el coeficiente principal de h entonces
d = ¢~ '.h. Ahora escribimos a 3X + 3 como combinacién lineal de f y g

3X +3=g+(-X’-2X-1)(X-2)=g+[f-9g(X+2)](X-2) =
=gl - (X +2)(X -2)]+ f(X -2) =
= g(=X*+5) + f((X —2)
y finalmente escribimos a (f : g) = X + 1 como combinacién lineal de f y g en la forma

(f:g)=X+1:g<_%X2+g>+f<§X_§>

Proposicién. Sean f,g,h € IK[X]. Si f|g.hy (f:g) =1 entonces f | h

Corolario. Sean f,g € IK[X] y sea p € IK[X] irreducible. Si p | f.g entonces p | f op | g.
Ejercicio. Sean a,b € K, a # b y sean n,m € IN. Probar que (X —a)": (X —b)™) = 1.
Proposicién. Sean f,g,h € IK[X] tales que (f:g)=1. Si f|hyg|hentonces f.g|h

Teorema fundamental de la aritmética. Recordemos que dado a € Z, a # 0,1, —1,
entonces a puede escribirse, de manera tnica, en la forma

a=29 ﬁp?l
i=1

donde p; < pa < ... < p, son primos positivos, ni,ng,...,n, € Ny d € {1,—-1} = U(Z).
El resultado andlogo para IK[X] es el siguiente

Teorema. Sea f € IK[X]. Si f # 0y grf > 0 entonces existen py,pa,...,pr € K[X]
irreducibles ménicos, ¢ € IK — {0} y ny,ng,...,n, € IN tales que

r
f=c]]p"
=1

Ademads, esta escritura es unica salvo el orden de los factores.
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4. Raices.

Sea IK un cuerpo (por ejemplo, IK = @, IR, C 0 Z, con p primo). Dado f € IK[X] diremos
que a € K es una raiz de f si f(a) =0.

El hecho de conocer las raices en IK de un polinomio f € IK[X] nos serd luego de gran
utilidad para poder factorizarlo como producto de irreducibles.

Observacidén. Si f € IK[X] tal que gr f = 1 entonces f tiene una raiz en K. En efecto,
sif=aX +b,con a,bc I, a#0, entonces —a~'b € K es raiz de f. Pero si gr f > 1
entonces puede ocurrir que f no tenga ninguna raiz en IK. Por ejemplo, X" — 3 € Q[X]
(n > 2) no tiene ninguna raiz en @ y X2 + 1 € IR[X] no tiene ninguna rafz en R.

Ejemplos.

1)Si f=X3+2X?—- X —2¢€ QX] entonces 1, —1 y —2 son raices de f

2) Sipesprimoy f=X?— X € 7Z,[X]| entonces a es rafz de f para todo a € Z,
3) Si f=X%—1¢€ O[X] entonces w € C es raiz de f si y sélo si w € Gg

4) Si f = X2+ 1 € C[X] entonces las raices de f en Cson iy —i.

5) Sea f = X1000 4 4X +1 € Zs[X]. Hallemos las raices de f en Zs.

Si a € Zs es raiz de f entonces a # 0. Luego, a* = 1 y por lo tanto a!%%°

= 1. Entonces
a € s esraiz de fsiysélosil+4a+1=0,siysélosia=2.

Criterio de Gauss. El siguiente teorema nos da un método para hallar las raices
racionales de un polinomio con coeficientes enteros.

Teorema. Sea f € Z[X], f = a, X" + ap_1 X" 1+ +a1X + ag, con a, # 0y sean
p€Zyqec N tales que (p:q) =1.
Si § es raiz de f entonces p | ag, ¢ | an y p— kq | f(k) para todo k € 7.

Demostracion: Si % es raiz de f entonces

n n—1
-1 (2) o2 s (8) T () o
q q q q

Luego, @y p" +an_1 p" 1q+an_op" " 2¢®+- - +a1pq" "t +apq" = 0 de donde resulta que

2 2

a0 Q" = —app" — @p_19" g — an_2p" 2> — - —a1pg"?

n 2 2

AP = —n 1 PG — ap_ap" 3¢~ —ar1pg™ !

n
—apq

Luego, p | agq™ y q | a, p™. Por lo tanto, como p y ¢ son enteros coprimos, p | ag y q | ax.
Ademas, dado k € 7,
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q" f(k) = q"[ank™ + an_1k" " Fap_o k"2 4+ ark +ag] =
= an ¢"k" 4+ an_1 K" a2 "V a1k +ag g =
= "k" + an_1 K" F ap_a @KV a1q"k — an P — an_1 p" g
—an2 " — P’ —apg" T =
= ay, (ann _pn) + Un_1( (qn_lkn_l . p’n—l) + Un—o q2 (qn_2kn_2 _pn—2)+

oot arq" 2 (%K — p?) + a1 (gk — p)

y como p—kq | (¢gk)? —p’ para todo j € IN (recordar que si a,b € Z entonces a—b | a™ —b™
V'm € IN) entonces resulta que p — kq | ¢" f(k). Luego, observando que p — kq y ¢" son
coprimos pues (p: q¢) = 1 concluimos que p — kq | f(k). o

Corolario. Sea f € Z[X], f = an X"+ ap_1 X" 1+ +a1X + ag, con a, # 0y sean
p€Zyqe N tales que (p: q) = 1. Si%esral’z de f entonces p | ag, ¢ | an, p—q | f(1)y
p+alf(=1).

Ejemplos.

1) Hallemos todas las raices racionales de f € Z[X], f = 2X* —3X3 - 3X — 2

Si%esraizdef,conpeZ,qE]Ny(p:q)zlentoncesp|2yq\2. Luego,

s = +1,+2, i%. Veamos cudles son raices de f.

f(1)=—6#0
f(=1)=6#0
f(2)=32-24-6-2=0
f(=2)=32+24+6-2+#0
G =5-5-3-2#0y
fca)=gtsts-2=

Luego, las raices racionales de f son 2 y —%.

2) Hallemos todas las raices racionales de f € Q[X], f =2X%+ 3 X5+ 2X*+1X -1
Notemos que f ¢ ZL[X] pero si consideramos g = 6f entonces f y ¢ tienen las mismas
rafces y g = 12X6 4+ 2X° + 4X* 4+ 3X — 6 € Z[X]. Luego, las raices racionales de f son
las raices racionales de g y a éstas las podemos hallar aplicando el criterio de Gauss pues
g € ZX].

Si g es raiz de g, con p € Z, g € Ny (p:q) = 1 entonces p | —6 y q | 12. Ademss,
p—q | g(1) y p+q | g(—1). Luego, las posibles raices racionales son % = +1, 42, £3, £6, j:%,
+3, £1, £5, £15, £2, £3, £3, y como g(1) = 15y g(—1) = 5 entonces 1 y —1 no son
raicesde g, p—q |15y p+q|5.

Por otra parte, notando que si @ > 1 entonces 12a%+2a° +4a* +3a > 12+2+4+ 3 resulta
que 2, 3, Gyg no pueden ser raices de g. Veamos qué ocurre con cada una de las restantes

17



ALGEBRA1

Polinomios

posibles raices:
— 3 no satisface p — ¢ | 15 pues p — g = —4

— 6 no satisface p — ¢ | 15 pues p —q = =7

%no satisface p+¢q | 5 pues p+¢q =3
%no satisface p+¢q | 5 pues p+¢q =4
%no satisface p+q | 5 pues p+q=17
— % no satisface p — ¢ | 15 pues p — ¢ = —4
— é no satisface p — ¢ | 15 pues p —q = =7
%n satisface p+q | 5 pues p+q=—7
3

7 1o satisface p — q | 15 pues p — g = —7
1
1z no satisface p+ ¢ | 5 pues p+ ¢ =13
1
— g o satisface p+q | 5 pues p+ ¢ = 11

. _ _ 2
Luego, falta ver si g(ﬂ) = 0 para 2 =-2,-3,3,
g(—2) =12.26 —2.25 + 424 — 32—6:(12—1
g(=3) =12k - 21+4 —3 =2 -Lh+Lh-3-6=5%-3-6=2-12_-6+£0

9(3) =125 +2% +4—+32‘—6_426+§'§+3§—§+2—6:8§—5—47é

6 5 6 6 6 6
g(—g)_122 22 +4 3%—6:42 —§—5+§—4—2—6: 3—54+§—4— :2%—4—87&0
g(-3) =12 23 43 -33 6 =273 —3% 143 9 =283 -9 _6=73 2124

Dejamos como tarea al lector verificar que g(4) <0y g(—21) <0. Luego, g (y por lo tanto

1
f) no tiene raices en Q.

Proposicién. Sean f € IR[X] y z € C. Entonces z es raiz de f si y sélo si Z es raiz de f.

Demostracién: Como f € IR[X] entonces f = ZaiXi donde a; € IR. Luego,
i=0

f(z)=0 <:>zn:aizi:0<:> iaizi :0<:>ia_i§:0<:>
i=0 i=0 i=0

=) a7 =0 f(z) =

1=0

ya que a; = a; pues a; € R. o
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Teorema fundamental del dlgebra. Sea f € C[X]. Si grf > 1 entonces f tiene al
menos una raiz en C.

No veremos la demostracion de este teorema ya que excede los alcances del curso.

Proposicién. Sea f € IK[X] y sea a € IK. Entonces a es raiz de f siy sélosi X —a | f.
Demostracion: Es consecuencia inmediata del teorema del resto. o

Corolario 1. Sea f € IK[X] un polinomio no nulo de grado n. Entonces f tiene a lo sumo
n raices distintas en IK.

Demostracion: Sean ai,as,...,a,, las raices distintas de f en IK. Entonces, por la
proposicién anteriror, X —a; | f (1 < ¢ < m)y, como (X —a; : X —a;) = 1 para
© # j entonces

(X —a1)(X —ag)...(X —am) | f

Luego, m =gr (X —a1)(X —az)...(X —an,)) <grf=n.o
Corolario 2. Sea f € C[X]. Entonces f es irreducible en C[X] si y sélo si gr f = 1.

Demostracién: (<=) Vimos antes que esta implicacién vale.

(=) Si f es irreducible en €] X] entonces, por el teorema fundamental del dlgebra, f tiene
una raiz a € C. Luego, X —a | f y, como f es irreducible entonces f y X — a deben ser
asociados, de donde gr f = gr(X —a)=1. o

Corolario 3. Sea f € C[X] tal que gr f > 1. Entonces la factorizacién de f en C[X] es de
la forma
f=c(X —a1)(X —az2)...(X —ap)
donde ay,as,...,a, € C (no necesariamente distintos) y ¢ € C, ¢ # 0.
Demostracion: Es consecuencia inmediata del teorema fundamental de la aritmética y el

corolario 2. o

Observacidn. Sea f € IK[X]. Si f = ¢(X—a;)(X—aq)...(X—ay,),conay,as,...,a, € K
y ¢ € IK, ¢ # 0, entonces c es el coeficiente principal de f, n =gr f y aq,as,...,a, son las
raices de f en K.

Ejemplo. Sean a,b,c € C las raices de f = 2X3— X2+3X +4. Hallar a+b-+c, a®+b%+c2,
A+ +E at b+ Tty S+ S

Como a, b y c son las raices de f y el coeficiente principal de f es 2 entonces
f=2(X-a)(X -b)(X —c)=2[X*~(a+b+c)X*+ (ab+ bc + ac) X — abc]
Luego, 2X3 — X2 +3X +4=2X3—-2(a+b+c)X?+ 2(ab+ bc + ac) X — 2abc], de donde

—1=-2(a+b+c), 3 =2(ab+bc+ac)y 4= —2abc. Por lo tanto, a +b+c = 1,
ab+bc+ac:%yabc:—2.
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Luego,
fhtce= .
a c=—
2
2,72, 2 2 1 11
a“+b°+c*=(a+b+c) —2(ab+bc+ac):Z—3:—Z
1.1, 1 _betactab 5 _ 3
a b ¢ abc -2 4

Veamos cémo calcular a3 + b3 + ¢3. Como a, b y ¢ son raices de f entonces

202 = a® — 3a — 4
203 =02 -3b—4
2¢3 =¢? —3c—4

Por lo tanto 2(a® +b* +¢®) =a? + >+ 2 —3(a+b+c) —12=—L1 — 2 _ 12, Dejamos

como ejercicio hallar a* + b* + ¢*. Sugerencia:

20° =a®> —3a— 4= 2a* = a® - 3ad®> — 4a
20° = b2 —3b— 4 = 20 =1 — 3% — 4b
23 =c2—3c— 4= 2" =3 -3¢ — 4c

de donde 2(a* +b*+ ¢*) =a® + b3 + 3 = 3(a®> + b2 + ) —4(a+ b+ ¢).

1

i 141 4 1 _ctatb __ 3 _ _1
Finalmente, calculemos — + ;- + == = <802 = 25 = —2

Corolario 4. Sea f € IR[X]. Si gr f es impar entonces f tiene al menos una raiz en RR.

Demostracion: Sea n = gr f. Entonces n = 2k — 1 para algin k£ € IN. Demostraremos el
corolario por induccién en k.

Si k = 1 entonces grf = 1. Luego f = aX + b, con a,b € IR, a # 0. En este caso
—a~'b € IR es raiz de f.

Supongamos ahora que el corolario vale para k y sea f € IR[X] un polinomio de grado
2(k+1)—1=2k+1. Sea z € C una raiz de f (teorema fundamental del dlgebra). Si
z € IR entonces f tiene una raiz real. Supongamos entonces que z ¢ IR. Entonces, como
feER[X],Zesraizde fyZ# 2z Luego, X —z | f, X —-Z|fy (X —2:X—2)=1. Por
lo tanto (X — 2)(X —Z) | f, es decir, existe h € C[X] tal que f = (X — 2z)(X — Z).h. Pero
como f € R[X]y (x —2)(X —2) = X?—(2+2)X + 2z = X2 — 2Re(2) + |2]? € R[X]
entonces h € IR[X].

Usando ahora la hipdtesis inductiva para h, que tiene grado 2k — 1, resulta que A tiene una

3

raiz a € IR, y por lo tanto f tiene una raiz en IR pues f(a) = (a — z)(a — Z).h(a) = 0. o

Corolario 5. Sea f € IK[X] tal que gr f > 2. Si f es irreducible en IK[X]| entonces f no
tiene raices en IK.
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Demostracién: Sea f irreducible en IK[X] y supongamos que f tiene una raiz a € K.
Luego, X —a | f en IK[X] y, como f es irreducible entonces f y X —a deben ser asociados,
de donde gr f = gr (X — a) = 1. Luego esto no puede ocurrir cuando gr f > 2. o

Observacién. El polinomio f = (X2 4 1)(X? + 3) € IR[X] no tiene raices en IR pero no
es irreducible en IR[X].

Proposicién. Sea f € IK[X]. Sigrf =2 o 3 entonces f es irreducible en IK[X] si y sé6lo
si f no tiene raices en IK.

Demostracion: (=) Ya vimos que esta implicacién vale (corolario 5).

(«<=) Supongamos que f no tiene raices en IK. Sea g € IK[X] tal que g | f. Entonces
grg <grfy f=g.hparaalgin h € IK[X].

Supongamos primero que gr f = 2. Entonces grg = 0,1,2. Si grg = 0 entonces g es una
unidad, si grg = 1 entonces g (y por lo tanto f = g.h) tendria una raiz en IK, lo cual no
puede ocurrir y si grg = 2 entonces grh = 0 y por lo tanto A es una unidad. Luego, f y g
son asociados.

Supongamos ahora que gr f = 3. Entonces grg = 0,1,2,3. Si grg = 0 entonces g es una
unidad y si grg = 3 entonces f y g son asociados. Veamos que los casos grg = 1,2 no
pueden ocurrir. Sigrg = 1 entonces g, y por lo tanto f, tendria una raiz en IK. Finalmente,
si grg = 2, como f = g.h entonces grh = 1 de donde h, y por lo tanto f, tendria una raiz
en IK. o

Corolario. Sea f € IR[X]. Entonces f es irreducible en IR[X] si y s6lo si grf =1 o
gr f =2y f no tiene raices reales.

Demostracion: Ya vimos que los polinomios de grado 1 son irreducibles y la proposicion
anterior garantiza que si gr f = 2 entonces f es irreducible en IR[X] si y sélo si f no tiene
raices reales.

Veamos ahora que no puede haber polinomios de grado mayor que 2 en IR[X]| que sean
irreducibles.

Supongamos que f es irreducible en IR[X]. Sea z € C una raiz de f. Si z € IR entonces
X —z | fen IR[X] y como f es irreducible entonces gr f = 1. Y si z ¢ IR entonces existe
h € R[X] tal que f = (X2 —2Re(2)X — |2|?).h (ver demostracién del corolario 4). Luego,
X? — 2Re(2)X — |2|? € R[X] y divide a f. Como f es irreducible en IR[X] entonces f y
X2 — 2Re(2) X — |z|?* deben ser asociados y por lo tanto gr f = 2. o

Observacién. El corolario anterior no vale para Q[X]. En Q[X] hay polinomios irre-
ducibles de grado tan grande como se desee, por ejemplo el polinomio X" — 2 es irreducible
en Q[X] para todo n € IN. No veremos la demostracién de este hecho ya que excede los
alcances de este curso.
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Ejemplos.
1) Factoricemos en Q[ X], R[X] y €] X] el polinomio f = 2X5+3X%— X2—-2X +1 sabiendo

1_ V3. :
que —5 — %5~ 1 es rafz de f.

Sea z = —% — ?2 Como f € IR[X] y z es raiz de f entonces Z es raiz de f. Luego,
X2+ X +1=X%-2Re(2)X — |2|? | f. Dividiendo f por X? + X + 1 (cuyas raices son

-1+ ? i) se tiene que
f=(X?+X+1D2X3+X2-3X +1)

Ahora buscamos las restantes raices de f que son las raices de ¢ = 2X2 4+ X2 — 3X + 1.
Como g € Z[X], aplicando el criterio de Gauss vemos que 3 es raiz de g. Luego, X — 1 | g.
Dividimos ahora g por X — %:

1
2X3+X2—3X+1:g:(X—g)(2X2+2X—2)

Ahora buscamos las raices de 2X?2 + 2X — 2 que son —%ié.
Por lo tanto las raices de f en € son —%i?i,% —%iéyla factorizacién de f en
C[X] es

1 V3 1 V3 1 1 V5 1 V5
=2X-(—=———))X—-(—=+—))(X—-—=o9)X=-(—=+—))(X—-(—= — —
F=2(X = (5 = LEX — (—5 + L)X = )X~ (—5 + NEX — (=5~ )

Los factores son irreducibles en €[X] porque tienen grado 1. La factorizacién de f en R[X]

) 1 1 V5 1 V5
F=2X"+ X+ DX = )X = (5 + )X = (=5 = 5))

Los factores son irreducibles en IR[X| por ser polinomios de grado 1 o polinomios de grado

es

2 que no tienen raices reales. La factorizacion en Q[X] es
1
f=2(X?+ X +1)(X - 5)(X2'+X—1)

Los factores son irreducibles en Q[X] por ser polinomios de grado 1 o polinomios de grado
2 que no tienen raices racionales.

2) Factoricemos en ®[X], R[X] y €[X] el polinomio f = X* — 3.
Las raices de f en € son los z € C tales que z* = 3, es decir, las raices cuartas de 3 que
son /3, —v/3, V/3iy —v/31i. Luego, la factorizacién de f en C[X] es

f=(X - V3)(X + V3)(X — V3i)(X + V3i)
Los factores son irreducibles en C[X] porque tienen grado 1. La factorizacién de f en

R[X]es f= (X —V3)(X + v/3)(X%+/3). Los factores son irreducibles en IR[X] por ser
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polinomios de grado 1 o polinomios de grado 2 que no tienen raices reales. La factorizacién
en QX]es f = X*—3. Veamos que el polinomio X*—3 es irreducible en Q X]. Supongamos
que existe g € Q[X] tal que g | X* — 3, con grg = 1, 2 0 3. Entonces X* — 3 = g.h para
algin h € Q[X]. Si grg = 1 entonces g, y por lo tanto X* — 3, tendria una raiz en @Q y
si grg = 3 entonces grh = 1 y por lo tanto h, y en consecuencia X* — 3, tendrfa una raiz
en Q. Luego, grg =2 =grh, g,h € R[X]y f = X* —3 = g.h. Pero como X2 + /3 es
irreducible en IR[X] y divide a f entonces, en IR[X], X2+ /3| g 0 X2+ /3| h. Luego,
como todos tienen grado 2, X2+ +/3 y ¢ son asociados o X2 ++/3 y h lo son. Por lo tanto,
c(X? +3) = g € Q[X] para algiin ¢ € IR no nulo o ¢(X? + v/3) = h € Q[X] para algiin
¢ € IR no nulo. Luego debe ser ¢ € Q y ¢v/3 € @, lo que implica que v/3 € @), cosa que no
es verdadera.

Como se ve en el ejemplo anterior, probar que un polinomio f € Q[X] es irreducible no es
sencillo.

Proposicién. Sean f,g € IK[X] y sea a € IK. Entonces a es raiz de f y de g si y s6lo si a
es raiz de (f : g).

Demostracion: Sea d = (f :g). Dadoa € IK,aesraizde fydegsiysélosi X —a | fy
X —a|gsiysélosi X —a|dsiysblosiaesraiz de d. o

Corolario. Sean f,g € C[X]. Entonces f y g no tienen raices comunes en C si y sélo si
(f:9)=1

Demostracion: (=) Sea d = (f : g). Si d # 1 entonces grd > 1. Luego, d tiene una raiz
a € Cy por lo tanto a es raiz de f y de g.

(<) Si (f : g) = 1 entonces existen s,t € C[X] tales que 1 = fs+ tg y por lo tanto no
puede existir a € C tal que f(a) =0=g(a). O
Teorema de Wilson. Sea p € Z un primo positivo. Entonces (p — 1)! = —1 (p).

Demostracién: Consideremos el polinomio f = XP~! —1 € Z,[X]. Por el teorema de
Fermat, 1,2,3,...,p — 1 € Z, son p — 1 raices distintas de f.

Luego, (X —1)(X —2)(X —=3)...(X —(p—1)) | f en Z,[X] y, como f tiene grado p —1
y es moénico entonces

f=X-DEX-2)(X=3)...(X = (p—-1))

Por lo tanto, especializando en cero y multiplicando ambos miembros por (—1)P~! se tiene

que, en 7,

(-1 = (=1)P71f(0)=123...(p—1) = (p—1)!
es decir, (p — 1)! = (=1)? (p). Notando que cuando p = 2 entonces (—1)? =1 = —1(p) y
que cuando p # 2 entonces (—1)P = —1 pues p es impar, resulta que (p — ) =—-1(p). o
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5. Polinomio derivado y multiplicidad de raices.

Sea IK un cuerpo. Dado n € IN, podemos ver a n como el elemento de IK que se obtiene
sumando n veces el elemento neutro del producto, es decir, el elementol1 +1+---+1 € K.

~”

n sumandos

Sea f € KIX], f=0a,X"+a,_1 X" 1+ +a3X%+ a1 X + ag. Definimos el derivado de
f, al que denotaremos por f’, como el polinomio en IK[X]

ff=na, X" 1+ (n—1)ap_1 X" 2+ +2a:X +ay

Ejemplos.

1) Sea f € Q[X], f =2X" — 1X8+ 2X6 4 5X2 — 2 Entonces el derivado de f es
fr=22X10—2X7+ BX5+10X.

2) Sea f=4X%+3X"+ X5+ 5X*+4X2+6X + 3 € Zy[X]. Entonces el derivado de f
es f'=X84+5X*+6X3+ X +6.

Propiedades del derivado. Sean f, g € IK[X]. Entonces se verifican

i) (f+9)=f+4d

i) (f.9) =f'9+fg

Proposicion. Sea IK un cuerpo de caracteristica cero, es decir, talque 1 +1+---+1 #0

-~

n sumandos
para todo n € IN (por ejemplo, IK = ®, R o C) y sea f € K[X].

Entonces se verifican

i) f/=0siysblosi f=cpara algin c € K
ii) Si f’ # 0 entonces gr f' =gr f — 1

Dejamos la demostracion como ejercicio. Observemos que la hipétesis de que IK tenga
caracterfstica cero es esencial. En efecto, si f € Z,[X] es el polinomio f = X? — 1
entonces f' = 0 (es decir, no se satisface 1)) y si f € Z,[X] es el polinomio f = XP+ X +1
entonces f' =1 (es decir, no se satisface ii)).

Sea IK un cuerpo (por ejemplo, K =@, IR, Co Z,) y sea f € IK[X]. Diremos que a € IK
es raiz de f de multiplicidad m si existe g € IK[X] tal que f = (X —a)™.gy g(a) # 0, es
decir, si (X —a)™ | f y (X —a)™! Jf. En tal caso escribimos m = mult(a, f).

Diremos que a € K es raiz simple de f si mult(a, f) = 1, doble si mult(a, f) = 2y triple si
mult(a, f) = 3. Diremos que a € K es raiz miltiple de f si mult(a, f) > 2.

Ejemplo. Si f € Zs[X], f = X® — X entonces 0 es rafz simple de f y 1 es raiz multiple
de f. Mas atin, mult(1, f) =5 ya que f = X (X — 1)°
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Observacidén. Sea f € IK[X] un polinomio de grado n > 0. Si a1, as, ..., a, son las raices
de f en K y m; = mult(a;, f) entonces (X —a;)™ | f (1 < i <r). Luego, como (X —a;)™
y (X —a;)™ son coprimos para todo i # j, se tiene que

r

H(X - ai)m’

=1

f

y por lo tanto my + mg + -+ +m, < gr f = n. Es decir, un polinomio f € IK[X] de grado
n tiene a lo sumo n raices en IK, contadas con multiplicidad.

En particular, si IK = €, dado f € C[X] polinomio de grado n > 0 cuyas raices en C son
ai,as,...,a, y m; = mult(a;, f) entonces

Por lo tanto,

y g(a;)) #0 (1 <i<r)yaque (X — ai)m“L1 [ f. Luego debe ser grg = 0 pues si grg > 1
entonces g (y en consecuencia f) tendria una raiz a € C, con a # ay,as, ..., a,. Luego, la
factorizacién de f en C[X] es

=c. H —a;)™

ai,as,...,a, son las raices de f en C, m; = mult(a;, f) y ¢ € C es el coeficiente principal
de f.

Sea f € IK[X] y sea n € INg. Definimos el derivado n-ésimo de f, al que denotaremos por
™) inductivamente en la forma

) f sin=20
f( )_{(f(n—l))l sin>1

Proposicién. Sea IK un cuerpo de caracteristica cero (por ejemplo, IK = ®, IR o C), sea
f € K[X] y sea a € K. Entonces, dado m € IN, m > 2 se verifica:

a es raiz de f de multiplicidad m <= f(a) =0y a es raiz de f’ de multiplicidad m — 1
Demostracion: (=) f = (X —a)™.g, con g € IK[X] tal que g(a) # 0. Luego, f(a) =0y

ff=m(X—a)™" g+ (X —a)"g = (X —a)" ' (mg+ (X —a)g)

Por lo tanto f(a) = 0y f' = (X —a)™ 'h, donde h = mg + (X —a)g’ € K[X] y
h(a) = m.g(a) # 0.

25



ALGEBRA I Polinomios
(<=) Supongamos que f(a) =0y f' = (X —a)™ L.k, donde h(a) # 0.

Por el algoritmo de divisién, existen ¢, € IK[X] tales que f = (X —a)".q+ryr=0o0
grr < m. Probaremos que r = 0 y que ¢(a) # 0.

Utilizando las propiedades del derivado se tiene que

ff=m(X —a)™ g+ (X —a)"¢ +7" = (X —a)" Ymqg+ (X —a)¢') + 7'

y, como IK tiene caracteristica cero, 7’ = 0o grr’ = grr—1 < m—1. Como (X —a)™~! | f
entonces (X —a)™~! | 7/, Luego debe ser ' = 0, de donde resulta que r = ¢ para algiin
c € K. Por lo tanto (X —a)™ L.h=f' = (X —a)™ Y(mqg+ (X — a)q¢’) de donde resulta
que h = mq+ (X —a)q’ y, en consecuencia, g(a) # 0 pues h(a) # 0.

Luego, f = (X —a)™.q+ ¢, con c € KKy q € K[X] tal que g(a) # 0. Finalmente,
especializando en a y teniendo en cuenta que f(a) = 0, se tiene que ¢ = 0. o

Proposicién. Sea IK un cuerpo de caracteristica cero (por ejemplo, IK = ®, IR o C), sea
f € K[X] y sea a € IK. Entonces, dado m € N, se verifica:

a es raiz de f de multiplicidad m <= f®)(a) =0 VO<Ek<m -1y f(™(a) #0

Demostracion: Por induccién en m. Veamos primero que vale para m = 1, es decir,
debemos probar que a es raiz simple de f siy s6losi f(a) =0y f'(a) # 0.

Por el teorema del resto, f = (X —a)g + f(a). Luego, f' = g+ (X — a)g’ y por lo tanto
f'(a) = g(a). Entonces a es raiz simple de f siysélosi f=(X —a)gy g(a)# 0siy sélo
si f(a) =0y f'(a) # 0.

Supongamos ahora que la proposicién vale para m y veamos que vale para m + 1. Por la
proposicién anterior, a es raiz de f de multiplicidad m + 1 <= f(a) =0y a es raiz de f’
de multiplicidad m

Ahora, usando la hipdtesis inductiva para f’, resulta que a es raiz de f de multiplicidad
m+1< fla)=0, (fY®@) =0 VO<Ek<m—1y (f)™(a) #0 = f®(a) =0
VO<k<my fmt(a) #0. o

Corolario 1. Sea IK un cuerpo de caracteristica cero (por ejemplo, IK = ®, IR o C), sea

3

f € K[X] ysea a € IK. Entonces a es raiz miltiple de f siy sélo si a es raiz de f y de f'.

Corolario 2. Sea KK un cuerpo de caracteristica cero (por ejemplo, IK = @, R o C) y
sea f € IK[X]. Entonces f tiene todas sus raices simples si y sélo si f y f’ son coprimos.
Dejamos la demostracién como ejercicio.

Corolario 3. Sea f € Q[X]. Si f es irreducible en Q[ X] todas raices de f en Cson simples.

Demostracion: Como f es irreducible entonces (f : f') # 1 si y sélosi f | f'. Pero como
grf' =grf—1< grf entonces no puede ocurrir que f divida a f’. Luego, (f : ') = 1.
Por lo tanto, por el corolario 2, resulta que todas las raices de f en € son simples. o
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Ejemplos.

1) El polinomio f = X7 — X + 2 tiene todas sus rafces simples.

En efecto, supongamos que a € C es una raiz multiple de f. Entonces, por el corolario 1,
a es raiz de f y de f’. Por lo tanto, como f' = 7X% — 1 entonces 0 = f(a) =a”" —a+2y
0= f(a) =7a° — 1. Luego, a® =1 y

O=a'"—a+2=a a—a+2:?a—a+2:—?a+2

Por lo tanto a® = 1 y a = I, lo que es absurdo.

2) Sea f = —X° +aX*+ X3 -5X2+ (a®> — 3a + 6)X — (a? — 2a + 1). Hallar todos los
a € C tales que 1 es raiz doble de f

Debemos hallar los a € € tales que f(1) =0, f'(1) =0y f"’(1) #0.

Calculemos "y f”.

fl=-5X*+4aX?+3X2 - 10X +a?>—3a+6
" =—-20X34+12aX%2+6X — 10

Luego,
f)=-1+a+1-5+a*-3a+6—(a*—~2a+1)=0
ff()=-5+4a+3—-10+a®>—-3a+6=a’+a—6
F'(1) = —20+ 120+ 6 — 10 = —24 + 12a

entonces f(1) = 0 para todo ay f'(1) =0 <= a =2 0 a = —3 y como debe valer

f"(1) # 0 entonces el unico a € € que satisface lo pedido es a = —3.
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