Analisis II-Analisis matematico II-MatemaAtica 3.

Practica 6 - Ecuaciones de 2do. orden y sistemas de ler. orden

Ejercicio 1 Encontrar un sistema fundamental de soluciones reales de las siguientes ecuacio-
nes:
i) ¢y -8/ +16y=0
i) ¢y =2y +10y=0
i) ¢ -y —2y=0
En cada uno de los casos anteriores encontrar una solucién exacta de la ecuaciéon no

homogénea correspondiente con término independiente x,e*, 1y e~ 7.

Ejercicio 2 Sean (a1,b1) y (az2,b2) dos puntos del plano tales que “—%2 no es un ntmero
entero.

1. Probar que existe exactamente una solucion de la ecuacion diferencial y” +y = 0 cuya
grafica pasa por esos puntos.

2. jSe cumple en algin caso la parte (a) si a; — ag es un multiplo entero de 77

3. Generalizar el resultado de (a) para la ecuaciéon y” + k*y = 0. Discutir también el caso
k=0.

T

Ejercicio 3 Hallar todas las soluciones de 3y — 4y — 2y = 0y dey” — ¢ — 2y = e~
verifiquen:

que

) y(0)=0, y(0)=1 i) y0)=1, ¢(0)=0
iii) y(0)=0, ¥'(0)=0 iv) lim; ,y00y(z) =0
v) y(0)=1 vi) ¢/(0)=1

Ejercicio 4 En el interior de la Tierra, la fuerza de gravedad es proporcional a la distancia
al centro. Si se perfora un orificio que atraviese la Tierra pasando por el centro, y se deja caer
una piedra en el orificio, jcon qué velocidad llegara al centro?.

Ejercicio 5 La ecuacion zy” + pry’ + qy = 0 (p,q constantes) se denomina ecuacién de

Euler.

1. Demuestre que el cambio de variables = e’ transforma la ecuacién en una con coefi-
cientes constantes.

2. Aplique (a) para resolver en R ~¢ las ecuaciones:

i) 2%y +22y —6y=0
i) 2%y —xy +y=2x



Ejercicio 6 Vibraciones en sistemas mecanicos:

Una carreta de masa M estd sujeta a una pared por medio de un resorte, que no ejerce
fuerza cuando la carreta esta en la posicidon de equilibrio « = 0. Si la carreta se desplaza a una
distancia x, el resorte ejerce una fuerza de restauracion igual a —kx, donde Kk es una constante
positiva que mide la rigidez del resorte. Por la segunda ley del movimiento de Newton, se tiene
que:

d*x

@:*/@Sﬁ Obienx”+02x=0, GZW (1)

1. Si la carreta se lleva a la posicion x = xq y se libera sin velocidad inicial en el instante
t = 0, hallar la funcion z(t). Verificar que se trata de una funciéon periodica. Calcular
su periodo 7, y su frecuencia f = 1/7 (la cantidad de ciclos por unidad de tiempo).
Verificar que la frecuencia de vibracién aumenta al aumentar la rigidez del resorte, o al
reducir la masa de la carreta ( como dice el sentido comun) y que la amplitud de esta
oscilacion es xg.

Si se produce una amortiguacién que se opone al movimiento, y de magnitud propor-
cional a la velocidad (= —c%) debida al rozamiento, la ecuacion (1) que describe el
movimiento de la carreta en funcién del tiempo se convierte en:

dQ—x—l—cd—x—i-mc—O
dt2 - dt B

o bien:

d*z dx

b
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2. Sib > a (lafuerza de friccion debida al rozaminto es grande en comparacion con la rigidez
del resorte), encontrar la solucion de (2) que verifique como antes x(0) = zo, 2'(0) = 0.
Probar que no hay ninguna vibracién y que la carreta vuelve simplemente a su posicién
de equilibrio. Se dice que el movimiento esta sobreamortiguado.

3. Si b = a, ver que tampoco hay vibracién y que el comportamiento es similar al del caso
anterior. Se dice que el movimiento es criticamente amortiguado.

4. Si ahora b < a (caso subamortiguado), probar que la solucién de (2) con las condiciones
iniciales z(0) = zg, 2/(0) = 0 es:

x(t) = xop—— e " cos(at — 0) (3)

donde a = va? — b%, y tan = b/a.

Esta funciéon oscila con una amplitud que se reduce exponencialmente. Su grafica cruza
la posicién de equilibrio x = 0 a intervalos regulares, aunque no es periédica. Hacer un
dibujo. Probar que el tiempo requerido para volver a la posicién de equilibrio es:



y su “frecuencia’ estd dada por f = 1/T llamada frecuencia natural del sistema. Notar
que esta frecuencia disminuye al disminuir la constante de amortiguacion c.

Hasta ahora hemos considerado vibraciones libres, porque sélo acttan fuerzas internas
al sistema. Si una fuerza F'(t) actta sobre la carreta, la ecuacion sera:
d’x dx
M— 4 c— +rkx=F(t 4
72 T (t) (4)
5. Si esta fuerza es periodica de la forma F(t) = Fycoswt, con Fy,w constantes, hallar
x(t). Al valor w/2m se lo llama frecuencia impresa al sistema.

Si tan¢ =

escribirse:

257> probar que la solucién general de (4), con F(t) = Fpcoswt puede
Foy

x(t) = e "(C) cos(at) + Cosen(at)) + V(5 — w?M)? + 22

cos(wt — ¢) (5)

El primer término tiende a cero para t— + oo, luego es “transitorio”, es decir, a medida
que pasa el tiempo, la solucién se parece més y mas al segundo sumando. Notar que la
frecuencia de esta funciéon es la frecuencia impresa al sistema, y que la amplitud es el
Fo

V(K —w2M)2

frecuencia natural del 81stema7 (Este fendmeno se conoce con el nombre de resonancia).

coeficiente

= i Qué pasa cuando la frecuencia impresa se acerca a la

6. Si b < a (caso subamortiguado) hallar la frecuencia impresa w que provoca amplitud
méxima. jSiempre existe este valor? Este valor de frecuencia impresa (cuando existe)
se denomina frecuencia de resonancia. Demostrar que la frecuencia de resonancia es
siempre menor que la frecuencia natural.

Ejercicio 7 Hallar la solucién general de las siguientes ecuaciones, empleando la soluciéon
dada:

) 2y +2y+2y=0 I=R - 1(z) = e

i) xy’ —y —4xdy=0 I=R - y1(x):e p(z?)
i) ay” —y —4x3y =0 I=R y1(z) = exp(2?)
iV) (1—:1;2)y”—2zy/—|—2y20 I= (_007_1)7(_171)7<17OO) 1(.17) =z

Este tltimo es un caso especial de la ecuacion (1 — x2)y” — 2xy’ + p(p+ 1)y = 0 (ecuacion de
Legendre), correspondiente al caso p = 1, en los intevalos en que la ecuaciéon es normal.

. o . . 2 ., ., , .
Ejercicio 8 Sabiendo que yi(xz) = e*" es solucion de la ecuacion homogénea asociada, hallar

todas las soluciones de zy” —y' — 423y = 23.

Ejercicio 9 Probar que las funciones
2 t<0 [0 t<o0
an= {4 150 ww-{p 150

son linealmente independientes en R pero que W (¢1, ¢2)(0) = 0. ;Existe algtn sistema lineal
normal de orden 2 definido en algtn intervalo (—e¢,€) que admita a {¢1, ¢2} como base de
soluciones?



Ejercicio 10 Hallar la solucién general de los siguientes sistemas

/o A _
(a) { x/l = —I9 (b) { 1‘,1 8xr1 — dxo

Ty = 2x1 + 32 Ty = 10x1 + Txo

/I —

x) = —4xq + 3x9 90/1 _ —xl T
(€) ) 7 (d) 4 w5 = =221 + 25

xh = =221 + T3 sy = —221 + 313 — 23

En cada caso, hallar el conjunto de datos iniciales tales que la solucién correspondiente
tiende a 0 cuando t tiende a +o0o. Idem con ¢ tendiendo a —oo.

Ejercicio 11 Inicialmente el tanque I contiene 100 litros de agua salada a una concentracion
de 1 kg por litro; el tanque 1II tiene 100 litros de agua pura. El liquido se bombea del tanque
I al tanque II a una velocidad de 1 litro por minuto, y del tanque II al I a una velocidad de

2 litros por minuto. Los tanques se agitan constantemente. ; Cuél es la concentracion en el
tanque I después de 10 minutos?

Ejercicio 12 Hallar la soluciéon general de los siguientes sistemas

(a){xll_xl_xz (b){x/l_2x1—372

xh =x1 4+ x2 xh = 4x1 + 2x9

/ /
7 = 21 + T2 7 = —dx1 + 922
(c) { xh = 2x9 (d) { xh = —4x1 + Txo

Ejercicio 13 Hallar la solucion general de los siguientes sistemas

(a) ) =—xo +2 (b) T =2x1 — 3o + e
xh =2x1 + w9 + 1 xh =4dx1 4 229 + 4



