Algebra 1

Practica 7 - Polinomios

. Calcular el coeficiente d&2° de f en los casos
) f=(X-3)
i) f=(X—DYX +5)2+ X8 -5X047
i) f=X"9(X544)7
. Calcular el grado y el coeficiente principal en los casos

) f=(4X®-2X°4+3X?-2X +7)7
i) f=(—3XT+5X3+ X2 - X +5)*— (6X*+2X3+ X —2)7
i) f=(-3X"+ X" X +5)*-81X% 419X

. Hallar, cuando existan, todos Igs= C[X] tales que

) fP=Xf+X+1

i) f2-Xf=-X2+1
i) (X+1)f2=X3+Xf
v) f#0y [P =gr(f).X?f

. Hallar el cociente y el resto de la division deor g en los casos

) f=0X4+2X3 - X +4, g=X%?+2
i) f=8X"+6X3—-2X?+14X —4, ¢g=2X3+1
jil) f=8X1+6X3—-2X2+14X -4, g=2X+1
V) f=6X°+3X?—-9X+1, ¢g=3X+2
V) f=X%—3XT+ X6 —2X543X3 - X243, g=X°+4X-1
. Determinar todos los € C tales que

i) X3+2X?%+2X + 1seadivisible poX? + aX + 1
i) X*—aX3+2X?+ X + 1seadivisible porX? + X + 1
iii) el resto de la division deX® — 3X3 — X2 —2X + 1 por X? + aX + 1 sea—8X +4

. SeaK = Q, R 6 Cy seah € K[X]. Probar que sf, g, p, ¢ € K[X] entonces
) f=1(h)
ii) si f =g (h)entonceg = f (h)
i) si f=9g(h)yg=p (h)entonces =p (h)
iv) sif=g(h)yp=gq(h)entonces +p=g+q(h)yf-p=g-q(h)
V) si f =g (h) entonces™ = ¢" (h) paratodon € N
vi) r es el resto de la division déporh siy solosif =r (h)yr =00gr(r) < gr(h)
. Hallar el resto de la divisién dg por i en los casos
) f=X33-X—-1, h=X3-2
i) f=XPHXB-XB 43 h=XT45
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i) f= X100 _ X404 11X20 4 12X2 -2, h=X041
iv) f=X200_3x101 49 p=X100_Xx4]
Sean € N, seakK = Q, R 6 Cy seau € K. Probar que
) X —al| X"—a"
ii) si nesimparentonce¥ + a | X™ + a"
i) si nparentonceX +a | X" —a”
i) Seaf € Z[X]y seana,b € Zy m € N. Probar que si = b (m) entonces

fla) = f(b) (m)
ii) Probar que no exist¢ € Z[X] talquef(3) =4y f(—-2) =7

Hallar todos losf € Z[X] tales que

i) fes monico de grado 3 (v/2) =5
ii) fesmonicodegrado3f(1) =—f(—1)

i) Hallar todos losf € Q[X] de grado 3 cuyas Unicas raices complejas sea# ¥, 2
ii) Hallar todos losf € Z[X] de grado 3 cuyas Unicas raices complejas sear% g
iii) Hallar todos losf € Q[X] de grado 4 cuyas Unicas raices complejas sear% %

Seaf € Q[X]tal quef(1l) = =2, f(2) =1y f(—1) = 0. Hallar el resto de la division
defporX? —2X2%2 - X +2

Sean € N, n > 3. Hallar el resto de la division d&?” +3X" ! +3X" —5X%2 +2X +1
por X3 — X
i) usando congruencias
i) evaluando en puntos convenientes
Calcular el maximo comun divisor entfey ¢ y escribirlo como combinacion lineal de
y g siendo
) f=X+X3—6X24+2X +2, g=X'—X3-X241
i) fF=XC+ X4+ X241, g=X3+X
jil) f=X"+X4-X34+2X -3, g=X*'+2X+1
i) Seanf, g € C[X]y seaa € C. Probar que: es raiz def y de g si y solo sia es raiz
de(f:g)
ii) Hallar todas las raices complejas ¢ + 3X — 2 sabiendo que tiene una raiz comun
conX*4+3X3-3X +1
i) Hallar todas las raices racionales de
(@) 2X° +3X*+2X3 - X
(b) X° —1X*—2X3 +1X2 - 1X -3
() 3X* +8X3 +6X?+3X —2
ii) Probar quex* +2X? — 3X? — 2 no tiene raices racionales

i) Hallar todas las raices complejas fle- X° —4X* — X3 +9X? — 6X + 1 sabiendo
que2 — /3 es raiz def

i) Hallar f € Q[X] ménico de grado minimo que tengd & 2v/5y a3 — v/2 como
raices
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iii) Seaf € Q[X] un polinomio de grado 5. Probar que\& y 1 + /3 son raices d¢
entonces tiene una raiz racional

iv) Seaf € Q[X]tal quef(1++v/2) =3, f(2—3) =3y f(1++/5) = 3. Calcular el
resto de la division d¢ por (X? — 2X — 1)(X? —4X + 1)(X? — 2X —4)

Sean € Ny seamy,ay,...,a,, b, b1,...,b, € Ctales quey; # a;, Sij # k. Probar que
u X —a;
= b J
= Ia=3)
=0 0<j<n

7k

es el Unico polinomio e[ X | que es nulo o de grado menor o igual gugque satisface
flag) = by paratodd < k <n

Hallar f € Q[X] de grado minimo tal que
) f(1)=3,f(0)=1f(3) =3y f(-1) =1
i) f(2)=0,f(=3)=3f(8) =-1y f(-2)=1

Sea( f,,)nen la sucesion de polinomios definida por

fi=X*+2X -1, for1=X[2+X?fl, (neN)

Probar quesr (f,,) = 2"™! — 1 paratodor € N
Determinar la multiplicidad de como raiz def en los casos
) f=X°-2X3+X, a=1
i) f=4X"4+5X?-7X+2, a=1
i) f=X°-3X*+4, a=i
V) f=(X—-22(X?—4)+ (X -2¥X—-1), a=2
Sean € N. Hallar todos losf € C[X] tales qug X — 1)"*! ' = f?

i) Determinar todos los € C para los cualeg = nX"*! — (n+1)X" + a tiene todas
sus raices simples

i) Determinar todos log € R para los cualeg = X*"*! — (2n + 1)X + a tiene al
menos una raiz maltiple

Hallar todos los: € C tales queX® — 2X° + (1 +a)X* —2aX?+ (1+a)X?* —2X + 1
es divisible por( X — 1)3

Hallar todos los: € C tales que 1 sea raiz doble 8¢ — a X3 — 3X? + (2 + 3a) X — 2a

Sean € N. Probar que

n
i) X" tiene todas sus raices simples
k=0
i) ) ~ tiene todas sus raices simples
k=0
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27. Sea( f,)nen la sucesion de polinomios definida por
fi=X"+2X% 41, fonn= (X =9)(fu+f) (neN)
Probar qué es raiz doble d¢, para todo: € N

28. Seaf € C[X]. Probar quer € C es raiz multiple def si y sélo si es raiz déf : f').
Deducir que sif € Q[X] es irreducible entonces tiene todas sus raices simples

29. Factorizar el polinomig enQ[X], R[X]y C[X] en los casos
) f=X'— X3+ X2-3X—6
i) f=X*—6X2+1
i) f=X6_2
iv) f=X°— X3+ 17X? — 16X + 15, sabiendo qué + 21 es raiz def
V) f=X°+2X*+ X%+ X? — 1, sabiendo que-1 + ‘/75 es raiz def
30. Hallar todos los: € C tales quef = X* — (a + 4) X3 + (4a + 5)X? — (5a + 2)X + 2a

tenga aaz como raiz doble. Para cada valor @éallado, factorizarf enQ[X], R[X]y
Clx]

31. Factorizar el polinomigf = X® + X° 4+ 5X* +4X3 + 8X? 4+ 4X +4enQ[X], R[X]y
C[X] sabiendo que&/2 i es raiz mdltiple d¢f

32. Factorizar el polinomio{* + 2X3 4+ 3X? + 10X — 10 enQ[X], R[X] y C[X] sabiendo
que tiene una raiz imaginaria pura

33. Hallar todos los: € C para los cuales al menos una de las raices de
=X+ X°-3X* 12X+ X? -3X +a

sea una raiz sexta primitiva de la unidad. Para cada valartdglado, factorizarf en
Q[X], R[X]y C[X]

34. Seam, by clas raices complejas @3 — 3X2 +4X + 1.

i) Hallar
(@ a+b+c (d) a®+b*+c? (@) a®b? + a*c* + b*c?
(b) ab+ ac+ be (e) a*+0v*+¢8 (h) %4_%4_%
() abe M ot bt () &+t

i) Encontrar un polinomio de grado 3 cuyas raices searb, a +cy b+ ¢
35. Factorizar el polinomic\* + X3 — 3X? 4+ 4X — 2 enQ[X], R[X] y C[X] sabiendo que
la suma de tres de sus raices-€s+ 2

36. Hallar todas las raices complejas del polinodiid— X° — 7X% - 7X3 - 7X? - 8X —6
sabiendo que tiene dos raices cuya suma es 2 y cuyo produ€to es

37. Sean € N. Usando quev € G,, siy solo siw es raiz del polinomid™ — 1, dar una nueva
demostracion de que la suma de las raic€simas dd distintas del es—1. Calcular

H’U)EGTL w.

38. Seaf un polinomio de grada con raices distintas, .. ., «,,. Probar que el coeficiente
de gradon — 1 de f esO siy solo si) ", a; = 0. ¢(Qué se puede decir si hay raices
repetidas?

39. Seaf = X" + an, 1 X"+ ...+ ap € Z|X]. Sitodas las raices geson enteros pares,
probar que’ | a,_;Vj=0,...,n.



