Algebra 1

Practica 6 - Complejos

1. HallarRe(z), Im(2), |z|, Re(z71), Im(27!), Re(—i.2) y Im(i.2) en cada uno de los sigu-
ientes casos

) z=(2+14)(1+31%) iv) z ="+ 1i(1—1q)3
i) 2 =5i(1+1i) V) 2= (g5 + 50)'™
i) 2= (vV2+v3i)2(1—31) Vi) (L) 4+ (2 —0)?

2. Dados: = 1+3iyw = 4+ 21, representar en el plano los siguientes numeros complejos

i) 2 i) z 4w V) —z vii) 2z iX) |z|
i) w V) z —w vi) Z viii) %w X) |w — z|
3. Graficar en el plano complejo
i) {ze C/3 Re(z) —1=21Im(z)}
i) {zeC/ —1<Re(z) <1ylz| <2}
i) {zeC/2<|z—1+41i] <3}
iv) {z € C/zIm(2).(1 1) = |z)*}
V) {zeC/|lz-2|=]z—1—1|}
4. Probar que

) z+w=z+w VzweC vii) |zow] = |z|.|w| Vz,weC

i) zw=zw VzweC viii) |27 =]z|7!  Vz e C\{0}

i) z=2 VzeC iX) |z+w| < |z|+w| VzweC
iv) z-1=2z"1 VzeC\{0} X) ||z| = |w|| < |z —w| Vz,weC
V) 2=%Z <= z€R Xi) |Re(2)] < |2 VzeC

vi) zz=1z]> VzeC Xii) |Im(z)| < |z] VzeC

5. Hallar todos los: € C que satisfacen

) 2#£0yz=2z""1 Vi) |z —Z| = Re(z)

i) Re(2%) =0 vii) (22 +4) = 2. Im(2)

i) 2£0y2z+21eR viii) 22 =3+ 4

V) |22 = (2 +2).Im(2) iX) 2£0yz—1=2""

V) 22+ 2% =iz X) 22+ (1+2i)z2+2i=0

6. Calcular los médulos y los argumentos de los siguientes raswemplejos

) 34++/3i V) (—1+4+/34)° Vi) cos Fm —i sen £
i) (2+24)(vV3—1) V) —cosSm+isendm i) sen 3w+ cosir
jil) (=1 —4)7t Vi) cos 2w+ i sen 2w ix) cos 2w — sen P
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7.

8.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

Graficar en el plano complejo
) {reC—{0}/|z] 22y ] <arg(z) < ¥}

i) {z€C—{0}/ arg(—i.z) > 7}
i) {zeC—{0}/]z| <3y arg(z*) <7}

. 1 ) \17
) CaIcuIar(—Ir \/§Z>
— 1

i) Calcular(—1++/34)" para cada € N
ii) Hallar todos losn € N tales qugv/3 — i)” = 2" (=1 + /31)
Calcular las raices-ésimas de en los casos

i — — . 21
) n=06,2=38 V) n=11,2= — "

i) n=4,2=-3 V2 —V6i

i n="7,2=-1+1

Hallar todos los € C tales que
i) 2t =173 i) 28 =728 V) 224+ 2041=0
i) 26 =(2—2¢)" V) (z—1)*=(z+4)! Vi) (z+ 1) = (2+1)?

Dadon € N, seaGG,, = {w € C /w™ = 1}. Probar que

i) G, tienen elementos VyYwelG,=weq,

i) z,we G, = zwel, vi) —1 € G,, <= n es par
i) weG,=w'ecaq, vii) todo elemento de&7,, es una potencia
v) weG,=|wl =1 decos 2% + i sen 2%

Seam, m € N. Probar que

)] GnﬂGm:G(n;m) i) GngGm@)Mm

Determinar las raices-ésimas primitivas de la unidad pata= 2,3,4,5,6 y 12.

Sean € N. Probar quev € C es una raiz.-ésima primitiva de la unidad si y solowilo
es.

Sean € N. Probar que
i) w € C es una raiz-ésima primitiva de la unidad siy solosi® = 1y w’/ # 1 para
todoj € Ntalquej < n

i) si w € C es una raiz-ésima primitiva de la unidad entonce$ = 1 si y solo si
n|k

i) w € G, es una raiz-ésima primitiva de la unidad si y solo @i ¢ G} para todo
divisor propiok € N den (es decirk | ny k < n).

Seaw una raiz novena primitiva de la unidad. Hallar todosias N tales quav™ = w?
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17. Sean € N.

i) Calcularl + w + w? + --- + w" ! para cadas € G,. Deducir que la suma de las
raicesn-ésimas de la unidad es cero.

i) Probar que el producto de todas las raiecessimas de la unidad ¢s-1)"!

18. Calcular la suma de las raicesesimas primitivas de la unidad para= 2, 3,4,5,8,10y
15.

19. Dado un namero primg, probar que:

i) la suma de las raicgsésimas primitivas de la unidad ed.
ii) la suma de las raiceg-ésimas primitivas de la unidad es

iii) Si g es un nimero primo distinto dg entonces la suma de las raiggsésimas
primitivas de la unidad ek.

iv) *¢ Cuanto da la suma de las raicegsimas primitivas de la unidad sies un pro-
ducto de primos distintos?

20. i) Calcularw +w + (w + w?)? — w*(1 — w?) para cadav € G
i) Calcularw™ + w.w® + 8 para cadav € G
jii) Calcularl +w? + w=2 + w* 4+ w™* para cadav € Gy
iv) Calcularw'* + w8 + w* + w3 para cadav € G5

21. Probar que siv € G; entonceRe((w?! + 1)(w'® — 1)) =0

22. Seaw una raiz quinceava primitiva de la unidad.

n—1

i) Hallar todos losz € N tales quey _w™ =0
=0
n—1

ii) Hallar todos losn € N tales quey _ w* =0
=2

23. Seaw una raiz cubica primitiva de la unidad y seg),.n la sucesion de nimeros com-
plejos definida por

2z =1+ w, Zny1 =1+22 (neN)

Probar que,, es una raiz sexta primitiva de la unidad para tode N



