EXAMEN UNICO - RECUPERATORIO

TALLER DE CALCULO AVANZADO - VERANO 2011 - 18 DE MARZO DE 2011

Nombre y Apellido 1 2 3 4 Nota

1. i) Sea A C R™ un conjunto acotado no vacio. Definimos el didmetro de A por
diam(A) = sup{|lz —y[| : =,y € A}

Demostrar que para cualquier conjunto no vacio A € R™ acotado, A es acotado

y se tiene que diam(A4) = diam(A).
ii) Dados A, B dos conjuntos no vacios en R", se define la distancia entre ellos por
d(A,B) = inf{|la —b|| :a € A,b € B}

Probar que si C es acotado, entonces

d(A, B) < d(A, C) + diam(C) + d(C, B)

2. i) Demostrar que U C R" es abierto si y sélo si para toda sucesion (zp,)neny C R”
tal que x,, — x, existe un ng tal que si n > ng, z, € U.

ii) Sean A C R™ un conjunto y A’ el conjunto de los puntos de acumulacién de A.
Demostrar que A’ es cerrado.

3. Sea f:R"™ — R una funcidn.

i) Probar que f es continua si y s6lo si valen las siguientes afirmaciones:

a) f~1((a, +00)) es abierto para todo a € R.
b) f~((—o0,3)) es abierto para todo 3 € R.

ii) Dar un ejemplo de una funcién f : R — R que cumpla a) pero no cumpla b).

4. Consideramos la siguiente funciéon F' definida por medio de una serie:

o0

F(s) = Z logn

nS

n=1

a) Demostrar que la serie converge si y sélo si s € (1, +00).

b) Demostrar que la serie converge uniformente sobre cada compacto K C (1, +00).
Deducir que la funciéon F' definida como la suma de la serie es continua en
(1, 400).

¢) (Es uniforme la convergencia en (1,+00)?



