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Nombre y Apellido 1 2 3 4 Nota

. Si Ay B son subconjuntos de R"™ y x € R" definimos d4(x) = infoead(a,x) y
d(A, B) = inf,ca dp(a).

a) Probar que, dado A C R" la funcién d4 : R™ — R es Lipschitz con constante
1. Deducir que d4 es una funcién continua.

Sean K C R" compacto y C' C R™ cerrado, ambos no vacios.

b) Usando el resultado del punto anterior, demostrar que existe un z € K tal
que deo(x) = d(C, K); es decir, probar que existe un punto en el compacto que
realiza la distancia al cerrado.

. Sean K C R"™ compacto y C C R™ cerrado, ambos no vacios, tales que K N C = ()
y sea f : R" — R uniformemente continua en C' y continua en K. Usando los
resultados del ejercicio anterior demostrar que

a) d(K,C) > 0;

b) f es uniformemente continua en K U C.

. Se dice que una sucesion (a,)nen de nimeros reales es de variacién acotada si con-

verge la serie
o0
E |an — ant1].
n=1

a) Probar que si (a,)nen es de variacién acotada, entonces converge.

b) Probar que si (ap)nenN €s una sucesién convergente, entonces existe una subsu-
cesion (ap, )keNn que es de variacién acotada.

c¢) Decidir si la siguiente afirmacion es verdadera o falsa: si (ay, )neN €s una sucesion
o . 00
de variacién acotada tal que a, — 0, entonces la serie ) >° | a, converge.

. Sea a : [a,b] — R una funcién mondtona creciente, y (fn)nen : [a,0] — R una
sucesion de funciones acotadas e integrables con respecto a a(x) [usando la definicién
de la integral de Riemann-Stieltjes vista en clase], que converge uniformemente a
f :]la,b] — R. Probar que entonces f es integrable respecto a « en [a,b] y que vale

lim /ab fn(z) da(x) = /ab f(x) da(z)

n—-+00



