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Practica N° 9: Ecuaciones no lineales.

Ejercicio 1 Implementar un programa que reciba como input una funcién f, dos ntimeros
a, b, y una tolerancia tol y aplique el método de biseccién para aproximar una raiz de f en el
intervalo [a, b], garantizando que el error cometido sea menor que tol.

Ejercicio 2 Elegir un intervalo apropiado y utilizar el método de bisecciéon para calcular una
raiz de la ecuacién:
2z = tan(z)

; Cuédntos pasos hay que hacer para garantizar que el error sea menor que 107°7?

Ejercicio 3 Implementar un programa que reciba como input una funcién f, su derivada f’
y un punto inicial zy y aplique el método de Newton-Raphson para buscar una raiz de f a
partir de xg.

Ejercicio 4 Implementar un programa que reciba como input una funcion f y dos puntos x
y x1 y aplique el método de la secante para buscar una raiz de f con datos iniciales xy y x7.

Ejercicio 5 Aproximar /2 utilizando el método de biseccién con intervalo inicial [1,2], el
método N-R, comenzando con xy = 2 y el método de la secante con x¢y = 3, 1 = 2.

En todos los casos, calcular el error cometido en cada iteracién comparando con el valor de
v/2 arrojado por Octave, y graficar el logaritmo del error para verificar el orden de convergencia
de cada método.

Ejercicio 6 Considerar la funcién f(z) = Determinar para qué valores de zy la

x
1+ |z
iteracion N-R es convergente, para cudles es divergente, y cuando se obtienen ciclos periddicos.

Ejercicio 7 Sea f una funcién C! y sea (x,, ) ey la sucesién que se obtiene al aplicar el método
N-R a f. Supongamos que x,, converge a r y f'(r) # 0, mostrar que r es raiz de f.

Ejercicio 8 Sea f una funcién suave, y a tal que f(a) =0, y f’(a) # 0. Suponiendo que en
(a,b], f, f', f" son positivas, probar que la iteracién de N-R generada a partir de x¢ € (a, b)
converge decrecientemente hacia a.

Ejercicio 9 Sea f: R = R, f(z) = (v + 1)e* — 4.
a) Probar que el método de Newton-Raphson es convergente para todo zg > 1.

b) Analizar la convergencia del método si se toma como valor inicial zy = —3.



Ejercicio 10 Sea f: R — R tal que f/'(x) > § > 0 con una tunica raiz r. Se desea aplicar el
método de Newton Raphson para hallar 7.

1. Probar que si f(x) > f'(z)(x — r) para todo = > r entonces se tiene que x; < r para
todo dato inicial x¢ > 7.

2. Probar que si f”(x) < 0 para todo = < 7, entonces el método genera una sucesién cre-
ciente que converge a r para todo xg < r. Concluir que si se cumplen ambas condiciones,
el método converge.

3. Probar que Newton Raphson converge a la tnica raiz de f(zr) = —e™* + 5x para todo
dato inicial xg.

Ejercicio 11 Sea f(r) = z° — x — 1. La ecuacién f(z) = 0 tiene una unica raiz r en el
intervalo (1,2). Se consideran las funciones:

g(xr) =2 — 1, h(z) = vz + 1.
a) Probar que r es un punto fijo tanto de g como de h.

b) Decidir si g o h pueden utilizarse para buscar r a través de un método de punto fijo.

c) Cuando sea posible, determinar un intervalo inicial I en el cual el método converja, y
dar un valor inicial xy € I y la cantidad de iteraciones necesarias para aproximar r con
error menor que 1075,

Ejercicio 12 Sea f : R.o — R definida como f(z) = =1 — e?,

xT

a) Determinar, mediante graficos convenientes, el nimero de raices de f, localizando cada
una de ellas entre dos enteros consecutivos.

b) Proponer tres métodos de punto fijo para f y determinar si convergen a alguna de sus
raices si se toma dato inicial o = 1.

Ejercicio 13 Sea g una funcion tal que ¢’ es continua en [s,b], donde s es un punto fijo de
g. Si ademds, se verifica que 0 < ¢'(z) < K < 1 para todo x € [s,b], mostrar que la iteracién,
comenzando con xg € [s,b], converge decrecientemente a s.

Ejercicio 14 Dada la funcién f(z) = = + % — 2, f : Ry — R, se construye el siguiente
algoritmo para aproximar la raiz r = 1:

1
Tpor =2— —
xn
Verificar que si xy > 1 entonces la sucesién {z, } es mondtona decreciente y acotada inferior-
mente por 1. Concluir que x,, — 1, aunque esta iteracién no esta en las hipétesis del teorema
del punto fijo. ;Qué hipotesis no se cumple?

Ejercicio 15 Sea f una funcién C! en las condiciones del método N-R. Sea g(z) = x — %

Mostrar que el método N-R es un método de punto fijo.



Ejercicio 16 Para f una funcién C? que tiene una raiz de orden 2 en 7:

a) Demostrar que el método N-R converge sélo linealmente a r (Sugerencia: Notar que en
este caso la g del ejercicio anterior no esté definida para = r, redefinirla como g(r) = r,
probar la diferenciabilidad de g y demostrar que ¢'(r) # 0).

b) ;Cudl es el orden de convergencia de la siguiente modificacion?

f'(zn)

(1)

Tpyl = Ty — 2

c) Sea f(z) = 42® —3x +1. f tiene una raiz doble.Aproximarla calculando las 10 primeras
iteraciones de los métodos N-R y del método (1), con dato inicial zy = 25. Graficar
simultaneamente las dos sucesiones obtenidas.

Ejercicio 17 Dada F': R® — R" el método N-R generalizado consiste en realizar la iteracion

vectorial
2* =2k — (DF| )7t F(2b),
k

donde (DF|,x)~" es la inversa de la matriz diferencial de F' evaluada en z*.
Usar N-R generalizado para hallar un minimo de la funcién f(z,y) = ye_‘”2 + 22 +yt 4z,
comenzando con (zg,yo) = (2, 1).

Ejercicio 18 Considerar el problema de la propagacion de una llama:

{ g =1y’ —y’ parat € [0,2/d]
y(0) = 4.

Al prender un fésforo, la bola de fuego crece rdapidamente hasta que alcanza un tamano cri-
tico. Luego, permanece en ese tamano porque la cantidad de oxigeno que se consume por la
combustion en el interior de la bola se compensa con la cantidad disponible en la superficie.
El radio de la bola de fuego se representa con y(t) y los términos y* e y* provienen de la
superficie y el volumen. El parametro critico es el radio inicial §.

a) Resolver numéricamente el sistema para 6 = 0.01 utilizando el método de Euler, con
paso h = 2. ;jQué se observa?

b) Repetir el item anterior pero utilizando el método de Euler implicito:

Yn = Ynt1 — Pf (b1, Uns1)-

Para despejar y,,.1 en cada paso, utilizar el método de Newton Raphson con dato inicial
Yn- i Qué se observa?

Ejercicio 19 Cuencas de atraccién / Fractales de Newton: Sea P : C — C un
polinomio de grado 3, con raices r1, 72,73 contenidas en el rectdangulo R = [—1,1] x [—1,1].
Se desea saber, para cada punto zy en R, a qué raiz converge el método de Newton, cuando
se toma dato inicial zy. Hacer un programa que:

1. Reciba como input un vector P = (Py, P, P3, P;), que representa al polinomio P(z) =
P1$3+P212+P3$+P4.



2. Calcule las raices de P utilizando el comando roots.

3. Haga una grilla de puntos de la forma (z;,yx) € R.

4. Para cada punto (z;,ys), corra 5 iteraciones del método de Newton, con dato inicial
dado por el complejo z = z; + iy.

5. Determine la raiz r mas proxima al resultado obtenido.

6. Realice un grafico que pinte cada punto (z;, yx) de un color distinto de acuerdo a la raiz
a la que el método se aproxime. Por ejemplo: si r = 7, (z;,y;) se pinta de azul, si
r =1y, de rojo y si r = r3, de amarillo.

De este modo, la region pintada de azul es la cuenca de atraccion de la raiz ri, etc. Comun-
mente, las cuencas de atraccién resultan ser fractales. Puede repetirse el experimento para
polinomios de mayor grado.

Ejercicio 20 Se tiene la siguiente tabla de datos:

T 0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5 )
y | 0.756 0.561 0.407 0.372 0.305 0.24 0.219 0.209 0.21 0.194 0.140
Se propone un ajuste de los puntos a través de una funcién de la forma f(z) = x%b Para
determinar el valor de b si desea resolver el problema de cuadrados minimos:
10 1 2
in F(b) = P — .
min (0) ;(y xﬁ—b)
Para ello se propone una iteracién de punto fijo de la forma b,1 = g(b,), donde:
1
g(b) — o (2)

- 10 1 wotb )
Yo + Zi:l <yZ B $i+b> (Ii—i-b)

a) Probar que (2) define efectivamente un método de punto fijo del problema F’(b) = 0.

b) Hallar b utilizando el método de punto fijo, tomando by = 1.

c) Graficar los puntos, junto con la f que los ajusta. Agregar, en un mismo gréfico, los
polinomios de grado 2 y 3 que ajustan los datos por cuadrados minimos.



