A UBA - exactas | EXACTAS
RE: Departamento de Matematica OF

ECUACIONES DIFERENCIALES A /B

PRACTICA 8: SOLUCIONES DEBILES

Ejercicio 1. Consideremos el siguiente operador eliptico

n
Lu= =) 0aij(x)dju) + c(z)u,
ij=1
donde N[E[* < D775 aij(2)&€; < A€ y ¢ € L.
Probar que existe una constante p > 0 tal que la correspondiente forma bilineal B[, -]
satisface las hipotesis del Teorema de Lax-Milgram si c¢(x) > —p (z € U).
Observar que no se asume la simetria de la matriz (a;;(x))1<ij<n.

Ejercicio 2. Una funcién u € Hg(U) se dice una solucion débil del siguiente problema de
valores de contorno para el operador bilaplaciano

(1) Ay = f en U
u=0hu=0 en U,

/AuAvd:E:/fvdz
U U

para toda v € H3(U). (A%u = A(Au)).

si verifica

1. Probar que u € C4(U) N C*(U) es solucién clasica de (1) si y solo si es solucion débil
de (1).
2. Probar que dada f € L?(U) existe una tinica solucién débil de (1).
Sugerencia: Usar el Ejercicio 9 de la practica 7 para probar que ||Au|| 2y define

una norma equivalente a la usual en H3(U).

Ejercicio 3. Consideremos el problema de Neumann

—Au+u=f enU
Opu =20 en OU

donde OU € C' y f € L*(U).

1. Mostrar que u € C?(U) N CY(U) es soluciéon del problema de Neumann si y solo si
verifica la siguiente formulacion débil:

/Vu'Vgodx—i-/u«pdx:/f(pdx
U U U

para toda ¢ € CH({U) N C(U).
2. Mostrar que para toda f € L?(U) existe una tinica u € H'(U) solucién débil de este
problema.
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Ejercicio 4. Consideremos el problema de Neumann

—Au=f enU
Onu=0 en U,

donde U € Cl y f € L*(U).

1. Dar una formulacién débil del problema y mostrar que si existe una solucion débil,
entonces [, f dx = 0.

2. Mostrar quesi f € L*(U) verifica que [, f dz = 0, entonces existe una tnicau € H*(U)
con fU udxr = 0 soluciéon débil de este problema. Mas atin, dicha solucién es tnica en
H(U) salvo constante.

Sugerencia: Usar la desigualdad de Poincaré dada por el Ejercicio 12 de la préctica
7 y usar el Teorema de Lax-Milgram en el subespacio ortogonal a las constantes en
HY(U).
Ejercicio 5 (Principio débil del méximo). Sea Lu = —>71'._; 0;(aij(x)d;u) un operador
uniformemente eliptico con a;; € L= (U).
Decimos que u € H'(U) verifica Lu < 0 en sentido débil o, equivalentemente, que es una
subsolucion débil de Lu = 0 si

/ E aij(z)0judvdr <0, para toda v € Hy(U), v > 0.
U =
i,7=1

1. Verificar que u € C?(U) es subsoluciéon débil de Lu = 0 si y solo si Lu < 0.
2. Probar que si u es subsolucién débil de Lu =0y ut € HE(U) (es decir u < 0 en 9U),
se tiene que u < 0 en U.

Ejercicio 6. Consideremos el siguiente problema de autovalores

—Au=>Mu enU
Onuu =0 en OU,

donde U € C.

Probar que existe una sucesion 0 = Ay < Ao < --- < Ap 1 oo de autovalores del problema
con autofunciones uy € H'(U) donde u; = cte y {u}?2, forman una base ortonormal de
L?(U) y una base ortogonal de H'(U).

Ejercicio 7 (Principio del anti-maximo). Sea U C R™ un abierto acotado y sea u € H}(U)
una solucion débil de

—Au—Adu=f enU
u=0 en OU,

donde f € L*(U).

Verificar que si A > A\ y f > 0 entonces u cambia de signo en U (\; denota al primer
autovalor de —A en U).

Ejercicio 8. Sea V: R" — R tal que 0 < V(z) — oo si |z| — oo.

1. Probar que si {fi}ren C H'(R™) es una sucesién acotada, entonces existe una subsu-
cesion {fi,; }jen C {futren v [ € Li (R™) tal que

fe, = f en L*(B,(0)), para todo r > 0.
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2. Probar que si, ademaés,

0l gy = Wellav = [ V(@) ds <€ paratodo k€N,

entonces f € L2(R") y
fe; = f en L*(R™).
3. Concluir que H := H'(R") N L} (R™) verifica H CC L*(R™). Es decir, toda sucesion
acotada en H con norma dada por [|f[|* := V|5 + || f]|5, tiene una subsucesion

convergente en L?(R").
4. Probar que existe una sucecion 0 < Fy < Fy < --- < Ep 1T oo de autovalores de la
ecuacion de Schréedinger

—Au+V(z)u = Eu en R",
u € H,
y que las autofunciones forman una base ortonormal de L?(R").
Ejercicio 9 (Alternativa de Fredholm para operadores simétricos). El objetivo de este ejer-

cicio es dar una demostracion del Teorema de la alternativa de Fredholm para operadores
simétricos basandose en el Teorema de diagonalizacién de operadores elipticos simétricos.

Sea U C R™ un abierto acotado y £ un operador eliptico simétrico dado por

n
Lu=— Z Oi(a;j(x)0ju) + c(x)u,
ij=1
donde a;j,c € L>®(U), a;; = aj;, i,j = 1,...,n y la matriz (a;;)1<i j<n es definida positiva.
Notemos por {A;}ren los autovalores de £ y por {wi}ren C Hg(U) las autofunciones
asociadas normalizadas de manera tal que formen una base ortonormal de L?(U).

Sea f € L>(U) y A € R.
1. Probar que si A # A\ para todo k € N entonces el problema

{ﬁu—)\u:f en U

2
2) u=20 en OU

admite una tnica solucién.
Sugerencia: Expandir tanto w como f en la base {wy }ren v despejar los coeficientes
de u de la ecuacion (2).

2. Probar que si Ag—1 < A=A = Agr1 = -+ = Agi—1 < g4 para algin k € N entonces
el problema (2) admite una solucion si y solo si (f,w;) =0, j =k,...,k+1—1 donde
(-,+) denota el producto interno en L?(U).

Verificar que en ese caso, el conjunto de soluciones es una variedad lineal de dimensiéon

l.

Ejercicio 10 (Lema de Cea). Se intenta construir una aproximacion de la solucion del si-
guiente problema

—Au=f enU
u=20 en OU.

Para eso, se toma un subespacio de dimensién finita V.C H}(U), V = gen{¢1,...,da} vy se
define la solucion aproximada @ € V como la soluciéon del problema

/Vﬂ-Vd)idx:/f@da: i=1,....d
U U3
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1.

2.

Probar que @ esté bien definida (es decir, existe una tnica solucion del problema apro-
ximado).
Probar que se tiene la siguiente estimacion de error

lu =4l g1 ) < 032{, lu = vl g1y

donde C > 0 es una constante que depende tnicamente de V.
Esto dice que el método propuesto obtiene como resultado la mejor aprorimacion
que permite el subespacio V.

Ejercicio 11. Se define el p— Laplaciano como Ayu := div(|Vu[P~2Vu) con p > 1 (cuando
p =2, A, = A). Consideremos el siguiente problema

(3)

—Apu=f enU
u =0 en OU,

donde U C R” es un abierto acotado y f € LV (U) (% + % =1).

1.

@

Probar que u € C2(U) es solucién de (3) si y solo si verifica la siguiente formulacion

débil
/ |VuP~2Vu - Vo dx :/ feodz,
U U

para toda ¢ € Wol’p(U).
Probar que si u € VVO1 P(U) minimiza el siguiente funcional

1
\IJ:WOI’p(U)—>R, U(u) ::/|Vupda:—/fuda:,
pJu U

entonces u es una solucion débil de (3).

Probar que si u € VVO1 P(U) es una solucion débil de (3), entonces u es un minimo de V.
Verificar que W es estrictamente convexo y deducir que ¥ tiene a lo sumo un minimo.
Concluir que (3) tiene a lo sumo una tnica solucién débil.

(este item es solo para los que tengan conocimiento sobre topologias débiles) Probar
que VU tiene un minimo en T/VO1 P(U) y concluir que el problema (3) admite una tnica
solucion.

Sugerencia: Considerar una sucesiéon minimizante, probar que esta acotada y dedu-
cir que contiene una subsucesion débil convergente. Usar la semicontinuidad inferior
de la norma con respecto a la convergencia débil para probar que ese limite débil es
efectivamente el minimo de W.

Ejercicio 12. Sea

Lu=— Z al(aw(:n)(?ju)

,j=1

Decimos que el operador u; + Lu es uniformemente parabélico si el operador £ es uniforme-
mente eliptico, i.e. existe 8 > 0 tal que

n

Z a;j(z)&& > 0|¢)?

4,j=1

para todo z € U, £ € R™. Supongamos que a;; € L®(U) y f € L*(U).
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Consideremos el siguiente problema parabdlico:

u+Lu=0 enU x (0,7)
u=20 en U x (0,T)
u=f en U x {t =0}.
1. Dar una definicién adecuada de solucién débil y demostrar que si una solucién débil es
suficientemente regular, entonces es una soluciéon clasica.

2. Probar, por el método de separacion de variables, que existe una soluciéon débil del
problema parabdlico.

Ejercicio 13. Considerar la siguiente ecuacion del calor con condiciones de Neumann
u—Au=0 enU x (0,T)
Onu =0 en 9U x (0,T)
u=f en U
1. Dar una definicién adecuada de solucién débil y demostrar que si una solucion débil es

suficientemente regular, entonces es una soluciéon clasica.
2. Probar que existe una solucién débil.



