A UBA - exactas | EXACTAS
RE: Departamento de Matematica .

ECUACIONES DIFERENCIALES A /B

PRACTICA 3: TRANSFORMADA DE FOURIER

Ejercicio 1. Sea f € L'(R") y sean a € R", X € R.
1. Si g(z) = f(x)e2™ entonces j(y) = f(y — a).
2. Sig(x) = flz — ), entonces gy ) = f(y)e mioy,

() = A

() = e
3. Si g(x) = f(%), entonces §(y) = A" f(\y).

(z) = ):

4. Sig(x —2mizpf(z) y g € L' (R™), entonces f es derivable respecto a y v 3ykf =g.

Ejercicio 2. Mostrar que si f € L'(R™) entonces fe L>®(R") y
I £l oo ry < N FllLt@n)-

Ejercicio 3. Probar que si f € S, entonces F|F[f(z)]] = f(—=). Concluir que si f € L?(R")
es tal que f = \f para algin A € C entonces \ es una raiz cuarta de la unidad.

Ejercicio 4. Probar que la transformada de Fourier de una funcién f serd una funciéon real
siy sOlo si f es par.

Ejercicio 5. Hallar las transformadas de Fourier de las siguientes funciones:

1
1_11, exp(—alz|), A+ exp(—mz?).
Ejercicio 6. Sea f: [0,00) — R una funcién L!. Se definen

1. La Transformada-coseno de Fourier como

= /000 f(x) cos(zy) dx

2. La Transformada-seno de Fourier como

- /0 " fl@) sin(ey) d

Mostrar que si se extiende f como una funcién par a toda la recta, tenemos

Felfly) = nF[f(y),

v que si se extiende a f como una funcién impar, se tiene
T
Fslflly) = - F1fy)-

Ejercicio 7. Sea A € R™ " una matriz no singular. ;Como se relacionan la transformada
de Fourier de f(Ax) con la de f(x)? (f € L*(R"™)). Usar este resultado para mostrar que la
transformada de Fourier tranforma funciones radiales en funciones radiales.

Ejercicio 8. Probar que si f € L'(R") es de soporte compacto, entonces F[f] € C*°(R™).
Ejercicio 9. Probar que si f € L'(R") es tal que f =0 entonces f = 0.
Ejercicio 10. Sea f € S. Probar que fx f = f si y s6lo si f = 0 a.e. ;Qué sucede si

f e L*R™)?
1
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Ejercicio 11. 1. Probar que si ¢, ¢’ y ¢” pertenecen al conjunto
LYR) N {g € CR): lim g(z) = o}
|z|—o00

entonces existe f € LY(R) tal que F[f] = ¢.

2. Sea K C R compacto y U C R abierto tal que K C U. Probar que existe f € L'(R)
tal que F[f](y) = 1 para todo y € K y F[f](y) = 0 para todo y € R — U.

3. Probar que F[L(R)] es denso en el conjunto de funciones continuas que tienden a cero
en el infinito. (Sug.: Stone-Weierstrass)

Ejercicio 12. Utilizar la transformada de Fourier para obtener una solucén explicita de la
siguiente ecuacion:

AU = Ugy + Uyy =0 enRi = {y > 0},
u(z,0) = f(x) en R,
donde f € L*(R).
Ejercicio 13. Utilizar la transformada de Fourier para obtener una solucion explicita de la
siguiente ecuacion:
—Au+u=f en R",
donde f € L*(R").

Ejercicio 14. Idem el ejercicio anterior para la ecuaciéon de Schrédinger

iug + Au=0 en R" x (0,+400)
u=g en R x {t =0},

donde u y g son funciones a valores complejos y g € L2(R").

Ejercicio 15. Obtener la expresion integral de la solucion de la ecuaciéon de ondas unidimen-
sional

Ut = Ugy reR, t>0,

u(z,0) = f(z) =z €R,

w(z,0) =g(z) zeR,
donde f,g € S.



