A UBA - exactas | EXACTAS
RE: Departamento de Matematica OF

ECUACIONES DIFERENCIALES A/B

PRACTICA 2: ECUACION DE LAPLACE Y DE POISSON

Ejercicio 1. Probar que la ecuacion de Laplace Au = 0 es invariante por rotaciones.

Esto es, si O € R™*" es una matriz ortogonal (i.e. O -0 = I,,) y definimos v(x) = u(Ox),
entonces Av = 0.

Ejercicio 2. Verificar las siguientes afirmaciones indicando en cada caso las hipdtesis de
regularidad sobre u necesarias para su validez.

1. Combinaciones lineales: Si u; y ue son funciones armoénicas, entonces au; + Bug es
armonica.

2. Homotecias: Si u es armonica, entonces uy(x) = u(Az) es armonica.

Traslaciones: Si w es armoénica, entonces u(x — £) es armonica.

4. Diferenciacion respecto a pardmetros: Si u(x,7) es armonica para cada -, entonces
ou

Oy

5. Integracion respecto a parametros: Siu(x,y) es armoénica para cada -y, entonces ff u(x,y)dy
es armonica.

6. Diferenciacion respecto a x: Si w es armoénica, entonces D%u es armoénica para todo
multiindice o € N”.

7. Convoluciones: Si u es armonica, entonces [ u(z — &)p(§)d€ es armonica.

@

(x,7) es armonica para cada 7.

Ejercicio 3. Sea u arménica en U C R?, abierto simplemente conexo. Probar que entonces
existe v armoénica en U tal que u + iv es holomorfa.

Ejercicio 4. Decimos que v € C%(U) es subarménica si Av > 0 en U.

1. Probar que si v € C'(U) entonces max; v = maxay v.
Sugerencia: Probarlo primero suponiendo que v satisface que Av > 0 y luego probarlo
para v.(z) := v(z) + €|z|? y hacer ¢ — 0.
2. Probar que si g € U y r < d(xg,0U), entonces

v(z0) < ][B( vl

3. Probar que v verifica el principio fuerte del maximo.

4. Sea ¢ : R — R una funciéon convexa y regular. Si u es armoénica y v = ¢(u), entonces v
es subarmonica.

5. Probar que v = |Vu|? es subarménica, si u es arménica.

Ejercicio 5. Sea u € C?(B1(0)) N C(B1(0)) una solucién regular de

Au=f en B;1(0)
u=yg en 0B1(0).

Probar que existe una constante C, que depende sélo de la dimensién del espacio, tal que

méx |[u] < C' | méx |g| + méx |f] ] .
B1(0) 9B1(0) B1(0)
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. Es cierta la conclusion del ejercicio si cambiamos Bi(0) por U un dominio acotado cualquiera?

Ejercicio 6. Notemos por By a la semi bola {z € R"/ |z| < 1,7, > 0}. Sea u € C(Ff),
armoénica en B con uw = 0 en 9B N {x, = 0} y notamos = = (2/,,) con 2’ € R*"L.

Definimos
Ulz) = {u@) si xp > 0,

—u(z', —xy) siz, <0,
para x € B;1(0). Probar que U es armonica en Bj(0). Concluir que u es C* hasta {z,, = 0}.
Ejercicio 7. 1. Sea u una funcion armonica en B;(0). Probar que

sup |Vu(z)| < C sup |u(x)],
B1/2(0) B1(0)

donde C' depende s6lo de la dimension del espacio.
2. Sea u armonica en U y sea V CC U. Probar que entonces se tiene

sup [Vu| < C'sup |ul,
14 U

donde C' es una constante positiva que sélo depende de la dimensién del espacio y de
dist(V, 0U).

3. Deducir del item 1 que si u es armonica en Br(0), entonces
c
sup [Vu(z)| < — sup |u(z)],
Bry2(0) R Br(0)

donde C es la constante del item 1.
4. Concluir que si u es armoénica en R™ y acotada, entonces u es constante.

Ejercicio 8. Probar que existe a lo sumo una solucién acotada del problema

Au=f enR7,
U=y en OR'} .

(Sigue valiendo la unicidad si eliminamos la hipotesis de que u sea acotada?

Ejercicio 9. Sea {uy}72, una sucesion de funciones armonicas en U que converge uniforme-
mente sobre los compactos de U a una funcién u. Probar que u es armoénica.

Ejercicio 10. Sea {uy}ren € C*(U) N C(U) (U acotado), las soluciones de los siguientes
problemas,

Aup =0 enU
up =g en OU.

Probar que si g, = g uniformemente en U, entonces existe u € C2(U)NC(U) tal que ux = u
uniformemente en U y Au=0-en U.

Ejercicio 11 (Teorema de Harnack de convergencia mondétona). Sea {uj}7°, una sucesion
mondtona de funciones armoénicas en un dominio U, entonces la sucesiéon converge en todo
punto o diverge en todo punto. En el primer caso, la convergencia es uniforme sobre compactos
y el limite es una funcién armonica.

Ejercicio 12. Probar que si u es armoénica en R™ y |u(z)| < C(1 + |z|*), entonces u es un
polinomio de grado a lo sumo k.
2



EcUACIONES DIFERENCIALES A /B PrAcTICA 2

Ejercicio 13. Probar que si el problema de Neumann

Au=f enU,
Opu =g en OU,

tiene una soluciéon en U acotado (u € C%(U) N CY(U)) entonces

/f d:v—/ o(z) dS.

Relacionar con el Ejercicio 10 de la practica 1.

Ejercicio 14. Sea U un dominio con borde regular. Probar que si u € C?(U) N CY(U) es
solucion de

Au=0 enU,

Onu =0 en OU,

entonces u es constante.

Ejercicio 15. Determinar la funcion de Green para la region U = Bg(0)\ B-(0) con 0 < r <
R.

Ejercicio 16. Sea u € C?(Br(0)) N C(Bg(0)) una funcién arménica y no negativa. Probar
la siguiente forma de la desigualdad de Harnack

R" (R — |z|)
—————u(0) < u(x) <
'+t O =)=
Ejercicio 17. Una funcion u € C(U) se dice subarménica (superarmoénica) en U si para cada
bola B CC U y para cada funciéon h armonica en B que satisface u < h (u > h) en 0B, se
tiene que u < h (u > h) en B.

R 2(R o+ Jaf)
@ Japt O

1. Mostrar que si u € C?(U), u es subarmonica (segtin esta definicion) si y solo si Au > 0.

2. Si u es subarmoénica en U, entonces satisface el principio fuerte del maximo; y si v es
superarmonica en U acotado, con v > u en OU, entonces v > u en U o v = u.

3. Sea u subarmoénica en U y B CC U. Notamos con 4 la funcion armonica en B (dada por
la integral de Poisson) que satisface & = u en dB. Definimos el levantamiento armdnico

de v en B por

u €B

’U(ZL‘) — U($>, T )

u(z), zeU\B.

Entonces v es subarmoénica en U.
4. Siuq,...,uy son subarmoénicas en U, entonces
u(z) = méx{u(z),...,un(z)}

es subarmoénica en U.

5. Enunciar y demostrar los correspondientes resultados para funciones superarmonicas.

Ejercicio 18 (Principio débil del maximo). Sea

n
Lu=—- aj 8,]14—1—21) )diu + c(z)u,
1,j=1
donde a;j,b; y ¢ son funciones continuas en U y u € C*(U) N C(U). La matriz (as;)1<ij<n €S
simétrica y definida positiva para cada € U (un operador £ con estas propiedades se dice
eliptico). Probar que si Lu < 0 en U y ¢ = 0 entonces el méximo de u se alcanza en 9U.
Sugerencia: Usar que si A, B son matrices simétricas y semidefinidas positivas de n x n,
entonces tr(A - B) > 0. jDemostrar este hecho!
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Ejercicio 19. 1. Sea L un operador eliptico (como fuera definido en el ejercicio anterior)
y supongamos que ¢ > 0 en U. Si Lu < 0, entonces
méxu < maxu’
U ou
donde ut = max{u,0}.
2. Dar un contraejemplo para el item 1 si ¢ < 0.
3. Sea U acotadoy ¢ > 0. Si Lu=Lven U y u=7ven AU entonces u =v en U.

4. Dar un contraejemplo para el item 3 si U no es acotado.

Ejercicio 20 (Lema de Hopf). Sea U un dominio con la propiedad que para todo xy € 9U,
existe una bola B,(y) C U tal que zp € 9B, (y) (esto se conoce como la propiedad de bola
tangente interior). Sea v € C?(U) N CY(U) tal que Au > 0 en U, zg € OU y u(zo) > u(w)
para todo x € U. Entonces

Onu(zo) >0

Ejercicio 21. Usar el lema de Hopf para dar otra demostracién del principio fuerte del
maximo.

Ejercicio 22. Demostrar que si U C R" es un abierto con frontera de clase C? entonces posee
la propiedad de la bola tangente exterior.

Ejercicio 23. Mostrar que el problema de Dirichlet es resoluble para todo dominio U C R"
que satisface la propiedad del cono exterior; esto es, para todo y € OU existe un cono circular
finito K con vértice en y ta que K NU = {y}.

Sugerencia: Mostrar que en cada punto y € OU puede elegirse una barrera de la forma
w = 1 f(0) donde (r,0) € Ry x S"~! son las variables polares centradas en y.



