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Práctica 6: Métodos variacionales

Ejercicio 1. Sea (Xk)k≥0 una cadena de Markov irreducible y reversible en X con medida
invariante π. Dado A ⊂ X , sea T+

A = ı́nf{j ≥ 1, Xj ∈ A} el primer tiempo de retorno a A, es
decir: si X0 /∈ A, T+

A coincide con el tiempo de llegada a A, si X0 ∈ A, en cambio, el tiempo de
llegada es 0, en tanto que T+

A ≥ 1.
Consideremos el proceso inducido sobre A con transiciones

PA(x, y) = Px(T+
A = y), x, y ∈ A.

Este proceso se conoce como el proceso traza sobre A.

1. Encontrar la distribución invariante asociada a la cadena con transiciones PA y probar que
es reversible.

2. Dada f : A→ R definimos f̃ : X → R como f̃(x) = Ex[f(XT+
A

)]. Probar que

P f̃ = PAf.

3. Sean γA y γ los gaps espectrales de PA y P respectivamente. Probar γA ≥ γ.

Ejercicio 2. Dada una matriz de transición P sobre X , un automorfismo de P es una permu-
tación φ : X → X tal que

P
(
φ(x), φ(y)

)
= P (x, y), ∀x, y ∈ X .

Decimos que P es transitivo si para cualquier par de estados x, y ∈ X , existe un automorfismo
φ de P que verifica φ(x) = y. Decimos que P es arco-transitivo si para cualquier par de aristas
(x, y), (x′, y′) en EP , existe un automorfismo φ de P con φ(x) = x′, φ(y) = y′.
Probar que

1. Si P es transitivo, entonces 1
γ(P ) ≤

diam2(P )
p∗

, donde p∗ = mı́n(x,y)∈EP
π(x)P (x, y).

2. Si P es arco-transitivo, entonces 1
γ(P ) ≤

diam2(P )
1−α , con α =

∑
x∈X π(x)P (x, x).

Sugerencia: usar el principio de comparación con la cadena Q que equilibra en un paso, Q(x, y) =
π(y), y elegir γx,y uniformemente los caminos que vinculan x e y y tienen longitud mı́nima, para
cualquier par x, y ∈ X . Probar que vale∑

e=(u,v)∈EP

Π(e)c(e) =
∑

(x,y)∈X×X

π(x)π(y) dist2(x, y) ≤ diam2(GP ),

con dist(x, y) la distancia en el grafo GP . Cuando P es arco-transitivo, Π(e)c(e) no depende de
la arista. Cuando P es transitivo, escribir∑

e∈EP

Π(e)c(e) =
∑
x∈X

π(x)
∑

y∈X , y 6=x
P (x, y)c(x, y)

y concluir.
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