TIEMPOS DE MEZCLA EN CADENAS DE MARKOV SEGUNDO CUATRIMESTRE, 2023

PRACTICA 3: DISTANCIA DE VARIACION TOTAL

Ejercicio 1. Sea I = [[;_, I un espacio producto, Ij finito para todo k. Sean py, y vy distri-
buciones de probabilidad en Iy, 1 < k < n, y tomemos p = [[;_; p, v = [[j_; vk. Mostrar
que

n
e = vllve <7 ik — vkl
k=1

Ejercicio 2. Sean X e Y variables aleatorias Poisson con parametros v y A respectivamente, y
llamemos i y v a sus distribuciones. Probar que

I = vl < |y = Al

Ejercicio 3. Sea G = (V, E) un grafo finito y conexo de didmetro D. Sea (X,)n,>0 un paseo
aleatorio perezoso en G, es decir, en cada instante, el paseo tiene probabilidad 1/2 de permanecer
en la posicién actual. Probar que para ¢ < 1/2 vale

tmix (5) >

|

Ejercicio 4. Paseo aleatorio perezoso en el toro Sea T¢ el toro d-dimensional T¢ = T x
-+ x T} (d-copias). Dos vértices z = (21,...,24) €y = (y1,...,Yyd) son vecinos si z; = y;, j # i,
v x; =y; £ 1 mod n, para algin 1 <17 < d.

Consideremos el paseo aleatorio perezoso en Tfl. Probar que para cada dimensién d y € > 0
existe una constante C(d) tal que

tmix(e) < C(d) n? log,(1/¢)

Sugerencia: considerar la siguiente generalizacién del acoplamiento de paseos aleatorios (Xj)r>0
e (Yx)r>0 comenzados en posiciones = # y, estudiado para d = 1. En cada tiempo, se elige
una coordenada i al azar. Si los paseos ya coinciden esa coordenada, ambos se mueven (si-
multdneamente) en 1, —1 o 0 unidades en la coordenada i, con probabilidades 1/4, 1/4 y 1/2
respectivamente. Si las posiciones de los paseos difieren en la coordenada i, elegir uno de los dos
al azar, y moverlo en la coordenada i en +1 unidades, con probabilidad 1/2 para cada direccién.
El otro paseo queda en la posicién original.

Sea

7; = min{k > 0, X () = Yi(9)}

el tiempo en que las coordenadas i-ésimas de los paseos coinciden por primera vez. Probar que

d 2
E™Y[r;] < %

Escribir 7 = min{k > 0, X}, = Y¥},} = méx;<;<4 7 para concluir que

d*n?
Elr] < —,
<5
y utilizar esta dltima desigualdad para acotar el tiempo de mezcla del paseo.

Ejercicio 5. Sea (Xj)r>0 el paseo aleatorio simétrico simple en el circulo T!, Xo = 0. Sea
7 =min{k >0, T, = {Xo,..., Xx}} la primera vez que el paseo visita todos los vértices del



circulo, y W = X, la posicién del paseo en este tiempo. Probar que W estd uniformemente
distribuido en T} \ {0}.

Ejercicio 6. Dadas dos distribuciones pu, v sobre un espacio 2, y f: 2 — R, se tiene que

(52

- v >77
H:u VH t = 02 + o2

sid=|uf —vflyo?=2Var,(f) + 2 Var,(f).

Ejercicio 7. Paseo aleatorio perezoso en el hipercubo Sea (X}),>0 €l paseo aleatorio pe-
rezoso en el hipercubo {0, 1}". Usar el tiempo estacionario fuerte definido en clase para probar
que, para cualquier € > 0,

tmix(e) < nlogn + n——.
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