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CAPITULO 1

El cuerpo de los niumeros reales

Nuestro objetivo en este curso es establecer las bases del andlisis de las funciones reales y para ello,
por supuesto, necesitaremos trabajar con niimeros reales. El primer paso que daremos, entonces,
sera dar una descripcidn precisa de qué entendemos exactamente por niimeros reales.

Esta no es una tarea facil. A lo largo de casi 3000 anos el problema de precisar qué es exac-
tamente un numero ha sido encarado de diversas maneras por filésofos, por matematicos, por
psicélogos, por lingiiistas, por bidlogos, por neurocientificos... y no se puede decir que en todo
ese tiempo y después de tanto esfuerzo toda esta gente haya llegado a ningtin acuerdo — al menos,
un acuerdo que sirva a nuestros fines! La forma en que saldremos de este laberinto milenario sera
hacia arriba. Siguiendo a David Hilbert, cambiaremos el problema: en lugar de tratar de describir
qué son los niimeros reales nos propondremos el objetivo un poco mas modesto de describir como
son. Dicho de otra forma: en lugar de tratar de describir qué son los nimeros reales intentaremos
encontrar criterios que nos permitan decidir, cuando los tengamos enfrente, que se trata de ellos —
es decir, reconocerlos. Por supuesto, hacer esto no es lo mismo que lo que nos propusimos hacer
originalmente: explicaremos mds tarde por qué es de todas formas suficiente para nuestros fines.

Ahora bien: ;qué significa describir cémo son los nimeros reales? Siguiendo a Hilbert, enten-
deremos por esto describir, en primer lugar, qué podemos hacer con ellos y, en segundo lugar, qué
podemos esperar del resultado de hacerlo. Asi, esperamos poder realizar operaciones aritméticas con
los nimeros reales y compararlos — por ejemplo, poder decidir cual es el mas grande entre dos de
ellos — entre muchas otras cosas. Por otro lado, necesitamos que esas operaciones y comparaciones
tengan ciertas propiedades especificas, como que la suma sea una operacién conmutativa.

En este primer capitulo nos dedicaremos a establecer un lenguaje preciso en el que podamos
describir lo que queremos poder hacer con los niimeros y las propiedades que esperamos tengan.



1.1. Cuerpos

Empezaremos por dar la definicidon de qué es un cuerpo. Como la intencion de esta definicion
es capturar la idea intuitiva de las operaciones aritméticas y sus propiedades — tal como las
aprendimos de niflos — todo deberia resultar muy familiar al lector. De todas formas, y en vista
de que nuestro objetivo es sentar bases formales para lo que queremos hacer, iremos presentando
la definicién por partes y en detalle.

1.1.1. Operaciones asociativas

Supongamos que tenemos un conjunto K y una operacion binaria » definida en K o, lo que es lo

mismo, una funcién * : K x K - K.

Definicion 1.1. Decimos que la operacion * : K x K — K es asociativa si siempre que x, y y z son
elementos de K se tiene que x * (y * z) = (x x ) * z.

Es facil dar ejemplos de operaciones asociativas, porque las operaciones aritméticas elementales
tienen esa propiedad.

Ejemplo 1.2. La operacién +: N x N — N sobre el conjunto N de los enteros positivos dada por
la suma ordinaria es asociativa, como aprendimos todos en la escuela primaria. Otra operacion
asociativa es la dada por la funcién

(x,9)eQxQ~17€Q

que toma el valor 17 independientemente de cudles sean sus argumentos, y otras — un poco mas

interesantes — son las funciones

(x,y) e RxRm—>x€R, (x,y) e Rx R~ max{x, y} e R.

Por otro lado, no toda operacion es asociativa — si ese fuera el caso la Definicion 1.1 no tendria
mucho interés!

Ejemplo 1.3. La funcién
*x:(x,y) eNx N x¥ e N

no es una operacion asociativa sobre el conjunto N: para verlo es suficiente observar que
3% (3%3) =33 =3%27=3" =7625597 484987

mientras que

(3%3)%3=3>%3=27x3=27"=19683,



y que estos dos nimeros son manifiestamente diferentes. Notemos que en este ejemplo no es cierto
que a * (b * c) sea diferente de (a » b) ¢ para toda eleccién de a, by c en N, ya que, por ejemplo,
1x(1x1)=(1x1)x1y2%(2%x2)=(2%2) *2.

Otro ejemplo familiar de una operacién que no es asociativa es la resta: la funcion

*:(x,y)el>x-yel
no es asociativa, ya que, por caso,

1-(1-1)=1-0=1#-1=0-1=(1-1) - L

Supongamos que * : K x K x K es una operacion sobre un conjunto K, y sean x, y y z tres
elementos de K. La expresion

X*yxz (11)
no tiene sentido, ya que  es una operacion binaria. Las que si tienen sentido son las dos expresiones

x*(y*z), (x*xy)*z (1.2)

que son las dos formas de poner paréntesis en (1.1) de manera que quede determinado el orden
de las operaciones a realizar. Si la operacion * es asociativa, entonces sabemos que estas dos
expresiones denotan al mismo elemento de K: cuando ese es el caso, hacemos la convencién de
escribir x x y * z al valor comun de las dos expresiones.

Es importante no olvidar esto: cuando escribimos un producto con tres factores como x * y x z
con respecto a una operacion asociativa, lo que estamos escribiendo es el resultado de evaluar
la expresion que se obtiene poniendo paréntesis de manera de que el orden de las operaciones
quede bien determinado — esto puede hacerse de dos maneras distintas, pero la condicién de
asociatividad implica que el resultado final que obtengamos evaluando cualquiera de las dos es
independiente de cudl de las dos hayamos elegido. Al momento de evaluar la expresion x x y * z,
claro, nos vemos forzados a elegir una de las expresiones de (1.2), ya que la operacién x es binaria.

;Qué ocurre si tenemos cuatro elementos de K? Si x, y, z y u son elementos de K, entonces,
como antes, la expresion

X*y*zZ*U

no tiene, en principio, ningun sentido, y si queremos darle alguno tenemos que insertar paréntesis
para dejar en claro un orden especifico en el que realizar las operaciones. A diferencia de lo que
ocurre cuando tenemos tres factores, ahora tenemos cinco formas de hacerlo:

((xxy)xz)xu, (xx(yxz))xu,  (xxy)x(zxu)
xx((yrz)xu),  xx(yx(zxu)).

Si * es una operacion cualquiera, no hay ninguna razén para pensar que estas cinco expresiones

(1.3)

denotan algo siquiera parecido.



Ejemplo 1.4. Sien el conjunto N consideramos la operacion
*:(x,y) > 23 €N,
entonces las cinco expresiones
(Ix1)*1)*1, (Ax1x1))*1, (Ax1)*x(1x1), 1*x((1x1)x1), 1*(1*(1*1))

denotan enteros distintos. Verificarlo directamente es un poco laborioso, de todas maneras: por
ejemplo, el valor de la expresion ((1 1) x 1) 1 es el entero

18 831305206160 042 291507 368 269 622 999 248 307 066 333 392103 538 688,

yelenterol « (1 + (1+1)) tiene 696 digitos... Dejamos al lector la tarea de encontrar una prueba
de esto que no requiera calcular explicitamente los valores de las cinco expresiones de arriba.

De todas formas, si suponemos que la operacion  es asociativa, entonces podemos mostrar
que las cinco expresiones listadas en (1.3) denotan el mismo valor. En efecto, es consecuencia de la
condicidn de asociatividad que tenemos las siguientes igualdades:

(xx(yrz)) »u=((x*y)*z)*u xx((yr2)xu)=(x*(y*2) xu,

xx(yr(z*u))=x*((y*z)*u), (xxy)*(zxu) = ((xxy)*z) xu.

Cada una de estas cuatro igualdades resulta de usar la igualdad a * (b * ¢) = (a * b) » ¢ garanti-
zada por la condicién de asociatividad reemplazando a, b y ¢ por las expresiones que aparecen
subrayadas en el lado izquierdo. Asi, en la tltima tomamosa =x * y,b=zyc = u.

Esta observacion — de que si la operacidén * es asociativa, entonces las cinco expresiones
de (1.3) denotan el mismo valor — nos permite hacer, como antes, la convencién de que cuando
escribamos

X*xyYy*xZ*xU

nos estaremos refiriendo a su valor comtn. En otras palabras, siempre que estemos operando con
una operacion asociativa, un producto de cuatro factores como este tltimo denotara el resultado
de evaluar la expresion que se obtiene insertando en la expresion paréntesis de alguna forma hasta
determinar completamente el orden de las operaciones — podemos hacer esto porque, como
dijimos, el resultado final no depende de la forma especifica en que insertemos los paréntesis.

Por supuesto, la pregunta natural ahora es: ;qué ocurre si tenemos cinco factores? Bueno, si x,
¥, 2, u'y v son elementos de K hay 14 formas de insertar paréntesis en la expresion

XH*Y*ZH U*XV (1.4)



de manera que el orden de las operaciones quede completamente determinado:

xx (yx (zx (uxv))), xx (yx ((zxu)xv)),
(xxy) x ((zxu)xv), xx ((yxz) * (uxv)),
xx (((yx2) xu)xv), xx (((yx2) xu)*xv),
(xxy) x ((zxu) xv), (xx (yx2)) > (uxv),
(xx (y» (zxu))) »v, (xx ((yx2) xu)) *v,
((xxy)*x (zxu)) »v, ((xxy) x2) * (uxv),
((xx(yx2))xu)xv, (((xxy)xz) xu) *v.

En general, si x es una operacién cualquiera, estas expresiones pueden denotar elementos distintos
de K — eso ocurre, de hecho, con la operacién descripta en el Ejemplo 1.4 — pero si suponemos
que la operacidn es asociativa entonces es posible mostrar que todas tienen el mismo valor. Como
en los casos anteriores, hacemos la convencién de denotar ese valor comun por el producto (1.4).

Claro, ahora deberiamos preguntarnos qué ocurre cuando tenemos seis factores, y siete, y
ocho... La respuesta es que siempre ocurre lo mismo: ese es el contenido del siguiente resultado,
que podriamos llamar la ley de asociatividad generalizada.

Proposicion 1.5. Sea K un conjunto y sea » una operacioén binaria en K que es asociativa. Si n es un
entero positivo y xi, Xa, ..., X, son elementos de K, entonces todas las expresiones que se obtienen
insertando paréntesis en el producto

X1 * Xp % o x Xp (1.5)

hasta determinar completamente el orden de las operaciones denotan el mismo elemento de K. [

En vista de esto, desde ahora haremos la convencién de que siempre que escribamos un pro-
ducto como el de (1.5) refiriéndonos a una operacién asociativa * nos estaremos refiriendo al
valor comun de todas las expresiones que se obtienen de él insertando paréntesis hasta determi-
nar completamente el orden de las operaciones. Que esto no produce ninguna ambigiiedad es
precisamente lo que afirma la proposicion.

No probaremos aqui esta proposicion, aunque su demostracidon no es especialmente dificil.
Tampoco es trivial, de todas formas! No es posible verificar igualdad por igualdad como hicimos
arriba en los casos en que el numero 7 de factores es pequefio, ya que el numero de expresiones a
considerar crece muy rapidamente con #n: cuando # es 20 hay 1767 263190 expresiones a considerar.
La demostracién de la proposicion, entonces, requiere de una nueva idea.



1.1.2. Elementos neutros

Supongamos otra vez que K es un conjunto y que » : K x K — K es una operacion binaria en K.

Definicidn 1.6. Un elemento e de K es neutro para la operacion x si se tiene que
X*e=x, exx=x

cualquiera sea x en K.

Asi, el entero 0 es neutro para la operacion + dada por la suma usual en el conjunto Z de
los enteros, y el numero 1 es neutro para la operacion - dada por la multiplicacién usual en el
conjunto Q de los nimeros racionales. Es importante observar que no toda operacion admite
algiin elemento neutro: la suma usual + en el conjunto N de los enteros positivos no posee ninguno,
por ejemplo. Por otro lado, una operacion no puede nunca admitir mas que un elemento neutro —
ese es el contenido del siguiente resultado.

Proposicion 1.7. Sea K un conjunto y sea x una operacion binaria en K. Si hay en K un elemento
neutro para *, entonces hay exactamente uno.

Demostracion. Siey e’ son dos elementos de K que son neutros para *, entonces tenemos que

La primera de estas dos igualdades es consecuencia de que e’ es un elemento neutro para *,
mientras que la segunda es consecuencia de que e lo es. O

Gracias a esta proposicion, cada vez que tengamos una operacién en un conjunto que admite
un elemento neutro podremos hablar de «el elemento neutro» de esa operacion, sin ninguna
ambigiiedad. La notacién que usaremos para denotarlo, de todas formas, dependera del contexto.

1.1.3. Elementos inversos

Como siempre, supongamos que tenemos un conjunto K y una operacion binaria x : K x K - K
sobre K. Haremos ahora ademas la hipdtesis de que hay en K un elemento neutro para x, al que
escribiremos e.

Definicion 1.8. Un elemento x de K es inversible con respecto a la operacién * si existe otro
elemento yen K talque x x y = e e y * x = e, y en ese caso decimos que este elemento y es un
elemento inverso de x.

En el conjunto Z dotado de la operacion + de la suma usual hay un elemento neutro, el cero 0,



y todo elemento de Z es inversible con respecto a +: en efecto, si x es un entero, entonces el entero
opuesto —x tiene la propiedad de que x + (-x) = 0y (-x) + x = 0, asi que, de acuerdo a la
definiciéon que acabamos de dar, este opuesto —x es un elemento inverso de x con respecto a +. De
manera similar, en el conjunto (0, +o0) de todos los numeros reales positivos la operacion - de
la multiplicacion usual admite un elemento neutro, el nimero 1, y todo elemento de (0, +o0) es
inversible con respecto a esa operacion: si x es un elemento de (0, +00), entonces el nimero 1/x
es un elemento inverso de x con respecto a - ya que, por supuesto, x - 1/x =1y 1/x-x = 1.

Por otro lado, podemos considerar al conjunto Z de todos los enteros dotado de la operacion -
de la multiplicacion usual. El nimero 1 es claramente un elemento neutro para -. El namero 2, por
su parte, no es inversible con respecto a esta operacion: no hay ningtin nimero entero y € Z tal que
2y = 1. De hecho, los tnicos elementos de Z que son inversibles con respecto a esta operacion -
son 1y —1: hay en este ejemplo exactamente dos elementos inversibles.

Es facil dar un ejemplo en el que hay uno solo: con respecto a la operacion

V:i(x,y)€[0,+00) x [0,+00) > mix{x, y} € [0, +00),

sobre el conjunto [0, +00) el nimero 0 es un elemento neutro y es el tnico elemento del conjunto
que es inversible. Notemos que no puede no haber ningiin elemento inversible en K, ya que el
elemento neutro de K siempre es inversible.

De acuerdo a la definicién de arriba, un elemento de K es inversible si posee algin inverso. En
general puede ser que posea varios — daremos un ejemplo de esto mas abajo en el Ejercicio 1.12 —
pero el siguiente resultado nos dice que esto no ocurre si la operacion es asociativa, lo que es
afortunado porque este es el caso que mds nos interesa.

Proposicion 1.9. Sea K un conjunto, y sea » : K x K - K una operaciéon en K que admite un
elemento neutro e. Si esta operacion * es asociativa, entonces todo elemento de K que es inversible
admite exactamente un elemento inverso.

Demostracion. Supongamos que la operacion * es asociativa y que x es un elemento de K que es
inversible. Si y e ¥’ son dos elementos inversos de x con respecto a x, entonces

y=yxe porque e es un elemento neutro para x
=y*(xxy")  porque y es un elemento inverso de x
=(yrx)*y porque la operacion * es asociativa
=exy porque y es un elemento inverso de x
= y' porque e es un elemento neutro para x.
Esto prueba lo que afirma la proposicion. O




Gracias a esta proposicion, siempre que tengamos una operacion asociativa sobre un conjunto
que admite un elemento neutro y un elemento x del conjunto que es inversible podremos hablar
sin ambigliedades de «el elemento inverso» de x y denotarlo de alguna manera especifica. La
notacion que usamos para denotarlo, sin embargo, normalmente depende del contexto. Asi, cuando
trabajamos con el conjunto de los enteros Z dotado de la operacion + de suma usual, escribimos —x
al elemento inverso de un entero x, mientras que cuando trabajamos con el conjunto QQ de los
ntiimeros racionales dotado de la operacién - de multiplicacién usual escribimos x ! al elemento
inverso de un elemento x de QQ que es inversible.

El siguiente resultado nos da algunas propiedades basicas de los elementos inversibles con
respecto a una operacidn asociativa que admite un elemento neutro.

Proposicion 1.10. Sea K un conjunto, y sea » : K x K — K una operacién en K que admite un
elemento neutro e.
(i) Si x es un elemento de K que es inversible y x' es un inverso de x, entonces x' es también
inversible y x es un elemento inverso de x'.
(ii) Six e y son dos elementos de K que son inversibles y x' e y' son sus elementos inversos, entonces
el producto x » y también es inversible y su elemento inverso es y' x x'.

Demostracién. (i) Sea x un elemento de K que es inversible y sea x” su elemento inverso. Esto
significa que x « x" = e y x" » x = e, y estas igualdades nos dicen que x’ es inversible y que x un su
elemento inverso.

(ii) Sean ahora x e y dos elementos de K que son inversibles y sean x” e y’ sus correspondientes
elementos inversos. Tenemos entonces que

(xxy)* (Y *x")y=xx(yx(y x")) porque la operacién x es asociativa
=x*((y*xy")»x) por la misma razén
=x*(exx") porque y’ es un elemento inverso de x
=x*x' porque e es un elemento neutro para x
=e porque x’ es un elemento inverso de x.

Por razones similares tenemos también que
(Y x ") (% y) =y (&' = (x  9))
=y ((x" x x) x y)
=y *(exy)
=y xy
=e,

y estas dos igualdades nos permiten concluir que el elemento x * y es inversible y que y" * x” es su
elemento inverso, como afirma la proposicion. O
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Ejercicio 1.11. Pruebe que en la misma situacién que en la proposicion vale que

si x, y y z son tres elementos inversibles de K y x', y' y 2’ son sus elementos
inversos, entonces el producto x x y » z es inversible y 2’  y' x x" es su inverso.

Generalice este resultado a productos de un niumero cualquiera de elementos inversibles y pruebe
la afirmacién correspondiente.

Ejercicio 1.12. Considere el conjunto K = {1,2,3} y la operacion * : K x K - K cuya fabla de
multiplicar es

Muestre que hay un elemento neutro para » y que todo elemento de K es inversible, pero que hay

elementos que tienen mds de un elemento inverso. ;Por qué esto no contradice la Proposicion 1.9?

1.1.4. Operaciones conmutativas

Otra vez, supongamos que tenemos un conjunto K dotado de una operacién binaria » : KxK — K.

Definicion 1.13. Decimos que la operacion x es conmutativa si siempre que x e y son dos elementos
de K se tiene que x x y = y % x.

Las operaciones dadas por la suma usual y el producto usual sobre el conjunto Z de los enteros
son conmutativas, como lo es la operacion

(x,y) e Rx R~ mix{x, y} € R.
En cambio, la operacion
(x,y) €[0,1] x [0,1] = y € [0,1]

sobre el conjunto [0,1] no es conmutativa.

La condicion de conmutatividad sobre la operacion * pide que el valor de un producto de dos
factores x * y no dependa del orden en que esos dos factores aparecen. ;Qué ocurre si tenemos un
producto de tres factores? Discutiremos esto bajo la hipotesis de que la operacion * es asociativa,
de manera que una expresion como x * y x z tenga sentido.

Supongamos que x, y y z son tres elementos de K. De acuerdo a nuestras convenciones, el
valor de la expresion x x y » z es el de (x * y) * z. Si la operacién * es conmutativa, entonces
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X * y=y*xvy,porlotanto, (x x y) x z = (y » x) * z. Esta tlltima expresion tiene el mismo valor
que y * x * z,y esto muestra que si x es asociativa y conmutativa, entonces

X Y Z=Y* y*z (1.6)

cualesquiera sean x, y y z en K. De manera similar, el valorde x » y x zesel de x » (y x z) ysila
operacion * es conmutativa tenemos que y x z =z x y,asi que x x (y x z) =x » (z * y) y, por lo
tanto, vale que

x*y*z:x*z*y (1.7)

cualesquiera sean x, y y z en K.
Ahora bien, usando las dos igualdades (1.6) y (1.7) podemos probar que las seis expresiones

X*y*xz, Y X*Z, Y*XZ*xX, Z*xY*xX, Z*XxX*xY, X*xZ*xY

que pueden obtenerse permutando los factores en la primera de ellas tienen todas el mismo valor.
En efecto, tenemos que

X YxZ=Yy*x*x2 por (1.6)
=yxzZ*xX por (1.7)
=ZxY*X por (1.6)
=zxx*Yy por (1.7)
=xX*xzZxy por (1.6).

Notemos que en cada paso de esta cadena de igualdades intercambiamos dos de los factores. Una
forma de visualizar lo que hicimos es con el siguiente diagrama:

X *x y * z

y x X * z

/

Y sl

y * z *x X

i

X * z *x y

B

12



Un argumento similar sirve para probar que si x, y, z y u son cuatro elementos de K y la
operacion * es asociativa y conmutativa entonces las 24 expresiones
X*xYyxZxU, X*xY*xU*XZ, X*xU*XY*Z, UXX*Y*Z,
U KX XZH Y, XXUXZ* Y, X*XZ U*XY, X*xZ*Y*U,
ZXXK*Y*RU, ZHRXKUXY, ZXxUXX*Y, U*XZ*xX*xY, (8)
UXxZH Y XX, ZXUXY* X, Z Y UXX, Z*xY*xX*U, t
Y* ZHFXF U, Y ZFXUFXX, Y XU*XZF X, U*X)Y*XZT*X,
UXY*X*Z, Y UKX*XZ, Y*XXAU*XZ, Y X*Z*xU
que se obtienen al permutar los factores de la primera de ellas denotan todas al mismo elemento
de K. En efecto, gracias a la asociatividad y la conmutatividad de x tenemos que

x*y*z*u:(x*y)*(z*u):(y*x)*(z*u):y*x*z*u,

x*y*z*u:x*((y*z)*u):x*((z*y)*u):x*z*y*u,

xxyxzrxu=(x*xy)x(zxu)=(xry)x(uxz)=xryruxz

Estas tres cadenas de igualdades nos dicen que en un producto con cuatro factores podemos
intercambiar dos factores consecutivos sin cambiar el valor de la expresion completa. Con esta
observacidn a mano, basta ahora notar que podemos pasar de cualquiera de las 24 expresiones
listadas en (1.8) a cualquier otra haciendo ese tipo de intercambios. Una forma de hacer esto esta
indicada en la Figura 1.1 de la pagina 14.

Por supuesto, razonando de la misma manera podemos probar la siguiente ley de conmutativi-
dad generalizada:

Proposicion 1.14. Sea K un conjunto y sea x una operacion binaria en K que es asociativa y
conmutativa. Si n es un entero positivo y xi, X, ..., X, son elementos de K, entonces el valor de la

expresion
X1 *x Xp * ok Xy (19)
no depende del orden de los n factores. O

No daremos aqui una demostracion de este resultado. La idea que usamos para ver que es
cierta cuando # es 3 0 4 ciertamente funciona para establecer la afirmacién general'.

'Observemos que no es necesario mostrar explicitamente cémo es posible ir de cada expresion obtenida permutando
los factores del producto (1.9) a cualquier otra haciendo intercambios de factores consecutivos, sino que es suficiente
con probar que es posible hacerlo. De todas formas, cualquiera sea el entero positivo n es posible construir de manera
explicita un diagrama exactamente igual que el de la Figura 1.1. {Esto no es para nada evidente! Para construir esa
figura usamos el algoritmo de Johnson [Joh63], Steinhaus [Ste64] y Trotter [Tro62], que da lo que se llama un cédigo
de Gray para las permutaciones, aunque hay muchos otros.

13



?*:*N*i <




1.1.5. Cuerpos

Podemos por fin dar la definicion de qué es un cuerpo, ya que ya tenemos todas las partes necesarias
a nuestra disposicion.

Definicion 1.15. Un cuerpo es un conjunto K dotado de dos operaciones binarias +, - : K x K - K,
la suma y el producto de K, que satisfacen las siguientes condiciones:

(i) Lasuma + es asociativa y conmutativa, y admite un elemento neutro, al que escribimos 0
y llamamos el cero de K. Todo todo elemento x de K posee un elemento inverso, al que
llamamos el elemento opuesto de x y escribimos —x.

(ii) El producto - es asociativo y conmutativo, y admite un elemento neutro, al que escribimos 1y

llamamos el uno de K. Todo elemento x de K \ {0} posee un elemento inverso con respecto

a -, al que llamamos el elemento inverso de x y escribimos x .

(iii) Siempre que x, y y z son elementos de K vale que

x-(y+z)=x-y+x-z.

(iv) Es0 # 1.

La primera de estas condiciones se refiere solamente a la suma de K, mientras que la segunda
lo hace solamente a su producto. La tercera de estas condiciones impone una cierta forma de
compatibilidad entre esas dos operaciones: nos dice que el producto de K se «distribuye» sobre la
suma de K, y nos referimos a ella como la ley de distributividad. Finalmente, la cuarta condicion
sirve para eliminar ciertos casos triviales que no tienen interés, como veremos abajo.

Para simplificar el trabajo con cuerpos hacemos las siguientes convenciones de lenguaje y
notacion:

« Salvo en situaciones excepcionales, siempre escribiremos a las operaciones de suma y pro-
ducto de un cuerpo usando los signos + y -. Esto nos permite decir simplemente cosas como
«sea K un cuerpo» sin hacer mencion alguna a las operaciones. De la misma forma, siempre
escribiremos 0 y 1 a los elementos cero y uno de un cuerpo.

« Por otro lado, como dijimos en la definicion, al elemento inverso de un elemento x de K con
respecto a la suma + lo escribiremos siempre —x y, si x es distinto de 0, al elemento inverso
de x con respecto al producto - lo escribiremos siempre x*. Usando estas notaciones, el

resultado de la Proposicion 1.10 nos dice que siempre que x e y son elementos de K se tiene
que

-(=x)=x, —(x+y)=(=p) +(=x), (1.10)
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y que si x e y son distintos de 0, entonces x - y es inversible con respecto al producto y

(x ) =x (x-y)=yThah

En mucho de lo que sigue usaremos estas igualdades sin mencionarlas explicitamente.

« Finalmente, cuando trabajamos con un cuerpo escribiremos generalmente x — y y x/y en
lugar de x + (—y) y de x - L. Por supuesto, nos referimos a las operaciones — : K x K - K
y/:Kx (K~ {0}) - K que obtenemos de esta forma como la substraccién y la division
de K.

El conjunto QQ de los nimeros racionales dotado de sus operaciones usuales + y - de sumay
producto es un cuerpo. Para probarlo hay que verificar una a una las condiciones de la definicién
se satisface, y que esto es asi es algo que aprendimos de nifos. De la misma forma, el conjunto R
de todos los nimeros reales dotado de sus operaciones usuales de suma y producto es un cuerpo,
y lo mismo es cierto del conjunto C de los nimeros complejos dotado de sus operaciones usuales.

Estos ejemplos «familiares» de cuerpos no agotan ni de lejos la clase de los cuerpos que existen.
Demos algunos ejemplos menos familiares para entrever las posibilidades.

Ejemplo 1.16. Consideremos el subconjunto
K={a+bV2:a,beQ}

de R de todos los nimeros reales que pueden escribirse en la forma a + b\/2 con a y b en Q.
Si x e y son dos elementos de K, de manera que hay niimeros racionales a, b, ¢, d € Q tales que
x=a+bV2e y=c+ d\/2, entonces operando en R tenemos que

x+y=(a+c)+(b+d)V2, x-y=(ac+2bd) + (ad + bc)V'2,

y, como los nimeros a + ¢, b + d, ac + 2bd y ad + bc son todos racionales, esto nos dice que x + y
y x - y son elementos de K. Podemos entonces definir dos funciones

®:(x,y) e KxK—x+yeK, ©:(x,y) e KxK—x-yeK

usando las operaciones de R. Mostraremos que el conjunto K dotado de estas dos operaciones @
y ® como suma y producto es un cuerpo.

Que se satisfacen todas las condiciones de la parte (i) de la Definicion 1.15 es consecuencia
inmediata de que la operacién + del cuerpo R las satisface. Asi, si x, y y z son elementos cualesquiera
de K tenemos que

x®(y@z)=x+(y+2) por la definicion de la operacion &
=(x+y)+z porque la operacion + de R es asociativa

=(xey)®z otra vez por la definicidn de la operacién &
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X®y=x+y por la definicién de la operaciéon &
=y+x porque la operacidn + en R es conmutativa
=y0x por la definicién de la operaciéon &,

y esto nos dice que la operacién @ en K es asociativa y conmutativa. El nimero real 0 claramente
pertenece a K, y si x es un elemento cualquiera de K tenemos que

00x=0+x por la definicidn de la operaciéon &
=x porque 0 es un elemento neutro para + en R
y
x®0=x+0 por la definicidn de la operaciéon &
=X porque 0 es un elemento neutro para + en R,

asi que 0 es un elemento neutro para la operacion @ en K. Finalmente, si x es un elemento de K,
de manera que hay dos niimeros racionales a y b tales que x = a + b\/2, entonces ciertamente —a
y —b son numeros racionales, asi que y := (—a) + (~b)~/2 es un elemento de K, y es

x®y=(a+bv2)+((-a)+(-b)V2) = (a+(-a)) + (b+(-b))V2=0

y@x=((-a)+(=b)V2) + (a+bv2) = ((-a) +a) + ((-b) + b)V2 = 0,

asi que y es un elemento opuesto de x con respecto a @. Con esto hemos verificado que K dotado
de la operacion @ satisface la condicion (i) de la Definicion 1.15.

Exactamente de la misma forma podemos verificar que la operacién ® satisface casi todas
las partes de la condicidn (ii) de esa definicién: que es asociativa, que es conmutativa, y que el
numero 1, que ciertamente pertenece al conjunto K, es un elemento neutro para © — otra vez,
todo esto es consecuencia de que la operacidén - de R satisface esas condiciones. Para terminar de
verificar que K y ® satisfacen la condicion (ii) tenemos que mostrar que todo elemento de K\ {0}
posee un inverso con respecto a ®. Hagamos eso.

Sea x un elemento del conjunto K \ {0}. Como x pertenece a K, sabemos que hay dos numeros
racionales a y b tales que x = a +b+/2y, como x no es nulo, alguno al menos de a o b es no nulo. El
ntimero ¢ := a* — 2b? es claramente racional. Supongamos por un momento que ¢ = 0, de manera
que a” = 2b2. Si fuera b = 0, esta igualdad nos diria que también es a = 0, y esto es absurdo. Debe
ser entonces b # 0y, por lo tanto, 2 = a?/b* = (a/b)* como el nimero a/b es racional, esto es
imposible, ya que sabemos que 2 no posee una raiz cuadrada racional. Esta contradiccién nos
permite concluir que el niimero ¢ no es nulo y considerar el nimero real

-2 ()

c c
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Como a/cy —b/c son claramente numeros racionales, tenemos que y es un elemento de K. Por
otro lado, usando la definicién de la operacién @ y calculando directamente vemos que

x@y:(a+b\/§)-(g+(—é)\/§):—a2_2b2 =1
c c c
y, de manera similar, que y © x = 1. Podemos concluir entonces que y es un elemento inverso para x
en K con respecto a la operacion @, que, por lo tanto, el elemento x es inversible con respecto a
esa operacion y, con ello, que la operacion ® satisface la condicion (ii) de la Definicién 1.15.

Que la condicidn (iii) se satisface en K es consecuencia de que se satisface en R: usando dos
veces las definiciones de @ y © y una el hecho de que R es un cuerpo podemos ver que si x, y y z
son tres elementos de K, entonces

x0(ydz)=x-(y+2)=x-y+x-2=x0y®x02.

Finalmente, es claro que 0 y 1 son elementos distintos de K, simplemente porque se trata de elemen-
tos distintos de R. Esto completa la verificacion de que el conjunto K dotado de las operaciones
de suma @ y producto ® es un cuerpo. Casi siempre escribimos Q(~/2) al conjunto K,y +y - en
lugar de ® y © cuando trabajamos con él.

La construccion que hicimos en este ejemplo puede modificarse para obtener muchos ejemplos
de cuerpos — dejaremos dos instancias de esto como ejercicios para el lector.

Ejercicio 1.17. Sea d un numero entero que no es el cuadrado de un nimero entero, y consideremos
el subconjunto

K::{a+b\/3:a,b€@}

de C. Notemos que si d es positivo, este conjunto K esta contenido en R, pero que en general
contiene nimeros complejos que no son reales.
(a) Pruebe que si x e y son dos elementos de K, entonces su suma x + y y su producto x - y
calculados en C pertenecen a K, y que hay, por lo tanto, dos operaciones

®:(x,y) e KxKr—x+yeKk, O:(x,y) e KxKr—x-yeK

en el conjunto K.
(b) Pruebe que el conjunto K dotado de estas dos operaciones como suma y como producto,
respectivamente, es un cuerpo.
Normalmente escribimos Q(\/H ) al cuerpo que construimos en este ejercicio.
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Ejercicio 1.18. Escribamos « al nimero </2 y consideremos el subconjunto
K={a+ba+ca’:a,b,ceQ}

de R. Muestre, usando las mismas ideas que en el Ejemplo 1.16 y en el Ejercicio 1.17, que es posible
hacer de K un cuerpo usando las operaciones de suma y producto que hereda de R. La notacién
usual para este cuerpo es Q(3/2).

Para construir los proximos dos ejemplos de cuerpos que queremos dar usaremos el siguiente
resultado.

Proposicion 1.19. Sea K un conjunto, y sean +, - : K x K — K dos operaciones binarias sobre K que
hacen de él un cuerpo.

(?) Para todo elemento x de K se tiene que x - 0 = 0.

(ii) Six, x" e y son elementos de K tales que x + y = x" + y, entonces x = x'.

Demostracion. (i) Si x es un elemento cualquiera de K, entonces

x-0=x-0+0 porque 0 es neutro para la suma +

=x-0+(x-0+(—(x-0)) porque —(x - 0) es opuesto de x - 0

=(x-0+x-0)+(—(x-0)) porque la suma + es asociativa
=x-(0+0)+ (—(x-0)) por la ley distributiva
=x-0+(-(x-0)) porque 0 es neutro para la suma +
=0 porque —(x - 0) es opuesto de x - 0.

Esto prueba la primera afirmacion de la proposicion. Para ver la segunda, supongamos que x, x’
e y son elementos de K tales que x + y = x" + y/, y calculemos que

x=x+0 porque 0 es neutro para la suma +
=x+(y+(-y)) porque —y es opuesto a y con respecto a +
=(x+y)+(-y) porque la suma + es asociativa

=(x"+y)+(~y) por la hipétesis de que x + y = x" + 3’

=x'+(y+(-y)) porque la suma + es asociativa
=x'+0 porque —y es opuesto a y con respecto a +
SE porque 0 es neutro para la suma +. O

Antes de dar nuestros ejemplos, notemos que usando esto podemos ver por qué incluimos en
la Definicidn 1.15 la cuarta condicién:
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Proposicion 1.20. Sea K un conjunto, y sean +, - : K x K - K dos operaciones. Si estas dos
operaciones satisfacen las tres primeras condiciones de la Definicion 1.15 y es 0 = 1, entonces K tiene
exactamente un elemento.

Demostracién. En efecto, en esas condiciones, si x es un elemento cualquiera de K tenemos que

x=1-x porque 1 es neutro para el producto
=0-x por la hipétesis hecha sobre K

=0 por la primera parte de la Proposicion 1.19,

y esto muestra que K = {0}. O

Esta proposicion nos dice que la cuarta condicion de la Definicion 1.15 hace que no haya cuerpos
de un solo elemento. La motivacidn para hacer eso es practica: no hay nada muy interesante en
considerar cuerpos con un so6lo elemento. Por el contrario, los cuerpos con dos elementos son
extremadamente ttiles e interesantes — nuestro siguiente ejemplo los describe.

Ejemplo 1.21. Sea K un conjunto con dos elementos, y supongamos que tenemos dos operaciones
binarias +, - : K x K - K que hacen de K un cuerpo. Tiene que haber en K un elemento cero
y un elemento uno, y estos dos tienen que ser distintos: si los escribimos 0 y 1, respectivamente,
entonces claramente es K = {0,1}. Como el elemento 0 es neutro para la suma +, debe ser

0+0=0, 0+1=1, 1+0=1 (111)
De manera similar, el elemento 1 es neutro para el producto -, asi que debe ser
1-0=0, 0-1=0, 1-1=1.

El elemento 1 tiene que tener un opuesto: esto es, tiene que existir en K un elemento y tal que
1+y=0yy+1=0,ydeacuerdo alas dos tltimas igualdades de (1.11) no puede ser que y sea igual
a 0, asi que no hay otra alternativa que que sea igual a 1. Esto nos dice que 1+ 1 = 0. Por otro lado,
sabemos de la primera parte de la Proposicion 1.19 que 0 - 0 = 0. Toda esta informacion determina
completamente las dos operaciones + y -, cuyas tablas tienen que ser necesariamente las siguientes:

- o+
— OO
S ==
oS OO
—_— O

0
1

Esto nos dice que si es que hay un cuerpo con exactamente dos elementos, entonces hay esencialmente
uno solo, ya que sus elementos son necesariamente su cero y su uno y sus operaciones estan

completamente determinadas.

20



Es importante observar que esto no prueba, de todas formas, que exista algiin cuerpo con
exactamente dos elementos! De todas formas, si existe. De hecho, si consideramos un conjunto K
con dos elementos, a los que escribimos 0y 1, y definimos sobre K dos operaciones +, - : Kx K - K
de manera que sus tablas sean precisamente las dos que encontramos arriba, entonces K es un
cuerpo. Lamentablemente, la inica forma de verificar esto en este punto — con la informacion que
tenemos disponible — es verificar una a una las muchas condiciones implicitas en la Definicion 1.15.

Hagamos primero una pequefia observacion general que nos simplificara la verificacion de
que las dos operaciones son asociativas:

si L es un conjunto y x : L x L — L es una operacion que admite un elemento neutro e,
entonces siempre que x, y y z son tres elementos de K tales que e € {x, y,z} vale que
xx(yxz)=(xxy)~z
Probarla es facil: si x, y y z son elemento de L, entonces
. six:e,esx*(y*z):e*(y*z):y*z:(e*y)*z:(x*y)*z,
esiy=eesxx(yxz)=x*(exz)=xxz=(xre)rxz=(x*y)*z
eysiz=e,esxx(y*xz)=xx(yre)=xry=(x*xy)xe=(xxy)*z
Probemos ahora que el conjunto K dotado de las operaciones descriptas arriba es un cuerpo.

o Mirando la tabla se hace evidente que 0 es un elemento neutro para la operacién +.
Queremos ver que esta operacion es asociativa, y para ello tenemos que mostrar que
x+ (y+2z)=(x+y)+z cualesquiera sean x, y y z en K. Nuestra observacion impli-
ca que esta igualdad vale si alguno de los tres elementos es igual a 0, asi que es suficiente
considerar el caso en el que ninguno de los tres lo es, esto es, el casoenel quex = y =z =1.
Podemos calcular en ese caso que

1+(1+1)=1+0=1=0+1=(1+1) +1.

La operacion + es, por lo tanto, asociativa. Para ver que también es conmutativa es suficiente
con observar que su tabla es simétrica con respecto a su diagonal principal. Finalmente,
como0+0=0yl+1=0,los elementos 0 y 1 tienen inversos con respecto a +, y estos son
respectivamente, 0 y 1. Concluimos asi que la primera condicién de la Definicién 1.15 se
satisface.

o Otra vez, viendo la tabla de la operacién - es claro que 1 es un elemento neutro para - y que -
es una operacion conmutativa y, gracias a la observacion que hicimos arriba, para ver que
se trata de una operacion asociativa es suficiente con calcular que

0-(0-0)=0-0=(0-0)-0.

El tinico elemento de K distinto de 0 es 1, que es el elemento neutro para la operacién -,
asi que ciertamente es inversible con respecto a esa operacion. Esto prueba que la segunda
condicion de la definicion se cumple.
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« Tenemos que probar ahora que se satisface la ley distributiva en K, esto es, que siempre que
X, ¥y z son elementos de K vale que x - (y + z) = x - y + x - z. Ahora bien, si el elemento x
es 0, entonces

x-(y+2z)=0-(y+2)=0=040=0-y+0-z2=x-y+x-2
asi que la igualdad vale en ese caso. Si, en cambio, es x = 1, entonces
x-(y+z)=1-(y+2z)=y+z=1-y+l-z=x-y+x-2.

« Finalmente, es evidente que en K los elementos 0 y 1 son distintos.

Esto prueba que, como dijimos, K dotado de las dos operaciones descriptas arriba es un cuerpo
con exactamente dos elementos.

Razonando de manera similar podemos describir los cuerpos de tres elementos.

Ejemplo 1.22. Supongamos ahora que K es, con respecto a dos operaciones +, - : K x K - K
un cuerpo y que tiene exactamente tres elementos. De acuerdo a la Definicion 1.15, hay en K un
elemento cero 0 y un elemento uno 1, y estos dos elementos son distintos. Como K tiene tres
elementos, hay entonces en K un tercer elemento distinto de 0 y de 1, al que escribiremos «, y es
K ={0,1, a}. Nuestro objetivo es determinar, si es que esto es posible, las dos operaciones + y .

Como el cero 0 es un elemento neutro para la suma +, la tabla de esta operacion tiene que
tener las siguientes entradas:

+ 10 1
0]0 1
11
a| «a

sQué valor tiene la expresion 1+ a? No puede ser igual a 1, porque en ese caso tendriamos que
I1+a=1=1+0,

y usando la segunda parte de la Proposicion 1.19 podriamos concluir que « = 0, lo que es absurdo.
De manera similar, el valor de 1 + « no puede ser «, ya que en ese caso tendriamos que

a+l=1+a=a=a+0

y usando la misma proposicién podriamos concluir que 1 = 0, lo que otra vez es absurdo. Vemos
asi que necesariamente debe ser 1+ « = 0 y, como la suma + es conmutativa, también & +1 = 0. La
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tabla de la suma es entonces de la forma

+]10 1 «
0/]0 1 «
1)1 0
ala O

;Qué valor tiene 1 + 1?2 Si fuera 1, tendriamos que 1+ 1 =1=1+ 0y, por lo tanto, gracias a la
segunda parte de la Proposicién 1.19, que 1 = 0, lo que no es cierto, y si fuera 0 tendriamos que
1+1=0=1+ «, de manera quel = a, lo que tampoco es cierto: debe ser, entonces 1 +1 = «. De
manera similar, el valor de @ + « no es «, ya que en ese caso tendriamos que « + a = = ¢ + 0y,
por lo tanto, que & = 0, y tampoco es 0, porque en ese caso serfa « + « = 0 = a + 1, por lo tanto,
que « = 1. Juntando todo, vemos que la tabla de la suma + estd completamente determinada: es

necesariamente
+]0 1 «a
0/0 1 «
1/1 a O
a|a 0 1

;Qué podemos decir de la multiplicacién? De acuerdo a la primera parte de la Proposicién 1.19,
esx-0=0y0-x =0 paratodo x € K, y el elemento 1 es neutro para el producto -. Esto determina
todas las entradas de la tabla de multiplicar de K salvo por una: debe ser

(0 1 «
0/]0 0 O
1[0 1
a0 «

Si fuera « - & = 0, tendriamos que

a=a-1
=a-1+0
=a-l+a-«

a-(1+a)

=a-0

=0,

porque 1 es neutro para el producto
porque 0 es neutro para la suma
por la hipdtesis de que o - ¢ = 0
por la ley distributiva

porque sabemos que 1+ a =0

por la primera parte de la Proposicion 1.19,
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lo que es absurdo. Por otro lado, si fuera « - @ = &, tendriamos que

a=a-1 porque 1 es neutro para el producto
=a-(a-ah) porque " es inverso de «
= (a-a) ! porque el producto es asociativo
—a-a! por la hipdtesis de que ot - o« = «

=1 porque a!es inverso de a,

y esto es otra vez imposible. Debe ser entonces « - & = 1. Vemos asi que la tabla de la multiplicacién -
también esta completamente determinada: debe ser necesariamente la siguiente.

o O OO
R = O
— R OR

o

Exactamente de la misma forma que en el Ejemplo 1.21, este razonamiento nos dice que si
es que existe algun cuerpo con tres elementos, entonces hay esencialmente uno solo, ya que sus
operaciones quedan completamente determinadas por las condiciones de la Definicién 1.15. De la
misma forma que alli, también, todo esto que hemos hecho no prueba que existe algiin cuerpo
con tres elementos. Para hacer esto es suficiente, de todas maneras, verificar que si usamos las dos
tablas que acabamos de encontrar para definir operaciones de suma y producto en un conjunto de
tres elementos efectivamente obtenemos un cuerpo. Dejamos esta tarea al lector.

Ejercicio 1.23. Muestre que existen cuerpos con cuatro elementos y que esencialmente hay uno
solo, en el mismo sentido que en los dos ejemplos anteriores.

Observacion 1.24. Es posible probar que

el cardinal de un cuerpo finito es de la forma p” con p un niimero primo y r un
entero positivo

y que, mds aun,

si p es un niimero primo y r es un entero positivo, entonces existe un cuerpo finito
de cardinal p” y, de hecho, esencialmente uno solo.

Escribimos a ese cuerpo Fyr 0 GF(p") y lo llamamos el cuerpo de Galois de orden p", porque
este tipo de cuerpos fue considerado por primera vez por Evariste Galois [BA62]. Los cuerpos
descriptos en los Ejemplos 1.21 y 1.22 y en Ejercicio 1.23 son, por lo tanto, los cuerpos de Galois [,
Fg, Yy IF4.
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Como dijimos, el conjunto R de los niimeros reales dotado de sus operaciones usuales de suma
y producto es un cuerpo. Esto, de todas maneras, no lo caracteriza ni mucho menos: esto es claro en
vista de los ejemplos que acabamos de ver de cuerpos que son distintos de R. Necesitamos entonces
imponer condiciones mas estrictas que la de ser simplemente un cuerpo si queremos encontrar
una caracterizacion de R. Daremos un paso mds en esta direccion en la siguiente seccion.

1.2. Cuerpos ordenados

Recordemos la siguiente definicion.

Definicion 1.25. Sea X un conjunto. Una relaciéon R € X x X sobre el conjunto X es una relacion
de orden si satisface las siguientes tres condiciones.

o Es reflexiva: para cada x € X se tiene que xRx.
o Es transitiva: si x, y y z son elementos de X tales que xRy e yRz, entonces también xRz.

o Es antisimétrica: si x e y son elementos de X tales que xRy e yRx, entonces es x = y.
Si ademas se cumple la siguiente condicidn, entonces decimos que es una relacién de orden total:

« Cada vez que x e y son elementos de X se tiene que xRy o yRx.

Si dos elementos x e y de X son tales que xRy o yRx decimos que son comparables con
respecto a R, y usando este lenguaje podemos decir que una relacion de orden en X es total si
todos los elementos de X son comparables con respecto a R.

Cuando tenemos un conjunto X dotado de una relacién de orden que escribimos <, normal-
mente escribimos < a la relacién en X tal que

X<y <= x<YyAX#Y,
y la llamamos la relacion de orden estricto asociada a <. Es facil verificar que esta relacion satisface

las siguientes condiciones:

o Esirreflexiva: para todo x de X no vale que x < x.
« Esasimétrica: si x e y son elementos de X tales que x < y, entonces no vale que y < x.

o Es transitiva: si x, y y z son elementos de X tales que x < y e y < z, entonces también x < z.

Ejercicio 1.26. Pruebe en detalle que estas tres condiciones se satisfacen.

Las relaciones < y < son transitivas, y ademas tienen la siguiente propiedad util:
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Proposicion 1.27. Sea X un conjunto, sea < una relacion de orden total sobre X, y sea < la corres-
pondiente relacién de orden estricto. Si x, y y z son elementos de K, entonces

X<yAy<z = x<gz, X<yAy<z = x<z,

Demostracion. Supongamos que x < y e ¥y < z. Como es x < y, la transitividad de < implica que
x < z. Ahora bien, si fuera x = z tendriamos que x < y y que y < z, lo que es absurdo, asi que
debe ser, de hecho, x < z. Esto prueba la primera implicacion del enunciado, y la segunda puede
probarse de exactamente la misma forma. O]

Es facil dar ejemplos de relaciones de orden. La relacién de orden usual < en el conjunto N es
una relacion de orden total. Las relaciones de orden usuales en los conjuntos Z, Q, y R también lo
son. La relacion | de divisibilidad en N, que para cada x e y en Z satisface la condicion

x|y < xdividea y,

es una relacion de orden sobre N que no es total: por ejemplo, tenemos que 2 + 3y 3 + 2. De
manera similar, la relacién R sobre el conjunto R? que para cada par de elementos (x, y) y (x, y')
de R? satisface la condicién

(x, 7)) R(x',y") <= x<x'ny<y

es una relacion de orden sobre R? que no es total: por ejemplo, los elementos (1,0) y (0,1) no son
comparables con respecto a R.

La razdn por la que nos interesan aqui las relaciones de orden es que nos permiten hacer la
siguiente definicion:

Definicion 1.28. Sea K un cuerpo. Una relacién de orden < sobre K hace de K un cuerpo ordenado
si es total y se satisfacen las siguientes condiciones:

(i) Six, yyzsonelementos de K tales que x < y, entonces x +z < y + z.

(ii)) Six e y son elementos de K tales que 0 < x y 0 < y, entonces también 0 < x - y.

Las relaciones de orden usuales sobre los conjuntos Q y R hacen de esos cuerpos cuerpos
ordenados. El cuerpo Q(+/2) del Ejemplo 1.16 estd contenido en R, asi que podemos considerar
en ¢l la relacién de orden < evidente: con respecto a ella es también un cuerpo ordenado.

Ejercicio 1.29. Muestre que un elemento de Q(1/2) puede escribirse en la forma a + b\/2 con a
y b dos nimeros racionales de exactamente una forma y, usando esto, que hay una relacién de
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orden < sobre el conjunto Q(+/2) tal que
a+bV2<c+dV2 — a-bV2<c-dV2

que hace del cuerpo Q(+/2) un cuerpo ordenado. Esta relacién de orden es distinta de la que este
conjunto hereda de R, y esto muestra que un cuerpo puede admitir méds de un orden con respecto
al cual sea un cuerpo ordenado.

Este ejemplo muestra, como dijimos, que hay cuerpos que pueden ordenarse de muchas formas.
Hay, por otro lado, cuerpos que no pueden ordenarse de ninguna. Un ejemplo de esto es el cuerpo
de los numeros complejos:

Proposicion 1.30. No hay ninguna relacion de orden sobre el cuerpo C de los niimeros complejos
que haga de él un cuerpo ordenado.

Demostracion. Supongamos que < es una relaciéon de orden sobre el conjunto C que hace de él un
cuerpo ordenado. Como 0 e i son elementos distintos de C, debe ser o bien 0 < i o bien i < 0.

Supongamos que es 0 < i. Usando la segunda condicién de la Definicién 1.28 vemos que
0 < i-i= -1y, usandola una vez més, que 0 < (-1) - (1) = 1. Por otro lado, como 0 < -1, de
la primera condicién de la definicion tenemos que1 = 0+ 1< (1) + 1 = 0y, por lo tanto, que
simultaneamente es 0 <1y 1< 0, lo que es absurdo.

Debe ser entonces i < 0, asi que 0 = i + (=i) < 0+ (i) = —i de acuerdo a la primera
condicién. Como 0 # —i, es de hecho 0 < —i y la segunda condicién implica entonces que
0 < (—i)-(-i) = —1. A partir de esta desigualdad la primera condicién nos permite deducir que
quel=0+1< (1) +1 = 0, mientras que la segunda nos dice que 0 < (-1) - (1) = L. Otra vez
tenemos que 1 < 0y 0 < 1 al mismo tiempo, lo que es imposible.

En cualquier caso llegamos a una contradiccion, y esto proviene de haber supuesto que hay
en C una relacion de orden que hace de él un cuerpo ordenado. Esto debe ser, por lo tanto, falso, y
la proposicion verdadera. O

Una familia importante de cuerpos que no pueden ordenarse es la de los cuerpos finitos. Esto
es consecuencia del siguiente resultado:

Proposicion 1.31. Un cuerpo ordenado es infinito.

Demostracion. Supongamos que K es un cuerpo finito y que < es una relacién de orden sobre K
que hace de él un cuerpo ordenado. Los elementos 0 y 1 de K son distintos, asi que o bien 0 < 1
o bien1< 0, y en este segundo caso tenemos que 0 =1+ (-1) < 0+ (-1) = —1. Mds aun, en este
ultimo caso es 0 # —1, ya que de lo contrario tendriamos que 0 =1+ (-1) =1+0 = 1, asi que 0 < —1.
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Vemos asi que hay un elemento x de K tal que 0 < x.
Consideremos la sucesién (a, ),>1 de elementos de K que tiene a; = x y a,, = x + a,_; para
cada n € N tal que n > 1, de manera que

a = x, ) =X+ X, a3 =X+X+Xx, g4 =X+X+X+X,

Como el conjunto K es finito, no puede ser que todos los elementos de la sucesion (ay, ),»1 sean
distintos y existe, por lo tanto, dos enteros positivos r y s tales que r < s y a, = as.
Afirmamos que

para todo i € N vale que a, < ar;. (1.12)

Que esto es cierto cuando i = 1 es claro: como 0 < x, la primera condicion de la Definicién 1.28
implica que a, = a, + 0 < a, + X = d,41, y debe ser a, < d,41, ya que en caso contrario tendriamos
que a, + 0 = a, = a,41 = a, + x y, de acuerdo a la segunda parte de la Proposicion 1.19, que x = 0.
Por otro lado, si i € N es tal que vale que g, < a,4;, entonces también tenemos que

Ay < Qi = Ari + 0 < Apyj + X = Ariigns

gracias a la primera condicién de la Definicion 1.28, y, de acuerdo a la Proposicion 1.27, esto implica
que a, < d,+i;1. Nuestra afirmacion sigue entonces por induccion.

Ahora bien, como s — r € N, esa afirmacion (1.12) nos dice que a, < a,,(;_y) = a5, y esto es
absurdo en vista de la forma en que elegimos los enteros r y s. Esto prueba la proposiciéon. [

El cuerpo R de los niimeros reales es un cuerpo ordenado con respecto a su relacién de orden
usual, y acabamos de mostrar que no todo cuerpo puede ordenarse. Esto nos dice que la condicion
de ser un cuerpo ordenado nos permite distinguir a R de otros cuerpos. Por supuesto, no lo
distingue de todos — por ejemplo, los cuerpos Q o Q(+/2) son también cuerpos ordenados con
respecto a sus 6rdenes usuales. En la proxima secciéon mejoraremos esta situacion.

1.3. Completitud

Supongamos que tenemos un conjunto X dotado de una relacion de orden total <.

Definicion 1.32. Sea A un subconjunto de X.
« Un elemento ¢ de X es una cota superior para A en X si a < ¢ cualquiera sea a € A.
o El conjunto A es acotado superiormente en X si hay una cota superior para A en X.

« Un elemento ¢ de X es un mdximo para A si es una cota superior para A en X y pertenece
aA.
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« Un elemento ¢ de X es un supremo para A en X si

- c esuna cota superior para A en X,y

- cada vez que d € X es una cota superior para A en X se tiene que ¢ < d.

Un conjunto acotado superiormente posee en general muchas cotas superiores. Por ejemplo, en
el conjunto R con su orden usual, los niimeros 2 y 3 son cotas superiores para el subconjunto [0,1].

Por el contrario, un subconjunto posee a lo sumo un supremo:

Proposicion 1.33. Sea X un conjunto y sea < una relacién de orden total en X. Si A es un subconjunto
de X que posee un supremo en X, entonces posee exactamente uno.

Siempre que A sea un subconjunto de un conjunto totalmente ordenado X que admite un
supremo en X, escribiremos a este sup A y nos referiremos a él como el supremo de A. Notemos
que el conjunto X queda implicito en esta notacion.

Demostracién. Supongamos que A es un subconjunto de X y que ¢ y ¢’ son dos supremos para A
en X. Como c es una cota superior para A y ¢’ es un supremo para A, tenemos que ¢’ < c. De
manera similar, como ¢’ es una cota superior para Ay ¢ es un supremo para A, tenemos que ¢ < ¢’.
Juntando estas dos desigualdades vemos que ¢ = ¢/, y esto prueba la proposicion. O

El siguiente resultado, que es inmediato, da una caracterizacion util del supremo de un conjunto
que usaremos muy frecuentemente.

Proposicion 1.34. Sea X un conjunto, sea < una relacion de orden total en X, sea A un subconjunto
de X. Un elemento c de X es el supremo de A en X si y solamente si

e C es una cota superior para A y

o sid es un elemento de X tal que d < c, entonces d no es una cota superior para A. O

Las nociones de maximo y de supremo estan intimamente relacionadas: ese es el punto del
siguiente resultado.

Proposicion 1.35. Sea X un conjunto, sea < una relacion de orden total en X, y sea A un subconjunto
de A. Un elemento ¢ de X es un mdximo para A si y solamente si es un supremo para A en X y
pertenece a él.

Una consecuencia inmediata de esto y de la Proposicion 1.33, claro, es que un subconjunto de A
posee a lo sumo un maximo — y cuando posee uno podemos escribirlo méax A sin ambigiiedad.
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Demostracion. Sea ¢ un elemento de X y supongamos primero que ¢ es un maximo para A. De
esto se sigue, claro, que ¢ es una cota superior para A. Por otro lado, si d es un elemento de X tal
que d < ¢, entonces d no es una cota superior para A, porque c pertenece a A. Esto muestra que ¢
es un supremo para A en X que pertenece a A.

Por otro lado, si ¢ es un supremo para A en X que pertenece a A, entonces es una cota superior
para A que pertenece a Ay, por lo tanto, es un maximo para A. 0l

Demos algunos ejemplos de las nociones presentadas en esta seccion.

Ejemplo 1.36. Consideremos el conjunto R ordenado con su orden usual.

« El conjunto [0, 1] tiene a 1 como supremo. En efecto, es claro que x < 1siempre que x € [0,1],
asi que 1 es una cota superior para [0,1]. Como ademads pertenece a [0,1], se trata de un
mdximo de ese conjunto y, en particular, de un supremo de [0,1] en R.

o El conjunto [0,1) también tiene a 1 como supremo en R. Otra vez es claro que x < 1
para todo x € [0,1). Ahora, si d es un elemento de R tal que d < 1, entonces el nimero
a = max{1/2, (1 + d)/2} pertenece a [0,1) y es d < a, de manera que d no es una cota
superior para [0, 1). Esto prueba que sup[O, 1) =1, como dijimos. Notemos que como 1 no
pertenece al conjunto [0,1), no es un maximo suyo y, por lo tanto, que este conjunto no
posee ningin maximo.

o El conjunto S := {1- % : n € N} también tiene a 1 como supremo en R. En efecto, 1 es una
cota superior de S, ya que paratodon € Nes1— % < L. Sea, por otro lado, d un niimero real
tal que d <1. Como1-d > 0,es1/(1-d) > 0 y sabemos que hay un niimero natural n € N
tal que 1/(1-d) < n: en ese caso tenemos que d < 1— % € Sy, por lo tanto, el numero d no
es una cota superior para S. Usando la proposicion podemos concluir de esto que sup S = 1.

Es claro que un conjunto que posee supremo es acotado superiormente, ya que su supremo es
una de sus cotas superiores. Sin embargo, esta condicién no es en general suficiente.

Ejemplo 1.37. Consideremos el conjunto (Q dotado de su orden usual, y su subconjunto
A={xeQ:x*<2}.

Este conjunto esta acotado superiormente en Q. En efecto, si x es un nimero real tal que x > 2,
entonces x> > 4 > 2y x ¢ A: esto nos dice que x < 2 siempre que x € Ay, por lo tanto, que 2 es una
cota superior para A en Q.

Supongamos ahora que el conjunto A posee un supremo s := sup A en Q. Como 1 € A, sabemos
que 1 < s. Por otro lado, como 2 no es el cuadrado de un numero racional, sabemos que s2-2+0,
asi que o bien es s? < 2 o bien s? > 2. Consideraremos estas dos posibilidades separadamente.

» Supongamos primero que 52 <2.Como s > 1, el nimero s + 2 es estrictamente positivo y

30



podemos considerar el numero

. 25+ 2
T os+2]

Como s es un nimero racional, ¢t también lo es, y es

5 (25 +2)? s2-2
tP-2="—"" —2=2—"<0,
(s+2)2 (s+2)?

asi que t2<2 Y, en definitiva, es € A. Como s es una cota superior para A, es entonces t < s
¥, por lo tanto,
2542 2542-s2-25 2-¢°

0>t-s-= —s= = >0,
s+2 s+2 s+2

yaques > s y s+ 2> 0. Esto es, por supuesto, absurdo.
« Debe ser entonces s2 > 2. Como s > 0, podemos considerar el nimero
s2+2

U= ,
2s

que otra vez es racional y positivo. Este nimero es estrictamente menor que s, ya que s> > 2
Y, por lo tanto,

5242 2-s2
Uu-—s= —s= <0.
2s 2s
Ademais, es
2 2
-2
u2_2:u>0’
452

de manera que 2 < u?.

Sea a es un elemento de A. Si a < 0, entonces claramente a < u. Supongamos que, por
el contrario, es a > 0. Como a* < 2 < u?, tenemos que 0 < u> —a? = (u—a)(u + a) y, dado
que u + a > 0, esto implica que 0 < u — g, es decir, que a < u. Vemos asi que, en cualquier
caso se tiene que a < u: esto muestra que u es una cota superior para el conjunto A. Esto es
absurdo, ya que es menor que s y s es el supremo de A.

Como ninguna de estas dos posibilidades puede ocurrir, llegamos a una contradicciéon. La conclu-
sién de esto es que el conjunto A no posee un supremo en Q.
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Observacion 1.38. Esta demostracion parece un poco magica porque no explicamos de dénde
sacamos los numeros ¢ y u que usamos en ella. Revelemos el secreto. Consideremos la funcién

fixeRwx*-2¢R.

Para encontrar el numero t hicimos un paso del método de la secante para aproximar los ceros de
la funcién f: en general, si a y b son dos aproximaciones para un cero de esa funcion, el método
nos propone usar a

f(a)(b-a)

=ad— ——
f(b) - f(a)
como una mejor aproximacion. Si aqui tomamos a = s y b = 2, entonces x resulta igual a ¢, y las
propiedades de este nimero son consecuencia de propiedades generales del método de la secante
y de que la funcién f es convexa.

[y

~_ ~1 7

De manera similar, para encontrar el nimero u hicimos un paso del método de Newton-

Raphson para encontrar aproximar los ceros de f: si a es una aproximacion de un cero de f, este
método nos propone usar a

_ f(a)
f'(a)

como una mejor aproximacion. Si empezamos con a = s, entonces esta aproximacion c es pre-

c=a

cisamente el numero u que usamos arriba, y otra vez las propiedades ttiles de este nimero son
consecuencia de propiedades generales del método de Newton-Raphson.

La situacion en la que todo conjunto acotado superiormente posee un supremo es extremada-
mente importante, y le ponemos un nombre:

Definicion 1.39. Sea X un conjunto dotado de una relacién de orden total <. Decimos que X es
completo con respecto a < si todo subconjunto no vacio de X que es acotado superiormente posee
un supremo en X.
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El Ejemplo 1.37 muestra que el conjunto Q dotado de su orden usual no es completo. Por otro
lado, el conjunto R dotado de su orden usual si es completo — esta es la razén por que nos interesa
esa nocion de completitud, de hecho. Con las herramientas que tenemos a nuestra disposicion
en este momento no podemos describir exactamente qué subconjuntos de R son completos con
respecto al orden que heredan de R.

Ejercicio 1.40. Muestre que el subconjunto Q(1/2) de R descripto en el Ejemplo 1.16 no es
completo con respecto al orden que hereda de R. Una forma de hacer esto es probar que su
subconjunto {x € Q(1/2) : x? < 3} es acotado en Q(1/2) y no posee supremo alli.

Hemos dado ejemplos de conjuntos ordenados que no son completos, pero ninguno de con-
juntos ordenados que si lo son. Demos algunos.

Proposicion 1.41. Un conjunto totalmente ordenado y finito es completo.

Demostracion. Sea X un conjunto finito, sea < una relacién de orden total en X, y sea A un
subconjunto no vacio de X. Para probar la proposiciéon tenemos que mostrar que A posee un
supremo en X. Ahora bien, como X es finito y A es un subconjunto de X, es claro que A mismo es
un conjunto finito. Escribamos 7 a su cardinal, que es un elemento de N. Probaremos que A posee
un supremo en X haciendo induccién con respecto a este entero .

Supongamos primero que A tiene exactamente un elemento y escribamos a ese elemento q,
de manera que A = {a}. Como a < g, es claro que a es una cota superior para A. Como ademds
pertenece a A, se trata, de hecho, de un maximo para Ay, en particular, de un supremo para A. Lo
que queremos es, por lo tanto, cierto en este caso.

Supongamos ahora que el cardinal n de A es mayor que 1y sea a un elemento cualquiera de A.
El conjunto B := A\ {a} es entonces un subconjunto de A, asi que se trata de un subconjunto
finito de X, y su cardinal es n — 1, asi que no es vacio. Inductivamente, entonces, podemos suponer
que B admite un supremo en X, al que escribiremos b. Tenemos ahora que considerar dos casos,
dependiendo de la relacion de orden entre a y b.

o En primer lugar, supongamos que a < b. Si ¢ es un elemento de A, entonces o bien ¢
pertenece a B, y en ese caso ¢ < b porque b es una cota superior para B, o bien c es a,y en
ese caso ¢ < b por nuestra hipotesis. Vemos asi que b es una cota superior para A. Por otro
lado, sea d un elemento de X tal que d < b. Como b es el supremo de B, hay un elemento e
de B tal que d < e: como e € A, esto nos dice que d no es una cota superior para A. De
acuerdo a la Proposicién 1.34, b es un supremo para A en X.

« En segundo lugar, supongamos que b < a. Si ¢ es un elemento de A, entonces bien ¢ pertence
aB Y, como b es una cota superior para B,esc<b<a,obiencesa Y, por lo tanto, ¢ < a.
Vemos asi que a es una cota superior para A. Por otro lado, es claro que un elemento d
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menor que a no es una cota superior para A, ya que a pertence a A, y otra vez gracias a la
Proposicion 1.34 podemos concluir que a es un supremo para A en X.

En cualquiera de los dos casos, entonces, el conjunto A posee un supremo en X. O

Hasta ahora estuvimos hablando de cotas superiores, maximos y supremos, pero hay también
versiones «inferiores» de estas nociones:

Definicion 1.42. Sea A un subconjunto de X.

« Un elemento ¢ de X es una cota inferior para A en X si a > ¢ cualquiera sea a € A.
« El conjunto A es acotado inferiormente en X si existe una cota inferior para A en X.

« Un elemento ¢ de X es un minimo para A si es una cota inferior para A en X y pertenece
aA.

« Un elemento ¢ de X es un infimo para A si

- c esuna cota inferior para A en X, y

- cada vez que d € X es una cota inferior para A en X e tiene que ¢ > d.

Exactamente de la misma forma que probamos la Proposicion 1.33 podemos probar que un
conjunto posee a lo sumo un infimo:

Proposicion 1.43. Sea X un conjunto y sea < una relacion de orden total sobre X. Un subconjunto A
de X que posee un infimo posee exactamente uno. O

En vista de este resultado, siempre que un subconjunto A de X posea infimo podemos escribirlo
sin ambigiiedades inf A. Por otro lado, asi como la Proposicion 1.34 nos da una una condicién til
para verificar que elemento de X es el supremo de un conjunto, el siguiente resultado lo hace para

el infimo.

Proposicion 1.44. Sea X un conjunto, sea < una relacion de orden total en X, y sea A un subconjunto
de X. Un elemento c de X es el infimo de A si y solamente si

e C es una cota inferior para A y

o sid es un elemento de X tal que d > c, entonces d no es una cota inferior para A. O

Ejercicio 1.45. Pruebe en detalle las Proposiciones 1.43 y 1.44.

Tenemos la siguiente version de la Proposicion 1.35:

Proposicion 1.46. Sea X un conjunto, sea < una relacion de orden total en X, y sea A un subconjunto
de A. Un elemento c de X es un minimo para A si y solamente si es un infimo para A en X y pertenece
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aél O

Se sigue de esto que un conjunto A posee como mucho un minimo, por supuesto, y cuando
posee uno podemos escribirlo min A sin ambigiiedad alguna.

No damos una version de la nocién de completitud para infimos, ya que no es necesario, como
muestran el siguiente resultado y, de manera mas evidente, el del Ejercicio 1.48 que lo sigue.

Proposicion 1.47. Sea X un conjunto dotado de una relacion de orden total <. Si X es completo,
entonces todo subconjunto no vacio de X que es acotado inferiormente posee un infimo.

Demostracion. Supongamos que X es completo y sea A un subconjunto no vacio de A que es
acotado inferiormente. Escribamos B al conjunto de todas las cotas inferiores de A. Como A es
acotado inferiormente, el conjunto B no es vacio. Por otro lado, como A no es vacio, podemos
elegir un elemento a de A: este elemento es una cota superior para B, ya que todo b € B es una
cota inferior de Ay, en particular, es tal que b < a. Vemos asi que el subconjunto B de X es no
vacio y acotado superiormente: como estamos suponiendo que X es completo, sabemos entonces
que existe en X un supremo para B. Escribamos ¢ = sup B a ese supremo. Mostraremos que c es
también un infimo para el conjunto A y esto probara la proposicion.

« Supongamos por un momento que ¢ no es una cota inferior para el conjunto A, de manera
que hay un elemento a de A tal que a < ¢. Como c es el supremo de B, por su parte, esto
implica que a no es una cota superior para B y que existe entonces un elemento b de B tal
que a < b: esto es absurdo, porque b, por pertenecer a B, es una cota superior para A. Vemos
asi que ¢ es una cota inferior para el conjunto A.

o Sea ahora d un elemento de X tal que d > c. Si d es una cota inferior para el conjunto A,
entonces d pertenece a By, por lo tanto, como ¢ es una cota superior para B, tenemos que
d < c: esto es imposible, ya que d > c. Esta contradiccion nos permite concluir que d no es
una cota superior para A.

Hemos probado que el elemento ¢ de X satisface las dos condiciones de la Proposicion 1.44, asi
que se trata del infimo de A. O

Esta proposicion resuelve la mitad del siguiente ejercicio.

Ejercicio 1.48. Pruebe que un conjunto totalmente ordenado X es completo si y solamente si todo
subconjunto no vacio de X que es inferiormente acotado posee un infimo.

Antes de continuar en la siguiente secciéon con nuestro estudio de los cuerpos, demos un
resultado que establece una relacion entre los infimos y supremos en un conjunto ordenado.
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Proposicion 1.49. Sea X un conjunto dotado de una relacion de orden total <, y sea A un subconjunto
no vacio y acotado superiormente de X. Un elemento ¢ de X es el supremo de A en X. si y solamente
si es el minimo del conjunto de cotas superiores de A.

Demostracion. Escribamos € al conjunto de todas las cotas superiores el conjunto A. Como A es
acotado superiormente, claro, tenemos que ¢ # @.

Supongamos primero que c es el supremo de A en X. Como c es una cota superior para A,
tenemos que ¢ € €. Por otro lado, si d es un elemento de %, entonces d es una cota superior
para A en X y, como c es el supremo de A en X, tenemos que ¢ < d: esto nos dice que ¢ es una cota
inferior para el conjunto €. Juntando todo, hemos probado que ¢ es el minimo del conjunto €y,
por lo tanto, que la condicién que da la proposicion es necesaria.

Probemos ahora que también es suficiente. Supongamos que ¢ es el minimo del conjunto €.
Como c pertenece entonces a %, se trata de una cota superior para A en X. Por otro lado, si d es
una cota superior para A en X, entonces d pertenece a 4"y, como c es el minimo de ¢, tenemos
que ¢ < d. Esto muestra que c es el infimo de A en C, como queremos. O

Por supuesto, hay un resultado andlogo al de la proposicién que acabamos de probar: en la
misma situacion, un elemento de X es el infimo de un conjunto A que es no vacio y acotado
inferiormente si y solamente si es el maximo del conjunto de cotas inferiores de A.

1.4. El cuerpo de los numeros reales

Después del trabajo de las tres secciones anteriores tenemos por fin todas las definiciones que
necesitamos para nuestro propdsito original de describir qué entendemos por niimero real.

Como observamos arriba, sobre el conjunto R de los nimeros reales tenemos definidas dos
operaciones +, - : R x R - R de suma y producto que hacen de él un cuerpo en el sentido de la
Definicién 1.15. Esto significa, simplemente, que estas operaciones tienen las propiedades basicas
que aprendimos todos de nifios. Mds atn, hay en R una relacién de orden < que hace de ese cuerpo
un cuerpo ordenado en el sentido de la Definicion 1.28 y, otra vez, esto significa simplemente que
esa relacion de orden interactda con las dos operaciones aritméticas de R de la manera esperada.

Es mucho menos claro que todo esto que el conjunto R, cuando lo dotamos de esa relacion de
orden <, es un conjunto ordenado completo en el sentido de la Definicion 1.39. jCiertamente no
es esto algo que nos hayan enseflado cuando éramos nifos! La observacion de que el conjunto
de los numeros reales es completo con respecto a su orden usual es el resultado final de un largo
trabajo de reflexion sobre los fundamentos del analisis por parte de muchos matematicos. Los
historiadores de la matematica identifican el inicio de ese largo proceso en el trabajo de 1585
de Simon Stevin sobre la representacion via fracciones decimales de los nimeros reales, pero el
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primero en enunciar explicitamente ese hecho fue David Hilbert. Lo hizo en un célebre trabajo
publicado en 1900 titulado Uber den Zahlbegriff [Hiloo]* y en esencialmente la misma forma que
lo hacemos hoy, motivado por su proyecto de dar bases rigurosas para la geometria.

Sea como fuere, juntando toda esta informacién podemos afirmar que, cuando dotamos al
conjunto R de sus operaciones usuales de suma y producto y de su orden usual,

R es un cuerpo ordenado completo. (1.13)

Ahora bien, ;como podemos probar esta afirmacion? La respuesta a esta pregunta es simple: no
podemos. El problema reside en que para probar algo al respecto del conjunto de los nimeros
reales y su estructura necesitamos tener una descripcion precisa de qué es el conjunto de los
nuimeros reales y, recordemos, no tenemos ninguna: jencontrar alguna es precisamente lo que
estamos tratando de hacer! No podemos probar nada sobre algo que no conocemos.

Expliquemos la idea de Hilbert para salir de este atolladero. Primero, probamos el siguiente
resultado:

Proposicion 1.50. Existen cuerpos ordenados completos. O

La forma en que esto se hace es directa: construimos un ejemplo de un cuerpo ordenado
completo. Por supuesto, al hacerlo no podemos usar de ninguna forma al cuerpo de los numeros
reales, ya que en este punto seguimos sin saber qué es. De hecho, lo inico que necesitamos para
hacer esa construccion es tener a nuestra disposicion el conjunto N de los nimeros naturales y
saber que satisfacen los llamados axiomas de Peano. Esto puede hacerse de varias formas, pero la
mas usual consiste en varios pasos:

o A partir de N construimos el conjunto Z de los enteros dotado de sus operaciones usuales.

o A partir de Z construimos el conjunto QQ, sus operaciones aritméticas y su orden usual, y
probamos que de esta forma obtenemos un cuerpo ordenado.

« Finalmente, a partir del cuerpo ordenado Q que acabamos de construir llevamos a cabo
un procedimiento de completacion cuyo resultado es un cuerpo ordenado completo. Hay
varias formas de hacer esto — la mds directa, e histéricamente la primera, es la de usar los
llamados cortaduras de Dedekind, una idea usada por Richard Dedekind por primera vez en
su trabajo Stetigkeit und irrationale Zahlen® [Dedé60].

Ninguno de estos pasos es particularmente dificil, pero son todos considerablemente laboriosos. El
hecho de que es posible hacer todo esto empezando con nada mas que el conjunto de los nimeros
naturales es la motivacion de la célebre frase de Leopold Kronecker «Dios hizo a los enteros, todo
lo demas es obra del hombre»*.

*«Sobre el concepto de niimero» en aleman.

%«Continuidad y niimeros irracionales» en aleman.

*La frase original es «Die ganzen Zahlen hat der liebe Gott gemacht, alles andere ist Menschenwer», de acuerdo a
Heinrich Weber [Webg3].
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Una vez que sabemos que existen cuerpos ordenados completos, el segundo paso del plan de
Hilbert es establecer el siguiente resultado:

Proposicion 1.51. Hay esencialmente un tinico cuerpo ordenado completo. O

Precisemos que significa exactamente esto. Lo que afirma esta proposicion es que siempre que
tenemos dos cuerpos ordenados y completos K y L, con operaciones +, -x y orden <k el primero,
y +1, -1 Y <1 el segundo, hay una y solo una funcién biyectiva ¢ : K — L tal que para toda elecciéon
de x e y en K se tiene que

¢(x +x y) = ¢(x) +1 6(»),
¢(x -k y) = ¢(x) 1 ¢(»), (114)
x<ky <= ¢(x) <L ¢(»).

Llamamos a una funcion con esa propiedad un isomorfismo de cuerpos ordenados.

En la practica, la existencia de un isomorfismo entre los cuerpos K y L nos dice que, mientras
nos limitemos a hacer en ellos las cosas que la estructura de cuerpo ordenado completo nos permite
hacer — operaciones aritméticas, comparaciones de orden, calculo de supremos de conjuntos
no vacios y acotados — obtendremos los mismos resultados y que, en particular, no podremos
distinguirlos. Es por eso que la Proposicion 1.51 no dice que hay un tnico cuerpo ordenado
completo sino solamente que hay esencialmente un tinico cuerpo ordenado completo: la palabra
esencialmente refiere al hecho de que entre dos cuerpos ordenados completos hay un isomorfismo
de cuerpos ordenados completos. Que ademas exista exactamente un tal isomorfismo es algo
todavia mas fuerte, por supuesto.

Observacion 1.52. Mostremos que es falso que exista un tnico cuerpo ordenado completo. Su-
pongamos que K es un cuerpo ordenado completo, con operaciones + y - y relacion de orden <, y
consideremos el conjunto L := K x {K}, cuyos elementos son los pares ordenados (x, K) cuyas
primeras componentes son elementos de K y cuya segunda componente es el conjunto K. Usando
las operaciones + y - de K podemos definir operaciones @ y ® en L: para cada eleccion de x e y
en K ponemos

(x,K)® (y,K)=(x+y,K), (%K) (y,K):=(x-yK).

De manera similar, usando la relacion de orden < de K definimos una relacion < sobre L de manera
que sea

(x,K) < (y,K) < x<y

cualesquiera sean x e y en K. Dejamos al lector la verificaciéon de que el conjunto L, con las
operaciones @ y ® como suma y producto, respectivamente, y con la relacién <, es un cuerpo
ordenado completo. Esto prueba lo que queremos, ya que este cuerpo L es manifiestamente distinto
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que el cuerpo K. De todas maneras, el lector podra apreciar que K y L no son significativamente
distintos.

De hecho, de acuerdo a la Proposicién 1.51 tiene que existir un isomorfismo de cuerpos
ordenados completos K — L, y es facil exhibir uno: el lector puede verificar que la funcién

p:xeKm (x,K)elL

es una biyeccion que satisface las condiciones de (1.14).

Finalmente, con las Proposiciones 1.50 y 1.51, con Hilbert hacemos la siguiente definicion:

Definicion 1.53. R es un cuerpo ordenado completo.

Lo que queremos decir con esto es que, desde ahora en adelante, denotaremos con R al
conjunto subyacente a algun cuerpo ordenado y completo — sabemos que existe alguno por la
Proposicidn 1.50 y que, si bien hay muchos, la Proposicion 1.51 nos dice que cual elijamos no tiene
ninguna consecuencia, ya que entra cada dos de ellos hay un isomorfismo de cuerpos ordenados
que garantiza que no haya entre ellos ninguna diferencia sustancial.

Es importante entender qué hicimos aqui. Empezamos haciendo la observacién (1.13) de que
el conjunto de los nimeros reales, dotado de sus operaciones aritméticas y su relacion de orden
usuales, es un cuerpo ordenado y completo, observamos que esta afirmacion no tiene, de hecho,
ningln sentido hasta tener una definicion precisa de qué es exactamente el conjunto R y cuales
son esas operaciones y esa relacion de orden, y terminamos por definir a R y sus operaciones y
relacion de orden de manera — de la inica manera posible — de manera que la afirmacion (1.13)
sea cierta. Transformamos la afirmacién que queriamos que fuera cierta en una tautologia.

Finalmente, notemos que esta definicion del cuerpo de los nimeros reales no da una respuesta
a la pregunta de qué es un niimero real. Por el contrario, la idea de Hilbert es, precisamente, qué
no importa qué son los nimeros reales — que alcanza con saber qué podemos hacer con ellos con
qué garantias, ya que eso los determina en todos los aspectos que son importantes.
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CAPITULO 2

Primeras propiedades de R

En el capitulo anterior definimos a R como el (esencialemente inico) cuerpo ordenado completo.
Esta definicidn es sorprendentemente compacta: lo iinico que nos dice es que en R tenemos
definidas operaciones de suma y producto y una relacion de orden, y que estas satisfacen unas
pocas condiciones bastante sencillas — conmutatividad, asociatividad, compatibilidad entre la
suma y la relacion de orden, etc. En la practica, sin embargo, cuando trabajamos con los nimeros
reales necesitamos tener mucha mas informacion sobre esas operaciones y esa relacion de orden
que la que esta incluida en las Definiciones 1.15, 1.28 y 1.39.

Ahora bien, si la idea de Hilbert de definir a R como hicimos en la Definicién 1.53 es correcta,
entonces fodo lo que queramos saber sobre R tiene que ser consecuencia de que se trata de
un cuerpo ordenado completo. En este capitulo mostraremos cémo hacer esto para algunas
propiedades que usamos todo el tiempo al trabajar con los numeros reales.

2.1. Propiedades aritméticas

Empecemos estableciendo las llamadas leyes de cancelacion:

Proposicion 2.1. Sean x, x’ e y elementos de R.
(i) Six+y=x"+y, entonces x = x'.
(ii) Six-y=x"-yey=0, entonces x = x.

Demostracion. La primera de las dos afirmaciones es una de las de la Proposicion 1.19, asi que
bastard que probemos la segunda. Supongamos que x + y = x’ + y’ e y # 0. Como y no es 0 admite
un elemento inverso y’l con respecto al producto y tenemos que

x=x-1 porque 1 es neutro para el producto -
=x-y- yfl porque yfl es inverso a y con respecto al producto

=x"-y-y7 por la hipétesis de que x - y = x" - y
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=x -1 porque y' es inverso a y con respecto al producto

=x porque 1 es neutro para el producto -.

Esto prueba la segunda afirmacion de la proposicion. O]

El segundo resultado que probaremos describe dos propiedades basicas del elemento cero.

Proposicion 2.2.
(i) Para todo elemento x de R se tiene que x - 0 = 0.
(i1) Six e y son dos elementos de R tales que x - y = 0, entonces x =00 y = 0.

Demostracion. La primera de las dos afirmaciones es una de las de la Proposicion 1.19. Por otro
lado, si x e y son dos elementos de R tales que x - y = 0 y x es distinto de 0, entonces, como R es
un cuerpo, x posee un elemento inverso x ' y

0=x"-0 por la primera parte de la proposicion
=xt.x-y por la hipdtesis
=1y porque x " es un elemento inverso de x
=y porque 1 es neutro para el producto.
Esto prueba la segunda afirmacién de la proposicion. O

En tercer lugar podemos describir la forma en que el producto interacttia con la operacién
xeR—-xeR.

Proposicion 2.3.
(i) Para todo elemento x de R se tiene que —x = (-1) - x.
(i) Six e y son dos elementos de R, entonces

(=x)-y=x-(-y)=-(x-y), (=x)-(=y)=x-y.

Demostracién. (i) Sea x un elemento de R. Queremos probar que —x = (-1) - x y esta igualdad
significa, explicitamente, que el elemento y := (-1) - x es opuesto a x: para probarla, entonces,
tenemos que mostrar que x + ¥ = 0. Podemos hacer esto por un célculo directo:

x+(-1)-x=1-x+(-1)-x porque 1 es neutro para el producto -
=(1+(-1))-x porque vale la ley distributiva en R
=0-x porque —1 es opuesto a 1

=0 de acuerdo a la primera parte de la Proposicion 2.2.
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(ii) Sean x e y dos elementos de R. Es

(x)-y=(-1)-x-y por la parte (i)

=—(x-y) otra vez por la parte (i). (2.1)

Por otro lado, es
x-(=y)=(-y) x porque el producto es conmutativo

=—(y-x) por lo que ya probamos

=—(x-y) otra vez porque el producto es conmutativo (2.2)
y

(%) - (=y) =—(x-(-»)) por la igualdad (2.1)

=—(=(x-y)) por la igualdad (2.2)

=x-y por la primera igualdad de (1.10).
Con esto hemos probado todas las afirmaciones de (ii). O

2.2. Propiedades de monotonia

La Definicion 1.28 que dimos para los cuerpos orientados impone una condicién de compatibilidad
entre la suma y la relacién de orden. En esta secciéon mostraremos que valen otras.

En primer lugar, la primera condicién de esa definicidn esta enunciada en términos de la
relacion <, pero tiene como consecuencia una completamente similar en términos de la relacion <
de orden estricto que es til.

Proposicion 2.4. Si x, y y z son elementos de R tales que x < y, entonces x +z < y + z.

Demostracion. Sean x, y y z tres elementos de R tales que x < y. Como es x < y, de la primera
condicién de la definicién tenemos que x + z < y + z. Si fuera x + z = y + z, entonces tendriamos

que
x=x+0 porque 0 es neutro para la suma
=x+z+(-2) porque —z es opuesto a z
=y+z+(-2) por la hipétesis
=y+0 porque —z es opuesto a z
=y porque 0 es neutro para la suma,
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y esto es absurdo ya que x < y. Tenemos entonces que x + z < y + zy que X + z # y + z, asi que
X + 2z < y+z, como afirma la proposicion. O

En segundo lugar, la primera condiciéon de la Definicion 1.28 y la proposicién que acabamos
de probar nos dicen que sumar un elemento de R a ambos lados de una desigualdad preserva la
desigualdad. Nuestro siguiente resultado generaliza esto:

Proposicion 2.5. Sea K un cuerpo ordenado y sean x, y, z y u cuatro elementos de K.
(i) Six <yyz<u,entoncesx +z<y+u.
(ii) Six <yyz<u,entoncesx +z<y+u.

Demostracion. (i) Six < y y que z < u, entonces usando dos veces la primera condicién de la
Definicion 1.28 vemos que x + z < y + z < y + u, asi que x + z < y + u porque la relaciéon < es
transitiva.

(ii) Supongamos ahora que x < y y que z < u. Esto implica que

0=z+(-z)<u+(-z). (2.3)

Ahora bien, como x < y, de la primera parte sabemos que x +z < y + u. Sifuerax +z = y + u,
tendriamos que

y=y+0 porque 0 es neutro para la suma

<y+u+(-2) por la desigualdad (2.3)

=x+z+(-2) por la hipdtesis
=x+0 porque —z es opuesto a z
=x porque 0 es neutro para la suma,

de manera que y < x: esto es absurdo, ya que estamos suponiendo que x < y. Vemos asi que debe
ser x + z # y + u 'y, por lo tanto, que x + z < y + u, como afirma la proposicion. O

Finalmente, mostremos que la compatibilidad entre la suma y la relacion de orden implica
una compatibilidad entre esa relacion de orden y la funcion x e R = —x € R:

Proposicion 2.6. Sean x e y dos elementos de R.
(i) Six <y, entonces —y < —x.
(ii) Six <y, entonces —y < —x.

Demostracion. Six < y, entonces

-y=(-y)+0 porque 0 es neutro para la suma
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=(=y)+(—=x)+x porque —x es opuesto a x
=(~x)+(~y) +x porque la suma es conmutativa

<(=x)+(-y)+y por la hip6tesis de que x < y y la Definicién 1.28

(-x)+0 porque —y es opuesto a y

=—x porque 0 es neutro para la suma,

y esto es lo que afirma la primera parte de la proposicion. Por otro lado, si x < y, entonces o bien
X < yyen ese caso lo que ya hicimos muestra que —y < —x, o bien x = y y en ese caso vale, claro
que —y = —x: en cualquiera de los dos casos tenemos que —y < —x y, por lo tantom también es
cierta la segunda afirmacion de la proposicion. O]

2.3. Elementos positivos y negativos

Usando la relacion de orden de R podemos hacer la siguiente definicién bien familiar:

Definicion 2.7. Un elemento x de R es positivo si 0 < x, es negativo si x < 0,y es nulo si x = 0.

Decimos ademas que un elemento de R es no negativo si no es negativo, y que es no positivo si no
es positivo. Aunque estas expresiones son menos que felices, forman parte de nuestra jerga usual.

Una consecuencia inmediata de que el orden de R es total es la siguiente ley de tricotomia:

Proposicion 2.8. Si x es un elemento de R, entonces exactamente una de las siguientes tres afirma-
ciones es verdadera:

(a) x es negativo.

(b) x es nulo.

(c) x es positivo.

Demostracion. Sea x un elemento de R. El hecho de que la relacion de orden < de R es una relacion
de orden total nos dice que 0 < x 0 x < 0, y esto implica que alguna de las tres afirmaciones del
enunciado es cierta.

Si x es negativo, de manera que x < 0, entonces de la definicién de < sabemos que x # 0, asi
que x no es nulo, y de la asimetria de la relacién de orden estricto < que no vale que x > 0, esto
es, que x no es positivo. De manera simétrica, si x es positivo, de manera que x > 0, entonces la
definicién de > implica que x # 0 y la asimetria de esta relacién que no vale que x < 0, esto es,
que x no es negativo. Finalmente, si x es nulo, de manera que x = 0, entonces la definicién de la
relacion < implica que ni 0 < x ni x < 0 valen, asi que x no es ni positivo ni negativo. Esto prueba
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que no puede haber dos de las tres afirmaciones del enunciado que sean ciertas. O

La funcién x € R — —x € R intercambia los nimeros positivos y negativos:

Proposicion 2.9. Un elemento x de R es positivo si y solamente si su opuesto —x es negativo.

Demostracion. Sea x un elemento de R. Si x es positivo, entonces 0 < x y la Proposicion 2.6 nos
dice que —x < -0 = 0, esto es, que x es negativo. Reciprocamente, si —x es negativo, de manera que
—x < 0, entonces esa proposicion nos dice que 0 = —0 < —(—x) = x, esto es, que x es positivo. [

La multiplicacién por un elemento positivo preserva las desigualdades:

Proposicion 2.10. Sean x, y, y z tres elementos de R.
(i) Six < yyzes positivo, entonces x -z < y - z.
(i) Six < yyzespositivo, entonces x -z < y - z.

Demostracion. Supongamos primero que x < y y que 0 < z. De la primera desigualdad y de la
Proposicion 2.4 podemos deducir que 0 = x + (—x) < y + (—x) y, como 0 < z y vale la segunda
condicidn de la Definicion 1.28, que ademas

0< (y + (—x)) - Z. (2.4)

Podemos calcular entonces que

y-z=y-z+0 porque 0 es neutro para la suma
=y-z+(-(x-2))+x-z porque —(x - z) es opuesto de x - z
=y-z+(-x)-z+x-2 por la segunda parte de la Proposicion 2.3
= ( ¥+ (—x)) “Z+Xx-Z porque vale la ley distributiva.
>0+x-z por la desigualdad (2.4) y la Definicién 1.28
=x-z porque 0 es neutro para la suma.

Esto prueba la afirmacion (i) de la proposicion.

Probemos ahora la afirmacion (ii). Supongamos que x < y y que z es positivo. Si x < y,
entonces lo que ya probamos nos dice que x - z < y - z, asi que también x - z < y - z. Si, en cambio,
es x = y, entonces por supuesto tenemos que x - z < y - z y otra vez que x - z < y - z. Esto prueba
que en cualquier caso es x - z < y - z, y esto es lo que queriamos probar. O]

La multiplicacién por elementos negativos, por el contrario, las invierte:
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Proposicion 2.11. Sea K un cuerpo ordenado y sean x, y, y z tres elementos de K.
(i) Six < yyzes negativo, entonces x -z > y - z.
(ii) Six < yyzesnegativo, entonces x -z y - z.

Demostracion. (i) Supongamos que x < y y que z es negativo. De la Proposicion 2.9 sabemos
entonces que —z es positivo y podemos calcular que

—(x-z)=x-(-2) de acuerdo a la Proposicion 2.3
<y-(-2) porque —z es positivo y vale la Proposicién 2.10
=—(y-2) otra vez por la Proposicion 2.3.

Usando ahora la Proposicién 2.6 podemos concluir que y - z < x - z, como queremos.

(i) Supongamos ahora que x < y y que z es negativo. Si x < y, entonces de la parte (i) sabemos
que y-z < x -z, por lo tanto, que y - z < x - z. Si en cambio es x = y, entonces por supuesto es
y-z=x-zYy,otravez, y-z < x - z. Esta ultima desigualdad vale entonces en cualquier caso, y esto
es lo que afirma la proposicion. O

Esta proposicion tiene un corolario importante:

Corolario 2.12. En Res0< 1.

Demostracion. Si fuera 1 < 0, entonces de acuerdo a la primera parte de la Proposicion 2.11
tendriamos que también 0 = 0-1<1-1 =1, lo que es absurdo. Como 1 es distinto de 0, la Gnica
positivo entonces es que sea 0 < 1. O

En la Proposicion 2.6 describimos cdmo interactua la funcién x € R — —x € R con las

desigualdades. Nuestras siguientes proposiciones dan resultados analogos pero para la funcién
xe RN {0} »xTteR\{0}.

Proposicion 2.13. Sean x e y dos elementos de R.

(i) SiO0 < x, entonces 0 < x~\.

(i) Si0<x <y, entonces0< y' < x7L,

(iii) Si0 < x < y, entonces 0 < y ' < x7L.

Notemos que en estas tres afirmaciones las hipétesis implican que x # 0 e y # 0, de manera
que x e y tienen elementos inversos en R y, por lo tanto, podemos hablar de x™! y de y~!.

Demostracién. (i) Supongamos que 0 < x. Si fuera x™! < 0, como x es positivo tendriamos de la
Proposicién 2.10 que 1 = x™! - x < 0+ x = 0, lo que contradice al Corolario 2.12: esto implica que

debe ser 0 < x7L.
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(ii) Supongamos ahora que 0 < x < y. Como 0 < x y 0 < y, de la Definicién 1.28 sabemos que
0<x-y. (2.5)
Si fuera x ! < y™!, tendrfamos que

y=1-y porque 1 es neutro para el producto
=x1.x. y porque x ! es inverso de x

<ytx-y por la hipétesis, la desigualdad (2.5) y la Proposicién 2.10

=X- y_l -y porque el producto es conmutativo
=x-1 porque y_l es inverso de y
= 5% porque 1 es neutro para el producto,

1 como afirma

y esto es absurdo, ya que estamos suponiendo que x < y. Debe ser entonces y ! < x~
la proposicion.

(iif) Supongamos finalmente que es 0 < x < y. Si x < y, entonces la hipétesis de (ii) se cumple,
asi que sabemos que 0 < y‘l < x7L. Si, en cambio, es x = y, entonces usando (i) sabemos que

0< y‘l =x 1. En cualquiera de los dos casos tenemos que 0 < y_l < x7%, como queremos. 0l

La segunda condicién de la Definicién 1.28 dice que el producto de dos elementos positivos
de R es positivo. De hecho, tenemos el siguiente resultado:

Proposicion 2.14. El producto de dos elementos de R es positivo si y solamente si ambos factores son
positivos 0 ambos son negativos.

Demostracion. Six > 0e y > 0, la Definicion 1.28 nos dice que que x - y > 0. Si, por otro lado,
x < 0e y <0, entonces de acuerdo a la Proposicién 2.9 es 0 < —x y 0 < —y, asi que usando la
Definicion 1.28 y la segunda parte de la Proposicién 2.3 vemos que otravez 0 < (—x) - (=y) = x - y.
Esto prueba la suficiencia de la condiciéon del enunciado.

Supongamos ahora que x - y > 0. No puede ser x = 0, porque sabemos que x - y no es nulo. Si
X es positivo, entonces x~! también lo es, de acuerdo a la Proposicion 2.13, y entonces

y=1-y porque 1 es neutro para el producto
=xl.x. y porque x ! es inverso de x
>x710 porque x - y > 0 y vale la segunda condicion de la Definicién 1.28
=0 por la Proposicion 2.2. O

Por otro lado, si x es negativo, entonces —x es positivo, como sabemos, yes (-x) - (-y) =x-y >0,
asi que lo que ya hicimos nos dice que —y es positivo y, por lo tanto, que y es negativo. Vemos asi
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que si x - y > 0 entonces y es positivo si x lo es positivo, y que es negativo si x lo es. Esto prueba la
necesidad de la condicion del enunciado.

Ejercicio 2.15. Determine condiciones necesarias y suficientes sobre dos elementos x e y de R
para que sea el producto x - y sea no negativo.

Usando los elementos positivos de R podemos dar una caracterizaciéon del supremo e infimo
de un conjunto:

Proposicion 2.16. Sea A un subconjunto no vacio y acotado superiormente de R. Un elemento «
de R es el supremo de A en R si y solamente si

« es una cota superior para Aen R y

o para todo elemento positivo € de R existe hay un elemento a en A tal que a — € < a.

Demostracion. Sea a un elemento de R. Supongamos primero que « es el supremo de A en R. Se
trata entonces ciertamente de una cota superior para A en R. Por otro lado, si € es un elemento
positivo de R, de manera que € > 0, entonces &« — € < a 'y, por lo tanto, & — € no es una cota superior
para A: esto es, hay un element a en A tal que a — € < a. Esto prueba que las dos condiciones de la
proposicion son necesarias.

Veamos que son suficientes. Supongamos que « es un elemento de R que satisface esas dos
condiciones. Si 3 es un elemento de R tal que 8 < a, entonces a — f3 es un elemento positivo de R
y, por lo tanto la hipdtesis nos dice que hay un elemento a en A tal que = a — (a — f8) < a: asi, 8
no es una cota superior para A. Esto prueba que « es el supremo de A en R, ya que, por hipdtesis,
es una cota superior para él. O

Ejercicio 2.17. Dé una caracterizacion similar para el infimo de un subconjunto no vacio y acotado
inferiormente de RR.

Terminemos esta seccion construyendo la funcion valor absoluto:

Definicion 2.18. Si x es un elemento de R, entonces el valor absoluto o el médulo de x es

X six > 0;
x| = .
—X en caso contrario.

Como veremos, esta funcién cumple un rol fundamental en todo lo que haremos mas tarde.
Demos, por ahora, sus propiedades bésicas.
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Proposicion 2.19. Si x e y son dos elementos de R, entonces

x| > 0, (2.6)
x| = [-x, (2.7)
|x| = max{x, —x}, (2.8)
|x| =0 <= x=0, (2.9)
-yl = |x|-[y], (2.10)
|x + | < |x| + |y]- (2.11)

Esta ultima desigualdad es conocida como la desigualdad triangular. Notemos que la igual-
dad (2.8) implica inmediatamente que x < |x| y que —x < |x| cualquiera sea x en R.

Demostracién. Six > 0, entonces |x| = x es positivo, y si en cambio x < 0, entonces |x| = —x es
positivo, de acuerdo a la Proposicion 2.9. En cualquiera de los dos casos vemos que |x| es positivo,
y esto prueba la desigualdad (2.6).

Si x > 0, entonces —x < 0y tenemos que |x| = x = —(-x) = |-x|. De manera simétrica, si
x < 0, entonces —x > 0 y es |x| = —x = |-x|. Finalmente, si x = 0, entonces x = —x y, por supuesto,
también en este caso tenemos que |x| = |—x|. Esto prueba la igualdad (2.7).

Six > 0, entonces —x < 0, asi que —x < x y, por lo tanto, |x| = x = mdx{x, —x }. Si en cambio
es x < 0, entonces —x > 0, asi que —x > x y |x| = —x = max{x, —x}. Esto prueba (2.8).

Si x = 0, entonces ciertamente es x > 0y, por lo tanto, x| = x = 0. Por otro lado, si x # 0,
entonces o bien x > 0 o bien x < 0, y entonces tenemos que o bien |x| = x > 0 o bien |x| = —x > 0:
en cualquera de los dos casos es |x| # 0. Esto prueba la equivalencia (2.9).

Para probar la igualdad (2.10) consideramos tres casos.

o Six- y es positivo, entonces |x - y| = x - y y la Proposicion 2.14 nos dice que x e y son o bien
los dos positivos, o bien los dos negativos. En el primer caso tenemos que |x| = x, |y| = y ¥,
por lo tanto, que |x - y| = x - y = |x| - |y|- En el segundo caso, tenemos que |x| = —x, |y| = -y
y, en consecuencia, que [x - y| = x -y = (=x) - (=y) = |x| - [y]-
o Six - yesnulo, entonces la Proposicion 2.2 nos dice que alguno de x o y es nulo y, entonces,
usando (2.7) sabemos que alguno de |x| o |y| es nulo, asi que también lo es el producto |x|-|y|.
Es entonces |x - y| = |x| - |y].
« Finalmente, supongamos que x - y es negativo. Entonces (—x) - y es positivo, porque es igual
a—(x-y),ylo que ya probamos implica que [x-y| = |=(x-y)| = |(=x)-y| = |=x]-[y] = [x|- |y
Probemos, para terminar, la desigualdad (2.11). Como x < |x| e y < |y|, es x + y < |x| + |y|. De
manera similar, como —x < |x| y —y < |y, tenemos que —(x + y) = —x — y < |x| + |y|. Estas dos
desigualdades nos dicen que |x| + | y| es una cota superior para el conjunto {x + y,—(x + y)}, asi
que es |x + y| = max{x + y,—(x + y) } < |x| + |y|, como queremos. O
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El siguiente resultado nos da dos criterios utiles para probar acotar el valor absoluto de un
elemento de R:

Proposicion 2.20. Six e y son dos elementos de R, entonces

x| <y <= -y<x<y, x| >y <= x>yox<-y, (2.12)

x| <y = —-y<x<y, x| >y <= x<-yox>y. (2.13)

Demostracién. Supongamos primero que |x| < y. Como x < |x|, tenemos que x < y, y como
—-x < |x|, tenemos que que —x < y vy, por lo tanto, que —y < x. Vemos asi que —y < x < y.
Reciprocamente, si suponemos que —y < x < y, entonces tenemos que x < y y que —x < y, asi que
y es una cota superior para el conjunto {x, —x} y, en consecuencia, |x| = max{x, -x} < y. Esto
prueba la primera equivalencia de (2.12).

Supongamos ahora que |x| < y. Como x < |x|, es x < y, y como —x < |x|, es —x < y, asi que
—y < x: esto prueba que —y < x < y. Por otro lado, si —y < x < y, entonces es —y < x < y, asi
que por lo que ya probamos es |x| < y. Si fuera |x| = y tendriamos que y pertenece a {x,-x}y
que, entonces, es igual a x 0 a —x, lo que es absurdo. Vemos asi que debe ser |x| < y. Esto pruba la
primera equivalencia de (2.13).

Para probar las segundas equivalencias de (2.12) y (2.13) es suficiente observar ahora que se
trata de las afirmaciones contrarreciprocas de las primeras equivalencias de (2.13) y de (2.12). [

Ejercicio 2.21. Pruebe que cualesquiera sean los elementos x, y y z de R se tiene que

][ = Ixl,

x-y[=0 —= x=y,

k-2 <le-yl+ly-z

e = 71 > Jlx] = [yl].

>

Ejercicio 2.22. Six es un elemento de R, el signo es

1 six > 0;
sgn(x) =40 six=0;

-1 six<0.

Pruebe que para todo x € R vale que x = |x| - sgn(x) y |x| = x - sgn(x), y que si x no es nulo se
tiene entonces que
x|«

sgn(x) = M X
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2.4. Numeros naturales, enteros y
racionales

2.4.1. NOmeros naturales

Por el principio de recurrencia, sabemos que hay exactamente una funcién v : Ng — R tal que
v(0) = 0y que satisface, para cada n € N, la condici6n.

v(in+1)=v(n)+1

Notemos que cuando aqui escribimos «v(0) = 0» el 0 que aparece a la izquierda del signo igual es
el elemento 0 de Ny, mientras que el que estd a la derecha es el elemento 0 de R. De manera similar
en la igualdad «v(n +1) = v(n) +1» el 1 y la operacion + que aparecen a la izquierda son los de Ny,
mientras que los que estan a la derecha son los de nuestro cuerpo ordenado y completo R.

Proposicion 2.23. Siempre que n y m son elementos de Ny se tiene que

v(n+m)=v(n)+v(m), v(n-m)=v(n)-v(m).

Demostracién. Para cada elemento m de Ny sean &?(m) y 2(n) las afirmaciones

para todon € Ny es v(n+m) =v(n) +v(m)

paratodon € Ny es v(n-m) = v(n) - v(m).
Para todo n € Nj se tiene que
v(n+m)=v(n+0)=v(n)=v(n)+0=v(n)+v(m),

y esto nos dice que la afirmacién Z(0) vale. Supongamos, por otro lado, que m es un elemento
de Ny tal que la afirmacién & (m) vale. En ese caso, si n es un elemento cualquiera de Ny tenemos

que
vin+tm+1)=v(n+m)+1 por la definicion de v
=v(n)+v(m)+1 porque vale la afirmacion & (m)
=v(n)+v(m+1) por la definicién de v

¥, por lo tanto, vale la afirmacién & (m + 1). El principio de induccidn, entonces, nos dice que
vale la afirmacion &?(m) cualquiera sea m € Ny: esto prueba la afirmacion de la proposicion que
involucra sumas.

Si n es un elemento de Ny, entonces

v(n-0)=v(0)=0=v(n)-0=v(n)- v(0),
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asi que vale la afirmaciéon 2(0). Supongamos ahora que m es un elemento de Ny tal que la
afirmacion 2(m) es cierta. Si n es un elemento cualquiera de Ny, entonces

v(in-(m+1))=v(n-m+n)

=v(n-m)+v(n) porque vale la afirmacion &2 (n)
=v(n)-v(m)+v(n)-1 por vale la afirmacion 2(m)
=v(n) - (v(m) +1) por la ley distributiva
=v(n)-v(m+1) por la definicion de v,

y estonos dice que vale la afirmacion 2(m + 1). Otra vez, por el principio de induccion podemos
concluir que la afirmacién 2(m) vale cualquiera sea m € Ny. Esto prueba la afirmacion de la
proposicion que involucra productos. O

Esta proposicion nos dice que la funcién v preserva sumas y productos. Usdndola podemos
probar que ademas preserva y refleja desigualdades.

Corolario 2.24. La funcién v : Ng - R es estrictamente creciente. Mds atin, si n y m son dos
elementos de N, entonces vale que

n<m < v(n)<v(m).

En particular, se tiene que v(n) > 0 para todo n € N.

Notemos que esta ultima afirmacion es en efecto un caso particular de la primera — basta
tomar m = 0 en esta ultima para obtener aquella.

Demostracion. Probemos, para empezar, la ultima afirmacion del corolario, esto es, que para todo
n € N se tiene que v(n) > 0. Esto es cierto si n = 1, ya que

v(1)=v(0+1)=v(0)+1=0+1=1>0.
Por otro lado, si 7 es un elemento de N tal que v(n) > 0, entonces
v(n+1l)=v(n)+1>0+1=1>0.

Lo que queremos probar se sigue entonces de esto y del principio de induccién.

Probemos ahora la primera afirmacién del corolario. Sean n y m dos elementos de Ny. Si
n < m, entonces d = m — n € Ny, en vista de lo que ya hicimos y del la Proposicion 2.23, tenemos
que

vim)=v(n+(m-n))=v(n+d)=v(n)+v(d)>v(n)+0=v(n).
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Por otro lado, si n > m, entonces o bien n = m y en ese caso por supuesto v(n) = v(m), o bien
n > m,y en ese caso sabemos que v(n) > v(m): en cualquiera caso tenemos que v(n) > v(m).
Esto prueba la implicacion contrarreciproca de v(n) < v(m) == n < m, y completa la prueba
del corolario. O]

Podemos mejorar la tltima afirmacion de este corolario:

Corolario 2.25. Para todo elemento n de N se tiene que v(n) > 1.

Demostracion. En efecto, si n es un elemento de N, entonces o bien # = 1, asi que
v(n)=v(1)=v(0+1)=v(0) +1=1=0+1,

o bien n > 1, asi que el Corolario 2.24 implica que v(n) > v(1) = 1. En cualquiera de los dos casos
tenemos que v(n) > 1. O

Por otro lado, el Corolario 2.24 tiene la siguiente consecuencia inmediata:

Corolario 2.26. La funcién v : Ny — R es inyectiva.

Demostracion. En efecto, si n y m son dos elementos distintos de Ny, entonces o bien n < m o
bien m < n, y en entonces el corolario nos dice que o bien v(n) < v(m) o bien v(m) < v(m) y
que, en cualquier caso, es v(n) # v(m). O

Desde ahora haremos la convencidn de identificar a cada elemento n de Ny con su imagen v(n)
porlafunciénv : Ny — R,y tomaremos el punto de vista de que el conjunto v(Ny) es el conjunto Ny.
Notemos que el hecho de que la funcidn v sea inyectiva hace que esto no introduzca ninguna
ambigiiedad, ya que garantiza que cada elemento de v(Ny) es la imagen por v de exactamente
un elemento de Ny. La Proposicidn 2.23 nos dice que esta identificacion preserva las operaciones
aritméticas: sumar o multiplicar dos elementos de Ny en Ny o, via nuestra identificacion, en R da
el mismo resultado. De manera similar, el Corolario 2.24 nos dice que la relacion de orden entre
dos elementos de Ny es exactamante la misma que la relacién de sus correspondientes elementos
en R.

La propiedad mas importante que tiene el subconjunto Ny de R es la siguiente:

Proposicion 2.27. Six e y son elementos de R y x es positivo, entonces existe n € Ng tal que y < n - x.

Llamamos a esto la propiedad arquimediana de R”. Para probarla haremos uso por primera
vez del hecho de que R es completo como cuerpo ordenado.
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Demostracion. Sean x e y dos elementos de R, supongamos que x es positivo, y supongamos
que, por el contrario, tenemos que y > n - x para todo n € Ny. Esto nos dice que el subconjun-
to A= {n-x:neNy}deR, que claramente no es vacio, tiene a y como cota superior en R y que
es, por lo tanto, acotado superiormente. Como R es un completo con respecto a su relacion de
orden, el conjunto A admite un supremo. Sea « := sup A.

Como x es positivo, tenemos que —x < 0 y por lo tanto, que &« — x < a + 0 = @. Como « es
el supremo de A, sabemos que esto implica que & — x no es una cota superior para Aen Ry, en
consecuencia, que existe un elemento de A estrictamente mayor que « — X, esto es, que existe
n € Ny tal que a« — x < n - x. Tenemos entonces que

a=a-x+x<n-x+x=(n+1)-xe€A,

y esto es absurdo, ya que « es una cota superior para A. Esta contradicciéon provino de haber
supuesto que y > 1 - x para todo n € Ny y, por lo tanto, esta afirmacion es falsa y la proposicion es
cierta. g

Un caso particular de la propiedad arquimediana que usamos con frecuencia es el siguiente:

Corolario 2.28. Si y es un elemento de R, entonces existe n € Ny tal que y < n.

Demostracion. En efecto, si y es un elemento de R, entonces la Proposicion 2.27 nos dice, ya que 1
es positivo, que existe n € Ny talque y <n-1=n. Ol

A su vez, este corolario tiene la siguiente consecuencia:

Corolario 2.29. El conjunto R no es acotado superiormente.

Demostracion. Si, por el contrario, hubiera una cota superior y para R en R, el corolario nos diria
que hay un elemento n de Ny tal que y < ny, por lo tanto, tendriamos que y<n=n+0<n+1:
esto es absurdo, ya que si y es una cota superior para R debe ser n +1< y. O

Otra forma en la que usamos frecuentemente la propiedad arquimediana es la que da la
siguiente proposicion:

Proposicion 2.30. Si x es un elemento positivo de R, entonces existe n € N tal que x > 1/n.

Demostracién. En efecto, si x es un elemento positivo de R, entonces 1/x también lo es, y el
Corolario 2.28 nos dice que hay un elemento #n de Ny tal que 1/x < n. Notemos que de esto y
de1/x > 0 se deduce que n > 0y, en particular, que n no es nulo, asi que podemos considerar su
inverso. De acuerdo a la Proposicion 2.13, tenemos que 1/n < 1/(1/x) = x. O
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Usando esta proposion podemos dar una version util de la Proposicion 2.16:

Ejercicio 2.31. Sea A un subconjunto no vacio y acotado superiormente de R. Muestre que un
elemento o de R es el supremo de A en R si y solamente si

« esuna cota superior para Aen Ry

« para todo elemento n de N hay un elemento a en A tal que « —1/n < a.

2.4.2. Numeros enteros

Si x es un elemento de Z entonces hay dos posibilidades: o bien es x > 0, de manera que x pertenece
a Ny y podemos considerar su imagen v(—x) en R, como en la seccion anterior, o bien es x < 0,
y en ese caso —x es un elemento de Ny y podemos considerar el elemento —v(—x) opuesto a la
imagen de —x por v. Asi, hay una funcién { : Z — R que en cada entero x € Z toma el valor

{(x) = {v(x) six > 0;

-v(-x) six<0.
Esta funcion tiene propiedades similares a las de la funcién v de la seccion anterior. Como ( esta
definida «por partes», establecer esas propiedades es un poco laborioso, como veremos.
Las siguientes dos proposiciones se ocupan de los analogos a la Proposicion 2.23. Empecemos
por la compatibibilidad con la suma:

Proposicion 2.32. Siempre que x e y son elementos de Z se tiene que {(x + y) = {(x) + {(y).

Demostracion. Sean x e y dos elementos de Z. Consideramos varios casos:
(i) Six>0e y>0,entonceses x + y > 0, asi que tenemos que

C(x+y) =v(x+y)=v(x) +v(y) = {(x) + {(y).
(7)) Six >0e y <0, hay dos posibilidades:
« obienyx + y >0, y entonces
((x+y)+C(=p) =v(x+y) +v(=y) =v(x +y + (=y)) = v(x),
de manera que
C(x+y) =v(x) + (=v(=y)) = {(x) + C(»),
« obienesx + y <0,y entonces
v(=y) = v((=(x +y)) +x) = v(=(x +y)) + v(x),
por lo que

((x+y) = =v(=(x+)) =v(x) + (=(v(=1))) = {(x) + {(»).

55



En cualquiera de las dos tenemos que {(x + y) = {(x) + {(»).
(iif) Six <0e y >0, entonces

C(x+y) =y +x) =C(y) +{(x) = {(x) + {(x),

usando en la primera y tercera igualdades la conmutatividad de la suma de Ny y de R,
respectivamente, y en la segunda lo que probamos en (ii).
(iv) Finalmente, six < 0e y <0, entonces x + y < 0y, por lo tanto,

{(x) +¢(y) = (=v(=x)) + (=v(=p)) = ~(v(=x) + v(=y)) = =v((-x) + (-»))
=—v(=(x+y)) ={(x +y).

Como estos cuatro casos cubren todas las posibilidades, vemos que la afirmacién de la proposicion
es cierta. O

En segundo lugar, mostremos como la funcion { es compatible con los productos de Z y de R.

Proposicion 2.33. Siempre que x e y son elementos de Z se tiene que {(x - y) = {(x) - {(y).

Demostracion. Sean x e y dos elementos de Z. Otra vez consideramos varios casos.
(i) Sialguno de los dos es nulo, entonces por un lado es x - y = 0y, por otro, alguno de {(x)
0 {(y) es nulo, de manera que tambien {(x) - {(y) = 0.
(7)) Six>0ey>0,entoncesx-y >0y

C(x-y) =v(x-y) = v(x)-v(y) = ((x) - {()-
(iii) Six>0ey<0,entoncesx-y<0,-y>0y
((x-y) = =v(=(x-y)) = —v(x- (=3)) = =v(x) -v(=y) = v(x) - (=v(-))
= ((x)-{(»).
(iv) De manera similar,six <0e y>0,entoncesx-y<0,-x>0y
((x-y) = =v(=(x-9)) = v((=x) - y) = =v(=x) - v(y) = (=v(x)) - v(~y)
= ¢(x)-¢(y)-
(v) Finalmente, six <0e y <0, entoncesx-y>0,-x>0y—y>0,asique
C(x-y) =v(x-y) =v((=x) - (=9)) = v(=x) - v(=y) = (=v(=x)) - (=v(-))
= ¢(x)-C(y),

Vemos asi que en cualquiera de los cinco casos — que cubren todas las posibilidades — vale la
igualdad que afirma la proposicion. O
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Ahora nos ocupamos de la version del Corolario 2.24 para la funcién (.

Proposicion 2.34. La funcién ( : Z — R es estrictamente creciente. Mds atin, si x y y son dos
elementos de 7, entonces vale que

x<y = {(x) <{(y).

Demostracion. Sean x e y dos elementos de Z y supongamos primero que x < y, de manera que
el entero y — x es positivo. En ese caso, de acuerdo a la Proposicién 2.32, tenemos que

0<¢(x-y)=0¢(y)-¢(x)

y, por lo tanto, que {(x) < {(y). Por otro lado, si x > y, de manera que el entero x — y es un
elemento de Ny, entonces

((x)=¢(y) =C(x-y) 20,

con lo que ahora es {(x) > {(y). Vemos asi que vale la implicaciéon x > y == {(x) > {(y), que
es la contrarreciproca de la implicacion {(x) < {(y) = x < y. O]

La Proposicion 2.34 tiene la siguiente consecuencia inmediata:

Corolario 2.35. La funcion { : Z — R es inyectiva.

Demostracién. En efecto, si x e y son dos elementos de Z tales que {(x) = {(y), entonces la
proposicién implica que ni x < y ni y < x, asi que necesariamente debe ser x = y. g

Gracias a este corolario, podemos hacer con Z lo mismo que hicimos con N en la seccion
anterior: desde ahora identificaremos a cada entero x € Z con su imagen {(x) en R por la funcién (.
Como la funcidn { es inyectiva, esto no introduce ninguna ambigiiedad en lo que hacemos, y de
acuerdo a las Proposiciones 2.32, 2.33 y 2.34 esta identificacion es compatible con las operaciones
aritméticas de Z y con la relacion de orden usual sobre ese conjunto.

Una propiedad importante del subconjunto Z de R es que para sus subconjuntos vale el
siguiente resultado:

Proposicion 2.36. Un subconjunto no vacio de Z que es acotado en R posee mdximo.

Recordemos que que R sea un cuerpo ordenado completo nos dice que un tal subconjunto
posee necesariamente supremo en R.
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Demostracion. Sea A un subconjunto no vacio de Z que es acotado en R, de manera que podemos
considerar su supremo « = sup A en R. Como & —1 < «, sabemos que & —1 no es una cota superior
para A, asi que hay un elemento a en A tal que @ — 1 < a.

Afirmamos que a es una cota superior para A en R y, por lo tanto, un maximo de A, ya que
pertence a A. Para verlo, supongamos que, por el contreario, no lo es, de manera que existe un
elemento b en A tal que a < b. En ese caso la diferencia b — a es un elemento de Z, yaque a y b
estan en Z, y es positivo, asi que 1 < b — a: se sigue de esto y de que & — 1 < a que

a=a—-1+1<a+b-a=0b,

lo que es absurdo, ya que « es una cota superior para A. O

Una aplicacén de esta proposicion es la construccion de la funcion parte entera.

Proposicion 2.37. Si x es un elemento de R, entonces existe exactamente un elemento n de Z tal que
n < x < n+ 1. De hecho, n es precisamente el supremo del conjunto {m € Z: m < x}.

Demostracién. Sea x un elemento de R y consideremos el conjunto S := {m € Z : m < x}. Es claro
que S esta acotado superiormente en R por x. Por otro lado, sabemos que hay un elemento k de N
tal que —x < k, asi que —k < x y, por lo tanto —k € S: esto muestra que el conjunto S no es vacio.
De acuerdo a la Proposicién 2.36, entonces, sabemos que el conjunto S tiene un maximo.

Escribamos 7 a ese maximo. Como # pertenece a S, es n < x. Por otro lado, como n +1> n
y n = max S, no puede ser que n + 1 pertenezca a S, asi que x < n + 1. Vemos asi que el entero n
tiene la propiedad descripta en el enunciado. Para completar la prueba tenemos que mostrar que
es el tnico que la tiene.

Sea n’ un elemento de Z tal que n’ < x < n’ + 1. Supongamos que n < n’, de manera que n’ — n
es un elemento de N: como n’ < x y x < n + 1, tenemos que n’ < n +1,asi que n’ — n < 1, y esto
contradice el Corolario 2.25. De manera similar, si n’ < n, entonces n — n’ es un elemento de Ny,
comon<xyx<n'+l,esn<n’+1yn—n'<11loqueotravez es absurdo. La tinica posibilidad,
entonces, es que sea n’ = n. Esto prueba lo que queremos. O]

En vista de esta proposiciéon podemos hacer la siguiente definicion:

Definicion 2.38. Si x es un elemento de R, entonces la parte entera de x es el inico elemento | x|
de Z tal que | x| < x < |x|+1.

Para trabajar con partes enteras es util tener la siguiente caracterizacion alternativa.

Proposicion 2.39. Sean x un elemento de R y n uno de 7Z. Las siguientes afirmaciones son equiva-
lentes:
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(a) n=|x]
(b) n<x<n+l.
(c) x—-1<n<x.

Demostracién. La equivalencia entre (a) y (b) es consecuencia de la definicion de | x|.
Supongamos que vale (b). Como x < n +1, tenemos que x —1 < n,asiquex —1<n < xiy

vale (c). Reciprocamente, si vale (c), entonces x —1 < n,asique x < n+1y, porlo tanto,n < x < n+1,

es decir, vale (b). O

Como ejemplo de como manipular expresiones que involucran partes enteras, probemos sus
propiedades elementales.

Proposicion 2.40.
(i) ParacadaneZes|n|=n,yparacadaxeRes||x]|=|x].
(7)) Six eR yn eZ, entonces

n<x <= n<|x|, x<n < |x|<n, |x+n|=|x]+n.
(iii) Siempre que x e y son elementos de R vale que

x<y = |xl<lyl D]+l <le+yl<lxl+ 1yl +1

Demostracion. (i) Sin es un elemento de Z, entonces tenemos que n < n < n + 1, porque 0 < 1, asi
que la definicion de | n] implica inmediatamente que | n] = n. En particular, si x es un elemento
cualquiera de R, entonces | x | es uno de Z, asi que tenemos que | | x| ]| = | x].

(ii) Sean x y n elementos de R y de Z, respectivamente. Si n < x, entonces n pertenece al
conjunto S := {m € Z: m < x} y, por lo tanto, es n < sup S = | x|. Reciprocamente, si n < | x|, en-
tonces, como | x| < x, es n < x. Esto prueba la equivalencia n < |x| <= n < x, que es la primera
que aparece en el enunciado, y tambien la segunda, ya que esta es la contrarreciproca de aquella.
Finalmente, como | x| < x < | x|+1,la monotonia de la suma implica que | x |+7n < x+n < | x|+n+1
y, como | x | + n es un elemento de Z, esto nos dice que | x + n] = [x] + n.

(iii) Sean ahora x e y dos elementos de R. Si x < y, entonces y es una cota superior para
el conjunto S == {m € Z : m < x}, asi que |[x| = supS < y. Usando la primera parte de la
afirmacion (ii) que acabamos de probar, podemos concluir, entonces, que | x| < |y, ya que | x|
pertenece a Z. Esto prueba la primera parte de (iif).

Como |x]| <x < |x]|+1y]|y] <y <|y|+1 tenemos que |x]| + |y] <x+y<|x]+|y]+2
Ahora bien, si x + y < | x| + | | + 1, tenemos que

]+l <x+y<lx]+]y|+1

y, por lo tanto, que |x + y| = | x| + | y]- Si, por el contrario, es x + y > |x]| + | y| + 1, entonces
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tenemos que

x|+ |y +1<x+y<|x]+]|y]+2

asi que [x+y| = [x]+| y|+1 En cualquiera delos dos casos vale que | x |+| y | < [x+y| < [x]+]y]+1,
asi que esto prueba la tltima afirmacion de la proposicion. O]

Ejercicio 2.41. Pruebe que cualquiera sea x en R vale que

0 sixeZ;

[x] +-x] = {

-1 en caso contrario.

Ejercicio 2.42.
(i) Muestre que para cada elemento x de R existe exactamente un elemento n de Z tal que
n —1< x < n, al que escribimos [x].
(ii) Pruebe que cualesquiera sean n € Z y x e y en R valen las siguientes afirmaciones:

[x]=n <= n-1<x<n < x<n<x+],

[x]=x <= x€Z, n<x < n<|[x],
x<n < [x|<n, [x +n]=[x]+n,
[x]+[yI-1<x+y] <[x]+[y], x<y = [x[<[y],

0 sixeZ;
[x1+[—X1={

1 en caso contrario.

0 sixeZ;
|-x] = -[x]. [x] - [x] ={

1 en caso contrario,

2.4.3. NUmeros racionales
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