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Practica 4: Funciones continuas

1. Sean f : R — R una funcién y A, B, X, Y C R conjuntos. En cada uno de los

siguientes casos, decida si corresponde C, D o = y pruébelo.

(i) f(AUB) ...... f(A)U f(B)
(ii) fFHXUY) ... FHX)U YY)
(tir)  f(ANB) ...... (AN f(B
(iv) fFHXNY) ...... FHX) N YY)
v) flAe)y oL f(A))e
(i) FUXY) (- (X))
. Si f: (a,b) — R es una funcién, entonces lim,_,,+ f(z) = [ si y solo si para

toda sucesién estrictamente decreciente (zp)n,>1 tal que lim, ooz, = a vale que

limy, o0 f(zn) = 1.

. Sean f : [a,b] — R una funcién monétona y = € (a,b]. Si existe una sucesién
(Zn)n>1 con valores en (a,b] tal que x, < x para todo n > 1, limy, seczp =z y
lim,, 00 f(2,) = [, entonces f(x~) = [. Enuncie el resultado correspondiente para
f(z™) (recordemos que

flzg) = lim f(x) vy f(zg)= lim f(x)).

=T xﬁxa'
. Sean A, BCRysean f: A— Ry g: B — R funciones tales que f(A) C B. Si f
es continua en a € A y g es continua en f(a), entonces g o f es continua en a.

a) Una funcién continua f : R — R tal que f(x) = f(y) cualesquiera sean z, y € Q
es necesariamente constante.

b) Dos funciones R — R continuas que coinciden sobre QQ son iguales.

. Encuentre los puntos donde las siguientes funciones son continuas:

a) f:]0,1] — [0, 1] con
K2 si x € Q;
f(x)_{l—x six ¢ Q.
b) f:R — R con

a

f(z) % siz = ¢ con a, b € Z coprimos y b > 0;
xr) =
0 sizé¢Q.



10.

11.

12.

13.

Si f:[a,b] — [a,b] es una funcién continua, existe ¢ € [a, b] tal que f(c) = c.

Sugerencia: Considere la funcién x — x — f(z).

Si f: R — R es una funcién, las siguientes afirmaciones son equivalentes:

a) La funcién f es continua.
b) El conjunto f~1(O) es abierto para todo O C R abierto.
¢) El conjunto f~!(F) es cerrado para todo F' C R cerrado.

Si f: R — R es una funcién continua, entonces el grafico de f es un subconjunto
cerrado de R2.

a) Sea K C R un conjunto compacto. Si f: K — R es una funcién continua tal
que f(z) > 0 para todo x € K, entonces existe a > 0 tal que f(z) > « para
todo z € K.

b) Si A C R es un conjunto que no es compacto, existe una funcién continua
f A — R que toma valores positivos y tal que inf{f(x) : z € A} = 0. Esto
nos dice que la condicién de que K sea compacto en la primera parte de este
ejercicio es necesaria.

Si f:R — R es una funcién continua tal que lim,|_,; f(z) = +o0, entonces f es
acotada inferiormente y tiene minimo.

Sea K C R un conjunto compacto y sea f : K — R una funcién continua.

a) El conjunto {|z|: = € K} es compacto.

b) Sic € f(K), entonces entre las raices = de la ecuacién f(z) = ¢ hay una de
modulo minimo.

* Como el conjunto QN (0,1) es numerable e infinito, hay una sucesién (z,),>1 tal
que QN (0,1) ={z, : n > 1}.

a) Siz € (0,1) y ponemos Q, = {n € N: z, <z}, entonces la serie

1

converge. Podemos entonces definir una funcién f : (0,1) — R tal que para
todo x € (0,1) sea f(z) =), cq. 27"

b) La funcién f es mondtona creciente.

c¢) La funcién f es discontinua en todo punto de Q N (0,1) y, de hecho, si x € N
es f(af) - flag) =27 >0,

d) La funcién f es continua a izquierda, de manera que para todo x € (0,1) es
fa™) = f(z).

e) La funcién f es continua en todo punto de (0,1) \ Q.



14. Estudie la continuidad uniforme de las funciones siguientes:

a) frzeRm—|z] R

)
b) f:xeR— 22 R
¢) f:x € (r,+00) — /x € R, primero con r = 0 y luego con r > 0.
d) f:z€(0,1)—sinleR.
e) f:xERHH%E]R.

15. Sea S CR y sean f ,g:.5 — R dos funciones uniformemente continuas.

a) La funcién f + g es uniformemente continua.

b) En cambio, la funcién f - g no necesariamente es uniformemente continua, atin
si alguna de las funciones f 6 g es acotada.

c) Si h: f(S) — R es una funcién uniformemente continua definida sobre la
imagen de f, entonces ho f:.S — R también lo es.

16. a) Si f:R — R es una funcién que es uniformemente continua en los intervalos
[a,b] y [b,c], entonces f es uniformemente continua en [a, c|.

b) ;Es cierto que si f es una funcién uniformemente continua sobre un conjunto

A C R y sobre un conjunto B C R, entonces también lo es en AU B?

17. Sean f : R — R una funcién, g € Ry o € R. Decimos que f es localmente Lipschitz
de orden « en xq si existen € > 0y M > 0 tales que

0<|z—m| <e=|f(x) — f(xo)] < M |z — zo|™.
Si a = 1, decimos simplemente que f es Lipschitz en xg.

a) Si f eslocalmente Lipschitz de orden o > 0 en x, entonces f es continua en x.
b) Si f es localmente Lipschitz de orden v > 1 en z, entonces f es derivable en x
y f'(z0) = 0.

18. Sea A C Ry f: A— R una funcién. Decimos que f es Lipschitz sobre A si existe
una constante M > 0, a la que en ese caso llamamos constante de Lipschitz de f,
tal que

r,ye A = [f(x) - fly)| < M|z —y|.

a) Una funcién Lipschitz es continua en su dominio.

b) Una funcién definida sobre un intervalo abierto de R y alli derivable con derivada
acotada es Lipschitz.

c¢) La funciénf : t € [~1,1] + /t € R es uniformemente continua pero no es
Lipschitz.



19. a) Teorema de punto fijo de Banach. Sea S C R y sea f : S — R una funcién
Lipschitz con constante de Lipschitz M < 1. Si el conjunto S es cerrado y
f(S) C S, entonces existe y € S tal que f(y) = y.
Sugerencia: Sea 1 € S. Muestre que la sucesion (z,,)nen en S tal que x, 11 =
f(z,) para todo n > 1 es una sucesién de Cauchy y considere su limite y =

lim,,— 00 Tn-

b) Muestre con un ejemplo que el resultado es falso si no se supone que S es un
conjunto cerrado.

c) Sea f: R — R la funcién tal que f(z) = ZHVI+l V;ZH para todo x € R. Muestre
que f es Lipschitz con M =1 pero que f no tiene puntos fijos.



