Taller de Calculo Avanzado
Resolucién del primer parcial

Ejercicio 1

Demostrar el siguiente resultado elemental de dlgebra de limites. Sea (z,)nen una sucesién

de ntimeros reales que converge a x € R. Probar que lim ZL'% =22
n—oo

Solucion

Dado un € > 0 debemos ver que existe un nimero natural ng (que va a depender de €) de
manera que para cualquier otro n > ng valga |22 — 22| < e. Tenemos

|25, — 2% = [(&n — 2) (20 + )|
= |z, — z||zy + 2|
< |zn — z|(|zn] + |2])

Por ser convergente la sucesién x,, esté acotada’, existe un M > 0 tal que |zn| < M para todo
n € N. Entonces
2 2
|5, — 27| < |on — @|(M + [=])

Consideremos € = €/(M + |z|), notar que M + |z| > 0 as{ que podemos dividir sin problemas.
Sea ng € N tal que Vn > ng, |z, — x| < €. Si n > ng entonces |22 — 2?| < e. B

Ejercicio 2

Sean (Zn)neN € (Yn)nen dos sucesiones acotadas de numeros reales y sean x = limsup z,,
n—oo

y = limsup x,. Sea (2,)neny € RY definida por 2o, = =, ¥ 22,1 = yn para todo n € N.
n—oo
Probar que lim sup z,, = max{z, y}.
n—oo
Solucién

Recordemos que limsup z, = max{puntos limite de (z,),}. Llamemos z = limsup z,. Para
ver que z = max{x,y} probemos las dos desigualdades.

El limite superior de una sucesién es un punto limite, luego existe (x,, ) subsucesién de x,,
que tiende a z. Pero z,, = z2,, es una subsucesién de (2y)p, por lo que x es punto limite de
(2n)n, entonces x < z. Andlogamente se ve que y < z. Por lo tanto max{z,y} < z.

Para la otra desigualdad tomemos un a punto de limite de (2,,)n. Sea (2n, )r una subsucesién
que tiende a a. No puede ser que (2, ), tenga finitos términos con ny par y finitos con ny impar.

“Como z, — x, existe n1 € N tal que Vn > ni, |z, — x| < 1. Sin > ny entonces |z,| < |zn — x| + |2| < 1+ |z].
Sea M = max{|z1|, |z2|,...,|Tng—-1], 1+ |2|} + 1, cumple que Vn € N, |z,| < M.



Taller de Céalculo Avanzado 2do cuatrimestre 2016

Sin pérdida de generalidad supongamos que hay infinitos n; pares (el otro caso es anélogo).
Asi que tenemos una subsucesién de (z,,), que tiende a a. Luego a < z < méax{x,y}. Pero esto
vale para todo a punto limite de (z,),. Luego z < max{z,y}. B

Ejercicio 3

[e.e]
Sea E an, una serie convergente de términos positivos. Para cada n € N definimos b,, =

n=1

oo
(—1)"a,2. Demostrar que Z by, converge.

n=1

Solucién

o0
Veamos que la serie b, converge absolutamente. Notemos que para todo N € N
g

n=1

N N N2 %)
SN:Z|bn|:Zan2 §Zan§2anz =M
n=1 n=1 n=1 n=1

La ultima cota se debe a que ) a,, es una serie convergente de términos positivos, luego estd aco-
tada por su limite. O sea que la suma parcial de términos positivos Sy estéd acotada, por lo tanto
converge. Il

Ejercicio 4

Sean A, B C R". Se define A+ B={z+y |z € A,y € B}. Probar que A°+ B C (A+ B)°.

Solucién

Tomemos un z € A°+ B, z=a+bcona € A° yb e B. Dado que a € A° sabemos que existe
un € > 0 tal que B(a,e) C A. Veamos que B(z,¢) C A+ B, lo que prueba que z € (A + B)°.

Tomemos un w € B(z,€), entonces ||w— z|| < e. Notemos que |[(w—b) —a| = |w—(b+a)| =
|lw— z|| < e. Luego w — b € B(a,e) C A, por lo que w — b € A. Escribamos w = w — b+ b.
Tenemos be Byw—be A, luegowe A+ B. 1

Ejercicio 5

Sean K, L C R dos conjuntos compactos. Probar que K x L C R? es compacto.

Solucién

Para probar que K x L es compacto veamos que toda sucesién (ay)neny € K X L tiene una
subsucesion (ap, )keny que converge a un elemento de K x L. Notemos que a, = (zp,y,) con
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xn € K, y, € L, por lo que tenemos dos sucesiones (,)nen € (Yn)nen de elementos de K y L

respectivamente. Como K es compacto existe una subsucesién (xy, )i de (z5)n que converge a

un = € K. Dado que L es compacto sabemos que existe una subsucesion (yy, )jen de (Yn, )k que
J

converge a un elemento y € L. Por ser subsucesién de (xy, ), sucesion convergente, (xy, ); tam-
J
bién tiende a x. Tenemos Uy, = (xnkj , ynkj) subsucesion de (ay,), que converge a (x,y) € K X L,

dado que sus coordenadas convergen.



